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Metrický prostor

Definice

Množinu P 6= ∅ a zobrazeńı % : P × P → R+ splňuj́ıćı pro všechna x , y ,
z ∈ P

1. %(x , y) = 0⇐⇒ x = y

2. %(x , y) = %(y , x)

3. %(x , y) + %(y , z) ≥ %(x , z)

se nazývá metrický prostor. Zobrazeńı % se nazývá metrika, %(x , y) je pak
vzdálenost bodů x , y v prostoru (P, %).
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Základńı metriky na Rn

Euklidovská metrika

%(X ,Y ) =

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2

Součtová metrika

%1(X ,Y ) =
n∑

k=1

|xk − yk |

Maximálńı metrika

%∞(X ,Y ) = max
1≤k≤n

|xk − yk |
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Základńı metriky na C [a, b]

Metrika stejnoměrné konvergence

%c(f , g) = max
x∈[a,b]

|f (x)− g(x)|

Integrálńı metrika

%I (f , g) =

∫ b

a
|f (x)− g(x)|dx
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Definice

Necht’ (P, %) je metrický prostor. Pro A,B ∈ P, A,B 6= ∅ definujeme
vzdálenost množin A a B

%(A,B) = inf {%(x , y), x ∈ A, y ∈ B}

a pr̊uměr množiny A

d(A) = sup {%(x , y), x , y ∈ A}

Jestliže množina d(A) neńı shora ohraničená, klademe d(A) =∞.

Je-li d(A) <∞ množina se nazývá ohraničená (omezená).
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Definice

Necht’ {xn}∞1 je posloupnost bodů v (P, %). Řekneme, že posloupnost
konverguje k bodu x0 (xn → x0), jestliže

%(xn, x0)→ 0 pro n→∞.

Řekneme, že posloupost je cauchyovská, jestliže

%(xm, xn)→ 0 pro min{m, n} → ∞.

Definice

Necht’ %1, %2 jsou metriky na P. Řekneme, že metriky jsou ekvivalentńı,
jestliže

xn
%1−→ x0 ⇐⇒ xn

%2−→ x0
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Překvapeńı!

Věta (Někdy také definice)

Metriky %1, %2 na P jsou ekvivalentńı, jestliže existuj́ı č́ısla m, M > 0
taková, že

m · %1(X ,Y ) ≤ %2(X ,Y ) ≤ M · %1(X ,Y ) ∀X ,Y ∈ P.

Věta

Je-li P konečnědimenzionálńı vektorový prostor, pak všechny metriky na
tomto prostoru jsou ekvivalentńı.
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Uzav̌rené množiny

Definice

Necht’ A ⊆ P. Množina A = {x ∈ P : %(x ,A) = 0} se nazývá uzávěr
množiny A. Množina A se nazývá uzav̌rená, pokud A = A.

Věta

Necht’ A ⊆ P. Množina A je uzav̌rená, právě když pro každou konver-
gentńı posloupnost prvk̊u xn ∈ A, xn → x0 plat́ı x0 ∈ A.
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Otev̌rené množiny a okoĺı bodu

Definice

Množina A ⊆ P se nazývá otev̌rená, jestliže jej́ı komplement P \ A je
uzav̌rená množina.

Definice

Necht’ a ∈ P a ε > 0. Množinu

Oε(a) = {x ∈ P : %(x , a) < ε}

nazýváme (epsilonovým) okoĺım bodu a.

Definice

Množina A ⊆ P se nazývá otev̌rená, jestliže pro každé a ∈ A existuje O(a)
takové, že O(a) ⊂ A.
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Definice

Necht’ A ⊆ P, a ∈ P. Bod a se nazývá:

i) Vniťrńım bodem množiny A, jestliže existuje O(a) takové, že O(a) ⊂
A. Množina všech vniťrńıch bodů se nazývá vniťrek a znač́ı se Ao .

ii) Hraničńım bodem množiny A, jestliže pro každé okoĺı O(a) plat́ı

O(a) ∩ A 6= ∅ ∧ O(a) ∩ (P \ A) 6= ∅.

Množina všech hraničńıch bodů se nazývá hranice a znač́ı se h(A).

iii) Hromadným bodem množiny A, jestliže každé okoĺı O(a) obsahuje
nekonečně mnoho bodů množiny A.

iv) Izolovaným bodem množiny A, jestliže existuje okoĺı O(a) takové, že
O(a) ∩ A = {a}.

Množina je otev̌rená právě tehdy, když A = Ao . Množina je uzav̌rená právě
tehdy, když obsahuje svoji hranici.
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Úplný metrický prostor

Definice

Metrický prostor (P, %) se nazývá úplný, jestliže v něm každá cauchyovská
posloupnost má limitu, tj. každá cauchyovská posloupnost je konvergentńı.

Věta

Necht’ (P, %) je úplný metrický prostor a A ⊆ P je uzav̌rená množina. Pak
A s metrikou, která je indukovaná metrikou %, je úplný metrický prostor.
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Definice

Metrický prostor (P, %) se nazývá kompaktńı, jestliže z každé posloupnosti
jeho bodů lze vybrat konvergentńı podposloupnost. Množina A ⊆ P se
nazývá kompaktńı, jestliže A s metrikou indukovanou metrikou % je kom-
paktńı prostor.

Věta

Je-li metrický prostor (P, %) kompaktńı, pak je úplný.

Věta

i) Necht’ A je kompaktńı množina v metrickém prostoru (P, %). Pak A
je uzav̌rená a ohraničená.

ii) Necht’ A je podmnožina v En. Množina A je kompaktńı právě tehdy,
když je uzav̌rená a ohraničená.
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