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1. Základńı pojmy

1.1. Úvodńı poznámky. V mnoha problémech je výhodné vy-
zkoušet chováńı algoritmů na reálných př́ıkladech. K tomu lze využ́ıt
SW nainstalovaný na poč́ıtač́ıch Ústavu matematiky a statistiky. Do-
poručujeme zejména:

• PARI-GP : specializovaný SW na teorii č́ısel, při výpočtech
s větš́ımi č́ısly obvykle výrazně efektivněǰśı než obecně orien-
tované baĺıky. Spoušt́ı se př́ıkazem gp. Nejd̊uležitěǰśı př́ıkazy:
\q – ukončeńı, ? – help, ?? – kompletńı uživatelský manuál,
?? tutorial – tutoriál pro úvodńı seznámeńı. Viz také pari.
math.u-bordeaux.fr.
• SAGE: obecně koncipovaný open-source systém, který mj. za-

hrnuje interface do Pari-GP a d́ıky jeho prostřed́ı je tak výrazně
usnadněna práce. Protože jeho vývoj ř́ıd́ı William Stein, od-
borńık na teorii č́ısel, je tato část baĺıku jednoznačně nejpro-
pracovaněǰśı. Existuje rovněž mnoho výukových worksheet̊u.
Spustit lze např. na http://sage.math.muni.cz

• Maple: vhodný zejména kv̊uli existenci mnoha výukových pra-
covńıch list̊u (worksheets, i pro teorii č́ısel), např. na www.

mapleapps.com.

1.2. Dělitelnost.

Definice. Řekneme, že celé č́ıslo a děĺı celé č́ıslo b (neboli č́ıslo b
je dělitelné č́ıslem a, též b je násobek a), právě když existuje celé č́ıslo
c tak, že plat́ı a · c = b. Ṕı̌seme pak a | b.

Př́ımo z definice plyne několik jednoduchých tvrzeńı, jejichž d̊ukaz
přenecháváme čtenáři jako cvičeńı s návodem v [2, §12]: Č́ıslo nula je
dělitelné každým celým č́ıslem; jediné celé č́ıslo, které je dělitelné nulou,
je nula; pro libovolné č́ıslo a plat́ı a | a; pro libovolná č́ısla a, b, c plat́ı
tyto čtyři implikace:

a | b ∧ b | c =⇒ a | c (1)

a | b ∧ a | c =⇒ a | b+ c ∧ a | b− c (2)

c 6= 0 =⇒ (a | b⇐⇒ ac | bc) (3)

a | b ∧ b > 0 =⇒ a ≤ b (4)

Př́ıklad. Zjistěte, pro která přirozená č́ısla n je č́ıslo n2+1 dělitelné
č́ıslem n+ 1.

Řešeńı. Plat́ı n2 − 1 = (n+ 1)(n− 1), a tedy č́ıslo n+ 1 děĺı č́ıslo
n2 − 1. Předpokládejme, že n + 1 děĺı i č́ıslo n2 + 1. Pak ovšem muśı
dělit i rozd́ıl (n2 + 1)− (n2 − 1) = 2. Protože n ∈ N, plat́ı n+ 1 ≥ 2, a
tedy z n + 1 | 2 plyne n + 1 = 2, proto n = 1. Uvedenou vlastnost má
tedy jediné přirozené č́ıslo 1. �

pari.math.u-bordeaux.fr
pari.math.u-bordeaux.fr
http://sage.math.muni.cz
www.mapleapps.com
www.mapleapps.com
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Věta 1. (Věta o děleńı celých č́ısel se zbytkem) Pro libovolně zvo-
lená č́ısla a ∈ Z, m ∈ N existuj́ı jednoznačně určená č́ısla q ∈ Z,
r ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} tak, že a = qm+ r.

Důkaz. Dokažme nejprve existenci č́ısel q, r. Předpokládejme, že
přirozené č́ıslo m je dáno pevně a dokažme úlohu pro libovolné a ∈ Z.
Nejprve budeme předpokládat, že a ∈ N0 a existenci č́ısel q, r dokážeme
indukćı:

Je-li 0 ≤ a < m, stač́ı volit q = 0, r = a a rovnost a = qm+ r plat́ı.
Předpokládejme nyńı, že a ≥ m a že jsme existenci č́ısel q, r dokázali

pro všechna a′ ∈ {0, 1, 2, . . . , a − 1}. Speciálně pro a′ = a − m tedy
existuj́ı q′, r′ tak, že a′ = q′m + r′ a přitom r′ ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}.
Zvoĺıme-li q = q′+1, r = r′, plat́ı a = a′+m = (q′+1)m+r′ = qm+r,
což jsme chtěli dokázat.

Existenci č́ısel q, r jsme tedy dokázali pro libovolné a ≥ 0. Je-li
naopak a < 0, pak ke kladnému č́ıslu−a podle výše dokázaného existuj́ı
q′ ∈ Z, r′ ∈ {0, 1, . . . ,m−1} tak, že −a = q′m+r′, tedy a = −q′m−r′.
Je-li r′ = 0, polož́ıme r = 0, q = −q′; je-li r > 0, polož́ıme r =
m− r′, q = −q′ − 1. V obou př́ıpadech a = q ·m + r, a tedy č́ısla q, r
s požadovanými vlastnostmi existuj́ı pro každé a ∈ Z, m ∈ N.

Nyńı dokážeme jednoznačnost. Předpokládejme, že pro některá č́ısla
q1, q2 ∈ Z; r1, r2 ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} plat́ı a = q1m + r1 = q2m + r2.

Úpravou dostaneme r1 − r2 = (q2 − q1)m, a tedy m | r1 − r2. Ovšem
z 0 ≤ r1 < m, 0 ≤ r2 < m plyne −m < r1 − r2 < m, odkud podle (4)
plat́ı r1 − r2 = 0. Pak ale i (q2 − q1)m = 0, a proto q1 = q2, r1 = r2.
Č́ısla q, r jsou tedy určena jednoznačně. T́ım je d̊ukaz ukončen. �

Č́ıslo q, resp. r z věty se nazývá (neúplný) pod́ıl , resp. zbytek při
děleńı č́ısla a č́ıslem m se zbytkem. Vhodnost obou názv̊u je zřejmá,
přeṕı̌seme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a

m
= q +

r

m
, přitom 0 ≤ r

m
< 1.

Je vhodné též si uvědomit, že z věty 1 plyne, že č́ıslo m děĺı č́ıslo a,
právě když zbytek r je roven nule.

Př́ıklad. Dokažte, že jsou-li zbytky po děleńı č́ısel a, b ∈ Z č́ıslem
m ∈ N jedna, je jedna i zbytek po děleńı č́ısla ab č́ıslem m.

Řešeńı. Podle věty 1 existuj́ı s, t ∈ Z tak, že a = sm+1, b = tm+1.
Vynásobeńım dostaneme vyjádřeńı

ab = (sm+ 1)(tm+ 1) = (stm+ s+ t)m+ 1 = qm+ r,

kde q = stm + s + t, r = 1, které je podle věty 1 jednoznačné, a tedy
zbytek po děleńı č́ısla ab č́ıslem m je jedna. �

SW ukázka. Vyděleńım č́ısla 1234567890 č́ıslem 321 se zbytkem
dostáváme 3846005, zbytek 285 - jak vid́ıme v PARI:
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? divrem(1234567890,321)

%2 = [3846005, 285]~

nebo i jinak:

? 1234567890\321

%3 = 3846005

? 1234567890%321

%4 = 285

1.3. Největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný násobek.

Definice. Mějme celá č́ısla a1, a2. Libovolné celé č́ıslo m takové,
že m | a1, m | a2 (resp. a1 | m, a2 | m) se nazývá společný dělitel
(resp. společný násobek) č́ısel a1, a2. Společný dělitel (resp. násobek)
m ≥ 0 č́ısel a1, a2, který je dělitelný libovolným společným dělitelem
(resp. děĺı libovolný společný násobek) č́ısel a1, a2, se nazývá nejvěťśı
společný dělitel (resp. nejmenš́ı společný násobek) č́ısel a1, a2 a znač́ı
se (a1, a2) (resp. [a1, a2]).

Poznámka. Př́ımo z definice plyne, že pro libovolné a, b ∈ Z plat́ı
(a, b) = (b, a), [a, b] = [b, a], (a, 1) = 1, [a, 1] = |a|, (a, 0) = |a|, [a, 0] =
0. Ještě však neńı jasné, zda pro každou dvojici a, b ∈ Z č́ısla (a, b) a
[a, b] v̊ubec existuj́ı. Pokud však existuj́ı, jsou určena jednoznačně: Pro
každá dvě č́ısla m1,m2 ∈ N0 totiž podle (4) plat́ı, že pokud m1 | m2

a zároveň m2 | m1, je nutně m1 = m2. Důkaz existence č́ısla (a, b)
podáme (spolu s algoritmem jeho nalezeńı) ve větě 2, d̊ukaz existence
č́ısla [a, b] a zp̊usob jeho určeńı pak poṕı̌seme ve větě 4.

Věta 2. (Euklid̊uv algoritmus) Necht’ a1, a2 jsou přirozená č́ısla.
Pro každé n ≥ 3, pro které an−1 6= 0, označme an zbytek po děleńı č́ısla
an−2 č́ıslem an−1. Pak po konečném počtu krok̊u dostaneme ak = 0 a
plat́ı ak−1 = (a1, a2).

Důkaz. Podle věty 1 plat́ı a2 > a3 > a4 > . . . . Protože jde
o nezáporná celá č́ısla, je každé následuj́ıćı alespoň o 1 menš́ı než
předchoźı, a proto po určitém konečném počtu krok̊u dostáváme ak =
0, přičemž ak−1 6= 0. Z definice č́ısel an plyne, že existuj́ı celá č́ısla
q1, q2, . . . , qk−2 tak, že

a1 = q1 · a2 + a3,

a2 = q2 · a3 + a4,

...

ak−3 = qk−3 · ak−2 + ak−1

ak−2 = qk−2 · ak−1.

(5)

Z posledńı rovnosti plyne, že ak−1 | ak−2, z předposledńı, že ak−1 |
ak−3, atd., až nakonec ze druhé ak−1 | a2 a z prvńı dostaneme ak−1 |
a1. Je tedy ak−1 společný dělitel č́ısel a1, a2. Naopak jejich libovolný
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společný dělitel děĺı i č́ıslo a3 = a1 − q1a2, proto i a4 = a2 − q2a3, . . . ,
a proto i ak−1 = ak−3 − qk−3ak−2. Dokázali jsme, že ak−1 je největš́ı
dělitel č́ısel a1, a2. �

Poznámka. Z poznámky za definićı, z věty 2 a z toho, že pro li-
bovolná a, b ∈ Z plat́ı (a, b) = (a,−b) = (−a, b) = (−a,−b) plyne, že
existuje největš́ı společný dělitel libovolných dvou celých č́ısel. Nav́ıc
dostáváme z Euklidova algoritmu i následuj́ıćı zaj́ımavé a často využ́ıvané
tvrzeńı.

Věta 3. (Bezoutova) Pro libovolná celá č́ısla a, b existuj́ı celá č́ısla
k, l tak, že (a, b) = ka+ lb.

Důkaz. Jistě stač́ı větu dokázat pro a, b ∈ N. Všimněme si, že
jestliže je možné nějaká č́ısla r, s ∈ Z vyjádřit ve tvaru r = r1a + r2b,
s = s1a+ s2b, kde r1, r2, s1, s2 ∈ Z, můžeme tak vyjádřit i

r + s = (r1 + s1)a+ (r2 + s2)b

a také
c · r = (c · r1)a+ (c · r2)b

pro libovolné c ∈ Z. Z Euklidova algoritmu (pro a1 = a, a2 = b) plyne,
že takto můžeme vyjádřit i a3 = a1 − q1a2, a4 = a2 − q2a3, . . . , a tedy
i č́ıslo ak−1 = ak−3 − qk−3ak−2, což je ovšem (a1, a2).

Zd̊urazněme přitom, že hledaná č́ısla k, l zdaleka nejsou určena jed-
noznačně. �

SW ukázka. Výpočet největš́ıho společného dělitele pomoćı Eu-
klidova algoritmu je s využit́ım výpočetńı techniky i pro relativně velká
č́ısla poměrně rychlý. V našem př́ıkladu to vyzkouš́ıme na 2 č́ıslech A,B,
z nichž každé je součinem dvou 101-ciferných prvoč́ısel. Všimněme si, že
výpočet největš́ıho společného dělitele i takto velkých č́ısel trval zane-
dbatelný čas. Pozorovatelem zaznamenatelný čas zabere tento výpočet
až ve druhé ukázce, v ńıž jsou vstupem dvě č́ısla maj́ıćı v́ıce než milion
cifer.

sage : p=next pr ime (5∗10ˆ100)
sage : q=next pr ime (3∗10ˆ100)
sage : r=next pr ime (10ˆ100)
sage : A=p∗q ;B=q∗ r ;
sage : time G=gcd (A,B) ; p r i n t G

Time : CPU 0.00 s , Wall : 0 .00 s
300000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000000000000223

time G=gcd (Aˆ10000+1 ,Bˆ10000+1);
Time : CPU 2.47 s , Wall : 2 .48 s
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Poznámka. Euklid̊uv algoritmus a Bezoutova věta jsou jedny z nejd̊uležitěǰśıch
výsledk̊u elementárńı teorie č́ısel a tvoř́ı jeden ze základńıch piĺı̌r̊u al-
goritmů algebry a teorie č́ısel.

To, že znalost těchto základ̊u je občas d̊uležitá i v praktickém životě, do-
kazuje Bruce Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosná past 3, kde maj́ı
za úkol zlikvidovat bombu pomoćı 4 galon̊u vody, přičemž k dispozici maj́ı
pouze nádoby na 3, resp. 5 galon̊u. Zde stač́ı s využit́ım Euklidova algoritmu
naj́ıt celá č́ısla k, l tak, že bude platit 3k + 5l = 4.
Netroufám si tvrdit, že zmı́něńı herci ovládaj́ı uvedené základy teorie č́ısel
(tuto konkrétńı úlohu jistě snadno vyřeš́ıte experimentálně), nicméně předchoźı
věty dávaj́ı návod, jak vyřešit úlohu tohoto typu s libovolnými zadanými pa-
rametry, což podrobně rozebereme v části o diofantických rovnićıch.

Věta 4. Pro libovolná celá č́ısla a1, a2 existuje jejich nejmenš́ı společný
násobek [a1, a2] a plat́ı (a1, a2) · [a1, a2] = |a1 · a2|.

Důkaz. Věta jistě plat́ı, je-li některé z č́ısel a1, a2 rovno nule. Můžeme
nav́ıc předpokládat, že obě nenulová č́ısla a1, a2 jsou kladná, nebot’

jejich znaménka se v dokazovaném vzorci neprojev́ı. Budeme hotovi,
ukážeme-li, že q = a1 · a2/(a1, a2) je nejmenš́ı společný násobek č́ısel
a1, a2. Protože (a1, a2) je společný dělitel č́ısel a1, a2, jsou a1/(a1, a2) i
a2/(a1, a2) celá č́ısla, a proto

q =
a1a2

(a1, a2)
=

a1
(a1, a2)

· a2 =
a2

(a1, a2)
· a1

je společný násobek č́ısel a1, a2. Podle Bezoutovy věty 3 existuj́ı k1, k2 ∈
Z tak, že (a1, a2) = k1a1 + k2a2. Předpokládejme, že n ∈ Z je libovolný
společný násobek č́ısel a1, a2 a ukážeme, že je dělitelný č́ıslem q. Je
tedy n/a1, n/a2 ∈ Z, a proto je i celé č́ıslo

n

a2
· k1 +

n

a1
· k2 =

n(k1a1 + k2a2)

a1a2
=
n(a1, a2)

a1a2
=
n

q
.

To ovšem znamená, že q | n, což jsme chtěli dokázat. �

1.4. Dělitelé a násobky mnoha č́ısel.
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Definice. Největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný násobek
n č́ısel
a1, a2, . . . , an ∈ Z definujeme analogicky jako v 1.3. Libovolné m ∈ Z
takové, že m | a1, m | a2, . . . , m | an (resp. a1 | m, a2 | m, . . . , an | m)
se nazývá společný dělitel (resp. společný násobek) č́ısel a1, a2, . . . , an.
Společný dělitel (resp. násobek) m ≥ 0 č́ısel a1, a2, . . . , an, který je
dělitelný libovolným společným dělitelem (resp. děĺı libovolný společný
násobek) těchto č́ısel, se nazývá nejvěťśı společný dělitel (resp. nejmenš́ı
společný násobek) č́ısel a1, a2, . . . , an a znač́ı se (a1, a2, . . . , an) (resp.
[a1, a2, . . . , an]).

Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı

(a1, . . . , an−1, an) = ((a1, . . . , an−1), an), (6)

[a1, . . . , an−1, an] = [[a1, . . . , an−1], an]. (7)

Největš́ı společný dělitel (a1, . . . , an) totiž děĺı všechna č́ısla a1, . . . , an,
a tedy je společným dělitelem č́ısel a1, . . . , an−1, a proto děĺı i největš́ıho
společného dělitele (a1, . . . , an−1), tj. (a1, . . . , an) | ((a1, . . . , an−1), an).
Naopak největš́ı společný dělitel č́ısel (a1, . . . , an−1), an muśı kromě
č́ısla an dělit i všechna č́ısla a1, . . . , an−1, protože děĺı jejich největš́ıho
společného dělitele, a proto ((a1, . . . , an−1), an) | (a1, . . . , an). Dohro-
mady dostáváme rovnost (6) a zcela analogicky se dokáže (7).

Pomoćı (6) a (7) snadno dokážeme existenci největš́ıho společného
dělitele i nejmenš́ıho společného násobku libovolných n č́ısel indukćı
vzhledem k n: pro n = 2 je jejich existence dána větami 2 a 4, jestliže
pro některé n > 2 v́ıme, že existuje největš́ı společný dělitel i nejměnš́ı
společný násobek libovolných n− 1 č́ısel, podle (6) a (7) existuje i pro
libovolných n č́ısel.

1.5. Nesoudělnost.

Definice. Č́ısla a1, a2, . . . , an ∈ Z se nazývaj́ı nesoudělná, jestliže
pro ně plat́ı (a1, a2, . . . , an) = 1. Č́ısla a1, a2, . . . , an ∈ Z se nazývaj́ı po
dvou nesoudělná, jestliže pro každé i, j takové, že 1 ≤ i < j ≤ n, plat́ı
(ai, aj) = 1.

Poznámka. V př́ıpadě n = 2 oba pojmy splývaj́ı, pro n > 2 plyne
z nesoudělnosti po dvou nesoudělnost, ne však naopak: např́ıklad č́ısla
6, 10, 15 jsou nesoudělná, ale nejsou nesoudělná po dvou, nebot’ dokonce
žádná dvojice z nich vybraná nesoudělná neńı: (6, 10) = 2, (6, 15) = 3,
(10, 15) = 5.

Př́ıklad. Nalezněte největš́ı společný dělitel č́ısel 263−1 a 291−1.
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Řešeńı. Užijeme Euklid̊uv algoritmus. Plat́ı

291 − 1 = 228(263 − 1) + 228 − 1,

263 − 1 = (235 + 27)(228 − 1) + 27 − 1,

228 − 1 = (221 + 214 + 27 + 1)(27 − 1).

Hledaný největš́ı společný dělitel je tedy 27 − 1 = 127. �

Věta 5. Pro libovolná přirozená č́ısla a, b, c plat́ı

(1) (ac, bc) = (a, b) · c,
(2) jestlǐze a | bc a (a, b) = 1, pak a | c,
(3) d = (a, b) právě tehdy, když existuj́ı q1, q2 ∈ N tak, že a = dq1,

b = dq2 a (q1, q2) = 1.

Důkaz. ad 1. Protože (a, b) je společný dělitel č́ısel a, b, je (a, b) · c
společný dělitel č́ısel ac, bc, proto (a, b)·c | (ac, bc). Podle věty 3 existuj́ı
k, l ∈ Z tak, že (a, b) = ka+ lb. Protože (ac, bc) je společný dělitel č́ısel
ac, bc, děĺı i č́ıslo kac + lbc = (a, b) · c. Dokázali jsme, že (a, b) · c a
(ac, bc) jsou dvě přirozená č́ısla, která děĺı jedno druhé, proto se podle
(4) rovnaj́ı.

ad 2. Předpokládejme, že (a, b) = 1 a a | bc. Podle Bezoutovy
věty (věta 3) existuj́ı k, l ∈ Z tak, že ka + lb = 1, odkud plyne, že
c = c(ka+ lb) = kca+ lbc. Protože a | bc, plyne odsud, že i a | c.

ad 3. Necht’ d = (a, b), pak existuj́ı q1, q2 ∈ N tak, že a = dq1,
b = dq2. Pak podle části (1) plat́ı d = (a, b) = (dq1, dq2) = d · (q1, q2),
a tedy (q1, q2) = 1. Naopak, je-li a = dq1, b = dq2 a (q1, q2) = 1, pak
(a, b) = (dq1, dq2) = d(q1, q2) = d · 1 = d (opět užit́ım 1. části tohoto
tvrzeńı). �


