1. Zakladni pojmy

1.1. Uvodni poznamky. V mnoha problémech je vyhodné vy-
zkouSet chovani algoritmu na realnych piikladech. K tomu lze vyuzit
SW nainstalovany na poéitacich Ustavu matematiky a statistiky. Do-
porucujeme zejména:

e PARI-GP : specializovany SW na teorii ¢isel, pii vypoctech
s vétsimi cisly obvykle vyrazné efektivnéjsi nez obecné orien-
tované baliky. Spousti se prikazem gp. Nejdulezitéjsi prikazy:
\q — ukonceni, ? — help, 77 — kompletni uzivatelsky manual,
7?7 tutorial — tutoridl pro ivodni seznameni. Viz také pari.
math.u-bordeaux.fr.

e SAGE: obecné koncipovany open-source systém, ktery mj. za-
hrnuje interface do Pari-GP a diky jeho prostiedi je tak vyrazné
usnadnéna prace. Protoze jeho vyvoj fidi William Stein, od-
bornik na teorii ¢isel, je tato ¢ast baliku jednoznac¢né nejpro-
pracovanéjsi. Existuje rovnéz mnoho vyukovych worksheetu.
Spustit lze napt. na http://sage.math.muni.cz

e Maple: vhodny zejména kvuli existenci mnoha vyukovych pra-
covnich listu (worksheets, i pro teorii ¢isel), napf. na www.
mapleapps.com.

1.2. Délitelnost.

DEFINICE. Rekneme, Ze celé ¢islo a déli celé éislo b (neboli ¢islo b
je délitelné ¢islem a, téz b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé éislo
c tak, ze plati a - ¢ = b. PiSeme pak a | b.

Piimo z definice plyne nékolik jednoduchych tvrzeni, jejichz dukaz
pienechdvdme Gtendii jako cviceni s navodem v [2] §12]: Cislo nula je
délitelné kazdym celym cislem; jediné celé ¢islo, které je délitelné nulou,
je nula; pro libovolné ¢islo a plati a | a; pro libovolna éisla a, b, ¢ plati
tyto ¢tyti implikace:

alb ANblec = alc (1)
alb Nalec = alb+c ANalb—c (2)

c#0 = (a|b<=ac]|bc) (3)
alb Nb>0 = a<b (4)

PRIKLAD. Zjistéte, pro které piirozend éisla n je ¢islo n?+1 délitelné
¢islem n + 1.

RESENI. Plati n? —1 = (n+1)(n — 1), a tedy &islo n + 1 délf &islo
n? — 1. Piedpokladejme, 7ze n + 1 déli i éislo n? + 1. Pak ov§em mus{
delit i rozdil (n® +1) — (n? — 1) = 2. Protoze n € N, plati n +1 > 2, a
tedy z n+ 1| 2 plyne n+ 1 = 2, proto n = 1. Uvedenou vlastnost ma
tedy jediné prirozené ¢islo 1. O
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VETA 1. (Véta o déleni celyjch éisel se zbytkem) Pro libovolné zvo-
lend ¢isla a € Z, m € N existuji jednoznacné urcend cisla q € 7,
re{0,1,...,m— 1} tak, Ze a = qm +r.

DUKAZ. Dokazme nejprve existenci éisel ¢, 7. Predpoklddejme, zZe
prirozené cislo m je ddno pevné a dokazme tlohu pro libovolné a € Z.
Nejprve budeme predpokladat, ze a € Ny a existenci ¢isel ¢, r dokazeme
indukeci:

Je-1i 0 < a < m, staci volit ¢ = 0, » = a a rovnost a = gm + r plati.

Predpokladejme nyni, Zze a > m a ze jsme existenci ¢isel ¢, r dokéazali
pro vSechna o' € {0,1,2,...,a — 1}. Specidlné pro ' = a — m tedy
existuji ¢/,r" tak, ze ' = ¢'m + 1’ a pfitom " € {0,1,...,m — 1}.
Zvolime-lig=¢ +1,r=7r" platia=d +m = (¢ +1)m+r" = gm+r,
coz jsme chtéli dokazat.

Existenci ¢isel ¢,r jsme tedy dokazali pro libovolné a > 0. Je-li
naopak a < 0, pak ke kladnému ¢islu —a podle vyse dokédzaného existuji
¢ €Z,7"€{0,1,...,m—1} tak, ze —a = ¢'m+1’, tedy a = —¢'m—1r".
Je-li ' = 0, polozime r = 0, ¢ = —¢'; je-li » > 0, polozime r =
m—1r', ¢q=—¢ — 1. V obou piipadech a = ¢ - m + r, a tedy ¢isla ¢, r
s pozadovanymi vlastnostmi existuji pro kazdé a € Z, m € N.

Nyni dokéazeme jednoznacnost. Predpokladejme, ze pro néktera ¢isla
qQ,q2 € Z; m1,m2 € {0,1,...,m — 1} plati a = gim + 11 = @2m + ra.
Upravou dostaneme r; — ry = (¢2 — q1)m, a tedy m | r; — ro. OvSem
z0<ri<m,0<ry <mplyne —m < ry —ry <m, odkudpodle
plati 1 — 1y = 0. Pak ale i (¢2 — ¢1)m = 0, a proto ¢1 = q2, 11 = T2.
Cisla ¢, r jsou tedy uréena jednoznaéné. Tim je dikaz ukonéen. O

Cislo g, resp. r z véty se nazyva (neiplny) podil, resp. zbytek pii
déleni cisla a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou ndzviu je zfejma,
prepiseme-li rovnost a = mqg + r do tvaru

Y g+l pritom 0< L <1.

m m m
Je vhodné téz si uvédomit, ze z véty (1| plyne, ze c¢islo m déli cislo a,
pravé kdyz zbytek r je roven nule.

PRIKLAD. Dokazte, Ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z ¢islem
m € N jedna, je jedna i zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m.

RESEN{. Podle Vétyexistujl’ s,t € Ztak,zea = sm+1,b = tm-+1.
Vynasobenim dostaneme vyjadieni

ab= (sm+1)(tm+1)=(stm+s+t)m+1=qgm+r,

kde g = stm + s+ t, r = 1, které je podle véty [I] jednoznacéné, a tedy
zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m je jedna. U

SW UKAZKA. Vydélenim ¢isla 1234567890 ¢islem 321 se zbytkem
dostavame 3846005, zbytek 285 - jak vidime v PARI:
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7 divrem(1234567890,321)
%2 = [3846005, 285]~
nebo i jinak:

7 1234567890\321

%3 = 3846005

7 1234567890%321

W4 = 285

1.3. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek.

DEFINICE. Méjme cela ¢isla aq, as. Libovolné celé ¢islo m takové,
ze m | a;, m | ag (resp. a; | m, as | m) se nazyva spolecny délitel
(resp. spoleény ndasobek) ¢isel aq,as. Spoleény délitel (resp. nasobek)
m > 0 ¢isel a1, aq, ktery je délitelny libovolnym spoleénym délitelem
(resp. déli libovolny spolecny nésobek) ¢isel aq, aq, se nazyva nejuétsi
spolec¢ny délitel (resp. nejmensi spolecny ndsobek) ¢isel ay,as a znaci
se (ag, az) (resp. [a1,as)).

PozNAMKA. Piimo z definice plyne, Ze pro libovolné a,b € Z plati
(a,b) = (b,a), a,b] = [b,a], (a,1) =1, [a,1] = |a]|, (a,0) = |a]|, [a,0] =
0. Jesté vsak neni jasné, zda pro kazdou dvojici a,b € Z ¢isla (a,b) a
[a, b] vubec existuji. Pokud vsak existuji, jsou urcena jednoznacné: Pro
kazda dve cisla my, me € Ny totiz podle (4) plati, ze pokud m;y | ms
a zaroven mgy | my, je nutné m; = my. Dukaz existence ¢isla (a, b)
podame (spolu s algoritmem jeho nalezeni) ve vété , dukaz existence
¢isla [a, b] a zpusob jeho urcen{ pak popiSeme ve vété [

VETA 2. (Euklidiv algoritmus) Necht ay,as jsou prirozend cisla.
Pro kazdé n > 3, pro které a,_ # 0, oznac¢me a,, zbytek po déleni ¢isla
(p_o Cislem a,_1. Pak po konecném poctu kroki dostaneme a, = 0 a
plati ap_1 = (a1, az).

DUKAz. Podle véty [1] plati as > a3 > a4 > .... Protoze jde
o nezaporna cela cisla, je kazdé nasledujici alesponn o 1 mensi nez
predchozi, a proto po urcitém koneéném poctu kroku dostavame aj =
0, pricemz ay_1 # 0. Z definice ¢isel a, plyne, ze existuji cela cisla
q1,492, .. .,qr—2 tak, ze

ay = qi - as + agz,

Qs = @3 * a3 + Gy,

(5)
k-3 = Qx—3 * Qg2 + A1
ar—2 = Qr—2 * Qf—1-

Z posledni rovnosti plyne, ze ax_1 | ax_2, z predposledni, ze a1 |
ag—3, atd., az nakonec ze druhé a;_; | as a z prvni dostaneme aj_; |
ay. Je tedy ap_q spoleény délitel ¢isel aq,as. Naopak jejich libovolny



spolecny délitel déli i éislo a3 = ay — qias, proto i ay = ay — qeas, . . .,
a proto i ax_1 = ar_3 — qr_3ar_2. Dokazali jsme, Ze ap_, je nejveétsi
délitel ¢isel aq, as. O

POZNAMKA. Z poznamky za definici, z véty [2| a z toho, Ze pro li-
bovolna a,b € Z plati (a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a, —b) plyne, ze
existuje nejvétsi spolecny délitel libovolnych dvou celych ¢isel. Navic
dostavame z Euklidova algoritmu i nasledujici zajimavé a ¢asto vyuzivané
tvrzeni.

VETA 3. (Bezoutova) Pro libovolnd celd ¢isla a,b existuji celd ¢isla
k,l tak, ze (a,b) = ka + 1b.

DUKAZ. Jisté staci vétu dokdzat pro a,b € N. Vsimnéme si, Ze
jestlize je mozné néjaka cisla r, s € Z vyjadrit ve tvaru r = ria + rab,
$ = s1a + $2b, kde 11,79, 51, S9 € Z, muzeme tak vyjadrit i

r4s=(r1+si1)a+ (r2 + s2)b

a také
c-r=(c-r)a+(c-ry)b
pro libovolné ¢ € Z. Z Euklidova algoritmu (pro a; = a,ay = b) plyne,
ze takto muzeme vyjadrit i as = a1 — qias, a4 = as — @oas, . .., a tedy
i ¢islo ag_1 = ax_3 — Qx_3ax_2, COZ je ovsem (aq, az).
Zduraznéme pritom, ze hledana ¢isla k, [ zdaleka nejsou urcena jed-
noznacne. U

SW UKAZKA. Vypocet nejvétsiho spoleéného délitele pomoci Eu-
klidova algoritmu je s vyuzitim vypocetni techniky i pro relativné velka
¢isla pomérneé rychly. V nasem prikladu to vyzkousime na 2 ¢islech A,B,
z nichz kazdé je souc¢inem dvou 101-cifernych prvocisel. VSimnéme si, ze
vypocet nejvétsiho spolecného délitele i takto velkych cisel trval zane-
dbatelny cas. Pozorovatelem zaznamenatelny cas zabere tento vypocet
az ve druhé ukazce, v niz jsou vstupem dvé ¢isla majici vice nez milion
cifer.

sage: p=next_prime (5x10°100)
sage: g=next_prime (3x10°100)
sage: r=next_prime (10°100)
sage: A=pxq;B=qxr;

sage: time G=gcd(A,B); print G

Time: CPU 0.00 s, Wall: 0.00 s
300000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000000000000223

time G=gcd (A"10000+1,B710000+1);
Time: CPU 2.47 s, Wall: 2.48 s




vysledki elementarni teorie ¢isel a tvoii jeden ze zakladnich pilitu al-
goritmu algebry a teorie Cisel.

To, Ze znalost téchto zdkladi je obcas duleZitd i v praktickém Zivoté, do-
kazuje Bruce Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosnd past 3, kde magi
za ukol zlikvidovat bombu pomoct 4 galoni vody, pricemz k dispozici maji
pouze nddoby na 3, resp. 5 galonu. Zde staci s vyuZitim Euklidova algoritmu
najit cela c¢isla k,l tak, Ze bude platit 3k 4+ 51 = 4.

Netroufam si turdit, Ze zminéni herci ovlddaji uvedené zdklady teorie cisel
(tuto konkrétni dlohu jisté snadno vyresite experimentdlné), nicméné predchozi
véty davaji ndvod, jak vyresit ulohu tohoto typu s libovolnymi zadanymi pa-
rametry, coZ podrobné rozebereme v édsti o diofantickych rovnicich.

VETA 4. Pro libovolnd celd ¢isla ay, as ezistuje jejich nejmenst spolecnyj
ndsobek ay, as] a plati (ai, as) - (a1, as] = |a; - as).

DUKAzZ. Véta jisté plati, je-li nékteré z &fsel ay, ap rovno nule. Miizeme
navic predpoklddat, ze obé& nenulova ¢isla ai,as jsou kladnd, nebot
jejich znaménka se v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme hotovi,
ukazeme-li, ze ¢ = a; - as/(ay, az) je nejmensi spoletny ndsobek cisel
a1, as. Protoze (ai,as) je spoleény délitel ¢isel aq, as, jsou ay/(aq,as) i
as/(ay,as) celd ¢isla, a proto

a1a2 ai a2

= = -a :—a
<a1;a2) <a1;a2) ? (a17a2) !

je spolecny nésobek ¢isel ay, as. Podle Bezoutovy véty [Blexistujf k1, ko €
7 tak, ze (a1, as) = kiay + keas. Piedpokladejme, ze n € Z je libovolny
spolecny néasobek ¢isel ai,as a ukdzeme, ze je délitelny cislem q. Je
tedy n/ai,n/ay € Z, a proto je i celé ¢islo

n n n(kiay + koas)  nlay,az) n
L=k = - _n
) ai a1G2 aiaz q

To ovSem znamenad, ze ¢ | n, coz jsme chtéli dokdzat. Il

1.4. Délitelé a nasobky mnoha cisel.
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DEFINICE. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spolecny nasobek
n Cisel
ai,ag, ..., a, € Z definujeme analogicky jako v [1.3] Libovolné m € Z
takové, ze m | a;, m | az, ..., m| a, (resp. a; | m, ay | m, ..., a, | m)
se nazyva spolecny délitel (resp. spolecny ndsobek) ¢isel ay, aq, ..., ay.
Spole¢ny deélitel (resp. ndsobek) m > 0 éisel ay,as,...,a,, ktery je
deélitelny libovolnym spole¢nym délitelem (resp. déli libovolny spole¢ny
nasobek) téchto ¢isel, se nazyva nejvétsi spolecnyj délitel (resp. nejmensi
spolecny ndsobek) ¢isel ay,aq, ..., a, a znadl se (a,as,...,a,) (resp.
[CLl, as, . .. ,an]).

Snadno se presvedcime, ze plati

(alv"'aa'n—laa'n) - ((ala"'7an—1)7an)7 (6)

[aflu"'7an717an] = [[ala-"vanfl]uan]- (7)
Nejvétsi spolecény délitel (aq, ..., a,) totiz déli vSechna ¢isla ay, . .., ap,
a tedy je spole¢nym délitelem ¢isel aq, ..., a,_1, a proto déli i nejvétsiho
spole¢ného délitele (aq,...,an_1), tj. (a1,...,a,) | ((a1,...,an_1),an).
Naopak nejvétsi spolecny délitel ¢isel (ay,...,a,—1),a, musi kromé
¢isla a,, délit i vSechna ¢isla aq, ..., a,_1, protoze déli jejich nejvétsiho
spolecného délitele, a proto ((aq,...,an_1),a,) | (a1,...,a,). Dohro-

mady dostavame rovnost @ a zcela analogicky se dokaze .

Pomoci @ a snadno dokazeme existenci nejvétsiho spoleéného
delitele i nejmensiho spolecného nasobku libovolnych n ¢isel indukei
vzhledem k n: pro n = 2 je jejich existence dédna vétami[2] a [d] jestlize
pro nékteré n > 2 vime, ze existuje nejvétsi spoleény délitel i nejmeénsi
spolecny nasobek libovolnych n — 1 ¢isel, podle @ a existuje i pro
libovolnych n ¢isel.

1.5. Nesoudélnost.

DEFINICE. Cisla ay,as, ..., a, € Z se nazyvaji nesoudélnd, jestlize
pro né plati (a1, as,...,a,) = 1. Cisla a1, as, ..., a, € Z se nazyvaji po
dvou nesoudélna, jestlize pro kazdé 1, j takové, ze 1 < i < j < n, plati
(a;,a;) = 1.

POzZNAMKA. V piipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne
z nesoudélnosti po dvou nesoudélnost, ne vsak naopak: naptiklad ¢isla
6, 10, 15 jsou nesoudélnd, ale nejsou nesoudélnd po dvou, nebot dokonce
zadnd dvojice z nich vybrand nesoudélnd neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3,
(10,15) = 5.

PRIKLAD. Naleznéte nejvétsi spoleény délitel éfsel 262 —1 a 290 —1.
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RESENI. Uzijeme Euklidiv algoritmus. Plati
291 _ 1 — 928(263 _ 1) 422 _ 1,
263 1 — (2% 4 2T) (2% — 1) 427 — 1,
28 1= (22 + 2" 12"+ 1)(2" - 1).
Hledany nejvétsi spoleény délitel je tedy 27 — 1 = 127. O

VETA 5. Pro libovolnd prirozend éisla a,b, ¢ plati
(1) (ac,bc) = (a,b) - ¢,
(2) jestlize a | bc a (a,b) =1, pak a | c,
(3) d = (a,b) prdvé tehdy, kdyz existuji q1,qo € N tak, Ze a = dq,
b=dg a(q1,92) = 1.

DUKAZ. ad 1. Protoze (a, b) je spoletny délitel &isel a, b, je (a,b) - c
spolecny délitel ¢isel ac, be, proto (a,b)-c | (ac, be). Podle véty [3 existuji
k,l € Z tak, ze (a,b) = ka+ [b. Protoze (ac, bc) je spoleény délitel ¢isel
ac, be, déli i ¢islo kac + lbe = (a,b) - c. Dokazali jsme, Ze (a,b) - c a
(ac,be) jsou dvé prirozend ¢isla, kterd déli jedno druhé, proto se podle
(4) rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, ze (a,b) = 1 a a | be. Podle Bezoutovy
véty (veéta [3)) existujl k,l € Z tak, ze ka + b = 1, odkud plyne, ze
¢ = c(ka + 1b) = kca + lbc. Protoze a | be, plyne odsud, ze i a | c.

ad 3. Necht d = (a,b), pak existuji qi,q2 € N tak, ze a = dq,
b = dgo. Pak podle ¢asti (1) plati d = (a,b) = (dq1,dg2) = d - (¢1, ¢2),
a tedy (q1,¢2) = 1. Naopak, je-li a = dqi, b = dgz a (¢1,42) = 1, pak
(a,b) = (dq1,dgqs) = d(q1,q2) = d -1 = d (opét uzitim 1. ¢asti tohoto
tvrzeni). O



