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6.5. Řešeńı diofantických rovnic metodou rozkladu. Tato
metoda spoč́ıvá v úpravě dané rovnice do tvaru

A1 · A2 · · · · · An = B, (37)

kde A1, . . . , An jsou výrazy obsahuj́ıćı neznámé, které pro celoč́ıselné
hodnoty neznámých nabývaj́ı celoč́ıselných hodnot, aB je č́ıslo (př́ıpad-
ně výraz), jehož rozklad na prvoč́ısla známe. Pak totiž existuje pouze
konečně mnoho rozklad̊u č́ısla B na n celoč́ıselných činitel̊u a1, . . . , an.
Vyšetř́ıme-li pak pro každý z těchto rozklad̊u soustavu rovnic

A1 = a1, A2 = a2, . . . , An = an,

źıskáme všechna řešeńı rovnice (37). Ukažme si to na př́ıkladech.

Př́ıklad. Řešte diofantickou rovnici y3 − x3 = 91.

Řešeńı. Rozložme levou stranu rovnice:

(y − x)(y2 + xy + x2) = 91.

Protože

y2 + xy + x2 =
(
y +

x

2

)2
+

3

4
x2 ≥ 0,

muśı být také y − x > 0. Č́ıslo 91 můžeme rozložit na součin dvou
přirozených č́ısel čtyřmi zp̊usoby: 91 = 1 · 91 = 7 · 13 = 13 · 7 = 91 · 1.
Budeme proto odděleně řešit čtyři systémy rovnic:

(1) y− x = 1, y2 + xy+ x2 = 91. Dosazeńım y = x+ 1 z prvńı do
druhé rovnice dostaneme x2 + x − 30 = 0, odkud x = 5 nebo
x = −6. Př́ıslušné hodnoty druhé neznámé jsou pak y = 6,
y = −5.

(2) y − x = 7, y2 + xy + x2 = 13. Pak x2 + 7x + 12 = 0, tedy
x = −3 a y = 4 nebo x = −4 a y = 3.

(3) y − x = 13, y2 + xy + x2 = 7. Nyńı x2 + 13x + 54 = 0. Tato
rovnice však nemá řešeńı v oboru reálných č́ısel, a proto ani
v oboru č́ısel celých.

(4) y−x = 91, y2+xy+x2 = 1. V tomto př́ıpadě x2+91x+2760 =
0. Ani tato rovnice nemá řešeńı v oboru reálných č́ısel.

Daná rovnice má tedy čtyři řešeńı:

(x; y) ∈ {(5; 6), (−6;−5), (−3; 4), (−4; 3)}.
�

Př́ıklad. Řešte diofantickou rovnici x4 + 2x7y − x14 − y2 = 7.

Řešeńı. Upravme nejprve levou stranu rovnice:

x4 + 2x7y − x14 − y2 = x4 − (x7 − y)2 = (x2 − x7 + y)(x2 + x7 − y)

a uvažme, že č́ıslo 7 můžeme rozložit čtyřmi zp̊usoby na součin dvou
celých č́ısel: 7 = 1 · 7 = 7 · 1 = (−1) · (−7) = (−7) · (−1). Budeme proto
řešit čtyři soustavy rovnic.
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(1) x2 − x7 + y = 1, x2 + x7 − y = 7. Sečteńım obou rovnic
dostaneme x2 = 4, odkud x = 2 a y = 125, nebo x = −2 a
y = −131.

(2) x2− x7 + y = 7, x2 + x7− y = 1. Nyńı x2 = 4, a tedy x = 2,
y = 131 nebo x = −2, y = −125.

(3) x2 − x7 + y = −1, x2 + x7 − y = −7. Sečteńım x2 = −4, což
je spor.

(4) x2 − x7 + y = −7, x2 + x7 − y = −1. Opět spor x2 = −4.

Rovnice má tedy čtyři řešeńı:

(x; y) ∈ {(−2;−131), (−2;−125), (2; 125), (2; 131)}.

�

Př́ıklad. Řešte diofantickou rovnici

1

x
+

1

y
=

1

p
,

kde p je libovolné prvoč́ıslo.

Řešeńı. Vynásobeńım č́ıslem xyp a daľśı úpravou dostaneme

xy − px− py = 0.

Úprava do tvaru (37) vyžaduje nyńı umělý obrat: přičteme k oběma
stranám rovnice p2, aby bylo možno jej́ı levou stranu zapsat jako součin:

(x− p)(y − p) = p2.

Protože p je prvoč́ıslo, lze p2 rozložit na součin dvou celých č́ısel jen
těmito šesti zp̊usoby: p2 = 1 · p2 = p · p = p2 · 1 = (−1) · (−p2) =
(−p) · (−p) = (−p2) · (−1). Budeme proto řešit šest systémů rovnic:

(1) x− p = 1, y − p = p2, a tedy x = p+ 1, y = p2 + p;
(2) x− p = p, y − p = p, a tedy x = 2p, y = 2p;
(3) x− p = p2, y − p = 1, a tedy x = p2 + p, y = p+ 1;
(4) x− p = −1, y − p = −p2, a tedy x = p− 1, y = p− p2;
(5) x− p = −p, y − p = −p, a tedy x = y = 0, což nevyhovuje;
(6) x− p = −p2, y − p = −1, a tedy x = p− p2, y = p− 1.

Daná rovnice má tedy pět řešeńı, popsaných v př́ıpadech (1)-(4) a (6).
�

6.5.1. Pythagorova rovnice. Pythagorova rovnice se zabývá otázkou
hledáńı všech pravoúhlých trojúhelńık̊u s celoč́ıselnými délkami stran.

Př́ıklad. V oboru přirozených č́ısel řešte rovnici

x2 + y2 = z2.

Řešeńı. Označme t = (x, y, z), x1 = x
t
, y1 = y

t
, z1 = z

t
. Pak plat́ı

t2x21 + t2y21 = t2z21 ,
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odkud po vyděleńı č́ıslem t2 6= 0 vycháźı

x21 + y21 = z21 (38)

a nav́ıc (x1, y1, z1) = 1. Ukážeme nyńı, že č́ısla x1, y1, z1 jsou dokonce po
dvou nesoudělná: kdyby nějaké prvoč́ıslo p dělilo dvě z č́ısel x1, y1, z1,
vyšlo by z (38), že děĺı i třet́ı, což vzhledem k (x1, y1, z1) = 1 neńı
možné. Z č́ısel x1, y1 je tedy nejvýše jedno sudé. Připust’me, že jsou
obě lichá. Pak z kongruence

z21 ≡ x21 + y21 ≡ 1 + 1 (mod 8)

plyne, že z21 je sudé č́ıslo, které neńı dělitelné 4, což neńı možné. Je tedy
z č́ısel x1, y1 právě jedno sudé. Protože v rovnici (38) vystupuj́ı x1 a
y1 symetricky, můžeme pro určitost předpokládat, že sudé je x1 = 2r,
r ∈ N. Z (38) pak plyne

4r2 = z21 − y21
a tedy

r2 =
z1 + y1

2
· z1 − y1

2
.

Označme u = 1
2
(z1 + y1), v = 1

2
(z1 − y1). Pak z1 = u + v, y1 =

u− v. Protože jsou y1, z1 nesoudělná č́ısla, jsou i u, v nesoudělná č́ısla.
Z rovnice

r2 = u · v
pak plyne, že existuj́ı nesoudělná přirozená č́ısla a, b tak, že u = a2,
v = b2, nav́ıc vzhledem k u > v plat́ı a > b. Celkem tedy dostáváme

x = tx1 = 2tr = 2tab,

y = ty1 = t(u− v) = t(a2 − b2),
z = tz1 = t(u+ v) = t(a2 + b2),

což skutečně pro libovolné t ∈ N a libovolná nesoudělná a, b ∈ N taková,
že a > b, vyhovuje dané rovnici. Zbylá řešeńı bychom dostali záměnou
x a y (v pr̊uběhu řešeńı jsme předpokládali, že právě x1 je sudé):

x = t(a2 − b2), y = 2tab, z = t(a2 + b2),

kde opět t, a, b ∈ N jsou libovolná taková, že a > b, (a, b) = 1. �

6.6. Řešitelnost diofantických rovnic. V předchoźı čáasti jsme
viděli, že řešeńı většiny diofantických rovnic neńı snadné, a ačkoli jsme
se naučili několik metod, v mnoha konkrétńıch př́ıpadech se nám ne-
podař́ı diofantickou rovnici vyřešit ani jednou z nich. Přesto se nám
v těchto př́ıpadech může podařit něco o řešeńı zjistit. Např́ıklad nalézt
nekonečnou množinu řešeńı a t́ım dokázat, že množina všech řešeńı, i
když ji celou neumı́me popsat, je nekonečná. Nebo naopak ukázat, že
množina všech řešeńı je prázdná (a t́ım vlastně danou rovnici vyřešit),
popř́ıpadě konečná.
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6.6.1. Neexistence řešeńı. Při d̊ukazu, že nějaká diofantická rovnice
nemá žádné řešeńı, je často možné s úspěchem využ́ıt kongruenćı. Má-li
totiž řešeńı diofantická rovnice L = P (kde L, P jsou výrazy obsahuj́ıćı
neznámé, nabývaj́ıćı celoč́ıselných hodnot pro libovolné celoč́ıselné hod-
noty neznámých), muśı mı́t řešeńı i kongruence L ≡ P (mod m) pro
libovolné m ∈ N, protože řešeńım této kongruence je např́ıklad zmı́něné
řešeńı rovnice. Odtud plyne, že nalezneme-li nějaké přirozené č́ıslo m
tak, že kongruence L ≡ P (mod m) nemá řešeńı, nemůže mı́t řešeńı
ani p̊uvodńı diofantická rovnice L = P . Je nutno si však uvědomit,
že obráceńı předchoźı úvahy obecně neplat́ı: má-li kongruence L ≡ P
(mod m) pro každé přirozené č́ıslo m řešeńı, neznamená to ještě, že
má řešeńı též diofantická rovnice L = P (ukážeme to v Př́ıkladu na
str. 84).

Př́ıklad. Řešte diofantickou rovnici

x41 + x42 + · · ·+ x414 = 15999.

Řešeńı. Ukážeme, že kongruence

x41 + x42 + · · ·+ x414 ≡ 15999 (mod 16)

nemá řešeńı, odkud vyplyne, že řešeńı nemá ani daná diofantická rov-
nice. Je-li totiž celé č́ıslo n sudé, je n = 2k pro k ∈ Z a tedy n4 =
16k4 ≡ 0 (mod 16). Jestliže je celé č́ıslo n liché, plat́ı n4 − 1 = (n −
1)(n+ 1)(n2 + 1) ≡ 0 (mod 16), nebot’ č́ısla n− 1, n+ 1 a n2 + 1 jsou
sudá a jedno z č́ısel n − 1, n + 1 muśı být dokonce dělitelné čtyřmi.
Znamená to tedy, že podle modulu 16 je n4 kongruentńı s 0 pro sudá
n a s 1 pro lichá č́ısla n. Je-li proto mezi č́ısly x1, x2, . . . , x14 právě r
lichých, je

x41 + x42 + · · ·+ x414 ≡ r (mod 16).

Plat́ı 15999 = 16000− 1 ≡ 15 (mod 16) a protože 0 ≤ r ≤ 14, nemůže
mı́t kongruence

x41 + x42 + · · ·+ x414 ≡ 15 (mod 16)

řešeńı, a nemá ho tedy ani daná rovnice. �

Př́ıklad. V oboru celých č́ısel řešte soustavu rovnic

x2 + 2y2 = z2,

2x2 + y2 = u2.

Řešeńı. Snadno ověř́ıme, že z x = y = 0 plyne také z = u = 0,
což je řešeńı dané soustavy. Ukážeme, že daľśı řešeńı soustava nemá.
Předpokládejme, že x, y, z, u je řešeńı a že x 6= 0 nebo y 6= 0, a označme
d = (x, y) > 0 největš́ı společný dělitel č́ısel x, y. Z prvńı rovnice plyne
d | z, ze druhé d | u. Označ́ıme-li x1 = x

d
, y1 = y

d
, z1 = z

d
, u1 =
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u
d
, dostáváme, že (x1, y1) = 1, a po zkráceńı obou rovnic č́ıslem d2

dostaneme

x21 + 2y21 = z21 ,

2x21 + y21 = u21.

Odtud plyne sečteńım 3x21 + 3y21 = z21 + u21 a tedy 3 | z21 + u21. Podle
Tvrzeńı 3.1 plat́ı 3 | z1, 3 | u1 a tedy 9 | z21 + u21. Pak ale 9 | 3(x21 + y21),
a tedy 3 | x21 +y21. Opět podle Tvrzeńı 3.1 plat́ı 3 | x1, 3 | y1, což je spor
s (x1, y1) = 1. Soustava má tedy jediné řešeńı x = y = z = u = 0. �

Př́ıklad. V oboru přirozených č́ısel řešte rovnici

1! + 2! + 3! + · · ·+ x! = y2.

Řešeńı. Př́ımým výpočtem se přesvědč́ıme, že pro x < 5 vyhovuj́ı
rovnici pouze x = y = 1 a x = y = 3. Ukážeme, že pro x ≥ 5 rovnice
řešeńı nemá. Protože pro libovolné n ≥ 5 je n! dělitelné pěti, plat́ı

1! + 2! + 3! + · · ·+ x! ≡ 1! + 2! + 3! + 4! = 33 ≡ 3 (mod 5).

Ovšem druhá mocnina přirozeného č́ısla je podle modulu 5 kongruentńı
s 0 nebo 1 nebo 4. Kongruence 1!+2!+ · · ·+x! ≡ y2 (mod 5) pro x ≥ 5
tedy nemá řešeńı, a proto nemá pro x ≥ 5 řešeńı ani daná rovnice. �

Př́ıklad. V oboru přirozených č́ısel řešte rovnici

x2 − y3 = 7.

Řešeńı. Ukážeme, že daná rovnice nemá řešeńı. Předpokládejme
naopak, že pro vhodná x, y ∈ Z plat́ı x2 − y3 = 7. Kdyby y bylo sudé,
platilo by x2 ≡ 7 (mod 8), což neńı možné. Je tedy y liché, y = 2k+ 1
pro k ∈ Z. Pak plat́ı

x2 + 1 = y3 + 23 = (y + 2)(y2 − 2y + 4) = (39)

= (y + 2)((y − 1)2 + 3) = (2k + 3)(4k2 + 3). (40)

Č́ıslo 4k2 + 3 muśı být dělitelné nějakým prvoč́ıslem p ≡ 3 (mod 4).
V opačném př́ıpadě vzhledem k tomu, že 4k2 + 3 je liché, by totiž
v rozkladu č́ısla 4k2 + 3 na prvoč́ısla vystupovala pouze prvoč́ısla kon-
gruentńı s 1 podle modulu 4 a tedy by i jejich součin 4k2 + 3 musel být
kongruentńı s 1 podle modulu 4, což jistě neńı. Je tedy 4k2+3 dělitelné
prvoč́ıslem p ≡ 3 (mod 4), a tedy plat́ı

x2 + 1 ≡ 0 (mod p).

Podle Tvrzeńı 3.1 odtud plyne x ≡ 1 ≡ 0 (mod p), a to je spor. �

Nyńı uvedeme slibovaný př́ıklad toho, že diofantická rovnice nemuśı
být řešitelná ani v př́ıpadě, že je kongruence L ≡ P (mod m) řešitelná
pro libovolný modul m ∈ N.
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Př́ıklad. Dokažte, že kongruence

6x2 + 5x+ 1 ≡ 0 (mod m)

má řešeńı pro každé přirozené č́ıslo m, a přitom diofantická rovnice

6x2 + 5x+ 1 = 0

řešeńı nemá.

Řešeńı. Plat́ı 6x2 + 5x + 1 = (3x + 1)(2x + 1), a tedy rovnice
6x2+5x+1 = 0 nemá celoč́ıselné řešeńı. Necht’ m je libovolné přirozené
č́ıslo a plat́ı m = 2n · k, kde n ∈ N0 a k je liché č́ıslo. Protože (3, 2n) =
(2, k) = 1, maj́ı obě kongruence soustavy

3x ≡ −1 (mod 2n)

2x ≡ −1 (mod k)

podle Věty 21 řešeńı, a protože (2n, k) = 1, má podle Věty 23 řešeńı i
celá soustava. Pro libovolné x vyhovuj́ıćı této soustavě je pak 3x + 1
dělitelné č́ıslem 2n a 2x+ 1 č́ıslem k a proto součin (3x+ 1)(2x+ 1) je
dělitelný č́ıslem 2n · k = m. Je tedy x řešeńım kongruence

6x2 + 5x+ 1 ≡ 0 (mod m).

�

6.6.2. Zmenšováńı ad absurdum. Je to metoda d̊ukazu neexistence
řešeńı diofantické rovnice. Při d̊ukazu touto metodou libovolné řešeńı
dané diofantické rovnice charakterizujeme nějakým přirozeným č́ıslem
(např́ıklad největš́ım společným dělitelem hodnot některých neznámých
nebo druhou mocninou hodnoty některé neznámé a podobně) a ukážeme,
že existuje-li řešeńı charakterizované přirozeným č́ıslem d, muśı existo-
vat jiné řešeńı, charakterizované přirozeným č́ıslem d′ < d. Pak totiž
žádné takové řešeńı existovat nemůže, o čemž se snadno můžeme přesvědčit
sporem: kdyby existovalo, mohli bychom zvolit to řešeńı, které je ze
všech řešeńı charakterizováno co nejmenš́ım přirozeným č́ıslem d; pak
by ovšem muselo existovat i jiné řešeńı, charakterizované přirozeným
č́ıslem d′ < d, což však by byl spor s volbou d.

Př́ıklad. Řešte diofantickou rovnici x3 + 2y3 + 4z3 − 6xyz = 0.

Řešeńı. Rovnici jistě vyhovuje x = y = z = 0. Ukážeme, že jiné
řešeńı rovnice nemá. Označme d = x2+y2+z2 a předpokládejme, že pro
nějaké řešeńı x, y, z dané rovnice plat́ı d > 0. Z p̊uvodńı rovnice plyne,
že x3 je sudé č́ıslo, a proto je x = 2x1 pro vhodné x1 ∈ Z. Dosazeńım
do rovnice dostaneme

8x31 + 2y3 + 4z3 − 12x1yz = 0,

po vyděleńı dvěma

4x31 + y3 + 2z3 − 6x1yz = 0,



85

a proto i y3 je sudé č́ıslo, tedy y = 2y1 pro vhodné y1 ∈ Z. Dosazeńım
a vyděleńım dvěma dostaneme

2x31 + 4y31 + z3 − 6x1y1z = 0,

odkud plyne, že z3 je také sudé č́ıslo, a proto z = 2z1 pro vhodné
z1 ∈ Z. Dosazeńım a vyděleńım dvěma dostaneme

x31 + 2y31 + 4z31 − 6x1y1z1 = 0,

a tedy x1, y1, z1 je řešeńı p̊uvodńı diofantické rovnice, přičemž plat́ı

x21 + y21 + z21 =
x2

4
+
y2

4
+
z2

4
=
d

4
< d.

Podle metody popsané v 6.4 daná diofantická rovnice nemá řešeńı
s vlastnost́ı d > 0, a tedy x = y = z = 0 je jej́ım jediným řešeńım. �

Př́ıklad. V oboru přirozených č́ısel řešte rovnici x2 + y2 = 4z.

Řešeńı. Užijeme metodu 6.6.2 pro d = z. Předpokládejme nejprve,
že x, y, z je řešeńım dané rovnice. Pak jistě plat́ı z 6= 1, protože je-li
x = y = 1, plat́ı x2 + y2 = 2 < 4, a je-li alespoň jedno z č́ısel x, y
větš́ı než jedna, je x2 + y2 > 4. Je tedy z > 1 a plat́ı x2 + y2 = 4z ≡ 0
(mod 8). Protože druhá mocnina lichého č́ısla je kongruentńı s 1 podle
modulu 8 a druhá mocnina sudého č́ısla je kongruentńı s 0 nebo 4 podle
modulu 8, plyne z této kongruence, že x i y jsou sudá, a tedy x = 2x1,
y = 2y1 pro vhodná x1, y1 ∈ N. Pak ovšem

x21 + y21 =
x2

4
+
y2

4
= 4z−1,

a tedy, označ́ıme-li z1 = z−1 ∈ N, č́ısla x1, y1, z1 splňuj́ı danou rovnici,
přičemž z1 < z. Proto daná rovnice nemá řešeńı.

Př́ıklad. Řešte diofantickou rovnici x4 + y4 + z4 = 9u4.

Řešeńı. Je-li u = 0, muśı být rovněž x = y = z = 0, což je řešeńı
dané rovnice. Ukážeme, že jiné řešeńı rovnice nemá. Předpokládejme,
že celá č́ısla x, y, z, u vyhovuj́ı dané rovnici, přičemž u 6= 0, a označme
d = u4. Kdyby č́ıslo u nebylo dělitelné pěti, bylo by u4 ≡ 1 (mod 5)
podle Fermatovy věty, a tedy by platilo

x4 + y4 + z4 ≡ 4 (mod 5),

což však neńı možné, nebot’ podle Fermatovy věty každé z č́ısel x4, y4, z4

může být podle modulu 5 kongruentńı pouze s 0 nebo 1. Je tedy u
dělitelné pěti, u = 5u1 pro vhodné u1 ∈ Z, a plat́ı

x4 + y4 + z4 ≡ 0 (mod 5),

odkud plyne, že č́ısla x, y, z jsou dělitelné pěti, tj. x = 5x1, y = 5y1,
z = 5z1 pro vhodná x1, y1, z1 ∈ Z. Dosazeńım do rovnice a vyděleńım
54 dostaneme

x41 + y41 + z41 = 9u41,
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a tedy x1, y1, x1, u1 vyhovuj́ı dané rovnici. Přitom plat́ı

u41 =
u4

54
< u4 = d.

�

Př́ıklad. Řešte diofantickou rovnici x2 + y2 + z2 = 2xyz.

Řešeńı. Rovnice jistě splňuje x = y = z = 0. Ukážeme, že daľśı
řešeńı tato rovnice nemá. Dokážeme dokonce silněǰśı tvrzeńı: žádná
rovnice

x2 + y2 + z2 = 2uxyz, (41)

kde x, y, z ∈ Z a u ∈ N nemá jiné řešeńı než x = y = z = 0, u ∈ N
libovolné. Předpokládejme, že x, y, z ∈ Z, u ∈ N vyhovuj́ı rovnici (41)
a že d = x2 + y2 + z2 > 0. Protože u ≥ 1, je 2uxyz sudé č́ıslo, a proto i
x2 + y2 + z2 je sudé č́ıslo. To ale znamená, že právě jedno z č́ısel x, y, z,
nebo všechna tři jsou sudá. V prvńım př́ıpadě je však

x2 + y2 + z2 ≡ 1 + 1 + 0 = 2 (mod 4),

kdežto
2uxyz ≡ 0 (mod 4),

nebot’ u ≥ 1 a jedno z č́ısel x, y, z je sudé. Nastane tedy druhý př́ıpad
a č́ısla x1 = x

2
, y1 = y

2
, z1 = z

2
jsou celá. Položme u1 = u+ 1 a dosad’me

do (41):
4x21 + 4y21 + 4z21 = 2u1−1 · 2x1 · 2y1 · 2z1,

po vyděleńı čtyřmi

x21 + y21 + z21 = 2u1 · x1y1z1,
a tedy x1, y1, z1, u1 vyhovuj́ı rovnici (41). Přitom plat́ı 0 < x21+y21+z21 =
d
4
< d, nebot’ d > 0. Podle 6.6.2 tedy rovnice (41) může mı́t jen řešeńı

s vlastnost́ı d = 0, což jsou výše uvedená řešeńı x = y = z = 0, u ∈ N
libovolné. Speciálně, zadaná rovnice má jediné řešeńı x = y = z =
0. �

6.6.3. Početnost množiny řešeńı. V mnoha př́ıpadech, kdy neumı́me
naj́ıt všechna řešeńı diofantické rovnice, se nám může alespoň podařit
rozhodnout, zda řešeńı je konečně či nekonečně mnoho. Konečnost je
např́ıklad zaručena zjǐstěńım, že hodnoty neznámých jsou v absolutńı
hodnotě menš́ı než nějaké č́ıslo. Pokud toto č́ıslo nalezneme a je

”
ro-

zumně“ malé, můžeme pak naj́ıt všechna řešeńı metodou popsanou
v 6.4

To, že daná diofantická rovnice má řešeńı nekonečně mnoho, můžeme
dokázat např́ıklad tak, že nalezneme pro každou neznámou nějaký
výraz s parametrem, a to takový, že po dosazeńı do rovnice dostaneme
rovnost, přitom pro nekonečně mnoho hodnot parametru dostaneme
navzájem r̊uzné hodnoty neznámých (jde tedy o jakousi zkoušku ne-
konečně mnoha řešeńı). Nebo můžeme nalézt jedno řešeńı rovnice a
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udat předpis, jak z libovolného řešeńı spoč́ıtat jiné. Máme-li zaručeno,
že při daľśı a daľśı aplikaci tohoto předpisu dostáváme stále nová řešeńı
(např́ıklad jsou-li źıskávaná řešeńı stále větš́ı a větš́ı), opět t́ım dokážeme,
že množina řešeńı je nekonečná. Je zřejmé, že při obou postupech mo-
hou existovat ještě daľśı nenalezená řešeńı.

Př́ıklad. Dokažte, že diofantická rovnice

(x− 1)2 + (x+ 1)2 = y2 + 1

má nekonečně mnoho řešeńı.

Řešeńı. Rovnici snadno uprav́ıme do tvaru5

y2 − 2x2 = 1.

Zkusme naj́ıt nějaké řešeńı. Po chv́ıli pokus̊u asi každý objev́ı, že volba
y = 3, x = 2 vyhovuje dané rovnici. Představme si nyńı, že máme
k dispozici libovolné řešeńı x, y ∈ Z a pokusme se źıskat daľśı. Plat́ı
tedy (

y +
√

2x
)(
y −
√

2x
)

= 1.

Dosazeńım nalezených hodnot y = 3 a x = 2 źıskáme rovnost
(
3 +

2
√

2
)(

3− 2
√

2
)

= 1, vynásobeńım dostaneme[(
y +
√

2x
)(

3 + 2
√

2
)]
·
[(
y −
√

2x
)(

3− 2
√

2
)]

= 1.

Výrazy v obou hranatých závorkách uprav́ıme. Plat́ı(
y +
√

2x
)(

3 + 2
√

2
)

= 3y + 3
√

2x+ 2
√

2y + 4x = (4x+ 3y) + (3x+ 2y)
√

2,(
y −
√

2x
)(

3− 2
√

2
)

= 3y − 3
√

2x− 2
√

2y + 4x = (4x+ 3y)− (3x+ 2y)
√

2.

Položme u = 4x+ 3y, v = 3x+ 2y. Plat́ı tedy(
u+
√

2v
)(
u−
√

2v
)

= 1,

odkud
u2 − 2v2 = 1,

a tedy u, v ∈ Z je daľśı řešeńı dané rovnice. Polož́ıme-li x1 = 2, y1 = 3
a

xn+1 = 3xn + 2yn, yn+1 = 4xn + 3yn

pro libovolné n ∈ N, dostáváme pro každé n ∈ N řešeńı xn, yn dané
rovnice. A protože plat́ı 0 < x1 < x2 < . . . , 0 < y1 < y2 < . . . ,
dostáváme pro r̊uzné indexy n r̊uzná řešeńı xn, yn. Daná rovnice má
tedy nekonečně mnoho řešeńı. �

Př́ıklad. Dokažte, že rovnice

k + x2 + y2 = z2

má pro libovolné celé č́ıslo k nekonečně mnoho řešeńı v oboru přirozených
č́ısel.

5Jde o speciálńı př́ıpad tzv. Pellovy rovnice
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Řešeńı. Úpravou a rozkladem z2 − y2 dostaneme

k + x2 = (z − y)(z + y).

Neńı nutné hledat všechna řešeńı, proto můžeme předpokládat, že

z − y = 1,

z + y = k + x2.

Libovolné řešeńı této soustavy bude také řešeńı dané rovnice (neplat́ı
to však obráceně, zkuste sami pro nějaké pevně zvolené k nalézt př́ıklad
přirozených č́ısel x, y, z vyhovuj́ıćıch dané rovnici, avšak nevyhovuj́ıćıch
uvedené soustavě rovnic). Řeš́ıme-li soustavu vzhledem k neznámým
z, y, dostáváme

z = 1
2
(x2 + k + 1),

y = 1
2
(x2 + k − 1).

Zvoĺıme-li x = |k|+ 1 + 2t, kde t ∈ N, je x přirozené č́ıslo. Plat́ı

x2 + k ≡ k + 1 + 2t+ k ≡ 1 (mod 2)

a tedy z = 1
2
((|k|+1+2t)2+k+1) > 0, y = 1

2
((|k|+1+2t)2+k−1) > 0

jsou také přirozená č́ısla. Protože pro r̊uzná t dostáváme r̊uzná x a tedy
r̊uzná řešeńı, má rovnice nekonečně mnoho řešeńı. �

Př́ıklad. Dokažte, že diofantická rovnice

5x2 − 8xy + 5y2 − 4k2 = 0

má pro libovolné přirozené č́ıslo k pouze konečně mnoho řešeńı.

Řešeńı. Danou rovnici uprav́ıme do tvaru (2x− y)2 + (2y− x)2 =
4k2, odkud plyne (2x− y)2 ≤ (2k)2 a (2y− x)2 ≤ (2k)2, a tedy −2k ≤
2x − y ≤ 2k a −2k ≤ 2y − x ≤ 2k. Sečteńım prvńı a dvojnásobku
druhé nerovnosti a vyděleńım třemi dostaneme −2k ≤ y ≤ 2k a zcela
analogicky −2k ≤ x ≤ 2k. Protože x i y mohou pro pevné k nabývat
pouze konečně mnoha hodnot, má daná rovnice pouze konečně mnoho
řešeńı. �
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verzita, 2013.
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