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Řešeńı. Rozlož́ıme 112 = 7 · 16. Protože (7, 16) = 1, stač́ı ukázat,
že 7 | n a 16 | n. Plat́ı 835 ≡ 2 (mod 7), a tedy podle 13

n ≡ (25+6)18−1 = 3818−1 ≡ 318−1 = 276−1 ≡ (−1)6−1 = 0 (mod 7),

proto 7 | n. Podobně 835 ≡ 3 (mod 16), a tedy

n ≡ (35 + 6)18 − 1 = (3 · 81 + 6)18 − 1 ≡ (3 · 1 + 6)18 − 1 =

= 918 − 1 = 819 − 1 ≡ 19 − 1 = 0 (mod 16),

proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, což jsme měli dokázat. �

Př́ıklad. Dokažte, že pro libovolné prvoč́ıslo p a libovolná a, b ∈ Z
plat́ı

ap + bp ≡ (a+ b)p (mod p).

Řešeńı. Podle binomické věty plat́ı

(a+ b)p = ap +
(
p
1

)
ap−1b+

(
p
2

)
ap−2b2 + · · ·+

(
p
p−1

)
abp−1 + bp.

Podle př́ıkladu za větou 6 pro libovolné k ∈ {1, . . . , p−1} plat́ı
(
p
k

)
≡ 0

(mod p), odkud plyne tvrzeńı. �

Následuj́ıćı tvrzeńı je daľśı užitečnou vlastnost́ı kongruenćı:

Lemma. Dokažte, že pro libovolné přirozené č́ıslo m a libovolná
a, b ∈ Z taková, že a ≡ b (mod mn), kde n ∈ N, plat́ı, že am = bm

(mod mn+1).

Důkaz. Plat́ı

am − bm = (a− b)(am−1 + am−2b+ · · ·+ abm−2 + bm−1) (12)

a protože m | mn, tak podle 13 (7) plat́ı i a ≡ b (mod m). Jsou tedy
všechny sč́ıtance ve druhé závorce v (12) kongruentńı s am−1 modulo
m, a tedy

am−1 + am−2b+ · · ·+ abm−2 + bm−1 ≡ m · am−1 ≡ 0 (mod m),

proto je am−1+am−2+· · ·+abm−2+bm−1 dělitelné m. Z a ≡ b (mod mn)
plyne, že mn děĺı a − b, a tedy mn+1 děĺı jejich součin, což vzhledem
k (12) vede k závěru, že am ≡ bm (mod mn+1). �

3.2. Aritmetické funkce. Aritmetickou funkćı zde rozumı́me funkci,
jej́ımž definičńım oborem je množina přirozených č́ısel.

Definice. Rozložme přirozené č́ıslo n na prvoč́ısla: n = pα1
1 · · · p

αk
k .

Hodnotu Möbiovy funkce µ(n) definujeme rovnu 0, pokud pro některé
i plat́ı αi > 1 a rovnu (−1)k v opačném př́ıpadě. Dále definujeme
µ(1) = 1.

Př́ıklad. µ(4) = µ(22) = 0, µ(6) = µ(2·3) = (−1)2, µ(2) = µ(3) =
−1.
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Dokážeme nyńı několik d̊uležitých vlastnost́ı Möbiovy funkce, zejména
tzv. Möbiovu inverzńı formuli.

Lemma. Pro n ∈ N \ {1} plat́ı∑
d|n

µ(d) = 0.

Důkaz. Zaṕı̌seme-li n ve tvaru n = pα1
1 · · · p

αk
k , pak všechny dělitele

d č́ısla n jsou tvaru d = pβ11 · · · p
βk
k , kde 0 ≤ βi ≤ αi pro všechna

i ∈ {1, . . . , k}. Proto∑
d|n

µ(d) =
∑

(β1,...,βk)∈(N∪{0})k
0≤βi≤αi

µ(pβ11 · · · p
βk
k ) =

=
∑

(β1,...,βk)∈{0,1}k
µ(pβ11 · · · p

βk
k )

=
(
k
0

)
+
(
k
1

)
· (−1) +

(
k
2

)
· (−1)2 + · · ·+

(
k
k

)
· (−1)k

=
(
1 + (−1)

)k
= 0.

�

S Möbiovou funkćı úzce souviśı pojem Dirichlet̊uv součin:

Definice. Bud’te f, g aritmetické funkce. Jejich Dirichlet̊uv součin
je definován předpisem

(f ◦ g)(n) =
∑
d|n

f(d) · g
(
n
d

)
=
∑

d1d2=n

f(d1) · g(d2).

Lemma. Dirichlet̊uv součin je asociativńı.

Důkaz.

((f ◦ g) ◦ h)(n) =
∑

d1d2d3=n

f(d1) · g(d2) · h(d3) = (f ◦ (g ◦ h))(n)

�

Př́ıklad. Definujme dvě pomocné funkce I a I předpisem I(1) =
1, I(n) = 0 pro všechna n > 1, resp. I(n) = 1 pro všechna n ∈ N. Pak
pro každou aritmetickou funkci f plat́ı:

f ◦ I = I ◦ f = f

a

(I ◦ f)(n) = (f ◦ I)(n) =
∑
d|n

f(d).
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Dále plat́ı I ◦ µ = µ ◦ I = I, nebot’

(I ◦ µ)(n) =
∑
d|n

I(d)µ(n
d
) =

∑
d|n

I(n
d
)µ(d) =

=
∑
d|n

µ(d) = 0 pro všechna n > 1

podle lemmatu za definićı Möbiovy funkce (pro n = 1 je tvrzeńı zřejmé).

Věta 14. (Möbiova inverzńı formule) Necht’ je aritmetická funkce
F definovaná pomoćı aritmetické funkce f předpisem F (n) =

∑
d|n f(d).

Pak lze funkci f vyjádřit ve tvaru

f(n) =
∑
d|n

µ(n
d
) · F (d).

Důkaz. Vztah F (n) =
∑

d|n f(d) lze jiným zp̊usobem zapsat jako

F = f ◦ I. Proto F ◦ µ = (f ◦ I) ◦ µ = f ◦ (I ◦ µ) = f ◦ I = f , což je
tvrzeńı věty. �

Definice. Multiplikativńı funkćı přirozených č́ısel rozumı́me ta-
kovou aritmetickou funkci, která splňuje, že pro všechny dvojice ne-
soudělných č́ısel a, b ∈ N plat́ı

f(a · b) = f(a) · f(b).

Př́ıklad. Multiplikativńımi funkcemi jsou např. funkce f(n) =
σ(n), f(n) = τ(n), či f(n) = µ(n) nebo, jak brzy dokážeme i tzv.
Eulerova funkce f(n) = ϕ(n).

3.3. Eulerova funkce ϕ.

Definice. Necht’ n ∈ N. Definujme Eulerovu funkci ϕ předpisem

ϕ(n) = |{a ∈ N | 0 < a ≤ n, (a, n) = 1}|

Př́ıklad. ϕ(1) = 1, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2, je-li p prvoč́ıslo, je zřejmě
ϕ(p) = p− 1.

Nyńı dokážeme několik d̊uležitých tvrzeńı o funkci ϕ:

Lemma. Necht’ n ∈ N. Pak
∑

d|n ϕ(d) = n.

Důkaz. Uvažme n zlomk̊u
1

n
,

2

n
,

3

n
, . . . ,

n− 1

n
,
n

n
.

Zkrát́ıme-li zlomky na základńı tvar a seskuṕıme podle jmenovatel̊u,
snadno dostaneme právě uvedené tvrzeńı. �

Věta 15. Necht’ n ∈ N, jehož rozklad je tvaru n = pα1
1 · · · p

αk
k . Pak

ϕ(n) = n ·
(

1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.
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Důkaz. S využit́ım předchoźıho lemmatu a Möbiovy inverzńı for-
mule dostáváme

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d
= n− n

p1
− · · · − n

pk
+ · · ·+ (−1)k

n

p1 · · · pk
=

= n ·
(

1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.

(13)

�

Poznámka. Předchoźı výsledek lze obdržet i bez použit́ı Möbiovy
inverzńı formule pomoćı principu inkluze a exkluze na základě zjǐstěńı
počtu č́ısel soudělných s n v určitém intervalu.

Důsledek. Necht’ a, b ∈ N, (a, b) = 1. Pak

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

Důkaz. Zřejmý. �

Poznámka. Rovněž toto tvrzeńı lze odvodit nezávisle na základě
poznatku (n, ab) = 1 ⇐⇒ (n, a) = 1 ∧ (n, b) = 1. Spolu se snadno
odvoditelným výsledkem

ϕ(pα) = pα − pα−1 = (p− 1) · pα−1 (14)

pak lze odvodit vztah (13) již třet́ım zp̊usobem.

Př́ıklad. Vypočtěte ϕ(72).

Řešeńı. 72 = 23 · 32 =⇒ ϕ(72) = 72 · (1 − 1
2
) · (1 − 1

3
) = 24,

alternativně ϕ(72) = ϕ(8) · ϕ(9) = 4 · 6 = 24. �

Př́ıklad. Dokažte, že ∀n ∈ N : ϕ(4n+ 2) = ϕ(2n+ 1).

Řešeńı. ϕ(4n + 2) = ϕ(2 · (2n + 1)) = ϕ(2) · ϕ(2n + 1) = ϕ(2n +
1). �

3.4. Malá Fermatova věta, Eulerova věta. Tvrzeńı v tomto
odstavci patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı výsledky teorie č́ısel.

Věta 16 (Fermatova, Malá Fermatova). Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo,
p - a. Pak

ap−1 ≡ 1 (mod p). (15)

Důkaz. Tvrzeńı vyplyne jako snadný d̊usledek Eulerovy věty 17.
�

Důsledek. Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo. Pak

ap ≡ a (mod p).

Důkaz. Pokud p | a, pak jsou obě strany kongruentńı s 0 mod p,
jinak tvrzeńı snadno plyne vynásobeńım obou stran kongruence (15)
č́ıslem a. �
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Definice. Úplná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná m-tice
č́ısel po dvou nekongruentńıch modulo m (nejčastěji 0, 1, . . . ,m− 1).
Redukovaná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná ϕ(m)-tice č́ısel ne-
soudělných s m a po dvou nekongruentńıch modulo m.

Poznámka. Snadno lze vidět, že jsou-li a, b ∈ Z, a ≡ b (mod m),
a (a,m) = 1, pak i (b,m) = 1.

Lemma. Necht’ x1, x2, . . . , xϕ(m) tvoř́ı redukovanou soustavu zbytk̊u
modulo m. Je-li a ∈ Z, (a,m) = 1 pak i č́ısla a · x1, . . . , a · xϕ(m) tvoř́ı
redukovanou soustavu zbytk̊u modulo m.

Důkaz. Protože (a,m) = 1 a (xi,m) = 1, plat́ı (a · xi,m) = 1.
Kdyby pro nějaká i, j platilo a · xi ≡ a · xj (mod m), po vyděleńı
obou stran kongruence č́ıslem a nesoudělným s m dostaneme xi ≡ xj
(mod m). �

Věta 17 (Eulerova). Necht’ a ∈ Z, m ∈ N, (a,m) = 1. Pak

aϕ(m) ≡ 1 (mod m). (16)

Důkaz. Bud’ x1, x2, . . . , xϕ(m) libovolná redukovaná soustava zbytk̊u
modulo m. Podle předchoźıho lemmatu je i a · x1, . . . , a · xϕ(m) redu-
kovaná soustava zbytk̊u modulo m. Plat́ı tedy, že pro každé i exis-
tuje j (oba indexy jsou z množiny {1, 2, . . . , ϕ(m)}) tak, že a · xi ≡
xj (mod m). Vynásobeńım č́ısel obou redukovaných soustav zbytk̊u
dostáváme

(a · x1) · (a · x2) · · · (a · xϕ(m)) ≡ x1 · x2 · · ·xϕ(m) (mod m).

Po úpravě

aϕ(m) · x1 · x2 · · ·xϕ(m) ≡ x1 · x2 · · · xϕ(m) (mod m)

a protože (x1 · x2 · · ·xϕ(m),m) = 1, můžeme obě strany kongruence

vydělit č́ıslem x1 · x2 · · ·xϕ(m) a dostaneme aϕ(m) ≡ 1 (mod m). �

Poznámka. Eulerova věta je rovněž d̊usledkem Lagrangeovy věty
uplatněným na grupu (Z×m, ·).

Př́ıklad. Nalezněte všechna prvoč́ısla p, pro která 5p
2

+ 1 ≡ 0
(mod p2).

Řešeńı. Snadno se přesvědč́ıme, že p = 5 úloze nevyhovuje. Pro
p 6= 5 plat́ı (p, 5) = 1, a tedy podle Fermatovy věty 5p−1 ≡ 1 (mod p).

Umocněńım na p + 1 dostaneme 5p
2−1 ≡ 1 (mod p), odkud 5p

2 ≡ 5

(mod p). Z podmı́nky 5p
2

+ 1 ≡ 0 (mod p2) plyne 5p
2 ≡ −1 (mod p),

celkem tedy 5 ≡ −1 (mod p), a proto p | 6. Je tedy bud’ p = 2,
nebo p = 3. Pro p = 2 však 54 + 1 ≡ 14 + 1 = 2 6≡ 0 (mod 4). Pro
p = 3 dostáváme 59 + 1 = 56 · 53 + 1 ≡ 53 + 1 = 126 ≡ 0 (mod 9), kde
jsme užili d̊usledek Eulerovy věty 56 ≡ 1 (mod 9). Jediným prvoč́ıslem,
vyhovuj́ıćım úloze je tedy p = 3. �
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Př́ıklad. Pro liché č́ıslo m > 1 nalezněte zbytek po děleńı č́ısla
2ϕ(m)−1 č́ıslem m.

Řešeńı. Z Eulerovy věty plyne 2ϕ(m) ≡ 1 ≡ 1+m = 2r (mod m)),
kde r = 1+m

2
je přirozené č́ıslo, 0 < r < m. Podle 13 (3) plat́ı 2ϕ(m)−1 ≡

r (mod m), a tedy hledaný zbytek po děleńı je r = 1+m
2

. �

Tvrzeńı 3.1. Je-li p prvoč́ıslo, p ≡ 3 (mod 4), pak pro libovolná
celá č́ısla a, b z kongruence a2 + b2 ≡ 0 (mod p) plyne a ≡ b ≡ 0
(mod p).

Důkaz. Předpokládejme, že pro a, b ∈ Z plat́ı a2+b2 ≡ 0 (mod p).
Jestliže p | a, plat́ı a ≡ 0 (mod p), proto b2 ≡ 0 (mod p), tedy p | b2,
odkud vzhledem k tomu, že p je prvoč́ıslo, dostáváme p | b, a proto
a ≡ b ≡ 0 (mod p), což jsme chtěli dokázat.

Zbývá prošetřit př́ıpad, kdy a neńı dělitelné prvoč́ıslem p. Odtud
dostáváme, že p neděĺı ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a2).
Vynásob́ıme-li obě strany kongruence a2 ≡ −b2 (mod p) č́ıslem bp−3,
dostaneme podle Fermatovy věty

a2bp−3 ≡ −bp−1 ≡ −1 (mod p).

Protože p ≡ 3 (mod 4), je p− 3 sudé č́ıslo, a proto p−3
2
∈ N0. Označme

c = ab
p−3
2 .

Pak c neńı dělitelné p a plat́ı c2 = a2bp−3 ≡ −1 (mod p). Umocńıme-li
posledńı kongruenci na p−1

2
∈ N, dostaneme

cp−1 ≡ (−1)
p−1
2 (mod p).

Protože p ≡ 3 (mod 4), existuje celé č́ıslo t tak, že p = 3+4t. Pak ovšem
p−1
2

= 1 + 2t, což je č́ıslo liché a proto (−1)(p−1)/2 = −1. Podle Fer-
matovy věty naopak plat́ı cp−1 ≡ 1 (mod p), odkud 1 ≡ −1 (mod p) a
p | 2, spor. �

S Eulerovou funkćı a Eulerovou větou úzce souviśı d̊uležitý pojem
řád č́ısla modulo m – jde přitom pouze o jinak nazvaný řád prvku
v grupě invertibilńıch zbytkových tř́ıd modulo m:

Definice. Necht’ a ∈ Z, m ∈ N (a,m) = 1. Řádem č́ısla a modulo
m rozumı́me nejmenš́ı přirozené č́ıslo n splňuj́ıćı

an ≡ 1 (mod m).

Poznámka. To, že je řád definován, plyne z Eulerovy věty – pro
každé č́ıslo nesoudělné s modulem je totiž jistě jeho řád nejvýše roven
ϕ(m). Jak později uvid́ıme, velmi d̊uležitá jsou právě ta č́ısla, jejichž
řád je roven právě ϕ(m) – tato č́ısla nazýváme primitivńımi kořeny
modulo m a hraj́ı d̊uležitou roli mj. při řešeńı binomických kongruenćı
(viz 4.5). Tento pojem je přitom jen jiným názvem pro generátor grupy
(Z×m, ·).


