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RESEN{. Rozlozime 112 = 7 - 16. Protoze (7,16) = 1, staéi ukézat,
ze 7|n al6|n. Plati 835 =2 (mod 7), a tedy podle
n=(2°46)%-1=388-1=3%-1=27-1=(-1°-1=0 (mod 7),
proto 7 | n. Podobné 835 =3 (mod 16), a tedy

n=(3+6)""-1=3-81+6)*-1=(3-1+6)%-1=
=9®¥_1=81"-1=1"-1=0 (mod 16),

proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coz jsme meéli dokazat. O

PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolné a, b € Z
plati

a’ + b =(a+b)’ (mod p).
RESEN{. Podle binomické véty plati
(a+b)P =a? + (D)a" o+ (5)a" 20" + - 4 (7)) ab" ™ + 1.

Podle prikladu za Vétou@pro libovolné k € {1,...,p—1} plati (!) =0
(mod p), odkud plyne tvrzeni. O

Nésledujici tvrzeni je dalsi uzite¢nou vlastnosti kongruenci:

LEMMA. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené cislo m a libovolnd
a,b € Z takovd, Ze a = b (mod m"), kde n € N, plati, Ze a™ = b™
(mod m™*1).

DUKAz. Plati
a™ —b" = (a—0b)(a" +a™ 4+ ab™ 2+ (12)

a protoze m | m™, tak podle |13| (7) plati i a = b (mod m). Jsou tedy
vSechny sc¢itance ve druhé zavorce v kongruentni s ™! modulo
m, a tedy

a4 ad™ P+ ab" AV = m e d™ =0 (mod m),
proto je a™ '+a™ 2+ - -ab™ 2 +bm ! délitelné m. Za =b (mod m")

plyne, ze m" déli a — b, a tedy m™*! déli jejich soucin, coz vzhledem
k vede k zévéru, ze a™ = b™ (mod m"*1). O

3.2. Aritmetické funkce. Aritmetickou funkci zde rozumime funkeci,
jejimz definiénim oborem je mnozina pfirozenych ¢isel.

DEFINICE. Rozlozme pfirozené ¢islo n na prvocisla: n = p{* - - - pp*.
Hodnotu Mébiovy funkce ju(n) definujeme rovnu 0, pokud pro nékteré
i plati oy > 1 a rovnu (—1)F v opaéném pifpadé. Déle definujeme
p(l) =1.

1 PRIKLAD. pu(4) = u(2%) = 0,1(6) = p(2-3) = (—1)*, u(2) = p(3) =
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Dokazeme nyni nékolik dilezitych vliastnosti Mobiovy funkce, zejména
tzv. Mobiovu inverzni formuli.

LEMMA. Pron € N\ {1} plati
> p(d) =
dln

DUKAZ. ZapiSeme-li n ve tvarun = p{* - - - pi*, pak vSechny délitele
d cisla n jsou tvaru d = py' -- -pfk, kde 0 < f; < «; pro vSechna
ie{l,...,k}. Proto

> u(d) = > p(pit ) =

dln (B1,---,B)E(NU{0})*
0<B;<a;

S Mobiovou funkef tizce souvisi pojem Dirichletuv soucin:

DEFINICE. Bud'te f, g aritmetické funkce. Jejich Dirichletiv soucin
je definovan ptredpisem

=> fd)-g(B) = > fld)-
din dida=n

LEMMA. Dirichletiv soucin je asociativnyi.

DUKAZ.

(fog)oh)(n)= D f(d)- “h(dz) = (fo(goh))(n)
dydads=n
Ul
PRIKLAD. Definujme dvé pomocné funkce I a I predpisem I(1) =

1, I(n) = 0 pro vSechna n > 1, resp. I(n) = 1 pro vsechna n € N. Pak
pro kazdou aritmetickou funkci f plati:

fol=Tof=f

(Iof)(n)=(fol)(n) =) f(d)

dn
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Déle plati I oy = ,uoI =1, nebot

(Top)(n)=>Y I(du=) =Y I(%)u

dln dn
= Z wu(d) =0 pro vSechna n > 1
dn

podle lemmatu za definici Mébiovy funkce (pron = 1 je tvrzeni ziejmé).

VETA 14. (Mdbiova inverzni formule) Necht je aritmetickd funkce
F definovand pomoct aritmetické funkce f predpisem F'(n) = de f(a).
Pak lze funkci f vyjddrit ve tvaru
= uly) - F(d).
din
DUKAz. Vztah F(n) =3, f(d) lze jinym zptsobem zapsat jako
F=fol. Proto Fou=(fol)ou=fo(lou)=fol=f cozje
tvrzeni véty. O
DEFINICE. Multiplikativni funkci prirozenych ¢isel rozumime ta-

kovou aritmetickou funkci, ktera splnuje, ze pro vSechny dvojice ne-
soudélnych cisel a,b € N plati

fla-b) = f(a)- f(b)

PRIKLAD. Multiplikativnimi funkcemi jsou napt. funkce f(n) =
o(n), f(n) = 7(n), @ f(n) = u(n) nebo, jak brzy dokdzeme i tzv.
Eulerova funkce f(n) = ¢(n).

3.3. Eulerova funkce ¢.
DEFINICE. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkci ¢ piedpisem
en)=HaeN|0<a<n, (a,n) =1}
PRIKLAD. (1) = 1,¢(5) = 4, p(6) = 2, je-li p prvocislo, je ziejmé
p(p)=p—1L

Nyni dokazeme nékolik dulezitych tvrzeni o funkei ¢:

LEMMA. Necht n € N. Pak 3_,, ¢(d) = n.

DUKAZ. Uvazme n zlomkt
1 2 3 n—1n

, —

Ty Ty ey .
n nmn n n

Zkratime-li zlomky na zakladni tvar a seskupime podle jmenovatelt,
snadno dostaneme pravé uvedené tvrzeni. Il

VETA 15. Necht n € N, jehoZ rozklad je tvaru n = pi* -+ p*. Pak

e (-4 (-2).
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DUKAZ. S vyuzitim predchoziho lemmatu a Mobiovy inverzni for-
mule dostdvame

SO(n):dgw;u(d)g:n_p%_"'_p%+---Jr(—l)kpl.y.l.pk:
—n.(l_pil)...(l_i)_ (13)
O

POzZNAMKA. Pfedchozi vysledek lze obdrzet i bez pouziti Mobiovy
inverzni formule pomoci principu inkluze a exkluze na zakladé zjisténi
poctu cisel soudélnych s n v urc¢itém intervalu.

DUSLEDEK. Necht a,b € N, (a,b) = 1. Pak
p(a-b) = ¢(a) - ¢(b).
DUKAZ. Ziejmy. U

PozNAMKA. Rovnéz toto tvrzeni lze odvodit nezdvisle na zaklade
poznatku (n,ab) = 1 <= (n,a) = 1 A (n,b) = 1. Spolu se snadno
odvoditelnym vysledkem

go(pa> — pa _ pa—l — (p _ 1) _pa—l (14)
pak lze odvodit vztah jiz tfetim zpusobem.
PRIKLAD. Vypoctéte p(72).

RESENI. 72 = 28 .32 — (72) =72 - (1 —1)- (1 —1) = 24,
alternativne p(72) = ¢(8) - p(9) =4 -6 = 24. O

PRIKLAD. Dokazte, ze Vn € N: ¢(4n +2) = ¢(2n + 1).

RESENT. p(dn+2) = (2 - 2n+1)) = ¢(2) - p(2n + 1) = ¢(2n +
1). O

3.4. Mala Fermatova véta, Eulerova véta. Tvrzeni v tomto

vvvvvv

VETA 16 (Fermatova, Mala Fermatova). Necht a € Z, p prvocislo,
p1ta. Pak
a? ' =1 (mod p). (15)

DUKAzZ. Tvrzeni vyplyne jako snadny disledek Eulerovy véty [17]
O

DUSLEDEK. Necht a € Z, p prvoéislo. Pak
a’? =a (mod p).

DUKAZ. Pokud p | a, pak jsou obé strany kongruentni s 0 mod p,
jinak tvrzeni snadno plyne vynasobenim obou stran kongruence
¢islem a. O
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DEFINICE. Uplnci soustava zbytku modulo m je libovolnd m-tice
¢isel po dvou nekongruentnich modulo m (nejcastéji 0,1, ...,m — 1).
Redukovand soustava zbytki modulo m je libovolna ¢p(m)-tice ¢isel ne-
soudélnych s m a po dvou nekongruentnich modulo m.

POZNAMKA. Snadno lze vidét, ze jsou-li a,b € Z, a = b (mod m),
a (a,m) =1, paki (bym) = 1.

LEMMA. Necht x1,%, ..., Zuam) tvort redukovanou soustavu zbytki
modulo m. Je-li a € Z, (a,m) =1 pak i ¢isla a - x1,...,a- Tyum) tvori
redukovanou soustavu zbytku modulo m.

DUKAZ. Protoze (a,m) = 1 a (z;,m) = 1, plati (a - z;,m) = 1.
Kdyby pro néjaka ¢,j platilo a - z; = a - z; (mod m), po vydéleni
obou stran kongruence ¢islem a nesoudélnym s m dostaneme z; = x;

(mod m). O
VETA 17 (Eulerova). Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak
a?™ =1 (mod m). (16)
DUKAZ. Bud 21, 2, . . ., Zy(m) libovolnd redukovand soustava zbytku
modulo m. Podle predchoziho lemmatu je i a - xy,...,a - Tym) redu-

kovand soustava zbytku modulo m. Plati tedy, ze pro kazdé i exis-
tuje j (oba indexy jsou z mnoziny {1,2,...,¢(m)}) tak, ze a - z; =
x; (mod m). Vyndsobenim ¢isel obou redukovanych soustav zbytki
dostavame

(@-1) - (a-x2) - (a- Tpm)) = 1 Ta- - Ty (mod m).
Po uprave
a@(m) - XL Tg - x(p(m) =TTy xw(m) (mod m)

a protoze (xq - xg-- -xw(m),m) = 1, muzeme obé strany kongruence
vydélit éfslem @1 - 3 - - - Tyy(m) @ dostaneme a?™ =1 (mod m). O

PoOzZNAMKA. Eulerova véta je rovnéz dusledkem Lagrangeovy véty
uplatnénym na grupu (Z), -).

PRIKLAD. Naleznéte vsechna prvocisla p, pro kterd 5 +1 =0
(mod p?).

RESENI. Snadno se piesvédéime, ze p = 5 tloze nevyhovuje. Pro
p # 5 plati (p,5) =1, a tedy podle Fermatovy véty 5771 = 1 (mod p).
Umocnénim na p + 1 dostaneme 5°~! = 1 (mod p), odkud 5”° = 5
(mod p). Z podminky 5”° +1 = 0 (mod p?) plyne 5 = —1 (mod p),
celkem tedy 5 = —1 (mod p), a proto p | 6. Je tedy bud p = 2,
nebop =3 Prop=2viak 5* +1 =1"+1 =2 # 0 (mod 4). Pro
p =3 dostdvdme 5 +1=5%-5+1=5%+1=126 =0 (mod 9), kde
jsme uzili dusledek Eulerovy véty 5¢ = 1 (mod 9). Jedinym prvocislem,
vyhovujicim tloze je tedy p = 3. U
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PRIKLAD. Pro liché ¢fslo m > 1 naleznéte zbytek po déleni ¢fsla
2¢m)=1 ¢&islem m.

RESENI. Z Eulerovy véty plyne 290" =1 = 14m = 2r (mod m)

kde r = HT"‘ je prirozené cislo, 0 < r < m. Podle (3) plati 2¢0m)—1

r (mod m), a tedy hledany zbytek po délenf je r = 2.

~—

)

all

TVRzENI 3.1. Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak pro libovolnd
celd ¢isla a,b z kongruence a* + b = 0 (mod p) plyne a = b = 0
(mod p).

DUKAzZ. Pfedpokladejme, 7Ze pro a,b € Z plati a®>+b? = 0 (mod p).
Jestlize p | a, plati a = 0 (mod p), proto b*> = 0 (mod p), tedy p | b?,
odkud vzhledem k tomu, Ze p je prvocislo, dostdvame p | b, a proto
a=b=0 (mod p), coz jsme chtéli dokazat.

Zbyva prosettit ptipad, kdy a neni délitelné prvocislem p. Odtud
dostdvdme, Ze p nedéli ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a?).

Vynésobime-li obé strany kongruence a* = —b* (mod p) ¢islem HP~3,
dostaneme podle Fermatovy véty
AP == —-1 (mod p).
Protoze p = 3 (mod 4), je p— 3 sudé ¢islo, a proto ’%3 € Np. Oznacme
c=ab"z.
Pak ¢ nenf délitelné p a plati ¢ = a**~3 = —1 (mod p). Umocnime-li

posledni kongruenci na 7’%1 € N, dostaneme
L= (-1)"T  (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), existuje celé ¢islo ¢ tak, ze p = 3+4t. Pak ovsem
=l = 1+ 2, coz je éislo liché a proto (—1)®~D/2 = —1. Podle Fer-
matovy véty naopak plati ! =1 (mod p), odkud 1 = —1 (mod p) a

p | 2, spor. O

S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou tizce souvisi dulezity pojem
rad c¢isla modulo m — jde pritom pouze o jinak nazvany tad prvku
v grupé invertibilnich zbytkovych tiid modulo m:

DEFINICE. Nechf a € Z, m € N (a,m) = 1. Rddem ¢isla a modulo
m rozumime nejmensi prirozené cislo n splnujici

a®=1 (mod m).

PoOzZNAMKA. To, Ze je idd definovén, plyne z Eulerovy véty — pro
kazdé ¢islo nesoudélné s modulem je totiz jisté jeho fad nejvyse roven
w(m). Jak pozdéji uvidime, velmi dulezita jsou prave ta ¢isla, jejichz
fad je roven pravé o(m) — tato ¢isla nazyvame primitivnimi kofeny
modulo m a hraji dulezitou roli mj. pfi feSeni binomickych kongruenci
(viz . Tento pojem je pritom jen jinym nazvem pro generator grupy



