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4.1. Lineárńı kongruence o jedné neznámé.

Věta 21. Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z. Označme d = (a,m). Pak kon-
gruence

ax ≡ b (mod m)

(o jedné neznámé x) má řešeńı právě tehdy, když d | b.
V př́ıpadě, kdy d | b, má tato kongruence právě d řešeńı (modulo

m).

Důkaz. Dokážeme nejprve, že uvedená podmı́nka je nutná. Je-li
celé č́ıslo c řešeńım této kongruence, pak nutně m | a · c − b. Pokud
přitom d = (a,m), pak protože d | m i d | a·c−b a d | a·c−(a·c−b) = b.

Obráceně dokážeme, že pokud d | b, pak má daná kongruence právě
d řešeńı modulo m. Označme a1, b1 ∈ Z a m1 ∈ N tak, že a = d ·a1, b =
d ·b1 a m = d ·m1. Řešená kongruence je tedy ekvivalentńı s kongruenćı

a1 · x ≡ b1 (mod m1),

kde (a1,m1) = 1. Tuto kongruenci můžeme vynásobit č́ıslem a
ϕ(m1)−1
1

a d́ıky Eulerově větě obdrž́ıme

x ≡ b1 · aϕ(m1)−1
1 (mod m1).

Tato kongruence má jediné řešeńı modulo m1 a tedy d = m/m1 řešeńı
modulo m. �

Následuj́ıćı př́ıklad ukáže, že postup uvedený v d̊ukazu věty obvykle
neńı t́ım nejefektivněǰśım – s výhodou lze použ́ıt jak Bezoutovu větu,
tak ekvivalentńı úpravy řešené kongruence.

Př́ıklad. Řešte 39x ≡ 41 (mod 47)

Řešeńı. (1) Nejprve využijeme Eulerovu větu.
Protože (39, 47) = 1, plat́ı

39ϕ(47) = 3946 ≡ 1 (mod 47),

tj.

3945 · 39︸ ︷︷ ︸
3946≡1

x ≡ 3945 · 41 (mod 47),

z čehož už dostáváme

x ≡ 3945 · 41 (mod 47).

Úplné řešeńı vyžaduje ještě vypočteńı zbytku po děleńı č́ısla
3945 · 41 č́ıslem 47, ale to již jistě laskavý čtenář zvládne sám
a zjist́ı výsledek x ≡ 36 (mod 47)
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(2) Daľśı možnost́ı je využ́ıt Bezoutovu větu.
Euklidovým algoritmem pro vypočteńı (39, 47) dostáváme

47 = 1 · 39 + 8

39 = 4 · 8 + 7

8 = 1 · 7 + 1

Z čehož zpětným odvozeńım dostáváme

1 = 8− 7 = 8− (39− 4 · 8) = 5 · 8− 39 =

= 5 · (47− 39)− 39 = 5 · 47− 6 · 39.

Uváž́ıme-li tuto rovnost modulo 47, dostaneme

1 ≡ −6 · 39 (mod 47) / · 41

41 ≡ 41 · (−6)︸ ︷︷ ︸ ·39 (mod 47) / · 41

x ≡ 41 · (−6) (mod 47)

x ≡ −246 (mod 47)

x ≡ 36 (mod 47)

(3) Obvykle nejrychleǰśım, ale nejh̊uře algoritmizovatelným zp̊usobem
řešeńı je metoda takových úprav kongruence, které zachovávaj́ı
množinu řešeńı.

39x ≡ 41 (mod 47)

−8x ≡ −6 (mod 47)

4x ≡ 3 (mod 47)

4x ≡ −44 (mod 47)

x ≡ −11 (mod 47)

x ≡ 36 (mod 47)

�

Pomoćı věty o řešitelnosti lineárńıch kongruenćı lze dokázat mj.
významnou Wilsonovu větu udávaj́ıćı nutnou (i postačuj́ıćı) podmı́nku
prvoč́ıselnosti. Takové podmı́nky jsou velmi významné ve výpočetńı te-
orii č́ısel, kdy je třeba efektivně poznat, je-li dané velké č́ıslo prvoč́ıslem.
Bohužel dosud neńı známo, jak rychle vypoč́ıtat modulárńı faktoriál
velkého č́ısla, proto neńı v praxi Wilsonova věta k tomuto účelu použ́ıvána.

Věta 22 (Wilsonova). Přirozené č́ıslo n > 1 je prvoč́ıslo, právě
když

(n− 1)! ≡ −1 (mod n) (18)

Důkaz. Dokážeme nejprve, že pro libovolné složené č́ıslo n > 4
plat́ı n | (n − 1)!, tj. (n − 1)! ≡ 0 (mod n). Necht’ 1 < d < n je
netriviálńı dělitel n. Je-li d 6= n/d, pak protože 1 < d, n/d ≤ n − 1,
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je n = d · n/d | (n − 1)!. Pokud d = n/d, tj. n = d2, pak protože je
n > 4, je i d > 2 a n | (d · 2d) | (n− 1)!. Pro n = 4 snadno dostáváme
(4− 1)! ≡ 2 6≡ −1 (mod 4).

Necht’ je nyńı p prvoč́ıslo. Č́ısla z množiny {2, 3, . . . , p−2} seskuṕıme
do dvojic vzájemně inverzńıch č́ısel modulo p, resp. dvojic č́ısel, jejichž
součin dává zbytek 1 po děleńı p. Pro dané č́ıslo a z této množiny exis-
tuje podle předchoźı věty jediné řešeńı kongruence a · x ≡ 1 (mod p).
Protože a 6= 0, 1, p − 1, je zřejmé, že rovněž pro řešeńı c této kongru-
ence plat́ı c 6≡ 0, 1,−1 (mod p). Č́ıslo a nemůže být ve dvojici samo
se sebou; kdyby totiž a · a ≡ 1 (mod p), pak nutně a ≡ ±1 (mod p).
Součin všech č́ısel uvedené množiny je tedy tvořen součinem (p− 3)/2
dvojic (jejichž součin je vždy kongruentńı s 1 modulo p). Proto je

(p− 1)! ≡ 1(p−3)/2 · (p− 1) ≡ −1 (mod p).

�

4.2. Soustavy lineárńıch kongruenćı o jedné neznámé. Máme-
li soustavu lineárńıch kongruenćı o téže neznámé, můžeme podle Věty
21 rozhodnout o řešitelnosti každé z nich. V př́ıpadě, kdy aspoň jedna
z kongruenćı nemá řešeńı, nemá řešeńı ani celá soustava. Naopak, jestliže
každá z kongruenćı řešeńı má, uprav́ıme ji do tvaru x ≡ ci (mod mi).
Dostaneme tak soustavu kongruenćı

x ≡ c1 (mod m1)

... (19)

x ≡ ck (mod mk)

Zkoumejme nejprve př́ıpad k = 2, který – jak uvid́ıme později – má
stěžejńı význam pro řešeńı soustavy (19) s k > 2.

Věta 23. Necht’ c1, c2 jsou celá č́ısla, m1,m2 přirozená. Označme
d = (m1,m2). Soustava dvou kongruenćı

x ≡ c1 (mod m1)

x ≡ c2 (mod m2)
(20)

v př́ıpadě c1 6≡ c2 (mod d) nemá řešeńı. Jestlǐze naopak c1 ≡ c2 (mod d),
pak existuje celé č́ıslo c tak, že x ∈ Z splňuje soustavu (19), právě když
vyhovuje kongruenci

x ≡ c (mod [m1,m2]).

Důkaz. Má-li soustava (20) nějaké řešeńı x ∈ Z, plat́ı nutně x ≡ c1
(mod d), x ≡ c2 (mod d), a tedy i c1 ≡ c2 (mod d). Odtud plyne, že
v př́ıpadě c1 6≡ c2 (mod d) soustava (20) nemůže mı́t řešeńı.

Předpokládejme dále c1 ≡ c2 (mod d). Prvńı kongruenci soustavy
(20) vyhovuj́ı všechna celá č́ısla x tvaru x = c1 + tm1, kde t ∈ Z je
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libovolné. Toto x bude vyhovovat i druhé kongruenci soustavy (20),
právě když bude platit c1 + tm1 ≡ c2 (mod m2), tj.

tm1 ≡ c2 − c1 (mod m2).

Podle Věty 21 má tato kongruence (vzhledem k t) řešeńı, nebot’ d =
(m1,m2) děĺı c2 − c1, a t ∈ Z splňuje tuto kongruenci právě když

t ≡ c2 − c1
d

·
(m1

d

)ϕ(m2
d

)−1 (
mod

m2

d

)
,

tj. právě když

t =
c2 − c1
d

·
(m1

d

)ϕ(m2
d

)−1
+ r · m2

d
,

kde r ∈ Z je libovolné. Dosazeńım

x = c1 + tm1 = c1 + (c2 − c1) ·
(m1

d

)ϕ(m2
d

)

+ r
m1m2

d
= c+ r · [m1,m2],

kde c = c1 + (c2− c1) · (m1/d)ϕ(m2/d), nebot’ m1m2 = d · [m1,m2]. Našli
jsme tedy takové c ∈ Z, že libovolné x ∈ Z splňuje soustavu (20), právě
když

x ≡ c (mod [m1,m2]),

což jsme chtěli dokázat. �

Všimněme si, že d̊ukaz této věty je konstruktivńı, tj. udává vzorec,
jak č́ıslo c naj́ıt. Věta 23 nám tedy dává metodu, jak pomoćı jediné kon-
gruence zachytit podmı́nku, že x vyhovuje soustavě (20). Podstatné je,
že tato nová kongruence je téhož tvaru jako obě p̊uvodńı. Můžeme proto
tuto metodu aplikovat i na soustavu (19) – nejprve z prvńı a druhé
kongruence vytvoř́ıme kongruenci jedinou, které vyhovuj́ı právě ta x,
která vyhovovala p̊uvodńım dvěma kongruenćım, pak z nově vzniklé a
z třet́ı kongruence vytvoř́ıme daľśı atd. Při každém kroku se nám počet
kongruenćı soustavy sńıž́ı o 1, po k−1 kroćıch tedy dostaneme kongru-
enci jedinou, která nám bude popisovat všechna řešeńı soustavy (19).
Poznamenejme ještě, že č́ıslo c z Věty 23 neńı nutné určovat pomoćı
uvedeného vzorce. Můžeme vźıt libovolné t ∈ Z vyhovuj́ıćı kongruenci

t · m1

d
≡ c2 − c1

d

(
mod

m2

d

)
a položit c = c1 + tm1.

Důsledek (Č́ınská zbytková věta). Necht’ m1, , . . . ,mk ∈ N jsou
po dvou nesoudělná, a1, . . . , ak ∈ Z. Pak plat́ı: soustava

x ≡ a1 (mod m1)

...

x ≡ ak (mod mk)

(21)

má jediné řešeńı modulo m1 ·m2 · · ·mk.
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Př́ıklad. Řešte systém kongruenćı

x ≡ −3 (mod 49)

x ≡ 2 (mod 11).

Řešeńı. Prvńı kongruenci splňuj́ı právě všechna celá č́ısla x tvaru
x = −3 + 49t, kde t ∈ Z. Dosazeńım do druhé kongruence dostáváme

−3 + 49t ≡ 2 (mod 11),

odkud

5t ≡ 5 (mod 11),

tedy, vzhledem k (5, 11) = 1, po vyděleńı pěti

t ≡ 1 (mod 11),

neboli t = 1+11s pro libovolné s ∈ Z. Proto x = −3+49(1+11s) = 46+
539s, kde s ∈ Z, což můžeme také zapsat jako x ≡ 46 (mod 539). �

Př́ıklad. Řešte systém kongruenćı

x ≡ 1 (mod 10)

x ≡ 5 (mod 18)

x ≡ −4 (mod 25).

Řešeńı. Z prvńı kongruence dostáváme x = 1 + 10t pro t ∈ Z.
Dosazeńım do druhé kongruence źıskáme

1 + 10t ≡ 5 (mod 18),

tedy 10t ≡ 4 (mod 18). Protože (10, 18) = 2 děĺı č́ıslo 4, má tato
kongruence podle věty 4.2 řešeńı t ≡ 2 · 55 (mod 9), přičemž 2 · 55 =
10·252 ≡ 1·(−2)2 = 4 (mod 9), a tedy t = 4+9s, kde s ∈ Z. Dosazeńım
x = 1 + 10(4 + 9s) = 41 + 90s. Z třet́ı kongruence pak vycháźı

41 + 90s ≡ −4 (mod 25),

tedy 90s ≡ −45 (mod 25). Vyděleńım pěti (včetně modulu, nebot’ 5 |
25)

18s ≡ −9 (mod 5),

odkud −2s ≡ 1 (mod 5), tedy 2s ≡ 4 (mod 5), s ≡ 2 (mod 5), a proto
s = 2 + 5r, kde r ∈ Z. Dosazeńım x = 41 + 90(2 + 5r) = 221 + 450r,
tedy x ≡ 221 (mod 450). �

Př́ıklad. Řešte systém kongruenćı

x ≡ 18 (mod 25)

x ≡ 21 (mod 45)

x ≡ 25 (mod 73).
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Řešeńı. Z prvńı kongruence x = 18 + 25t, kde t ∈ Z. Dosazeńım
do druhé kongruence

18 + 25t ≡ 21 (mod 45),

tedy

25t ≡ 3 (mod 45).

Tato kongruence však podle Věty 21 nemá řešeńı, nebot’ (25, 45) =
5 neděĺı č́ıslo 3. Proto nemá řešeńı ani celý systém. Tento výsledek
bychom také dostali př́ımo z Věty 23, nebot’ 18 6≡ 21 (mod (25, 45)).

�

Př́ıklad. Řešte kongruenci 23 941x ≡ 915 (mod 3564).

Řešeńı. Rozložme 3564 = 22 · 34 · 11. Protože ani 2, ani 3, ani 11
neděĺı č́ıslo 23 941, plat́ı (23 941, 3564) = 1 a tedy podle Věty 23 má
kongruence řešeńı. Protože ϕ(3564) = 2 · (33 · 2) · 10 = 1080, je řešeńı

tvaru x ≡ 915 · 23 9411079 (mod 3564). Úprava č́ısla stoj́ıćıho na pravé
straně by však vyžádala značné úsiĺı. Proto budeme kongruenci řešit
poněkud jinak. Podle Věty 13 (6) je x ∈ Z řešeńım dané kongruence
právě když je řešeńım soustavy

23941x ≡ 915 (mod 22)

23941x ≡ 915 (mod 34)

23941x ≡ 915 (mod 11)

(22)

Vyřeš́ıme nyńı každou z kongruenćı soustavy (22) zvlášt’. Prvńı z nich
je splněna, právě když

x ≡ 3 (mod 4),

druhá, právě když

46x ≡ 24 (mod 81),

odkud vynásobeńım dvěma 92x ≡ 48 (mod 81), tj. 11x ≡ −33 (mod 81)
a po vyděleńı jedenácti

x ≡ −3 (mod 81).

Třet́ı kongruence je splněna, právě když

5x ≡ 2 (mod 11),

odkud vynásobeńım č́ıslem −2 dostaneme −10x ≡ −4 (mod 11), tedy

x ≡ −4 (mod 11).

Libovolné x ∈ Z je tedy řešeńım soustavy (22), právě když je řešeńım
soustavy

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ −3 (mod 81)

x ≡ −4 (mod 11)

(23)
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Z druhé kongruence dostáváme, že x = −3 + 81t, kde t ∈ Z. Dosa-
zeńım do třet́ı kongruence soustavy (23) dostaneme

−3 + 81t ≡ −4 (mod 11),

tedy 81t ≡ −1 (mod 11), tj. 4t ≡ 32 (mod 11), odkud t ≡ 8 (mod 11),
a proto t = −3 + 11s, kde s ∈ Z. Dosazeńım x = −3 + 81(−3 + 11s) =
−3− 3 · 81 + 11 · 81s do prvńı kongruence soustavy (23) dostaneme

−3− 3 · 81 + 11 · 81s ≡ 3 (mod 4),

tedy

1 + 1 · 1 + (−1) · 1s ≡ 3 (mod 4),

tj. −s ≡ 1 (mod 4) a proto s = −1 + 4r, kde r ∈ Z. Je tedy

x = −3−3·81+11·81(−1+4r) = −3−14·81+4·11·81r = −1137+3564r,

neboli x ≡ −1137 (mod 3564), což je také řešeńı zadané kongruence.
�

4.3. Kongruence vyšš́ıch stupň̊u. Vrat’me se k obecněǰśımu př́ıpadu,
kdy na obou stranách kongruence stoj́ı mnohočleny téže proměnné x
s celoč́ıselnými koeficienty. Snadno můžeme tuto kongruenci odečteńım
upravit na tvar

F (x) ≡ 0 (mod m), (24)

kde F (x) je mnohočlen s celoč́ıselnými koeficienty a m ∈ N. Věta 20
nám poskytuje sice pracnou, ale univerzálńı metodu řešeńı této kongru-
ence. Při řešeńı kongruence (24) totiž stač́ı zjistit, pro která celá č́ısla
a, 0 ≤ a < m, plat́ı F (a) ≡ 0 (mod m). Nevýhodou této metody je jej́ı
pracnost, která se zvyšuje se zvětšuj́ıćı se hodnotou m. Je-li m složené,
m = pn1

1 . . . pnkk , kde p1, . . . , pk jsou r̊uzná prvoč́ısla, a je-li nav́ıc k > 1,
můžeme nahradit kongruenci (24) soustavou kongruenćı

F (x) ≡ 0 (mod pn1
1 )

...

F (x) ≡ 0 (mod pnkk ),

(25)

která má stejnou množinu řešeńı, a řešit každou kongruenci této sou-
stavy zvlášt’. T́ım źıskáme obecně několik soustav kongruenćı (19),
které už umı́me řešit. Výhoda této metody spoč́ıvá v tom, že moduly
kongruenćı soustavy (25) jsou menš́ı než modul p̊uvodńı kongruence
(24).

Př́ıklad. Řešte kongruenci x5 + 1 ≡ 0 (mod 11).


