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ABSTRAKT. Na této pfednédsce se budeme zabyvat tilohami o celych
Cislech. Prevazné v nich pujde o délitelnost celych ¢isel, popiipadé
o feSeni rovnic v oboru celych nebo pfirozenych ¢isel. Ackoli jsou
prirozena a konec koncu i celd ¢isla v jistém smyslu nejjednodussi
matematickou strukturou, zkoumanti jejich vlastnosti postavilo pred
generace matematikii celou fadu velice obtiznych problémi. Casto
jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, ptresto vSak
dodnes nezndme jejich feseni. Uved'me nékteré z nejzndméjsich:

e problém prvociselngch dvojéat — rozhodnout, zda existuje ne-
kone¢né mnoho prvocisel p takovych, ze i p + 2 je prvocislo
(tato otézka stédle pati{ mezi oteviené problémy — v roce 2013
ale Yitang Zhang publikoval dukaz slibného tvrzeni, ze pro
nékteré n < 7-107 existuje nekoneéné mnoho dvojic prvocisel
lisicich se pravé o n. Viz Y. Zhang, Bounded gaps between
primes, Annals of Mathematics, 2013).

e prvocisla Sophie Germainové — rozhodnout, zda existuje ne-
kone¢né mnoho prvocisel p takovych, ze i 2p + 1 je prvocislo,

e problém existence lichého dokonalého cisla — tj. ¢isla, jehoz
soucet délitelu je roven dvojndsobku tohoto ¢isla,

e Goldbachova hypotéza — jde o to rozhodnout, zda kazdé sudé
Cislo vétsi nez 2 je mozno psat jako soucet dvou prvocisel,

e klenot mezi problémy teorie ¢isel velkou Fermatovu vétu (Fer-
mat’s Last Theorem) — jde o otdzku, zda existuji pfirozend
¢isla n, x, y, z tak, ze n > 2 a plati ™ + y™ = 2"; Pierre de
Fermat ji formuloval kolem roku 1637, vyfesil ji po zna¢ném
usil{ celych generaci (a s pomoci vysledku z mnoha oblasti
matematiky) Andrew Wiles az v roce 1995.

Tento text vyrazné ¢erpd z knih [2], [4] a [5], pro zdjemce
o blizsl sezndmeni s nékterymi tématy doporu¢ujeme knihu [3],
dostupnou v knihovné PiF MU.
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1. Zakladni pojmy

1.1. Uvodni poznamky. V mnoha problémech je vyhodné vy-
zkouSet chovani algoritmu na realnych piikladech. K tomu lze vyuzit
SW nainstalovany na poéitacich Ustavu matematiky a statistiky. Do-
porucujeme zejména:

e PARI-GP : specializovany SW na teorii ¢isel, pii vypoctech
s vétsimi cisly obvykle vyrazné efektivnéjsi nez obecné orien-
tované baliky. Spousti se prikazem gp. Nejdulezitéjsi prikazy:
\q — ukonceni, ? — help, 77 — kompletni uzivatelsky manual,
7?7 tutorial — tutoridl pro ivodni seznameni. Viz také pari.
math.u-bordeaux.fr.

e SAGE: obecné koncipovany open-source systém, ktery mj. za-
hrnuje interface do Pari-GP a diky jeho prostiedi je tak vyrazné
usnadnéna prace. Protoze jeho vyvoj fidi William Stein, od-
bornik na teorii ¢isel, je tato ¢ast baliku jednoznac¢né nejpro-
pracovanéjsi. Existuje rovnéz mnoho vyukovych worksheetu.
Spustit lze napt. na http://sage.math.muni.cz

e Maple: vhodny zejména kvuli existenci mnoha vyukovych pra-
covnich listu (worksheets, i pro teorii ¢isel), napf. na www.
mapleapps.com.

1.2. Délitelnost.

DEFINICE. Rekneme, Ze celé ¢islo a déli celé éislo b (neboli ¢islo b
je délitelné ¢islem a, téz b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé éislo
c tak, ze plati a - ¢ = b. PiSeme pak a | b.

Piimo z definice plyne nékolik jednoduchych tvrzeni, jejichz dukaz
pienechdvdme Gtendii jako cviceni s navodem v [2] §12]: Cislo nula je
délitelné kazdym celym cislem; jediné celé ¢islo, které je délitelné nulou,
je nula; pro libovolné ¢islo a plati a | a; pro libovolna éisla a, b, ¢ plati
tyto ¢tyti implikace:

alb ANblec = alc (1)
alb Nalec = alb+c ANalb—c (2)

c#0 = (a|b<=ac]|bc) (3)
alb Nb>0 = a<b (4)

PRIKLAD. Zjistéte, pro které piirozend éisla n je ¢islo n?+1 délitelné
¢islem n + 1.

RESENI. Plati n? —1 = (n+1)(n — 1), a tedy &islo n + 1 délf &islo
n? — 1. Piedpokladejme, 7ze n + 1 déli i éislo n? + 1. Pak ov§em mus{
delit i rozdil (n® +1) — (n? — 1) = 2. Protoze n € N, plati n +1 > 2, a
tedy z n+ 1| 2 plyne n+ 1 = 2, proto n = 1. Uvedenou vlastnost ma
tedy jediné prirozené ¢islo 1. O
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VETA 1. (Véta o déleni celyjch éisel se zbytkem) Pro libovolné zvo-
lend ¢isla a € Z, m € N existuji jednoznacné urcend cisla q € 7,
re{0,1,...,m— 1} tak, Ze a = qm +r.

DUKAZ. Dokazme nejprve existenci éisel ¢, 7. Predpoklddejme, zZe
prirozené cislo m je ddno pevné a dokazme tlohu pro libovolné a € Z.
Nejprve budeme predpokladat, ze a € Ny a existenci ¢isel ¢, r dokazeme
indukeci:

Je-1i 0 < a < m, staci volit ¢ = 0, » = a a rovnost a = gm + r plati.

Predpokladejme nyni, Zze a > m a ze jsme existenci ¢isel ¢, r dokéazali
pro vSechna o' € {0,1,2,...,a — 1}. Specidlné pro ' = a — m tedy
existuji ¢/,r" tak, ze ' = ¢'m + 1’ a pfitom " € {0,1,...,m — 1}.
Zvolime-lig=¢ +1,r=7r" platia=d +m = (¢ +1)m+r" = gm+r,
coz jsme chtéli dokazat.

Existenci ¢isel ¢,r jsme tedy dokazali pro libovolné a > 0. Je-li
naopak a < 0, pak ke kladnému ¢islu —a podle vyse dokédzaného existuji
¢ €Z,7"€{0,1,...,m—1} tak, ze —a = ¢'m+1’, tedy a = —¢'m—1r".
Je-li ' = 0, polozime r = 0, ¢ = —¢'; je-li » > 0, polozime r =
m—1r', ¢q=—¢ — 1. V obou piipadech a = ¢ - m + r, a tedy ¢isla ¢, r
s pozadovanymi vlastnostmi existuji pro kazdé a € Z, m € N.

Nyni dokéazeme jednoznacnost. Predpokladejme, ze pro néktera ¢isla
qQ,q2 € Z; m1,m2 € {0,1,...,m — 1} plati a = gim + 11 = @2m + ra.
Upravou dostaneme r; — ry = (¢2 — q1)m, a tedy m | r; — ro. OvSem
z0<ri<m,0<ry <mplyne —m < ry —ry <m, odkudpodle
plati 1 — 1y = 0. Pak ale i (¢2 — ¢1)m = 0, a proto ¢1 = q2, 11 = T2.
Cisla ¢, r jsou tedy uréena jednoznaéné. Tim je dikaz ukonéen. O

Cislo g, resp. r z véty se nazyva (neiplny) podil, resp. zbytek pii
déleni cisla a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou ndzviu je zfejma,
prepiseme-li rovnost a = mqg + r do tvaru

Y g+l pritom 0< L <1.

m m m
Je vhodné téz si uvédomit, ze z véty (1| plyne, ze c¢islo m déli cislo a,
pravé kdyz zbytek r je roven nule.

PRIKLAD. Dokazte, Ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z ¢islem
m € N jedna, je jedna i zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m.

RESEN{. Podle Vétyexistujl’ s,t € Ztak,zea = sm+1,b = tm-+1.
Vynasobenim dostaneme vyjadieni

ab= (sm+1)(tm+1)=(stm+s+t)m+1=qgm+r,

kde g = stm + s+ t, r = 1, které je podle véty [I] jednoznacéné, a tedy
zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m je jedna. U

SW UKAZKA. Vydélenim ¢isla 1234567890 ¢islem 321 se zbytkem
dostavame 3846005, zbytek 285 - jak vidime v PARI:
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7 divrem(1234567890,321)
%2 = [3846005, 285]~
nebo i jinak:

7 1234567890\321

%3 = 3846005

7 1234567890%321

W4 = 285

1.3. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek.

DEFINICE. Méjme cela ¢isla aq, as. Libovolné celé ¢islo m takové,
ze m | a;, m | ag (resp. a; | m, as | m) se nazyva spolecny délitel
(resp. spoleény ndasobek) ¢isel aq,as. Spoleény délitel (resp. nasobek)
m > 0 ¢isel a1, aq, ktery je délitelny libovolnym spoleénym délitelem
(resp. déli libovolny spolecny nésobek) ¢isel aq, aq, se nazyva nejuétsi
spolec¢ny délitel (resp. nejmensi spolecny ndsobek) ¢isel ay,as a znaci
se (ag, az) (resp. [a1,as)).

PozNAMKA. Piimo z definice plyne, Ze pro libovolné a,b € Z plati
(a,b) = (b,a), a,b] = [b,a], (a,1) =1, [a,1] = |a]|, (a,0) = |a]|, [a,0] =
0. Jesté vsak neni jasné, zda pro kazdou dvojici a,b € Z ¢isla (a,b) a
[a, b] vubec existuji. Pokud vsak existuji, jsou urcena jednoznacné: Pro
kazda dve cisla my, me € Ny totiz podle (4) plati, ze pokud m;y | ms
a zaroven mgy | my, je nutné m; = my. Dukaz existence ¢isla (a, b)
podame (spolu s algoritmem jeho nalezeni) ve vété , dukaz existence
¢isla [a, b] a zpusob jeho urcen{ pak popiSeme ve vété [

VETA 2. (Euklidiv algoritmus) Necht ay,as jsou prirozend cisla.
Pro kazdé n > 3, pro které a,_ # 0, oznac¢me a,, zbytek po déleni ¢isla
(p_o Cislem a,_1. Pak po konecném poctu kroki dostaneme a, = 0 a
plati ap_1 = (a1, az).

DUKAz. Podle véty [1] plati as > a3 > a4 > .... Protoze jde
o nezaporna cela cisla, je kazdé nasledujici alesponn o 1 mensi nez
predchozi, a proto po urcitém koneéném poctu kroku dostavame aj =
0, pricemz ay_1 # 0. Z definice ¢isel a, plyne, ze existuji cela cisla
q1,492, .. .,qr—2 tak, ze

ay = qi - as + agz,

Qs = @3 * a3 + Gy,

(5)
k-3 = Qx—3 * Qg2 + A1
ar—2 = Qr—2 * Qf—1-

Z posledni rovnosti plyne, ze ax_1 | ax_2, z predposledni, ze a1 |
ag—3, atd., az nakonec ze druhé a;_; | as a z prvni dostaneme aj_; |
ay. Je tedy ap_q spoleény délitel ¢isel aq,as. Naopak jejich libovolny



spolecny délitel déli i éislo a3 = ay — qias, proto i ay = ay — qeas, . . .,
a proto i ax_1 = ar_3 — qr_3ar_2. Dokazali jsme, Ze ap_, je nejveétsi
délitel ¢isel aq, as. O

POZNAMKA. Z poznamky za definici, z véty [2| a z toho, Ze pro li-
bovolna a,b € Z plati (a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a, —b) plyne, ze
existuje nejvétsi spolecny délitel libovolnych dvou celych ¢isel. Navic
dostavame z Euklidova algoritmu i nasledujici zajimavé a ¢asto vyuzivané
tvrzeni.

VETA 3. (Bezoutova) Pro libovolnd celd ¢isla a,b existuji celd ¢isla
k,l tak, ze (a,b) = ka + 1b.

DUKAZ. Jisté staci vétu dokdzat pro a,b € N. Vsimnéme si, Ze
jestlize je mozné néjaka cisla r, s € Z vyjadrit ve tvaru r = ria + rab,
$ = s1a + $2b, kde 11,79, 51, S9 € Z, muzeme tak vyjadrit i

r4s=(r1+si1)a+ (r2 + s2)b

a také
c-r=(c-r)a+(c-ry)b
pro libovolné ¢ € Z. Z Euklidova algoritmu (pro a; = a,ay = b) plyne,
ze takto muzeme vyjadrit i as = a1 — qias, a4 = as — @oas, . .., a tedy
i ¢islo ag_1 = ax_3 — Qx_3ax_2, COZ je ovsem (aq, az).
Zduraznéme pritom, ze hledana ¢isla k, [ zdaleka nejsou urcena jed-
noznacne. U

SW UKAZKA. Vypocet nejvétsiho spoleéného délitele pomoci Eu-
klidova algoritmu je s vyuzitim vypocetni techniky i pro relativné velka
¢isla pomérneé rychly. V nasem prikladu to vyzkousime na 2 ¢islech A,B,
z nichz kazdé je souc¢inem dvou 101-cifernych prvocisel. VSimnéme si, ze
vypocet nejvétsiho spolecného délitele i takto velkych cisel trval zane-
dbatelny cas. Pozorovatelem zaznamenatelny cas zabere tento vypocet
az ve druhé ukazce, v niz jsou vstupem dvé ¢isla majici vice nez milion
cifer.

sage: p=next_prime (5x10°100)
sage: g=next_prime (3x10°100)
sage: r=next_prime (10°100)
sage: A=pxq;B=qxr;

sage: time G=gcd(A,B); print G

Time: CPU 0.00 s, Wall: 0.00 s
300000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000000000000223

time G=gcd (A"10000+1,B710000+1);
Time: CPU 2.47 s, Wall: 2.48 s




vysledki elementarni teorie ¢isel a tvoii jeden ze zakladnich pilitu al-
goritmu algebry a teorie Cisel.

To, Ze znalost téchto zdkladi je obcas duleZitd i v praktickém Zivoté, do-
kazuje Bruce Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosnd past 3, kde magi
za ukol zlikvidovat bombu pomoct 4 galoni vody, pricemz k dispozici maji
pouze nddoby na 3, resp. 5 galonu. Zde staci s vyuZitim Euklidova algoritmu
najit cela c¢isla k,l tak, Ze bude platit 3k 4+ 51 = 4.

Netroufam si turdit, Ze zminéni herci ovlddaji uvedené zdklady teorie cisel
(tuto konkrétni dlohu jisté snadno vyresite experimentdlné), nicméné predchozi
véty davaji ndvod, jak vyresit ulohu tohoto typu s libovolnymi zadanymi pa-
rametry, coZ podrobné rozebereme v édsti o diofantickych rovnicich.

VETA 4. Pro libovolnd celd ¢isla ay, as ezistuje jejich nejmenst spolecnyj
ndsobek ay, as] a plati (ai, as) - (a1, as] = |a; - as).

DUKAzZ. Véta jisté plati, je-li nékteré z &fsel ay, ap rovno nule. Miizeme
navic predpoklddat, ze obé& nenulova ¢isla ai,as jsou kladnd, nebot
jejich znaménka se v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme hotovi,
ukazeme-li, ze ¢ = a; - as/(ay, az) je nejmensi spoletny ndsobek cisel
a1, as. Protoze (ai,as) je spoleény délitel ¢isel aq, as, jsou ay/(aq,as) i
as/(ay,as) celd ¢isla, a proto

a1a2 ai a2

= = -a :—a
<a1;a2) <a1;a2) ? (a17a2) !

je spolecny nésobek ¢isel ay, as. Podle Bezoutovy véty [Blexistujf k1, ko €
7 tak, ze (a1, as) = kiay + keas. Piedpokladejme, ze n € Z je libovolny
spolecny néasobek ¢isel ai,as a ukdzeme, ze je délitelny cislem q. Je
tedy n/ai,n/ay € Z, a proto je i celé ¢islo

n n n(kiay + koas)  nlay,az) n
L=k = - _n
) ai a1G2 aiaz q

To ovSem znamenad, ze ¢ | n, coz jsme chtéli dokdzat. Il

1.4. Délitelé a nasobky mnoha cisel.
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DEFINICE. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spolecny nasobek
n Cisel
ai,ag, ..., a, € Z definujeme analogicky jako v [1.3] Libovolné m € Z
takové, ze m | a;, m | az, ..., m| a, (resp. a; | m, ay | m, ..., a, | m)
se nazyva spolecny délitel (resp. spolecny ndsobek) ¢isel ay, aq, ..., ay.
Spole¢ny deélitel (resp. ndsobek) m > 0 éisel ay,as,...,a,, ktery je
deélitelny libovolnym spole¢nym délitelem (resp. déli libovolny spole¢ny
nasobek) téchto ¢isel, se nazyva nejvétsi spolecnyj délitel (resp. nejmensi
spolecny ndsobek) ¢isel ay,aq, ..., a, a znadl se (a,as,...,a,) (resp.
[CLl, as, . .. ,an]).

Snadno se presvedcime, ze plati

(alv"'aa'n—laa'n) - ((ala"'7an—1)7an)7 (6)

[aflu"'7an717an] = [[ala-"vanfl]uan]- (7)
Nejvétsi spolecény délitel (aq, ..., a,) totiz déli vSechna ¢isla ay, . .., ap,
a tedy je spole¢nym délitelem ¢isel aq, ..., a,_1, a proto déli i nejvétsiho
spole¢ného délitele (aq,...,an_1), tj. (a1,...,a,) | ((a1,...,an_1),an).
Naopak nejvétsi spolecny délitel ¢isel (ay,...,a,—1),a, musi kromé
¢isla a,, délit i vSechna ¢isla aq, ..., a,_1, protoze déli jejich nejvétsiho
spolecného délitele, a proto ((aq,...,an_1),a,) | (a1,...,a,). Dohro-

mady dostavame rovnost @ a zcela analogicky se dokaze .

Pomoci @ a snadno dokazeme existenci nejvétsiho spoleéného
delitele i nejmensiho spolecného nasobku libovolnych n ¢isel indukei
vzhledem k n: pro n = 2 je jejich existence dédna vétami[2] a [d] jestlize
pro nékteré n > 2 vime, ze existuje nejvétsi spoleény délitel i nejmeénsi
spolecny nasobek libovolnych n — 1 ¢isel, podle @ a existuje i pro
libovolnych n ¢isel.

1.5. Nesoudélnost.

DEFINICE. Cisla ay,as, ..., a, € Z se nazyvaji nesoudélnd, jestlize
pro né plati (a1, as,...,a,) = 1. Cisla a1, as, ..., a, € Z se nazyvaji po
dvou nesoudélna, jestlize pro kazdé 1, j takové, ze 1 < i < j < n, plati
(a;,a;) = 1.

POzZNAMKA. V piipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne
z nesoudélnosti po dvou nesoudélnost, ne vsak naopak: naptiklad ¢isla
6, 10, 15 jsou nesoudélnd, ale nejsou nesoudélnd po dvou, nebot dokonce
zadnd dvojice z nich vybrand nesoudélnd neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3,
(10,15) = 5.

PRIKLAD. Naleznéte nejvétsi spoleény délitel éfsel 262 —1 a 290 —1.
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RESENI. Uzijeme Euklidiv algoritmus. Plati
291 _ 1 — 928(263 _ 1) 422 _ 1,
263 1 — (2% 4 2T) (2% — 1) 427 — 1,
28 1= (22 + 2" 12"+ 1)(2" - 1).
Hledany nejvétsi spoleény délitel je tedy 27 — 1 = 127. O

VETA 5. Pro libovolnd prirozend éisla a,b, ¢ plati
(1) (ac,bc) = (a,b) - ¢,
(2) jestlize a | bc a (a,b) =1, pak a | c,
(3) d = (a,b) prdvé tehdy, kdyz existuji q1,qo € N tak, Ze a = dq,
b=dg a(q1,92) = 1.

DUKAZ. ad 1. Protoze (a, b) je spoletny délitel &isel a, b, je (a,b) - c
spolecny délitel ¢isel ac, be, proto (a,b)-c | (ac, be). Podle véty [3 existuji
k,l € Z tak, ze (a,b) = ka+ [b. Protoze (ac, bc) je spoleény délitel ¢isel
ac, be, déli i ¢islo kac + lbe = (a,b) - c. Dokazali jsme, Ze (a,b) - c a
(ac,be) jsou dvé prirozend ¢isla, kterd déli jedno druhé, proto se podle
(4) rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, ze (a,b) = 1 a a | be. Podle Bezoutovy
véty (veéta [3)) existujl k,l € Z tak, ze ka + b = 1, odkud plyne, ze
¢ = c(ka + 1b) = kca + lbc. Protoze a | be, plyne odsud, ze i a | c.

ad 3. Necht d = (a,b), pak existuji qi,q2 € N tak, ze a = dq,
b = dgo. Pak podle ¢asti (1) plati d = (a,b) = (dq1,dg2) = d - (¢1, ¢2),
a tedy (q1,¢2) = 1. Naopak, je-li a = dqi, b = dgz a (¢1,42) = 1, pak
(a,b) = (dq1,dgqs) = d(q1,q2) = d -1 = d (opét uzitim 1. ¢asti tohoto
tvrzeni). O
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2. Prvodéisla

vvvvvv

Jeho dulezitost je dana predevsim vétou o jednoznacném rozkladu libo-
volného prirozeného cisla na soucin prvocisel, ktera je silnym a ic¢innym
nastrojem pii feseni celé Tady tloh z teorie cisel.

DEFINICE. Kazdé prirozené ¢islon > 2 ma aspon dva kladné délitele:
1 a n. Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva se
prvocislo. V opacném pripadé hovotrime o sloZeném cisle.

V dalsim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p.
Nejmensi prvoécisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, . .. (zejména
¢islo 1 za prvocislo ani za ¢islo slozené nepovazujeme, je totiz inver-
tibilni, neboli jednotkou okruhu celych ¢isel). Prvocisel je, jak brzy
dokazeme, nekonecné mnoho, mame ovsem pomérneé limitované vypocetni
prostiedky na zjisténi, zda je dané éislo prvocislem; éislo 282989933
1, které bylo v roce 2018 nejvétsim znamym prvocislem, ma pouze
24 862 048 cifer a jeho dekadické vyjadreni by se tak veslo na kdejaky
prehistoricky datovy nosic, pii tisku knihy o 60 radcich na stranku a
80 znacich na fadek by nicméné i tak zabralo 5180 stran.

Uved'me nyni vétu, kterd udava ekvivalentni podminku prvociselnosti
a je zakladni ingredienci pti dukazu jednoznacnosti rozkladu na prvocisla.

VETA 6 (Euklidova o prvoéislech). Prirozené ¢islo p > 2 je prvocislo,
pravé kdyz plati: pro kazdd celd éisla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUKAZ. ,=“ Pfedpoklddejme, ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b € Z.
Protoze (p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1.
V prvnim piipadé p | a, ve druhém p | b podle véty

,<=* Jestlize p neni prvocislo, musi existovat jeho kladny délitel ruzny
od 1 a p. Oznacime jej a; pak ovsem b = £ € N a plati p = ab, odkud
1 <a<p,1<b<p Nasljsme tedy celd ¢isla a,b tak, ze p | ab a
pritom p nedéli ani a, ani b. U

PRIKLAD. Naleznéte vechna ¢isla k& € Ny, pro kterd je mezi deseti
po sobé jdoucimi ¢isly £+ 1,k + 2,...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESENI. Pro k = 1 je mezi nadimi ¢isly pét prvocisel: 2, 3, 5, 7,
11. Pro k = 0 a k = 2 pouze ¢tyti prvocisla. Jestlize £ > 3, neni mezi
zkoumanymi ¢isly ¢islo 3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét
sudych a pét lichych ¢isel, mezi kterymi je zase aspon jedno délitelné

tfemi. Nasli jsme tedy mezi ¢isly kK + 1, k + 2, ..., k + 10 aspon Sest
slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse Ctyii prvocisla. Zadani proto
vyhovuje jediné cislo k = 1. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvoécislo p a libovolné k € N,
k < p, je kombinacni ¢islo (g) delitelné p.
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RESEN{. Podle definice kombinaéniho &isla

PN__»  _p = pokt])

k El(p — k)! 1:2-+--- k ’
a tedy k! | p-a, kde jsme oznacilia = (p—1)----- (p—k+1). Protoze
k < p, neni zadné z cisel 1,2, ..., k délitelné prvocislem p, a tedy podle

véty [6] nenf ani k! délitelné prvocislem p, odkud (k!,p) = 1. Podle véty
platl' k!'| a, a tedy b =  je celé cislo. Protoze (z) = B& = pb, je cislo
(Z) délitelné cislem p. O

VETA 7. Libovolné prirozené cislo n je mozné vyjadrit jako soucin
prvocisel, pricemz je toto vyjadreni jediné, nebereme-li v wvahu potadi
cinitel. (Je-li n prvocislo, pak jde o ,soucin® jednoho prvocisla, n = 1
je soucinem prazdné mnoZing,H prvocisel)

PozNAMKA. Délitelnost je mozné obdobnym zpusobem jako v
definovat v libovolném oboru integrity (zkuste si rozmyslet, proc¢ se
omezujeme na obory integrity). V nékterych oborech integrity pritom
zadné prvky s vlastnosti prvocisla (fikame jim ireducibilng) neexistuji
(napt. Q), v jinych sice ireducibilni prvky existuji, ale zase tam neplati
véta o jednoznaéném rozkladu (napt. v Z(y/—5) méame nésledujicf roz-
klady: 6 = 2-3 = (1++/=5) - (1 —/=5); zkuste si rozmyslet, Ze vsichni
uvedenf ¢initelé jsou skutecné v Z(y/=5) ireducibilni).

DUKAZ. Nejprve dokdzeme indukei, ze kazdé n > 2 je mozné vyjadrit
jako soucin prvocisel.

Je-li n = 2, je n soucin jediného prvocisla 2.

Predpokladejme nyni, ze n > 2 a ze jsme jiz dokézali, Ze libovolné
n', 2 < n’ < n, je mozné rozlozit na soucin prvocisel. Jestlize n je
prvocislo, je souc¢inem jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak
existuje jeho délitel d, 1 < d < n. Oznacime-li ¢ = %, plati také 1 <
¢ < n. Z indukéniho predpokladu plyne, ze ¢ i d je mozné vyjadrit jako
soucin prvocisel, a proto je takto mozné vyjadrit i jejich soucin c-d = n.

Nyni dokézeme jednoznacnost. Predpokladejme, ze plati rovnost
souCint py - P2 - Pm = QG2 - Gs, kde pr,.o Dy @1y, Qs
jsou prvocisla a navic plati p1 < ps < - < pp, @1 < g2 < -+ < gy
al < m < s. Indukci vzhledem k m dokazeme, ze m = s, p; =
dis- .-y Pm = Gm-

Je-lim=1jepr=q - qs prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by ¢islo
p1 délitele ¢, takového, ze 1 < q; < p; (nebot gaqs3 .. .qs > 1), coz neni
mozné. Je tedy s = 1 a plati p; = q.

Predpokladejme, ze m > 2 a ze tvrzeni plati pro m — 1. Protoze
PLP2c e Dm = QG2 s, AEli pp, SOUCIN @y -+ - -+ 5, coz je podle véty 6]
mozné jen tehdy, jestlize p,, déli néjaké ¢; pro vhodné i € {1,2,...,s}.
Protoze ¢; je prvocislo, plyne odtud p,, = ¢; (nebot p,, > 1). Zcela

1V feci teorie okruht jde o jednicku okruhu celych ¢isel, kterd je dle obvyklé
konvence sou¢inem prazdné mnoziny prvku okruhu.
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analogicky se dokaze, ze ¢; = p; pro vhodné j € {1,2,...,m}. Odtud
plyne

qs =Dj < Pm =i < Gs;
takze p,, = ¢s. Vydélenim dostaneme p;-py----- Pme1=Gq1°Q2 " (s_1,
a tedy z indukéniho predpokladu m — 1 =s—1,p1 = q1,...,Pm_1 =

qm-1. Celkem tedy m = s a p1 = q1,..-,Pm-1 = Gm-1, Pm = qm-
Jednoznac¢nost, a proto i cela véta 7] je dokazana. O

POZNAMKA. Jiz jsme se zminili, Ze je slozité o velkych ¢islech s jis-
totou rozhodnout, jde-li o prvocislo (na druhou stranu je o naprosté
vétsine slozenych ¢isel snadné prokazat, ze jsou skuteéné slozend). Piesto
se v roce 2002 podarilo indickym matematikum (Agrawal, Saxena, Ka-
yal:http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_
v6.pdf)) dokazat, ze problém prvociselnosti je mozné rozhodnout al-
goritmem s casovou slozitosti polynomialné zavislou na poctu cifer
vstupniho ¢isla. Nic podobného se zatim nepodarilo v otézce rozkladu
¢isla na prvocisla (tfebaze se obecné nevéri, ze je to mozné, exaktni
dikaz zatim nebyl podan). Nejrychlejsi obecné pouzitelny faktorizacni
algoritmus, tzv. sito v ¢iselném teélese, je sub-exponencialni casové slozitosti
O e1.9(10gN)1/3(10glogN)2/3 )

Peter Shor v roce 1994 vymyslel algoritmus, ktery ¢islo N fak-
torizuje v kubickém case (tento algoritmus je tedy casové slozitosti
O (log3 N )) na kvantovém pocitaci. Je k tomu nicméné tieba sestro-
jit pocitace s dostatetnym poctem kvantovych bitu (tzv. qubits) — jak
je to obtizné, lze vysledovat z toho, ze v roce 2001 se IBM podaftilo
pomoci kvantového pocitace rozlozit ¢islo 15, v roce 2012 byl dosazen
dalsi faktoriza¢éni rekord rozkladem c¢isla 21, nasledovali ¢insti fyzikové
(s vyuzitim jistého triku jim stacil NMR kvantovy pocita¢ s pouhymi
¢tyimi qubity k rozkladu ¢isla 143) a v zavéru roku 2014 bylo ukazéno,
ze tentyz pocitac je schopny rozlozit i ¢islo 56 153 (viz https://en.
wikipedia.org/wiki/Timeline_of_quantum_computing).

Ze je problém rozkladu piirozeného éfsla na prvocisla vypocetné
slozity, o tom sveédéi i (jiz neplatnd) vyzva ucinénd v roce 1991 firmou
RSA Security (vizhttp://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?
1d=2093). Pokud se komukoliv podafilo rozlozit ¢isla oznacend podle
poctu cifer jako RSA-100, ..., RSA-704, RSA-768, ..., RSA-2048, mohl
obdrzet 1000,. .., 30000, 50 000, ..., resp. 200000 dolaru (¢islo RSA-
100 rozlozil v témze roce Arjen Lenstra, ¢islo RSA-704 bylo rozlozeno
v roce 2012, néktera dalsi ale dosud rozlozena nebyla).

Diky jednoznaénosti rozkladu na prvocisla jsme schopni (se znalosti
tohoto rozkladu) snadno odpovédét i na otdzky ohledné poctu ¢i souctu
itivné znamy) postup na vypocet nejvétsiho spoleéného délitele dvou
¢isel ze znalosti jejich rozkladu na prvocisla.


http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Timeline_of_quantum_computing
https://en.wikipedia.org/wiki/Timeline_of_quantum_computing
http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
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DUSLEDEK. (1) Jsou-li py,...,px navzdjem riznd prvocisla a
ni,...,ng € No, je kazdy kladny délitel ¢isla a = pi* - - - - pp*
tvaru py™ - P, kde my, ..., my € Ng amy < nq, mg < no,

) my S ng.
Cislo a ma tedy prdave
7(a)=(n1+1)(ng+1)----- (ng +1)
kladnych délitelu, jejichZ soucet je
ni1+1 - 1 ng+1 o 1
o(a) =2 B
pr—1 pr—1
(2) Jsou-li py,...,px navzdjem riznd prvocisla a ny, ..., ng, my,

..., my € Ny a oznacéime-lir; = min{n;, m;}, t; = max{n;, m;}
pro kazdé i = 1,2,...,k, plati

<p71"‘1.....pzk’p’lnl.....pz‘k) :pgl.....pzk;
[P oo P P ] =l k.

2.1. Dokonala ¢isla a jejich vztah k prvoéislim. Se souctem
vsech kladnych délitelu daného ¢isla souvisi pojem tzv. dokonalého
¢isla. Rekneme, Ze a je dokonalé, pokud spliuje podminku o(a) = 2a,
resp. slovné, pokud soucet vsech kladnyjch délitelu ¢isla a mensich nez
a samotné je roven ¢islu a.

Takovymi ¢isly jsou napt. 6 =14+2+4+3,28=1+2+4+ 7+ 14,
496 a 8128 (jde o vsechna dokonald ¢isla mensi nez 10 000).

Lze ukézat, ze sudé dokonala ¢isla jsou v izkém vztahu s tzv. Mer-
senneho prvocisly. Plati totiz nasledujici fakt.

TVRZENI 2.1. Prirozené cislo a je sudé dokonalé ¢islo, prdveé kdyz
je tvaru a = 2971(29 — 1), kde 27 — 1 je prvocislo.

DUKAZ. Je-li a = 2971(29 — 1), kde p = 27 — 1 je prvocislo, pak

z predchoziho tvrzeni plyne
29 —1

o(a) = 51

Takové ¢islo a je tedy dokonalé.

Pro dukaz opacného sméru uvazme libovolné sudé dokonalé ¢islo a
a pisme

S(p+1)=(29-1)-27 = 2.

a=2"-m, kde m,k € Na 2{m.
Protoze je funkce o multiplikativni (viz [3.2), je o(a) = o(2%) - o(m) =
(251 — 1) - o(m). Pfitom ale z dokonalosti ¢fsla a plyne o(a) = 2a =
21 m, odkud
ok om = (2 — 1) - o(m).
Protoze je 2! — 1 liché, nutné 25! — 1 | m a mizeme polozit
m = (281 — 1) - n pro vhodné n € N. Upravou dostdvame 2FF1 .
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= o(m). Mezi délitele ¢isla m pritom patii ¢isla m i n (a protoze
=2kt — 1 > 1, jsou tato ¢&fsla nutné riznd), proto

2 in =g(m) >m+n=2"".n,

333

a tedy o(m) = m+n. To znamend, ze m je prvocislo s jedinymi déliteli
man =1, odkud a = 2. (2¥1 —1), kde 2**! —1 = m je prvocislo. O

PozNAMKA. Na druhou stranu, popsat lich4 dokonal4 ¢isla se dodnes
nepodarilo, dokonce se ani nevi, jestli vubec néjaké liché dokonalé ¢islo
existuje.

Mersenneho prvocisla jsou pravé prvoéisla tvaru 2¥ — 1. Neni bez
zajimavosti, ze pravé Mersenneho prvocisla jsou mezi vS§emi prvocisly
nejlépe ,vidét“ — pro Mersenneho c¢isla existuje pomérné jednoduchy
a rychly postup, jak ovérit, ze jde o prvocisla. Proto neni ndhodou, ze
nejveétsi znama prvocisla jsou obvykle tvaru 28 — 1.

Jakkoliv muze byt hledani nejvétsiho znamého prvocisla chapano
jako pochybna zabava bez valného praktického uZitkuEL jednak posu-
nuje hranice matematického poznani a zdokonaluje pouzité metody
(a casto i hardware), navic muze piinést benefit i samotnym obje-
vitelum (Electronic Frontier Foundation vypsala odmény EFF Coo-
perative Computing Awards za nalezeni prvocisla majiciho alespon
105,107,108 a 10° &islic — odmény 50, resp. 100 tisic dolarti za prvni dvé
kategorie byly vyplaceny v letech 2000, resp. 2009 — v obou piipadech
projektu GIMPS — na dalsi odmeény si jesté ziejmé néjaky cas pockame).

2.2. Rozlozeni prvocisel.

There are two facts about the distribution of prime num-
bers. The first is that, [they are] the most arbitrary and
ornery objects studied by mathematicians: they grow like
weeds among the natural numbers, seeming to obey no
other law than that of chance, and nobody can predict
where the next one will sprout. The second fact is even
more astonishing, for it states just the opposite: that the
prime numbers exhibit stunning regqularity, that there are
laws governing their behavior, and that they obey these
laws with almost military precision.

Don Zagier

PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje n po
sobé jdoucich prirozenych ¢isel, z nichz zadné neni prvocislo.

RESENI. Zkoumejme é&isla (n + 1)! +2,(n+1)! +3,..., (n + 1) +
(n + 1). Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni zadné prvocislo,
protoze pro libovolné k € {2,3,...,n+ 1} plati k | (n + 1)!, a tedy
k| (n+ 1)+ k, aproto (n+ 1)! + k nemuze byt prvocislo. O

2Viz napi. titulek iDnes z 6.inora 2013: Nejvétsi zndmé prvocislo na svété ma
17 milionu ¢islic a je k nicemu
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PRIKLAD. Dokazte, Ze pro kazdé celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a
n! alespon jedno prvocislo.

RESENI. Oznac¢me p libovolné prvocislo délici ¢islo n! — 1 (takové
existuje podle véty , protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n, muselo by p
deélit ¢islo n! a nedélilo by n! — 1. Je tedy n < p. Protoze p | (n! — 1),
plati p < n!—1, tedy p < n!l. Prvocislo p splnuje podminky ulohy. [J

Nyni uvedeme nékolik dukazu toho, ze existuje nekonecné mnoho
prvocisel (i kdyz tvrzeni v podstaté vyplyva uz z predchoziho piikladu).

VETA 8. Mezi prirozenymi ¢isly existuje nekonecéné mnoho prvocisel.

DUKAZ. (Eukleides) Pfedpoklddejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho
a oznacme je pi,pa, .- ., Pn. Polozme N = py -py...p, + 1. Toto ¢éislo je
bud samo prvoéislem nebo je délitelné néjakym prvocislem riznym od
D1y, Pn (Cisla py, ..., p, totiz déli éislo N — 1), coz je spor.
(Kummer, 1878): Predpoklddejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho
a oznacme je p; < py < --- < p,. Polozme N = py - py---p, > 2.
Cislo N —1 je podle véty [7] délitelné nékterym prvocislem p;, které deéli
zéroven ¢islo N a tedy i N — (N — 1) = 1. Spor.
(Fiirstenberg, 1955):
V této poznamce uwvedeme elementdrni ,,topologicky“ dikaz
ezistence nekonecné mnoha prvocisel. Zavedeme topologii
prostoru celyjch c¢isel pomoci baze tvorené aritmetickymi
posloupnostmi (od —oo do +00). Lze snadno ovérit, Ze
jde skutecné o topologicky prostor, navic lze ukdzat, Ze je
normdlni a tedy metrizovatelny. KaZda aritmetickd po-
sloupnost je uzaviend i oteviend mnoZina (jeji komple-
ment je sjednoceni ostatnich aritmetickiyjch posloupnosti
se stejnou diferenci). Dostavame, Ze sjednocent konecného
poctu aritmetickych posloupnosti je uzaviend mmnozina.
Uvazme mnozinu A = UA,, kde A, je tvorena viemi
nasobky p a p probihd vsechna prvocisla. Jedind celd c¢isla
nepatrici do A jsou —1 a 1 a protoze mnozina {—1,1}
zrejmé neni otevirend, mnozina A nemuze byt uzaviend.
A tedy neni konecnym sjednocenim uzavrenych mnozin,
coZ znamend, Ze musi existovat nekonecné mnoho prvocisel.

g

PRIKLAD. DokaZte, Ze existuje nekonecné mnoho prvocisel tvaru
3k + 2, kde k € Ny.

RESEN{. Predpoklddejme naopak, ze existuje pouze koneéné mnoho
prvocisel tohoto tvaru a oznacme je p; = 2, po = 5, p3 = 11, ..., pa.
Polozme N = 3psy - p3 - -+ - pp + 2. Rozlozime-li N na soucin prvocisel
podle véty [7, mus{ v tomto rozkladu vystupovat aspon jedno prvoéislo
p tvaru 3k + 2, nebot v opacném pifpadé by bylo N souc¢inem prvocisel



17

tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a tedy podle prikladu
na str. 5| by bylo i N tvaru 3k+1, coz neplati. Prvocislo p ovsem nemuze
byt zadné z prvocisel py,pa, ..., pn, jak plyne z tvaru ¢isla N, a to je
spor. Il

PozNAMKA. Analogicky se dokdze i tvrzeni o prvocislech tvaru
4k+3, bohuzel na obecny ptipad nam nase omezené prostiedky nestaci.
V kapitole o kvadratickych kongruencich budeme alespon schopni dokazat
obdobné tvrzeni pro prvocisla tvaru 4k + 1.

Posledni piiklad (o nekonecénosti po¢tu prvocisel tvaru 3k + 2) zo-
becnuje Dirichletova véta o aritmetické posloupnosti:

VETA 9. (Dirichletova) Jsou-li a,m nesoudélnd prirozend cisla,
existuje nekonecné mnoho prirozenych cisel k tak, Ze mk+a je prvocislo.
Jingmi slovy, mezi cisly 1-m+a, 2-m—+a, 3-m+-a, . . . existuje nekonecné
mnoho prvocisel.

DUKAZ. Jde o hlubokou vétu teorie &fsel, k jejimuz dikazu je za-
potiebi apardt zna¢né presahujici jeji elementarni ¢ast. Viz napi. [3
kap. 16, s. 249-257] O

PozNAMKA. Dirichletovo tvrzeni je ve skutec¢nosti daleko hlubsi,
iikda totiz, ze zvolime-li libovolnou zbytkovou tiidu modulo m, pak v
ni bud nenf (az na jednu moznou vyjimku) zddné prvocislo, nebo je ve
viech takovych t¥iddch prvoéisel ,zhruba stejné“ (tj. pravdépodobnost,
ze ndhodné zvolené prvocislo bude patfit do konkrétni tiidy, je pro

1

vSechny tiidy stejnd a je rovna W)'

Ptedchozi ptiklady je mozné znacné zobecnit. Plati totiz tvrzeni,
které byva nazyvano Bertrandovym postuldtem nebo CebysSevovou vétou:

VETA 10. (Cebysevova)

(1) libovolné prirozené cislo n > 5 existuji mezi ¢isly n a 2n ale-
spon dve prvocisla.

(2) Pro kazdé ¢islo n > 3 existuje mezi ¢isly n a 2n — 2 alespon
jedno prvocislo.

DUKAZ. Diikaz lze provést elementdrnimi prostfedky, je véak pomérné
dlouhy, proto zde neni uveden. O

7 tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou
predstavu o tom, jak ,husté” se mezi prirozenymi ¢isla prvocisla vysky-
tuji. Presnéji (i kdyz ,pouze“ asymptoticky) to popisuje tzv. ,prime
number theorem®, dokazana nezavisle J. Hadamardem a Ch. J. de la
Vallée-Poussinem v roce 1896.
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VETA 11. (o hustoté prvocisel) Necht w(x) uddvd pocet prvocisel
mensich nebo rovnych cislu r € R. Pak
x
x) ~—,
(@) Inx
tj. podil funkei m(x) a x/Inx se pro x — oo limitné blizi k 1.
Hustotu rozmisténi prvocisel v mnoziné prirozenych ¢éisel, rovnéz
¢astecné popisuje nasledujici Euleruv vysledek.

VETA 12. (Euler) Je-li P mnozina vSech prvocisel, pak
i
p
peP

1

POZNAMKA. Pfitom napf. ZneN -3 = %5, coZ znamend, Ze prvocisla

jsou v N rozmisténa ,hustéji nez druhé mocniny.

DUKAz. Bud n libovolné piirozené &islo a py,...,prn) vSechna
prvocisla neptrevysujici n. Polozme

() :ﬁ)(pi)_l.

i=1
Jednotlivé cinitele lze chépat jako soucet geometrické rady, proto

7T(TL) o0

An) = H(Z i) =Y

i1 \ag—o Pi Pr " Pr(n)

kde sc¢itdme pies vSechny 7(n)-tice nezapornych celych ¢isel (v, . . ., Q).
Protoze kazdé cislo neprevysSujici n se rozklada pouze na prvocisla
Z MNOZINY {p1,...,Pr(m)}, je urcité kazdé takové cislo v tomto souctu
zahrnuto. Tedy A(n) > 1+ % + -+ %, a protoze harmonickd rada
diverguje, je i lim,,_,o, A(n) = oco.

S vyuzitim rozvoje funkce In(1+2) do mocninné rady déle dostavame

In A(n Zln(l——) ZZ mp) ™! =

i=1 m=1

w(n) oo
=P A Dy YLD (mp) T

=1 m=2
Protoze vnitini soucet lze shora odhadnout jako

o0
mpl < Z pz

=p 2 (1-p ) <22
m(n)

umime shora odhadnout i divergujici posloupnost In A(n) < Y7 pi!

m=2

2 Zf:(?) p; 2. Druhy soucet pfitom ziejmé konverguje (viz konvergence



19
fady Y 02 n~?), proto musf nutné divergovat prvnf soucet Zf:(rll) it
coz jsme chtéli dokazat. O

SW UkAzKA. O tom, jak odpovidd asymptoticky odhad m(x) ~
x/1In(zx), v nékterych konkrétnich piikladech vypovidd nasledujici ta-
bulka (ziskand s vyuzitim funkce primepi(x) v Pari-GP.

? v=[100,1000,10000,100000,500000] ;

? for(k=1,5,print(v[k],"&",primepi(v[k]),"&",\
v[k]/log(v[k]l),"&",\
(primepi (v[k])-v[k]/log(v[k]))/primepi(v[k])))

x m(x) | =/In(z) | relativni chyba
100 25 21.71 0.13
1000 168 144.76 0.13
10000 | 1229 | 1085.73 0.11
100000 | 9592 | 8685.88 0.09
500000 | 41538 | 38102.89 0.08

OzNACENI. Pro libovolné prvocislo p a libovolné piirozené ¢islo n
je podle véty [7] jednoznacné urcen exponent, se kterym vystupuje p
v rozkladu ¢isla n na prvocinitele (pokud p nedéli ¢islo n, povazujeme
tento exponent za nulovy). Budeme jej oznacovat symbolem v,(n). Pro
zéporné celé cislo n klademe v,(n) = v,(—n).

Podle dusledku [2f mtuzeme prave zavedené oznaceni v,(n) charakte-
rizovat tim, ze p*»(™ je nejvyssi mocninou prvoéisla p, kterd delf éslo
n, nebo tim, ze n = p»™ . m, kde m je celé &islo, které nenf délitelné
¢islem p. Odtud snadno plyne, Ze pro libovolnd nenulova cela ¢isla a, b
plati

vp(ab) = vy(a) + vy(b) (8)
vp(a) <wvp(b) N a+b#0 = v,(a+b) > v,(a) 9)
up(a) <vp(b) = vpla+b) =vy(a) (10)

vp(a) Sup(b) = v((a,0)) = vp(a) A wvp(la,b]) = vp(b) (1)
Na nésledujicim ptikladu demonstrujme uzitecnost zavedeného oznaceni.
PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozens ¢isla a, b, ¢ plati

(la, ], [a,d], [b,]) = [(a,b), (a, ), (b, c)]

RESEN{. Podle vétybudeme hotovi, ukdzeme-li, ze v,(L) = v,(P)
pro libovolné prvocislo p, kde L, resp. P znaci vyraz na levé, resp.
pravé strané. Necht je tedy p libovolné prvocislo. Vzhledem k symetrii
obou vyrazi muzeme bez djmy na obecnosti predpokladat, ze v,(a) <
v,(b) < wy(c). Podle plati v,([a, b]) = v,(b), v,([a,c]) = v,([b, c]) =
0ple)i 0p((,5)) = 0,((a,)) = vyla), 1y((5,)) = vy(b), odkud v,(L) =
v,(b) = v,(P), coz jsme méli dokdzat. O
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3. Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ackoliv je to pojem velice
jednoduchy, jeho dulezitost a uzitecnost v teorii ¢isel je nedocenitelna;
projevuje se zejména ve strucnych a prehlednych zapisech nékterych i
velmi komplikovanych ivah.

DEFINICE. Jestlize dvé cela ¢isla a,b maji pti déleni prirozenym
¢islem m tyz zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a,b kongruentni
modulo m (téz kongruentni podle modulu m), coz zapisujeme takto:

a=b (modm).
V opa¢ném piipadé fekneme, Ze a, b nejsou kongruentni modulo m, a
piseme

azb (modm).

LEMMA. Pro libovolnd a,b € Z, m € N jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:
(1) a=0b (mod m),
(2) a=b+mt pro vhodnét € Z,

(3) m|a—b.
DUKAZ. ,(1)=(3)“ Jestlize a = qym +1r, b= qgm+7r, pak a —b =
(@1 — q2)m.

»(3)=(2)“ Jestlize m | a —b, pak existuje t € Z tak, ze m-t = a—b,
tj. a = b+ mt.

»(2)=(1)¢ Jestlize a = b + mt, pak z vyjadieni b = mq + r plyne
a=m(q+t)+r, tedy aib maji pii déleni ¢islem m tyz zbytek r, tj.
a=b (mod m). O

3.1. Zakladni vlastnosti kongruenci. Piimo z definice plyne,
ze kongruence podle modulu m je reflexivni (tj. a = a (mod m) plati
pro kazdé a € 7Z), symetricka (tj. pro kazdé a,b € Z z a = b (mod m)
plyne b = a (mod m)) a tranzitivni (tj. pro kazdé a,b,c € Z z a = b
(mod m) a b = ¢ (mod m) plyne a = ¢ (mod m)) relace, jde tedy
o ekvivalenci. Dokazeme nyni dalsi vlastnosti:

VETA 13. (Zdkladni vlastnosti kongruenci)

(1) Kongruence podle téhoz modulu miZeme séitat. Libovolny
s¢itanec muzeme prenést s opacnym znaménkem z jedné strany
kongruence na druhou. K libovolné strané kongruence miaZeme
pricist jakykoliv ndsobek modulu.

DUKAZ. Je-li ¢ = b; (mod m) a ag = by (mod m), exis-
tuji podle lemmatu ti,t, € Z tak, ze a3 = by + mty, ay =
by + mty. Pak ovSem ay + ay = by + by + m(ty + t3) a opét
podle lemmatu a; + as = by + by (mod m). Secteme-li kon-
gruenci a + b = ¢ (mod m) s kongruenci —b = —b (mod m),
ktera ziejmeé plati, dostaneme a = ¢ — b (mod m). Se¢teme-li
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kongruenci @ = b (mod m) s kongruenci mk = 0 (mod m),
jejiz platnost je ziejmé, dostaneme a +mk = b (mod m). O

(2) Kongruence podle téhoz modulu miZeme ndsobit. Obé strany
kongruence je mozné umocnit na totéZ prirozené cislo.
Obé strany kongruence je mozné vyndsobit stejngm celym
Cislem.

DUKAZ. Je-li a; = by (mod m) a az = by (mod m), exis-
tuji podle t1,ty € Z tak, ze a; = by + mty, as = by + mt,. Pak
ovsem

a1y = (bl + mtl)(bg + mtg) = blbg + m(t1b2b1t2 + mtltg),

odkud podle dostavame ajas = b1by (mod m).

Je-lia = b (mod m), dokdzeme indukei vzhledem k pfirozenému
¢islu n, ze plati a” = b (mod m). Pro n = 1 neni co doka-
zovat. Plati-li a" = 0™ (mod m) pro néjaké pevné zvolené n,
vynasobenim této kongruence a kongruence a = b (mod m)
dostdvdme a™-a = b"-b (mod m), tedy a"™! = b"* (mod m),
coz je tvrzeni pro n + 1. Dukaz indukci je hotov.

Jestlize vynasobime kongruenci a = b (mod m) a kongru-
enci ¢ = ¢ (mod m), dostaneme ac = be (mod m). O

(8) Obé strany kongruence miuZeme vydélit jejich spoleénym
délitelem, jestlize je tento délitel nesoudélny s modulem.

DUKAZ. Predpokladejme, 7e a = b (mod m), a = a; - d,
b ="0 -da (m,d = 1. Podle lemmatu je rozdil a — b =
(a1 —by)-d délitelny cislem m. Protoze (m,d) = 1, je podle véty
¢islo ay — by také délitelné ¢islem m, odtud podle lemmatu
plyne a; = b; (mod m). O

(4) Obé strany kongruence i jeji modul muzeme soucasné vyndsobit
timtéz prirozenym cislem.
DUKAZ. Je-lia =b (mod m), existuje podle lemmatu celé

c¢islo t tak, ze a = b+mt, odkud pro ¢ € N plati ac = be+mec-t,
odkud opét podle lemmatu plyne ac = be (mod mc). O

(5) Obé strany kongruence i jeji modul muzeme vydélit jejich spo-
lecnym kladnym délitelem.

DUKAZ. Predpokladejme, 7ze a = b (mod m), a = ay - d,
b=>b1-d,m =my-d, kde d € N. Podle lemmatu existuje t € Z
tak, ze a = b+mt, tj. a1 -d = by -d+mydt, odkud a; = by +mqt,
coz podle lemmatu znamend, ze a; = by (mod my). O

(6) Jestlize kongruence a = b plati podle modulim., ..., my,
plati @ podle modulu, kterym je nejymensi spoleény
ndsobek [my, ..., my| téchto éisel.
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DUKAZ. Jestlizea =b (mod my),a =b (mod my),...,a =
b (mod my), podle lemmatu je rozdil a — b spoleény nésobek

¢isel my, mo, ..., my atedy je délitelny jejich nejmensim spole¢nym
nasobkem [my, ma, ..., my|, odkud plynea = b (mod [my, ..., my]).

4

(7) Jestlize kongruence plati podle modulu m, plati podle libovolného
modulu d, ktery je délitelem cisla m.

DUKAZ. Jestlize a = b (mod m), je a — b délitelné m, a
proto také deélitelem d ¢isla m, odkud @ = b (mod d). O

(8) Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelny néjakym
celym cislem, musi byt timto cislem délitelnd i druhd strana
kongruence.

DUKAZ. Predpokladejme, ze a = b (mod m), b = bid,
m = myd. Pak podle lemmatu existuje t € Z tak, ze a =
b+ mt = byd + mydt = (by +mqt)d, a tedy d | a. O

PozNAMKA. Nékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz
bychom si toho povsimli — napiiklad pifklad ze strany [f]1ze preformulovat
do tvaru jestlize @ = 1 (mod m), b = 1 (mod m), pak také ab = 1
(mod m)*“, coz je specidlni piipad tvrzeni véty |13 (2). Nejde o ndhodu.
Libovolné tvrzeni pouzivajici kongruence muzeme snadno prepsat po-
moci délitelnosti. Uzitecnost kongruenci tedy netkvi v tom, ze bychom
pomoci nich mohli fesit ulohy, které bez nich tesit nejsme schopni, ale
v tom, ze jde o velmi vhodny zpusob zapisu. Osvojime-li si ho, vyrazné
tim zjednodusime jak vyjadiovani, tak i nékteré uvahy. Je to typicky
jev: v matematice hraje vhodna symbolika velmi zavaznou tlohu.

PRIKLAD. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 5% ¢islem 26.
RESENI. Protoze 5> = 25 = —1 (mod 26), plati podle véty [13| (2)
5= (-1 =1 (mod 26),
a tedy zbytek po déleni ¢isla 5% ¢islem 26 je jedna. U

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné n € N je 37"+2 + 167+ + 237
délitelné sedmi.

RESENI. Plati 37 = 16 = 23 = 2 (mod 7), a tedy podle [13] (2) a
(1) plati

37T 416m T 423" = 2024 2n T 10" = 97 (44.241) = 2"7 =0 (mod 7),
coz jsme chtéli dokazat. O

PRIKLAD. Dokazte, ze ¢islo n = (835° + 6)'® — 1 je délitelné ¢islem
112.
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RESEN{. Rozlozime 112 = 7 - 16. Protoze (7,16) = 1, staéi ukézat,
ze 7|n al6|n. Plati 835 =2 (mod 7), a tedy podle
n=(2°46)%-1=388-1=3%-1=27-1=(-1°-1=0 (mod 7),
proto 7 | n. Podobné 835 =3 (mod 16), a tedy

n=(3+6)""-1=3-81+6)*-1=(3-1+6)%-1=
=9®¥_1=81"-1=1"-1=0 (mod 16),

proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coz jsme meéli dokazat. O

PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolné a, b € Z
plati

a’ + b =(a+b)’ (mod p).
RESEN{. Podle binomické véty plati
(a+b)P =a? + (D)a" o+ (5)a" 20" + - 4 (7)) ab" ™ + 1.

Podle prikladu za Vétou@pro libovolné k € {1,...,p—1} plati (!) =0
(mod p), odkud plyne tvrzeni. O

Nésledujici tvrzeni je dalsi uzite¢nou vlastnosti kongruenci:

LEMMA. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené cislo m a libovolnd
a,b € Z takovd, Ze a = b (mod m"), kde n € N, plati, Ze a™ = b™
(mod m™*1).

DUKAz. Plati
a™ —b" = (a—0b)(a" +a™ 4+ ab™ 2+ (12)

a protoze m | m™, tak podle |13| (7) plati i a = b (mod m). Jsou tedy
vSechny sc¢itance ve druhé zavorce v kongruentni s ™! modulo
m, a tedy

a4 ad™ P+ ab" AV = m e d™ =0 (mod m),
proto je a™ '+a™ 2+ - -ab™ 2 +bm ! délitelné m. Za =b (mod m")

plyne, ze m" déli a — b, a tedy m™*! déli jejich soucin, coz vzhledem
k vede k zévéru, ze a™ = b™ (mod m"*1). O

3.2. Aritmetické funkce. Aritmetickou funkci zde rozumime funkeci,
jejimz definiénim oborem je mnozina pfirozenych ¢isel.

DEFINICE. Rozlozme pfirozené ¢islo n na prvocisla: n = p{* - - - pp*.
Hodnotu Mébiovy funkce ju(n) definujeme rovnu 0, pokud pro nékteré
i plati oy > 1 a rovnu (—1)F v opaéném pifpadé. Déle definujeme
p(l) =1.

1 PRIKLAD. pu(4) = u(2%) = 0,1(6) = p(2-3) = (—1)*, u(2) = p(3) =
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Dokazeme nyni nékolik dilezitych vliastnosti Mobiovy funkce, zejména
tzv. Mobiovu inverzni formuli.

LEMMA. Pron € N\ {1} plati
> p(d) =
dln

DUKAZ. ZapiSeme-li n ve tvarun = p{* - - - pi*, pak vSechny délitele
d cisla n jsou tvaru d = py' -- -pfk, kde 0 < f; < «; pro vSechna
ie{l,...,k}. Proto

> u(d) = > p(pit ) =

dln (B1,---,B)E(NU{0})*
0<B;<a;

S Mobiovou funkef tizce souvisi pojem Dirichletuv soucin:

DEFINICE. Bud'te f, g aritmetické funkce. Jejich Dirichletiv soucin
je definovan ptredpisem

=> fd)-g(B) = > fld)-
din dida=n

LEMMA. Dirichletiv soucin je asociativnyi.

DUKAZ.

(fog)oh)(n)= D f(d)- “h(dz) = (fo(goh))(n)
dydads=n
Ul
PRIKLAD. Definujme dvé pomocné funkce I a I predpisem I(1) =

1, I(n) = 0 pro vSechna n > 1, resp. I(n) = 1 pro vsechna n € N. Pak
pro kazdou aritmetickou funkci f plati:

fol=Tof=f

(Iof)(n)=(fol)(n) =) f(d)

dn
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Déle plati I oy = ,uoI =1, nebot

(Top)(n)=>Y I(du=) =Y I(%)u

dln dn
= Z wu(d) =0 pro vSechna n > 1
dn

podle lemmatu za definici Mébiovy funkce (pron = 1 je tvrzeni ziejmé).

VETA 14. (Mdbiova inverzni formule) Necht je aritmetickd funkce
F definovand pomoct aritmetické funkce f predpisem F'(n) = de f(a).
Pak lze funkci f vyjddrit ve tvaru
= uly) - F(d).
din
DUKAz. Vztah F(n) =3, f(d) lze jinym zptsobem zapsat jako
F=fol. Proto Fou=(fol)ou=fo(lou)=fol=f cozje
tvrzeni véty. O
DEFINICE. Multiplikativni funkci prirozenych ¢isel rozumime ta-

kovou aritmetickou funkci, ktera splnuje, ze pro vSechny dvojice ne-
soudélnych cisel a,b € N plati

fla-b) = f(a)- f(b)

PRIKLAD. Multiplikativnimi funkcemi jsou napt. funkce f(n) =
o(n), f(n) = 7(n), @ f(n) = u(n) nebo, jak brzy dokdzeme i tzv.
Eulerova funkce f(n) = ¢(n).

3.3. Eulerova funkce ¢.
DEFINICE. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkci ¢ piedpisem
en)=HaeN|0<a<n, (a,n) =1}
PRIKLAD. (1) = 1,¢(5) = 4, p(6) = 2, je-li p prvocislo, je ziejmé
p(p)=p—1L

Nyni dokazeme nékolik dulezitych tvrzeni o funkei ¢:

LEMMA. Necht n € N. Pak 3_,, ¢(d) = n.

DUKAZ. Uvazme n zlomkt
1 2 3 n—1n

, —

Ty Ty ey .
n nmn n n

Zkratime-li zlomky na zakladni tvar a seskupime podle jmenovatelt,
snadno dostaneme pravé uvedené tvrzeni. Il

VETA 15. Necht n € N, jehoZ rozklad je tvaru n = pi* -+ p*. Pak

e (-4 (-2).
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DUKAZ. S vyuzitim predchoziho lemmatu a Mobiovy inverzni for-
mule dostdvame

SO(n):dgw;u(d)g:n_p%_"'_p%+---Jr(—l)kpl.y.l.pk:
—n.(l_pil)...(l_i)_ (13)
O

POzZNAMKA. Pfedchozi vysledek lze obdrzet i bez pouziti Mobiovy
inverzni formule pomoci principu inkluze a exkluze na zakladé zjisténi
poctu cisel soudélnych s n v urc¢itém intervalu.

DUSLEDEK. Necht a,b € N, (a,b) = 1. Pak
p(a-b) = ¢(a) - ¢(b).
DUKAZ. Ziejmy. U

PozNAMKA. Rovnéz toto tvrzeni lze odvodit nezdvisle na zaklade
poznatku (n,ab) = 1 <= (n,a) = 1 A (n,b) = 1. Spolu se snadno
odvoditelnym vysledkem

go(pa> — pa _ pa—l — (p _ 1) _pa—l (14)
pak lze odvodit vztah jiz tfetim zpusobem.
PRIKLAD. Vypoctéte p(72).

RESENI. 72 = 28 .32 — (72) =72 - (1 —1)- (1 —1) = 24,
alternativne p(72) = ¢(8) - p(9) =4 -6 = 24. O

PRIKLAD. Dokazte, ze Vn € N: ¢(4n +2) = ¢(2n + 1).

RESENT. p(dn+2) = (2 - 2n+1)) = ¢(2) - p(2n + 1) = ¢(2n +
1). O

3.4. Mala Fermatova véta, Eulerova véta. Tvrzeni v tomto

vvvvvv

VETA 16 (Fermatova, Mala Fermatova). Necht a € Z, p prvocislo,
p1ta. Pak
a? ' =1 (mod p). (15)

DUKAzZ. Tvrzeni vyplyne jako snadny disledek Eulerovy véty [17]
O

DUSLEDEK. Necht a € Z, p prvoéislo. Pak
a’? =a (mod p).

DUKAZ. Pokud p | a, pak jsou obé strany kongruentni s 0 mod p,
jinak tvrzeni snadno plyne vynasobenim obou stran kongruence
¢islem a. O
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DEFINICE. Uplnci soustava zbytku modulo m je libovolnd m-tice
¢isel po dvou nekongruentnich modulo m (nejcastéji 0,1, ...,m — 1).
Redukovand soustava zbytki modulo m je libovolna ¢p(m)-tice ¢isel ne-
soudélnych s m a po dvou nekongruentnich modulo m.

POZNAMKA. Snadno lze vidét, ze jsou-li a,b € Z, a = b (mod m),
a (a,m) =1, paki (bym) = 1.

LEMMA. Necht x1,%, ..., Zuam) tvort redukovanou soustavu zbytki
modulo m. Je-li a € Z, (a,m) =1 pak i ¢isla a - x1,...,a- Tyum) tvori
redukovanou soustavu zbytku modulo m.

DUKAZ. Protoze (a,m) = 1 a (z;,m) = 1, plati (a - z;,m) = 1.
Kdyby pro néjaka ¢,j platilo a - z; = a - z; (mod m), po vydéleni
obou stran kongruence ¢islem a nesoudélnym s m dostaneme z; = x;

(mod m). O
VETA 17 (Eulerova). Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak
a?™ =1 (mod m). (16)
DUKAZ. Bud 21, 2, . . ., Zy(m) libovolnd redukovand soustava zbytku
modulo m. Podle predchoziho lemmatu je i a - xy,...,a - Tym) redu-

kovand soustava zbytku modulo m. Plati tedy, ze pro kazdé i exis-
tuje j (oba indexy jsou z mnoziny {1,2,...,¢(m)}) tak, ze a - z; =
x; (mod m). Vyndsobenim ¢isel obou redukovanych soustav zbytki
dostavame

(@-1) - (a-x2) - (a- Tpm)) = 1 Ta- - Ty (mod m).
Po uprave
a@(m) - XL Tg - x(p(m) =TTy xw(m) (mod m)

a protoze (xq - xg-- -xw(m),m) = 1, muzeme obé strany kongruence
vydélit éfslem @1 - 3 - - - Tyy(m) @ dostaneme a?™ =1 (mod m). O

PoOzZNAMKA. Eulerova véta je rovnéz dusledkem Lagrangeovy véty
uplatnénym na grupu (Z), -).

PRIKLAD. Naleznéte vsechna prvocisla p, pro kterd 5 +1 =0
(mod p?).

RESENI. Snadno se piesvédéime, ze p = 5 tloze nevyhovuje. Pro
p # 5 plati (p,5) =1, a tedy podle Fermatovy véty 5771 = 1 (mod p).
Umocnénim na p + 1 dostaneme 5°~! = 1 (mod p), odkud 5”° = 5
(mod p). Z podminky 5”° +1 = 0 (mod p?) plyne 5 = —1 (mod p),
celkem tedy 5 = —1 (mod p), a proto p | 6. Je tedy bud p = 2,
nebop =3 Prop=2viak 5* +1 =1"+1 =2 # 0 (mod 4). Pro
p =3 dostdvdme 5 +1=5%-5+1=5%+1=126 =0 (mod 9), kde
jsme uzili dusledek Eulerovy véty 5¢ = 1 (mod 9). Jedinym prvocislem,
vyhovujicim tloze je tedy p = 3. U
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PRIKLAD. Pro liché ¢fslo m > 1 naleznéte zbytek po déleni ¢fsla
2¢m)=1 ¢&islem m.

RESENI. Z Eulerovy véty plyne 290" =1 = 14m = 2r (mod m)

kde r = HT"‘ je prirozené cislo, 0 < r < m. Podle (3) plati 2¢0m)—1

r (mod m), a tedy hledany zbytek po délenf je r = 2.

~—

)

all

TVRzENI 3.1. Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak pro libovolnd
celd ¢isla a,b z kongruence a* + b = 0 (mod p) plyne a = b = 0
(mod p).

DUKAzZ. Pfedpokladejme, 7Ze pro a,b € Z plati a®>+b? = 0 (mod p).
Jestlize p | a, plati a = 0 (mod p), proto b*> = 0 (mod p), tedy p | b?,
odkud vzhledem k tomu, Ze p je prvocislo, dostdvame p | b, a proto
a=b=0 (mod p), coz jsme chtéli dokazat.

Zbyva prosettit ptipad, kdy a neni délitelné prvocislem p. Odtud
dostdvdme, Ze p nedéli ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a?).

Vynésobime-li obé strany kongruence a* = —b* (mod p) ¢islem HP~3,
dostaneme podle Fermatovy véty
AP == —-1 (mod p).
Protoze p = 3 (mod 4), je p— 3 sudé ¢islo, a proto ’%3 € Np. Oznacme
c=ab"z.
Pak ¢ nenf délitelné p a plati ¢ = a**~3 = —1 (mod p). Umocnime-li

posledni kongruenci na 7’%1 € N, dostaneme
L= (-1)"T  (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), existuje celé ¢islo ¢ tak, ze p = 3+4t. Pak ovsem
=l = 1+ 2, coz je éislo liché a proto (—1)®~D/2 = —1. Podle Fer-
matovy véty naopak plati ! =1 (mod p), odkud 1 = —1 (mod p) a

p | 2, spor. O

S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou tizce souvisi dulezity pojem
rad c¢isla modulo m — jde pritom pouze o jinak nazvany tad prvku
v grupé invertibilnich zbytkovych tiid modulo m:

DEFINICE. Nechf a € Z, m € N (a,m) = 1. Rddem ¢isla a modulo
m rozumime nejmensi prirozené cislo n splnujici

a®=1 (mod m).

PoOzZNAMKA. To, Ze je idd definovén, plyne z Eulerovy véty — pro
kazdé ¢islo nesoudélné s modulem je totiz jisté jeho fad nejvyse roven
w(m). Jak pozdéji uvidime, velmi dulezita jsou prave ta ¢isla, jejichz
fad je roven pravé o(m) — tato ¢isla nazyvame primitivnimi kofeny
modulo m a hraji dulezitou roli mj. pfi feSeni binomickych kongruenci
(viz . Tento pojem je pritom jen jinym nazvem pro generator grupy



29
PRIKLAD. Pro libovolné m € N m4 ¢islo 1 modulo m #4d 1. Cislo
—1 mé rad
e 1 prom=1nebom =2
e 2prom > 2

PRIKLAD. Urcete 7ad éisla 2 modulo 7.

RESENT.
2'=2#1 (mod7)
22=4#1 (mod7)
22=8=1 (mod?7)
R4d ¢isla 2 modulo 7 je tedy roven 3. U

Uved'me nyni nékolik zdsadnich tvrzeni udavajicich vlastnosti faddu
¢isla modulo m:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlifze a = b
(mod m), pak obé ¢isla a,b maji stejny rdad modulo m.

DUKAZ. Umocnénim kongruence a = b (mod m) na n-tou dosta-
neme a” = b" (mod m), tedy a® =1 (mod m) <= 0" =1 (mod m).
O

LEMMA. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li ¥dd ¢isla a modulo
m roven 1 - s, (kde r,s € N), pak 7dd éisla a” modulo m je roven s.

DUKAZ. Protoze zadné z ¢isel a,a?,a®, ..., a™ ! neni kongruentni
s 1 modulo m, nenf ani zadné z &isel a”, a®", a®, ..., a®~ V" kongruentni

s 1. Plati ale (a")®* =1 (mod m), proto je fad a” modulo m roven s. [

PozNAMKA. Opak obecné neplati — z toho, ze rdd ¢isla a” modulo
m je roven s jesté neplyne, ze fad ¢isla a modulo m je r - s.
Napt pro m = 13 mame:
a=3,a>=9 (mod 13), a®* =27 =1 (mod 13) = 3 m4 rad 3 mod 13.
b=—4,b*=16#%1 (mod 13), b®> = —64 = 1 (mod 13) = —4 m4 rad
3 mod 13.
Piitom (—4)* = 16 = 3 (mod 13) m4 stejny rad 3 jako ¢islo 3, ale ¢islo
—4 nema tad 2 - 3.

Presny popis zavislosti fadu na exponentu davaji nasledujici 2 véty:
VETA 18. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd éisla a
modulo m. Pak pro libovolnd t,s € NU {0} plati

a"*=a® (modm) <= t=s (modr).



30

DUKAZ. Bez tijmy na obecnosti lze piedpokladat, ze t > s. Vydélime-
li ¢islo t — s cislem r se zbytkem, dostaneme ¢t — s = ¢ - r + 2z, kde
q,2 €Ny, 0< z<r.
,<=“ Protoze t = s (mod r), mdme z = 0, a tedy a'* = a7 =
(a")? = 19 (mod m). Vyndsobenim obou stran kongruence ¢islem a*
dostaneme tvrzeni.
= Za" = a® (mod m) plyne a® - a?** = a* (mod m). Protoze je
a" =1 (mod m), je rovnéz a? % = a* (mod m). Celkem po vydéleni
obou stran kongruence ¢islem a® (které je nesoudélné s modulem),
dostdvame a* = 1 (mod m). Protoze z < r, plyne z definice fadu,
ze z=0,atedy r|t—s. O

Ziejmym dusledkem predchozi véty a Eulerovy véty je nasledujici
tvrzeni (jehoz druhd ¢ast je preformulovanim Lagrangeovy véty z Al-
gebry pro nasi situaci):

DUSLEDEK. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd ¢isla
a modulo m.

(1) Pro libovolné n € NU {0} plati
a"=1 (modm) <= r|n.
(2) v | p(m)
DUKAZ.

(1) staci v predchozi vété volit t =n, s =r.
(2) ztejmé z (1) diky Eulerové vété volbou n = ¢(m).

Nésledujici véta je zobecnénim ptfedchoziho Lemmatu.
VETA 19. Necht m,n € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7dd éisla a
modulo m roven r € N, je rad c¢isla a™ modulo m roven ﬁ

DUKAZ. Protoze Ty = [7,n], coz je zfejmé ndsobek 7, mame

(@) =a" =1 (mod m)

(plyne z ptedchoziho Diusledku, nebot 7 | [r,n]). Na druhou stranu,
je-li k € N libovolné takové, ze (a")F = a"* =1 (mod m) dostavame
(r je tdd a), ze r | n - k a dale z Véty [5 plyne e G ] k a diky

(nr
dostdvdme \ k. Proto je o

nesoudelnosti cisel 7t a s

¢isla a™ modulo m.

Posledni z této fady tvrzeni dava do souvislosti rady dvou cisel a
rad jejich soucinu:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlize a je
radu r a b je 7ddu s modulo m, kde (r,s) = 1, pak ¢islo a - b je Tddu
r - s modulo m.
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DUKAZ. Oznaéme 6 idd éisla a - b. Pak (ab)® = 1 (mod m) a
umocnénim obou stran kongruence dostaneme a0 = 1 (mod m).
Protoze je r fadem é&isla a, je " = 1 (mod m), tj. b =1 (mod m), a
proto s | rd. Z nesoudélnosti r a s plyne s | §. Analogicky dostaneme
ir]|d,atedy (opét s vyuzitim nesoudélnosti r,s) r - s | §. Obracené

ziejmé plati (ab)™ =1 (mod m), proto ¢ | rs. Celkem tedy 6 = rs. [
4. Reseni kongruenci o jedné neznimé

DEFINICE. Necht m € N, f(z), g(z) € Z[z]. Zapis
f(z) =g(z) (mod m) (17)

nazyvame kongruenci o jedné nezndmé x a rozumime jim tkol nalézt
mnozZinu Tesent, tj. mnozinu vSech takovych ¢isel ¢ € Z, pro ktera

f(e) = g(c) (mod m).
Dvé kongruence o jedné neznamé nazveme ekvivalentni, maji-li stej-
nou mnozinu feseni.

Kongruence je ekvivalentni s kongruenci f(z) — g(z) =0 (mod m).
—_—

EZ[x]
VETA 20. Necht m € N, f(z) € Z[z]. Pro libovolnd a,b € Z plati
a=b (modm) = f(a)= f(b) (mod m).

DUKAZ. Necht je f(z) = 2" + cpy2™ ' + -+ + 1@ + ¢, kde
C0yC1y .-y Cn € Z. Protoze a = b (mod m), pro kazdé i = 1,2,...,n
plati podle Véty [13(2)

cia' = ¢;b' (mod m),

a tedy seCtenim téchto kongruenci pro ¢ = 1,2,...,n a kongruence
co = ¢p (mod m) dostaneme

Cn@" 10" drerateg = b ey 10" - debteg (mod m),
tj. f(a) = f(b) (mod m). O

DUSLEDEK. MnoZina feseni libovolné kongruence modulo m je sjed-
nocenim nékterych zbytkovych trid modulo m.

DEFINICE. Poctem reseni kongruence o jedné neznamé modulo m
rozumime pocet zbytkovych tfid modulo m obsahujicich feSeni této
kongruence.

PRIKLAD. (1) Kongruence 2z = 3 (mod 3) mé jedno feseni
(modulo 3).
(2) Kongruence 10x = 15 (mod 15) m4 pét feseni (modulo 15).
(3) Kongruence z piikladu (1) a (2) jsou ekvivalentni.
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4.1. Linearni kongruence o jedné neznamé.
VETA 21. Necht m € N, a,b € Z. Oznacme d = (a,m). Pak kon-
gruence
ar =b (mod m)
(o jedné nezndmé x) md reseni pravé tehdy, kdyz d | b.

V pripadé, kdy d | b, md tato kongruence prdavé d reseni (modulo
m).

DUKAZ. DokéZeme nejprve, ze uvedend podminka je nutnd. Je-li
celé ¢islo ¢ Fesenim této kongruence, pak nutné m | a - ¢ — b. Pokud
pritom d = (a, m), pak protoze d | mid | a-c—bad | a-c—(a-c—b) =b.

Obracené dokazeme, ze pokud d | b, pak mé dand kongruence pravée
d teseni modulo m. Oznac¢me aq,b; € Zam; € Ntak, zea=d-a,b =
d-by am = d-m;. Resend kongruence je tedy ekvivalentni s kongruenct

a;-x=b; (mod my),
kde (a,m;) = 1. Tuto kongruenci muzeme vyndasobit ¢islem af(ml)fl
a diky Eulerové vété obdrzime

z=by ™ (mod my).

Tato kongruence m4 jediné teseni modulo my a tedy d = m/m; feSeni

modulo m. O

Nasledujici piiklad ukéze, ze postup uvedeny v dukazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéjsim — s vyhodou lze pouzit jak Bezoutovu vétu,
tak ekvivalentni ipravy fesené kongruence.

PRIKLAD. Reste 392 = 41 (mod 47)

RESENI. (1) Nejprve vyuzijeme Eulerovu vétu.
Protoze (39,47) = 1, plati

39747 = 39% =1  (mod 47),
t].
39%.392 = 39% .41 (mod 47),
N—_——
3946=1

7 ¢ehoz uz dostavame
r=39%-41 (mod 47).

Uplné feSeni vyzaduje jesté vypocteni zbytku po déleni ¢isla

a zjisti vysledek x = 36 (mod 47)
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(2) Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.
Euklidovym algoritmem pro vypocteni (39,47) dostavame

47=1-39+8
39=4-8+7
8§=1-7+1

7, cehoz zpétnym odvozenim dostavame
1=8-7=8-(39-4-8)=5-8—-39=
=5-(47-39)—39=5-47—6 - 39.
Uvéazime-li tuto rovnost modulo 47, dostaneme
1=-6-39 (mod47) /-41

41 =41-(-6)-39 (mod 47) / -41
—_——

r=41-(—6) (mod 47)
xr=-246 (mod 47)
x =36 (mod 47)

(3) Obvykle nejrychlejsim, ale nejhute algoritmizovatelnym zpusobem
feSeni je metoda takovych uprav kongruence, které zachovavaji
mnozinu feseni.

39z =41 (mod 47)
—8x = —6 (mod 47)
4r =3 (mod 47)

4xr = —44  (mod 47)
r=-—11 (mod 47)
r =36 (mod 47)

U

Pomoci véty o fesitelnosti linedrnich kongruenci lze dokazat mj.
vyznamnou Wilsonovu vétu udavajici nutnou (i postacujici) podminku
prvociselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné ve vypocetni te-
orii ¢isel, kdy je treba efektivné poznat, je-li dané velké ¢islo prvocislem.
Bohuzel dosud neni znamo, jak rychle vypocitat modularni faktorial
velkého ¢isla, proto neni v praxi Wilsonova véta k tomuto tcelu pouzivana.

VETA 22 (Wilsonova). Prirozené c¢islo n > 1 je prvocislo, prdvé
kdyz

(n—1)!'=-1 (mod n) (18)

DUKAzZ. DokéZeme nejprve, Ze pro libovolné slozené éislo n > 4

plati n | (n — 1)1, tj. (n — 1)! = 0 (mod n). Necht 1 < d < n je

netrividlni délitel n. Je-li d # n/d, pak protoze 1 < d,n/d < n —1,
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jen =d-n/d| (n—1). Pokud d = n/d, tj. n = d?, pak protoze je
n>4 jeid>2an]|(d-2d) | (n—1).. Pro n =4 snadno dostavame
(4-—1)!'=2%# —1 (mod 4).

Necht je nyni p prvocislo. Cisla z mnoziny {2,3, ..., p—2} seskupime
do dvojic vzajemneé inverznich ¢isel modulo p, resp. dvojic ¢isel, jejichz
soucin dava zbytek 1 po déleni p. Pro dané ¢islo a z této mnoziny exis-
tuje podle predchozi véty jediné feseni kongruence a -z =1 (mod p).
Protoze a # 0,1,p — 1, je zlfejmé, ze rovnéz pro teseni ¢ této kongru-
ence plati ¢ # 0,1, —1 (mod p). Cislo a nemtize byt ve dvojici samo
se sebou; kdyby totiz a -a = 1 (mod p), pak nutné a = +1 (mod p).
Souéin vSech ¢isel uvedené mnoziny je tedy tvoren soucinem (p — 3)/2
dvojic (jejichz souéin je vzdy kongruentni s 1 modulo p). Proto je

(p—1N =192 (p—-1)=—-1 (mod p).
O
4.2. Soustavy linearnich kongruenci o jedné neznamé. Mame-
li soustavu linedarnich kongruenci o téze neznamé, muzeme podle Véty
rozhodnout o feSitelnosti kazdé z nich. V pripadé, kdy aspon jedna
z kongruenci nem4 reSeni, nema feseni ani celd soustava. Naopak, jestlize

kazd4d z kongruenci feseni ma, upravime ji do tvaru z = ¢; (mod m;).
Dostaneme tak soustavu kongruenci

r=c (mod my)
(19)
r=c¢p (mod my)
Zkoumejme nejprve pripad £ = 2, ktery — jak uvidime pozdéji — ma
stézejni vyznam pro feseni soustavy s k> 2.

VETA 23. Necht c1,cy jsou celd ¢isla, my, mo prirozend. Oznacme
d = (my, me). Soustava dvou kongruenci

r=c¢ (mod my)

(20)

r=cy (mod my)

v pripadé ¢y # co (mod d) nemd reseni. Jestlize naopak ¢c; = co (mod d),
pak existuje celé cislo ¢ tak, Ze x € 7 spliuje soustavu (@, prave kdyz
vyhovuje kongruenci

r=c (mod [my,ms)).

DUKAZ. M4-li soustava néjaké feseni x € Z, plati nutné z = ¢
(mod d), z = ¢y (mod d), a tedy i ¢; = ¢o (mod d). Odtud plyne, ze
v piipadé ¢; # ¢o (mod d) soustava nemuze mit feseni.

Predpokladejme déle ¢; = ¢y (mod d). Prvni kongruenci soustavy
(20) vyhovuji vSechna celd ¢isla x tvaru x = ¢; + tmy, kde t € Z je
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libovolné. Toto x bude vyhovovat i druhé kongruenci soustavy ,
praveé kdyz bude platit ¢; + tmq = ¢o (mod my), tj.
tmy =co —c;  (mod my).

Podle Véty 21| mé tato kongruence (vzhledem k t) feseni, nebot d =
(mq, mg) déli ¢a — ¢1, a t € Z spliuje tuto kongruenci préavé kdyz

Cy — C1 mq ‘P(%)_l mo
=2 () (med 7).
d d oty

tj. prave kdyz

Cy — C1 mi W(%)_l mo
p_asa (m ™
d d Ty
kde r € Z je libovolné. Dosazenim
my\ eCF) mym
x:cl—l—tml:cl—i—(cQ—cl)-(Fl) Ty 1d2:c—|—r-[m1,m2],

kde ¢ = ¢; + (ca — ¢1) - (my /d)?™2/D nebot mymy = d - [m1, my). Nasli
jsme tedy takové ¢ € Z, ze libovolné x € Z splnuje soustavu , prave
kdyz

x=c (mod [my,ms)),

coz jsme chteéli dokazat. O

Vsimnéme si, ze dukaz této véty je konstruktivni, tj. udava vzorec,
jak ¢fslo ¢ najit. VétaR3ndm tedy dévé metodu, jak pomoci jediné kon-
gruence zachytit podminku, Zze x vyhovuje soustaveé . Podstatné je,
ze tato nova kongruence je téhoz tvaru jako obé puvodni. Muzeme proto
tuto metodu aplikovat i na soustavu — nejprve z prvni a druhé
kongruence vytvorime kongruenci jedinou, které vyhovuji pravée ta z,
ktera vyhovovala puvodnim dvéma kongruencim, pak z nové vzniklé a
z treti kongruence vytvorime dalsi atd. Pii kazdém kroku se ndm pocet
kongruenci soustavy snizi o 1, po k—1 krocich tedy dostaneme kongru-
enci jedinou, ktera nam bude popisovat vSechna feseni soustavy .
Poznamenejme jesté, ze ¢islo ¢ z Véty [23| neni nutné urcovat pomoci
uvedeného vzorce. Muzeme vzit libovolné ¢ € Z vyhovujici kongruenci

my Co—C < mz)

7 d mod —

t
d

a polozit ¢ = ¢ + tm;.

DUSLEDEK (Cinskd zbytkova véta). Necht my,,...,my € N jsou
po dvou nesoudélnd, ay,...,ar € Z. Pak plati: soustava

r=a; (modmy)
(21)
r=a, (mod my)

ma jediné reseni modulo my - mgy - - - M.
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PRIKLAD. Reste systém kongruenci
r=-3 (mod 49)
r= 2 (mod 11).

RESENI. Prvni kongruenci spliuji pravé véechna celd éisla z tvaru
xr = —3+4+49t, kde t € Z. Dosazenim do druhé kongruence dostavame

—34+49t=2 (mod 11),

odkud
5t=5 (mod 11),

tedy, vzhledem k (5,11) = 1, po vydéleni péti
t=1 (mod 11),

neboli t = 1411s pro libovolné s € Z. Proto x = —3+49(1+11s) = 46+
539s, kde s € Z, coz muzeme také zapsat jako z = 46 (mod 539). O

PRIKLAD. Reste systém kongruenci

r= 1 (mod 10)
r= 5 (mod 18)
r=—4 (mod 25).

RESENI. Z prvni kongruence dostdviame z = 1 + 10t pro t € Z.
Dosazenim do druhé kongruence ziskame

1+10t =5 (mod 18),

tedy 10t = 4 (mod 18). Protoze (10,18) = 2 deéli ¢islo 4, mé tato
kongruence podle véty 4.2 feseni t = 2 - 5° (mod 9), pficemz 2 - 5° =
10-252 = 1-(—-2)2 =4 (mod 9), a tedy t = 4+9s, kde s € Z. Dosazenim
x=1+10(4 4+ 9s) = 41 + 90s. Z tteti kongruence pak vychézi

414+ 90s = —4 (mod 25),
tedy 90s = —45 (mod 25). Vydélenim péti (véetné modulu, nebot 5 |
25)
18 = -9 (mod 5),

odkud —2s =1 (mod 5), tedy 2s =4 (mod 5), s =2 (mod 5), a proto
s =2+ 5r, kde r € Z. Dosazenim x = 41 + 90(2 + 5r) = 221 + 450r,
tedy = = 221 (mod 450). 0

PRIKLAD. Reste systém kongruenci
=18 (mod 25)

r=21 (mod 45)
r =25 (mod 73).
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RESENI. Z prvni kongruence = = 18 + 25¢t, kde ¢t € Z. Dosazenim
do druhé kongruence

18 + 25t =21 (mod 45),
tedy
25t =3 (mod 45).

Tato kongruence vsak podle Véty nemd feseni, nebot (25,45) =
5 nedéli ¢islo 3. Proto nema feSeni ani cely systém. Tento vysledek
bychom také dostali pfimo z Véty nebot 18 # 21 (mod (25,45)).

U

PRIKLAD. Reste kongruenci 23941z = 915 (mod 3564).

RESENI. Rozlozme 3564 = 22 - 3. 11. Protoze ani 2, ani 3, ani 11
nedeli ¢islo 23941, plati (23941,3564) = 1 a tedy podle Véty [23| m4
kongruence fesen{. Protoze ¢(3564) = 2 - (3% -2) - 10 = 1080, je feSeni
tvaru z = 915 - 239411°7 (mod 3564). Uprava &isla stojictho na pravé
strané by vsak vyzadala znacné usili. Proto budeme kongruenci tesit
ponékud jinak. Podle Véty [13| (6) je x € Z teSenim dané kongruence
prave kdyz je fesenim soustavy

23941z = 915 (mod 2?)

23941z = 915 (mod 3%) (22)

23941z =915 (mod 11)
Vytesime nyni kazdou z kongruenci soustavy zv1ast. Prvni z nich
je splnéna, praveé kdyz

r=3 (mod 4),
druha, pravée kdyz
46x =24 (mod 81),
odkud vynasobenim dvéma 92x = 48 (mod 81), tj. 11z = —33 (mod 81)
a po vydéleni jedenacti
r=-3 (mod 81).
Treti kongruence je splnéna, pravée kdyz
br =2 (mod 11),
odkud vyndsobenim ¢islem —2 dostaneme —10x = —4 (mod 11), tedy
r=—4 (mod 11).

Libovolné = € Z je tedy fesenim soustavy , praveé kdyz je reSenim
soustavy
r= 3 (mod4)

—3  (mod 81) (23)
r=—4 (mod 11)
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7, druhé kongruence dostavame, ze x = —3 + 81t, kde t € Z. Dosa-
zenim do tfeti kongruence soustavy dostaneme

—3+48lt=—-4 (mod 11),

tedy 81t = —1 (mod 11), tj. 4t = 32 (mod 11), odkud t =8 (mod 11),
a proto t = —3+ 11s, kde s € Z. Dosazenim x = —3+81(—3 + 11s) =
—3—3-81+11-81s do prvni kongruence soustavy dostaneme

~3-3.81+11-81s=3 (mod 4),
tedy
1+1-14+(-1)-1s=3 (mod 4),
tj. —s =1 (mod 4) a proto s = —1 4 4r, kde r € Z. Je tedy
x = —3-3-81+11-81(—1+44r) = —3—14-81+4-11-81r = —1137+3564r,

neboli z = —1137 (mod 3564), coz je také feseni zadané kongruence.
U

4.3. Kongruence vyssich stupnii. Vratme se k obecnéjsimu piipadu,
kdy na obou stranach kongruence stoji mnohocleny téze proménné x
s celociselnymi koeficienty. Snadno muzeme tuto kongruenci odec¢tenim
upravit na tvar

F(z)=0 (mod m), (24)

kde F(z) je mnohoclen s celociselnymi koeficienty a m € N. Véta20]
nam poskytuje sice pracnou, ale univerzalni metodu feseni této kongru-
ence. Pti feSeni kongruence totiz staci zjistit, pro ktera celd ¢isla
a, 0 <a < m,plati F(a) =0 (mod m). Nevyhodou této metody je jeji
pracnost, kterd se zvysuje se zvétsujici se hodnotou m. Je-li m slozené,
m =pi'...p¥, kde py, ..., pg jsou ruznd prvocisla, a je-li navic k > 1,
muzeme nahradit kongruenci soustavou kongruenci

F(z) =0 (mod p}*)
: (25)

F(z)=0 (mod p,*),
kterd ma stejnou mnozinu feseni, a fesit kazdou kongruenci této sou-
stavy zvlast. Tim ziskdme obecné nékolik soustav kongruenci ,

které uz umime tesit. Vyhoda této metody spociva v tom, ze moduly
kongruenci soustavy jsou mensi nez modul puvodni kongruence

(24).

PRIKLAD. Reste kongruenci #° 4+ 1 =0 (mod 11).
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RESENT. Oznaéme F(z) = 2° + 1. Pak plati F(0) =1, F(1) =2 a
dale plati

F(2)=33=0 (mod 11),
F(3)=3+1=9-9-34+1=(-2)*-3+1=12+1=2 (mod 11),
FA)=4#+1=2"+1=14+1=2 (mod 11),

kde jsme vyuzili Fermatovu vétu [16] podle které 2!1° = 1 (mod 11).
Podobneé dale

5)=5"+1=16"+1=4""4+1=1+1=2 (mod 11),
)=6"+1=(-5)°"+1=-16°+1=—-4""4+1=0 (mod 11),
N=7+1=(-4°+1=-2"4+1=-1+1=0 (mod 11),
8) =8 +1=2°-2"11=324+1=0 (mod 11),
9)=9"+1=3"+1=1+1=2 (mod 11),
10)=10°+1=(-1)°+1=0 (mod 11),

a tedy feSenim kongruence % + 1 = 0 (mod 11) jsou pravé vsechna
x, vyhovujici nékteré z kongruenci x = 2 (mod 11), x = 6 (mod 11),
x =7 (mod 11), z =8 (mod 11), z = 10 (mod 11). O

PRIKLAD. Reste kongruenci 2° — 32+ 5 =0 (mod 105).

RESENI. Kdybychom postupovali obdobné jako difve pro m = 105,
museli bychom spoéitat pro F(z) = 2% — 3z + 5 sto pét hodnot F(0),
F(1), ..., F(104). Proto radéji rozlozime 105 = 3-5- 7 a budeme fesit
kongruence F(z) = 0 postupné pro moduly 3, 5, 7. Plati F/(0) = 5,
F(1)=3,F(2)=7,F3)=23, F(-1)=7, F(—-2) =3, F(-3) = —13
(pro snadnéjsi vypocty jsme pocitali napiiklad F(—1) misto F(6) —
vyuzijeme toho, ze F'(6) = F'(—1) (mod 7) podle predchoziho Tvrzeni
a podobné). Kongruence F(z) = 0 (mod 3) ma tedy feseni z = 1
(mod 3); kongruence F(z) = 0 (mod 5) ma feseni z = 0 (mod 5);
fesenim kongruence F'(x) = 0 (mod 7) jsou x € Z spliujici x = 2
(mod 7) nebo # = —1 (mod 7). Zbyva tedy vyfesit dvé soustavy kon-
gruenci:

r=1 (mod 3), r= 1 (mod 3),
r=0 (mod5), a x= 0 (modb),
xr=2 (mod7) r=-1 (mod7).

Protoze prvni dvé kongruence jsou u obou soustav stejné, budeme se
nejprve zabyvat jimi. Ze druhé kongruence dostavame x = 5t prot € Z,
dosazenim do prvni

5t=1 (mod 3),
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tedy —t = 1 (mod 3), odkud ¢t = —1 + 3s pro s € Z, odkud =z =
—5 + 15s. Dosad'me nejprve do tfeti kongruence prvni soustavy:

—5415s=2 (mod 7),

odkud s =0 (mod 7), tj. s = 7r pror € Z a proto x = —5+ 105r. Do-
sadime-li x = —5+ 15s do treti kongruence druhé soustavy, dostaneme

-5+ 15s=—-1 (mod 7),

odkud s = 4 (mod 7), tj. s =4+ 7r pror € Z, a proto x = —5 +
15(4 + 7r) = 55 4 1057. Celkem jsou tedy fesenim dané kongruence
F(z) =0 (mod 105) v8echna celd ¢isla x, spliujici x = —5 (mod 105)
nebo z = 55 (mod 105). O

Postup pro teseni kongruenci, kde modulem je mocnina prvocisla,
udava dukaz nasledujici véty.

VETA 24 (Henselovo lemma). Necht p je prvoéislo, f(x) € Z[x], a €
Z je takové, Ze p | f(a),p 1 f'(a). Pak plati: pro kazdé n € N mad
soustava

a (mod p)
f(z)=0 (mod p")

pravé jedno resent modulo p".

N (26)

DUKAZ. Indukei vzhledem k n. Pifpad n = 1 je zfejmy. Necht déle
n > 1 a véta plati pro n — 1. Je-li x TeSenim pro n, je fesenim (26))
i pro n — 1. Libovolné feseni pro n je tedy tvaru

r=cyp1+k-p" !, kdekeZ.

Je tieba zjistit, zda f(c,_1 + k- p" ') =0 (mod p"). Vime, ze p"~! |
flen_1+k-p" ') a uzijme binomickou vétu pro f(z) = apz™ + -+ - +
a1x + ag, kde ag, ..., a, € Z. Pak

(o1 + k-p" )
Plati tedy

i kp"™ Tt (mod p").

f(cn—l + k: . pn_l) = f(cn—l) + k : pn_lf/(cn—1)7

t.
fleai+k-p"1)=0 (mod p") <=
— 0= f(i”__ll) + k- f'(ch1) (mod p).

Protoze ¢,—; = a (mod p), dostaneme f'(¢,—1) = f'(a) Z 0 (mod p),
tedy (f'(cn-1),p) = 1. Uzitim Vety [21] o Tesitelnosti linedrnich kon-
gruenci dostavame, ze existuje pravé jedno teSeni k& (modulo p) této
kongruence a protoze ¢,_; bylo podle indukéniho predpokladu jediné
fesenf modulo p"~1, je &fslo ¢, +k-p" ! jedinym fesenim (26]) modulo
p". Il
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PRIKLAD. Reste kongruenci z* 4+ 72 44 = 0 (mod 27).

RESENI. Resme nejprve tuto kongruenci modulo 3 (napt. dosa-
zenim) — snadno zjistime, ze feSeni je x = 1 (mod 3). Zapisme FesSeni
ve tvaru x = 1 4 3t, kde t € Z a feSme kongruenci modulo 9.

2* +7r+4=0 (mod9
(1+3)'+7(1+3t)+4=0 (
14+4-3t+7+7-3t+4=0 (

33t=-12 (mod 9
11t=-4 (
t=1 (

Zapsanim t = 1 4 3s, kde s € Z dostaneme x = 4 4+ 9s a po dosazeni

(4+98)' +7(4+9s) +4=0 (mod 27)

44 +4-43.954+28 +635s+4 =0 (mod 27)

256 - 9s + 63s = —288  (mod 27)

256s + 7s = —32 (mod 3)

)

)

)

(
2s=1 (mod 3
s=2 (mod 3
Celkem dostavame feSeni z = 4+ 9s = 4 + 9(2 4 3r) = 22 4 27r,
kde r € Z, neboli x = 22 (mod 27). O

Reseni obecnych kongruenci vysstho stupné jsme tedy prevedli na
feseni kongruenci modulo prvocislo. Ukazuje se, Ze zde je nejvétsi , kamen
urazu“, protoze pro tyto kongruence zadny obecny postup (s vyjimkou
postupu podle Véty , tj. vyzkousSeni véech moznosti) nenf znam. Uve-
deme alespon nékolik obecnych tvrzeni ohledné teSitelnosti a poctu
feseni takovych kongruenci a v dalsich ¢astech skript podrobné;jsi vysledky
v nékterych specialnich piipadech.

4.4. Kongruence s prvociselnym modulem.

VETA 25. Bud p prvocislo, f(x) € Z[z]. Libovolnd kongruence
f(z) =0 (mod p) je ekvivalentni s kongruenci stupné nejvyse p — 1.

DUKAZ. Protoze pro libovolné a € Z plati p | a? —a (dusledek Malé
Fermatovy véty), jsou fesenim kongruence 2 —x = 0 (mod p) vSechna
celd ¢isla. Vydélime-li polynom f(z) se zbytkem polynomem z? — z,
dostaneme

f(x) =q(z) - (a" —x) + r(z)
pro vhodné f(x),r(x) € Z, kde stupen r(x) je mensi nez stupen délitele
tedy nez p. Dostavame tak, ze kongruence r(x) = 0 (mod p) je ekvi-
valentni kongruenci f(x) = 0 (mod p) a je pritom stupné nejvyse
p— 1. Il
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VETA 26. Bud p prvocislo, f(x) € Zlx]. Md-li kongruence f(x) =0
(mod p) vice nez st(f) resent, pak jsou viechny koeficienty polynomu f
ndsobkem p.

DUKAZ. V jazyce algebry jde vlastné o pocet kofenti nenulového
polynomu nad (kone¢nym) télesem Z,, kterych je nejvyse st(f). O

DUSLEDEK. (Jing dikaz Wilsonovy véty) Pro kazdé prvocislo p
plati

(p—1!=-1 (mod p).

DUKAZ. Pro p = 2 je tvrzeni zfejmé, déle uvazujme jen lich4
prvocisla p. Resenim kongruence

(r— 1)@ =2 (r—(p—1)— (@ =1)=0 (mod p)

je podle Malé Fermatovy véty libovolné a € Z, které neni nasobkem
p, tj. kongruence ma p — 1 feSeni. Ptitom je ale jeji stupen mensi nez
p—1, proto jsou podle predchozi véty vsechny koeficienty polynomu na
levé strané kongruence nasobkem p, specidlné absolutni ¢len, kterym je
(p— 1!+ 1. Tim je Wilsonova véta dokdzéna. g

4.5. Binomické kongruence a primitivni kofeny. V této ¢asti
se zamétime na feSeni specialnich typu polynomidlnich kongruenci vyssiho
stupné, tzv. binomickych kongruenci. Jde o analogii binomickych rov-
nic, kdy polynomem f(x) je dvojclen z™ — a. Snadno se ukaze, ze se
muzeme omezit na pripad, kdy je a nesoudélné s modulem kongruence
— v opa¢ném piipadé totiz vzdy muzeme pomoci ekvivalentnich uprav
kongruenci na tento pfipad prevést nebo rozhodnout, ze kongruence
neni fesitelna.

PRIKLAD. Reste kongruenci

r* =18 (mod 63).

RESENI. Protoze je (18,63) = 9, musi platit 9 | 22, tj. 3 | =
Polozime-li x = 3z, z1 € Z, dostdavame ekvivalentni kongruenci z{ =
(mod 7), ktera jiz spliuje omezeni na nesoudélnost modulu a pravé
strany kongruence. Podle Véty 26| vime, Ze ma nejvyse 2 feSeni a snadno
se vidi, ze jimi jsou x; = £3 (mod 7), tj. z; = £3,£10, +17, £24, +31,
438, £45, +52, 59 (mod 63). Resenimi ptivodni kongruence jsou tedy
x=3-x1 (mod 63), tj. z = £9,+12, 430 (mod 63).

PRIKLAD. Reste kongruenci
r*=3 (mod 18).

RESENI. Protoze je (3,18) = 3, nutné 3 | . Uzijeme-li, podobné
jako vyse, substituci x = 3 - x1, dostavame kongruenci
2728 =3 (mod 18),

kterd zfejmé nemd FeSeni, protoze (27,18) 1 3.
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DEFINICE. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Cislo a nazveme n-tjm
mocninnym zbytkem modulo m, pokud je kongruence

" =a (mod m)

fesitelna. V opac¢ném ptipadé nazveme a n-tym mocninnym nezbytkem
modulo m.

Pro n = 2,3, 4 pouzivame terminy kvadraticky, kubicky a bikvad-
raticky zbytek, resp. nezbytek modulo m.

V tomto odstavci ukazeme, jakym zpusobem feSit binomické kon-
gruence modulo m, pokud modulo m existuji tzv. primitivni kofeny.

DEFINICE. Necht m € N. Celé ¢islo a € Z, (a,m) = 1 nazveme
primitivnim korenem modulo m, pokud je jeho fad modulo m roven

p(m).

LEMMA. Je-li g primitivni koren modulo m, pak pro kaZdé cislo
a € Z, (a,m) =1 ezistuje jediné x, € Z, 0 < x, < p(m) s vlastnosti
g** = a (mod m).

Funkce a — x, se nazyva diskrétni logaritmus, prip. index cisla x
(vzhledem k danému m a zafizovanému primitionimu koreni g) a je
bijekci mezi mnoZinami
{a€Z;(a,m)=1,0<a<m}a{reZ;0<x<p(m)}.

DUKAZ. Staci ukdzat tvrzeni o bijekci a protoZe obé mnoziny maji
stejny pocet prvku, stac¢i dokazat injektivitu uvedeného zobrazeni. Pred-
poklddejme, ze pro z,y € Z,0 < z,y < @(m) je ¢* = ¢¥ (mod m).
Podle Véty [1§ pak z =y (mod ¢(m)), tj. z = y. d

Pozdéji ukazeme, ze primitivni kofeny existuji ,,dostatecné casto*
na to, aby nasledujici véta tesila vSechny potiebné pripady.

VETA 27. Bud m € N takové, Ze modulo m existuji primitioni
koreny. Ddle necht a € Z, (a,m) = 1. Pak kongruence

" =a (mod m)

je Tesitelnd (tj. a je n-ty mocninny zbytek modulo m), pravé kdyz
a?™/d =1 (mod m),

kde d = (n,p(m)).

Pritom, je-li tato kongruence tesitelnd, md prdave d resend.

DUKAZ. Necht g je primitivni kofen modulo m. Pak podle piedchoziho
Lemmatu existuje pro libovolné x nesoudélné s m jediné y € 7Z; 0 <
y < @(m) tak, ze x = ¢g¥ (mod m), podobné pro dané a existuje je-
diné b € Z; 0 < b < p(m) tak, ze a = ¢° (mod m). ReSend binomicks
kongruence je tedy po této substituci ekvivalentni s kongruenci

(¢")"=g" (mod m)
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a s vyuzitim Véty [I§ i s linedrn{ kongruenci

n-y=b (mod p(m)).
Tato kongruence je fesitelna, pravé kdyz d = (n,eo(m)) | b (a je-
li fesitelnd, pak ma d feSeni). Zbyva dokazat, ze d | b, pravé kdyz
a?m/d =1 (mod m).
Kongruence 1 = a#(™/4 = gb¢(m)/d plati prave kdyz ¢(m) |
a to plati prave kdyz d | b.

bp(m)
d

O.

DUSLEDEK. Za predpokladii predchozi véty, je-li navic (n,p(m)) =
1, md kongruence ™ = a (mod m) vidy TeSeni, a to jediné. Jingmi
slovy, umocrniovani na n-tou (kde n je nesoudélné s p(m)) je bijekce na
mnoziné Z,, invertibilnich zbytkovijch trid modulo m.

DUKAZ. Ziejmy. O

Nésledujici véty nam davaji obecnou informaci o poctu reseni kon-
gruenci podle modulu, kterym je mocnina prvocisla. Jde o specialni
piipady Henselova lemmatu pro pripad binomickych kongruenci.

VETA 28. Bud p prvoéislo, a € Z,n € N,p{ a, ptn. Je-li kon-
gruence " = a (mod p) Teditelnd, je rTesitelnd i kongruence ™ = a
(mod p®) pro libovolné prirozené ¢islo o a md stejny pocet Teseni jako
kongruence modulo p.

DUKAZ. Plyne z Henselova lemmatu pro kongruenci f(z) = 0 (mod p),
kde f(z) = 2™ — a. Pak totiz f'(z) = n - 2" a pokud b € Z spliiuje
f(b) =0 (mod p), pak jisté p t b, a proto p1 f'(b).

]

VETA 29. Bud' n € N, a € Z, 21 a. Oznac¢me ddle | € Ny nejuétsi
takové, ze 2! | n. Je-li kongruence " = a (mod 2%*1) fesitelnd, je
resitelnd i kongruence " = a (mod 2%) pro libovolné a € N, a > 2[+1
a md stejny pocet tesent jako kongruence modulo 2%+

DUKAZ. Prozatim neuveden. O

PozNAMKA. Uvéazime-li v piedchozi vété piirozené cislo n = 2
(mod 4), pak je [ = 1. Pro liché a je kongruence z" = a (mod 8)
fesitelnd pravé kdyz je a = 1 (mod 8) (a m4 4 feSeni). Diky prechozi
vété vime, ze pro a = 1 (mod 8) mé FeSeni libovolnd kongruence tvaru
" =a (mod 2%) pro a > 3 a mé 4 feSeni.

V predchozich odstavcich jsme se zabyvali fesitelnosti binomickych
kongruenci podle moduli, pro které existuje primitivni koten. Ve zbytku
této ¢asti se budeme zabyvat tim, pro kterd ¢isla primitivni koreny exis-
tuji. Postupné dokazeme nasledujici vétu:

VETA 30. Bud m € N, m > 1. Primitivni koreny modulo m existugi
pravé tehdy, kdyz m splnuje nékterou z ndsledujicich podminek:
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e m =2 nebom =4,
e m je mocnina lichého prvocisla
e m je dvojndasobek mocniny lichého prvocisla.

PozNAMKA. Pokud pro pfirozené ¢islo existuji primitivni kofeny,
tak jich mezi ¢isly 1,2, ..., m existuje pravé p(¢(m)). Je-li totiz g pri-
mitivn{ koten a a € {1,2,...,¢(m)} libovolné, pak ¢g* je podle Véty
radu (aié@))’ coz je rovno (m) pravé tehdy, je-li (a,p(m)) = 1.

Takovych a je v mnoziné {1,2,... ¢(m)} pravé p(¢p(m)).

Dukaz Véty provedeme v nékolika krocich. Snadno je vidét, ze pri-
mitivni kofen modulo 2 je 1 a modulo 4 je 3. Dale ukazeme, ze pri-
mitivni kofeny existuji modulo libovolné liché prvocislo (pro ty, kdo si
pamatuji zaklady algebry, tak vlastné jinym zpusobem dokazeme, ze
grupa (Z),-) invertibilnich zbytkovych tiid modulo prvociselné m je
cyklicka.

TVRZENT 4.1. Necht p je liché prvocislo. Pak existuji primitioni
koreny modulo p.

DUKAZ. Oznacéme 71,79, ...,7,1 Tady ¢isel 1,2,...,p — 1 modulo
p. Bud 6 = [r1,72,...,7_1] nejmensi spoleény nésobek téchto radu.
Ukéazeme, ze mezi Cisly 1,2, ..., p—1 existuje ¢islotadu d aze 6 = p—1.

Necht § = ¢ - ¢;* je rozklad § na prvocisla. Pro libovolné s €
{1,...k} existuje c € {1,...,p — 1} tak, ze ¢ | r. (jinak by existoval
mensi spolecny nasobek ¢isel ry,rg, ..., 7,1 nez je 0), tj. ex. b € Z tak,
7e r. = b-q%. ProtoZe ¢ ma idd r., ma ¢islo g, := ¢® podle Véty (19| fad
qs°.

Provedenim pfedchozi ivahy pro libovolné s € {1,...k} dostaneme

J1,-- ., gk a muzeme polozit g := ¢y --- gx. Podle Lemmatu za Vétou

dostdvame, Ze fadd ¢ je roven soucinu rddu ¢isel gq,. .., gi, tj. cislu
a1 Ak

ql DY qk =

Nyni dokazeme, ze 6 = p — 1. Protoze tady cisel 1,2,...,p — 1 déli
§, dostavame pro libovolné z € {1,2,...,p—1} vztah 2° =1 (mod p).
Kongruence stupné 6 modulo p ma podle Véty 26| nejvyse § feSeni (a
podle predchoziho mé p — 1 feSeni), proto nutné § > p — 1. Pfitom
d | p—1 (jakozto tad éisla g), proto zejména § < p — 1, a celkem
0=p—1 O

Nyni ukazeme, ze primitivni kofeny existuji dokonce modulo moc-
niny lichych prvocisel. K tomuto budeme pottebovat dvé pomocnd tvr-
zeni.

LEMMA. Bud p liché prvoéislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné
a € 7 plati

(1+ap)” " =1+ap™" (mod ph).
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DUKAZ. Plyne snadno z binomické véty s vyuzitim matematické
indukce.
I. Pro [ = 2 tvrzeni ziejmeé plati.
II. Necht tvrzeni plati pro I, dokdZzeme jej i pro [ + 1. S vyuzitim
Lemmatu na str. [23[tak umocnénim na p-tou tvrzeni pro [ (s navysenim
modulu) dostaneme

(1+ap)’ ' =1 +ap™"? (mod pth).
Z binomické véty pritom plyne
p
1 =1y _ P A DY &k -1k
(I+ap™) +p-a-p —i-zkap
k=2
a vzhledem k tomu, ze pro 1 < k < p plati p | (Z , stac¢i ukazat
pH | pt DR coz je ekvivalentni s 1 < (k — 1)(I — 1). Rovnéz pro
k = p dostavame diky [ > 3 vztah p!*! | pl=br,
U

LEMMA. Bud p liché prvoéislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné
a € 7, spliugici p t a plati, Ze vdd éisla 1+ ap modulo p' je roven p'~1L.

DUKAZ. Podle pfedchoziho Lemmatu je

(1+ap)’ =14ap (mod ph),

-1

a uvazime-li tuto kongruenci modulo p!, dostaneme (1 + ap)?” =1
(mod p'). Pfitom pifmo z piedchoztho Lemmatu a faktu p { a plyne
(1+ap)?* #1 (mod p'), coz davé pozadované. O

TVRZENT 4.2. Bud’ p liché prvocislo. Pak pro kazdé | € N existuje
primitivnd koren modulo p'.

DUKAZ. Necht g je primitivni kofen modulo p. UkdZeme, Ze pokud
g*~ ' # 1 (mod p?), je g dokonce primitivnim kofenem modulo p! pro
libovolné I € N. (Pokud by platilo g?"* =1 (mod p?), pak (g+p)P~! =
1+(p—1)g"?p # 1 (mod p?), a tedy misto g muzeme volit za ptuvodni
primitivni koten ¢islo g + p.)

Necht tedy ¢ spliuje g?~! # 1 (mod p?). Pak existuje a € Z, pt a
tak, ze ¢! = 1+ p - a. Ukdzeme, 7e g je modulo p' fadu p(p!) =
(p — 1)p!~t. Bud n € N nejmensi &islo, spliujici ¢ = 1 (mod p').
Podle predchoziho Lemmatu je ¢g?~' = 1 + p - a iddu p'~! modulo p'.
Pak ale

(") =(¢")P"=1 (modyp)=p""|n.
Zaroven z g" = 1 (mod p) plyne p — 1 | n. Protoze jsou ¢isla p — 1 a
p'~! nesoudélnd, dostavame (p—1)p'~! | n. Proto n = o(p') a g je tedy
primitivni kofen modulo p'. Il

TVRZENT 4.3. Bud p liché prvocislo a g primitivni koven modulo
p! prol € N. Pak liché z éisel g, g+ p' je primitivnim korenem modulo
2p.
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DUKAZ. Necht c je liché piirozené ¢islo. Pak pro libovolné n € N
plati ¢® =1 (mod p'), pravé kdyz ¢ = 1 (mod 2p'). Protoze ¢(2p!) =
o(ph), je kazdy lichy primitivni kofen modulo p! rovnéz primitivnim
kofenem modulo 2p'. O

Dalsi tvrzeni popisuje ptripad mocnin sudého prvocisla. K tomu
vyuzijeme obdobnych pomocnych tvrzeni jako v pripadé lichych prvocisel.

LEMMA. Bud' l € N, 1> 3. Pak 5 " =1+2"" (mod 2V).
DUKAZ. Obdobné jako vyse pro 21 p. O
LEMMA. Bud | € N, [ > 3. Pak vdd ¢isla 5 modulo 2" je 21=2.
DUKAZ. Snadny z piedchoziho Lemmatu. U

TVRZENI 4.4. Necht | € N. Primitivni koreny existuji modulo 2!
praveé tehdy, kdyz | < 2.

DUKAZ. Bud ! > 3. Pak mnozina
S={(-1)"-5%ae{0,1},0<b<2"%beZ}

tvoif redukovanou soustavu zbytki modulo 2 (ma totiz ¢(2') prvki
o kterych se snadno ukéze, Ze jsou po dvou nekongruentni modulo 2').
Ptitom ztejmeé (s vyuzitim predchoziho Lemmatu) #dd kazdého prvku
S dalf 2!=2 proto v této (a tedy ani v zadné jiné) redukované soustave
nemuze existovat prvek fadu ¢(2!) = 2!-1, O

Poslednim kaminkem do mozaiky tvrzeni, ktera spolecné dokazuji
Veétu30] je tvrzeni popisujici neexistenci primitivnich kofent pro slozena
¢isla, kterd nejsou mocninou prvocisla (ani jejim dvojnasobkem).

TVRZENT 4.5. Necht m € N je délitelné alespori 2 prvocisly a nend
dvojndsobkem mocniny lichého prvocisla. Pak modulo m neexistuji pri-
mativnd koreny.

DUKAZ. Bud rozklad m na prvocisla tvaru 2°p{" - - - pp*, kde o €
No,; € N;2 1 p; a bud plati k¥ > 2 nebo & > 1 a a > 2. Oznacime-
i 6= [p2%),p(PT"),...,o(@P!")], pak se snadno vidi, ze § < p(2%) -
o(pi*) - e(pf') = @(m) a ze pro libovolné a € Z, (a,m) = 1 plati
a’ =1 (mod m). Proto modulo m neexistuji primitivni koreny. U

Nyni mame dokazano tvrzeni ptesné charakterizujici ty moduly, pro
které existuji primitivni kofeny. Obecné je ale pro dany modul nalezeni
primitivniho kofene velmi vypocetné narocna operace. Nasledujici véta
nam udava ekvivalentni podminku pro to, aby zkoumané ¢islo bylo
primitivnim kofenem, jejiz ovéfeni je o néco snazsi nez piimy vypocet
radu tohoto ¢isla.
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VETA 31. Bud m takové, ze modulo m existuji primitioni koreny.
Zapisme p(m) = ¢i" -+ - q.*. Pak pro libovolné g € Z, (g,m) = 1 plati,
Ze g je primitivni koren modulo m, pravé kdyz

p(m

) p(m)
ga #1 (modm)7...,g¢qk Z1 (mod m).

DUKAz. Pokud by platila nékterd z uvedenych kongruenci, zname-
nalo by to, ze ad ¢ je mensi nez ¢(m).

Obracené, pokud ¢ neni primitivni kofen, pak existuje d € N, d |
o(m), kde d < p(m) a g¢ = 1 (mod m). Je-li u = @ > 1, nutné
existuje i € {1,...,k} tak, ze ¢; | u. Pak ale

p(m) d =

g =g « =1 (modm).
g

PRIKLAD. Postupné uréime primitivn{ kofeny modulo 41,41% a 2 -
412,

RESEN{. Protoze ¢(41) = 40 = 235, je libovolné celé ¢islo g, které
je s 41 nesoudélné, primitivnim kofenem modulo 41 pravé tehdy, kdyz

g #1 (mod 41)A ¢®#1 (mod 41).

g=2: 282=2°.22=-9.8=10 (mod 41)
290 = (29 = (—9)*=81"=(-1)*=1 (mod 41)
g=3: 3F=03=(-12=1 (mod 41)
g=4: tad 4 = 2% vzdy déli Ffad 2
g=>5: 55=()1=(-21)"=2=(2%2=102=18 (mod 41)
520 _ (52)10 = (_24)10 — 940 _ (220)2 =1 (mod 41)
g=6: 65=28.3=10-1=10 (mod 41)
620 =2%0.320=9220.(3%)2.31=1.1.(-1) = -1 (mod 41)

Dokézali jsme tak, ze 6 je (nejmensi kladny) primitivni kofen mo-
dulo 41 (pokud by nés zajimaly i ostatni primitivni kofeny modulo 41,
tak bychom je dostali umocnénim 6 na vSechna ¢isla od 1 do 40, ktera
jsou se 40 nesoudélna — je jich prave p(40) = ¢(23-5) = 16 a jsou jimi
tyto zbytky modulo 41: 46, £7, £11, £12, +13, +15, £17, £19.

Dok4zeme-li nyni, ze 61° # 1 (mod 41?), budeme védét, Ze 6 je
i primitivnim kofenem modulo libovolnd mocnina 41 (pokud bychom
,méli smulu® a 6*° = 1 (mod 412), pak by primitivnim kofenem mo-
dulo 412 bylo ¢islo 47 = 6 +41). Pfi ovéreni podminky si vypomuZeme
nékolika triky (tzv. moduldrni reprezentace ¢isel), abychom se obesli
bez manipulace s velkymi ¢isly.

Nejprve vypoétéme zbytek po déleni 68 ¢islem 412; k tomu se nam
bude hodit vypocitat zbytek po déleni éisel 28 a 38:
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2% =256 = 6- 41 + 10
=03 =(2-41-12=-4-41+1 (mod 41
Pak 6° =2%.3% = (6- 41+ 10)(—4-41 + 1) =
=-34-41+10=7-41+10 (mod 41%)
a 6% = (6%)° = (7-41 +10)° = (10° + 5-7-41-10%) =
=10%(10+35-41) = (—2-41 — 4)(—6-41 + 10) =
=(4-41—-40) =124 #1 (mod 41?).

Pfitom jsme vyuzili toho, Ze 10* = 6-41% — 86, tj. 10* = —2-41 —4
(mod 412).

Je tedy 6 primitivnim kofenem modulo 412 a protoze je to sudé éislo,
je primitivnim kofenem modulo 2-41? ¢fslo 1687 = 6 +41? (nejmensim
kladnym primitivnim kofenem modulo 2 - 412 je ptitom &islo 7).

4.6. Kvadratické kongruence a Legendretv symbol. Nasim
ukolem bude najit jednodussi podminku, jak zjistit, jestli je fesitelnd
(a piipadné, kolik mé feseni) kvadratickd kongruence

ar® +br+c=0 (mod m).

7 obecné teorie, uvedené v predchozich odstavcich, je snadné vidét,
ze k rozhodnuti, je-li tato kongruence tesitelnd, staci urcit, je-li fesitelna
(binomicka) kongruence

7> =a (mod p), (27)

kde p je liché prvocislo a a ¢islo s nim nesoudélné.

Pro urceni tesitelnosti kongruence muzeme samoziejmeé vyuzit
Vétu 27] jeji vyuziti ale ¢asto nardzi na vypocetni slozitost, proto se
v kvadratickém pripadé snazime najit kritérium jednodussi na vypocet.

PRIKLAD. Urcete pocet feSeni kongruence z2 = 219 (mod 383).

RESENI. Protoze 383 je prvocislo a (2, ¢(383)) = 2, z Vétyplyne,
ze dand kongruence je tesitelnd (a ma 2 teSeni), pravé tehdy, kdyz
219" = 219" = 1 (mod 383). Ovéieni platnosti neni bez pouzitf
vypocetni techniky snadné (i kdyz je to pofad jesté ,na papite” vycislitelné).
Zavérem této casti tuto podminku ovérime s pomoci Legendreova sym-
bolu daleko snadnéji.

DEFINICE. Necht je p liché prvocislo. Legendretiv symbol definujeme
predpisem

1 pfta, a je kvadraticky zbytek modulo p,

a
p

—1 pta, a je kvadraticky nezbytek modulo p.
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PRIKLAD. ProtoZe je kongruence 2 = 1 (mod p) fesitelnd pro li-
bovolné liché prvocislo p, je (1/p) = 1.
(—1/5) = 1, protoze kongruence 2> = —1 (mod 5) je ekvivalentn{

s kongruenci = = 4 (mod 5), jejimiz fesenimi jsou z = £2 (mod 5).

LEMMA. Necht p je liché prvocislo, a,b € Z libovolnd. Pak plati:

1. (%) =a"7 (mod p).

00,
4= p) = ()=
DUKAZ. ad 1. Pro p | a je tvrzeni ziejmé; pokud je a kvadraticky
zbytek modulo p, pak tvrzeni plyne z Véty 27} Z téze véty plyne,
ze v piipadé kvadratického nezbytku je o'z # 1 (mod p). Pak ale,
protoze p | a? ' — 1 = (a"= — 1)(a"= + 1) nutné p | "= + 1, tj.
a'r =1 (mod p).
ad 2. Podle 1. dostavame

O L

Protoze jsou hodnoty Legendreova symbolu z mnoziny {—1,0, 1}, plyne
z kongruence (ab/p) = (a/p)(b/p) (mod p) pfimo rovnost.
ad 3. Zrejmé z definice. O

DUSLEDEK. 1. V libovolné redukované soustavé zbytki modulo p je
stejny pocet kvadratickych zbytki a nezbytki.

2. Soucin dvou kvadratickiyjch zbytku je zbytek, soucin dvou nezbytki
je zbytek, soucin zbytku a nezbytku je nezbytek.

3. (=1/p) = (—1)172;1, tj. kongruence x> = —1 (mod p) je Fesitelnd
pravé tehdy, kdyzp =1 (mod 4).

DUKAzZ. ad 1. Kvadratické zbytky ziskdme tak, Ze vSechny prvky
redukované soustavy zbytku umocnime na druhou. Téchto prvku je
p — 1, pritom druhé mocniny 2 prvku jsou spolu kongruentni prave
tehdy, kdyz je soucet téchto prvku nasobkem p. Mame tedy prave p%l
kvadratickych zbytku, a tedy rovnéz p — 1 — p%l = 7%1 kvadratickych
nezbytku modulo p. Predpoklad, ze p je prvocislo, je podstatny — pro
slozend ¢isla je kvadratickych nezbytku vice nez zbytku (viz ddle ¢édst
o Jacobiho symbolu).

ad 2. Tvrzeni je zfejmé z predchoziho lemmatu.

ad 3. Ziejmé. O

Jiz s vyuzitim téchto zdkladnich tvrzeni o hodnotach Legendre-
ova symbolu jsme schopni dokazat vétu o nekonecnosti poctu prvocisel
tvaru 4k + 1.

TVRZENT 4.6. Prvocisel tvaru 4k + 1 je nekonecéné mnoho.
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DUKAZ. Sporem. Piedpokladejme, Ze p1, ps, . .., p; jsou vSechna pr-
vocisla tvaru 4k + 1 a uvazme ¢islo N = (2py - -+ p;)? + 1. Toto ¢islo je
opét tvaru 4k + 1. Pokud je N prvocislo, jsme hotovi (protoze je jisté
vétsi nez kterékoli z py,pe,...,p), pokud je slozené, musi existovat
prvocislo p, délici N. Ziejmé pritom zadné z prvocisel 2, pi, pa, ..., m
neni délitelem N, proto staci dokdzat, ze p je rovnéz tvaru 4k + 1.
Protoze ale (2p;---p)*> = —1 (mod p), dostdvdme, ze (—1/p) = 1, a
to plati pravé tehdy, je-li p =1 (mod 4). O

Nyni odvodime dalsi pravidla pro vypocet Legendreova symbolu.
Uvazujme mnozinu S nejmensich zbytku (v absolutni hodnoté) mo-
dulo p. Je-li p prvocislo, a € Z, p 1 a, pak oznaéime pu,(a) pocet
zapornych nejmensich zbytku (v absolutni hodnoté) ¢isel
p—1
5
tj. pro kazdé z téchto cisel uréime, se kterym ¢islem z mnoziny S je
kongruentni a spoc¢itame pocet zapornych z nich.

1-a,2-a,..., a,

PozNAMKA. Obvykle budou p a a zafixované, potom budeme misto
p(a) psat jen pu.
PRIKLAD. Vypoctéte hodnotu i pro p = 11, a = 3.

RESENL. S = {5, —4, -3, -2,—1,1,2,3,4,5}. Protoze 1-3 = 3, 2-
=-53-3=-2,4-3=1,5-3=4 (mod 11), dostdvame p = 2.

LEMMA (Gaussovo). Je-li p liché prvocislo, a € Z, p 1 a, pak

(-

DUKAZ. Pro kazdé i € {1,2,..., 251} ureime m; € {1,2,..., 21}
tak, ze i-a = +m; (mod p). Snadno se vidi, ze pokud k, 1 € {1,2,..., 21}
jsou ruzné, jsou ruzné i hodnoty my, m; (mpy =m; = k-a==4l-a
(mod p) = k = £l (mod p), coz nelze jinak, nez ze k = 1).
Proto splyvaji mnoziny {1,2, ..., p%l} a{my,mo,... ,m%}. Vynasobenim
kongruenci

l-a=+m; (mod p)
2-a=4my (mod p)

ra=tmpa (mod p)

dostavame
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(mezi pravymi stranami je jich pravé p zapornych). Po vydéleni obou

p—1
stran ¢islem ((p—1)/2)! dostavame diky vztahu (a/p) =a 2 (mod p)
pozadované tvrzeni. O

S vyuzitim Gaussova lemmatu dokdzeme hlavni vétu této ¢asti, tzv.
zakon kvadratické reciprocity.

VETA 32. Necht p,q jsou lichd prvocisla. Pak

LE) =D
2. (3)=(-1)
2 M=0 (DTT

DUKAZ. Véta se v tomto tvaru uvadi zejména proto, Ze pomoci
téchto ti1 vztahu a zakladnich pravidel pro upravy Legendreova sym-
bolu jsme schopni vypoécitat hodnotu (a/p) pro libovolné celé éislo
a. Prvni ¢ast tvrzeni jiz mame dokazanu, v dalsim nejprve odvodime
mezivysledek, ktery vyuzijeme k dukazu zbylych ¢asti. Poznamenejme
rovnéz, ze v literatute existuje mnoho ruznych dukazu této véty (v roce
2010 uvadel F. Lemmermeyer 233 dukazt), obvykle ovsem vyuzivajicich

N

orie ¢isel.
Necht je ddle a € Z, pta, k € N a necht [z] (resp. (x)) znaci celou
(resp. necelou) ¢ést redlného ¢isla z. Pak

) 2] 2] 42 2]
p p p p p
Tento vyraz je lichy prave tehdy, kdyz je (%‘3) > %, tj. prave tehdy,
je-li nejmensi zbytek (v absolutni hodnoté) ¢isla ak modulo p zaporny
(zde by mél pozorny ¢tenar zaznamenat navrat od vypoctu zdénlive
nesouvisejicich vyrazu k podminkam souvisejicim s Legendreovym sym-
bolem).

Proto je

p=l
(9) — (—1)F = ()=
Je-1li navic a liché, je a + p ¢islo sudé a dostavame
at+ 2 a+
B)-(3)-(9)-() (-
p p p p p

D TiE (2] Sk
= (- T = (= 5T (R

Celkem tak dostavame (pro liché a)

(%) ' @ = (C)EE L )T, (28)

coz pro a = 1 dava pozadované tvrzeni z bodu 2.
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Podle jiz dokézané casti 2 a ze vztahu dostavame pro lichd
¢isla a

p—1
a T2 rak
2 = (_1)Zk:1 [
(p)

Uvazme nyni pro dana prvocisla p # ¢ mnozinu

T'={qxzecZ 1<z<(p-1)2}x{py;ycZ 1<y<(q—1)/2}.

Zrejmé je |T| = 2+ - 1 a ukdzeme, Ze rovnéz

()T = (cD)ERE B (LS 5] (29)

¢imz budeme vzhledem k predchozimu hotovi.

Protoze pro zadna x, y z pripustného rozsahu nemuze nastat rovnost
gr = py, muzeme mnozinu 71" rozlozit na dvé disjunktni podmnoziny
Ty a Ty tak, ze Ty = TN {[u,v]; u,v € Z,u < v}, Ty =T\ T). Ziejmé
je Ty pocet dvojic [gx,py], kde = < §y. Protoze §y < § . % <L je
[gy] < p%l. Pro pevné y tedy v T; lezi pravé ty dvojice [qx, py], pro
které¢ 1 < o < [By], a tedy [Th] = Z(qfl)/z[%’y]. Analogicky |T3| =

y=1
S al.
Proto (2) = (=1)"1a (2) = (1) a zdkon kvadratické reciprocity

je dokéazan. O

DUSLEDEK. 1. —1 je kvadraticky zbytek pro prvocisla p spliugjici
p=1 (mod 4) a nezbytek pro prvocisla splrugici p =3 (mod 4).

2. 2 je kvadraticky zbytek pro prvoéisla p spliugici p = £1 (mod 8)
a nezbytek pro prvocisla spliujici p = £3 (mod 8).

3. Je-lip=1 (mod 4) nebo ¢ =1 (mod 4), je (p/q) = (q/p), jinak
(tj. p=q=3 (mod 4)) je (p/q) = —(a/p).

PRIKLAD. Urcete (£).
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RESENT.

101
—) nebot 101 ddvd po déleni 4 zbytek 1

11
=79 nebot 79 ddvd po déleni 8 zbytek -1
79 c o L g
= (—-1) (ﬁ) nebot 11 1 79 ddvaji po déleni 4 zbytek 3
2 % s s ~ ’
= (-1) (ﬁ) =1 nebot 11 davd pod déleni 8 zbytek 3

4.7. Jacobiho symbol. Vy¢isleni Legendreova symbolu (jak jsme
videli i v pfedchozim piikladu) umoznuje pouzivat zdkon kvadratické
reciprocity jen na prvocisla a nuti nas tak provadét faktorizaci cisel
na prvocisla, coz je vypocetné velmi narocna operace. Toto 1ze obejit
rozsitenim definice Legendreova symbolu na tzv. Jacobiho symbol s po-
dobnymi vlastnostmi.

DEFINICE. Necht a € Z, b € N, 2t b. Necht b = pypy - - - py je roz-
klad b na (lichd) prvocisla (vyjimecné neseskupujeme stejnd prvocisla
do mocniny, ale vypisujeme kazdé zv14st, napt. 135 = 3-3-3-5). Symbol

()= G) GG

se nazyva Jacobitho symbol.

Déle ukazeme, ze Jacobiho symbol ma podobné vlastnosti jako
Legendreuv symbol (s jednou podstatnou odchylkou). Neplati totiz
obecné, Ze z (a/b) = 1 plyne fesitelnost kongruence 2 = a (mod b).

3)-6) ()

a pritom kongruence

PRIKLAD.

r?=2 (mod 15)

nenf{ fesitelnd (nenf totiz resitelnd kongruence z? = 2 (mod 3) a nenf
ani fesitelnd kongruence x*> = 2 (mod 5)).
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TVRZENT 4.7. Necht b,V € N jsou lichd, a,a,,as € Z libovolnd.
Pak plati:

LEMMA. Bud'te a,b € N lichd. Pak plati

ab—1 — a—1 b—1
1. 222 :TQ+T2(mOd 2),
2. o=l = ol 4 ol (mod 2).

DUSLEDEK. Pro ai,...,a, € N lichd plati

o st = il (04 2),

oy et = Ml (104 2),

~

NS

VETA 33. Necht a,b € N jsou lichd. Pak

5
~
ISHISIESHIN)
S—
Yoy
Q|
SN—"
I
—
|
—_
N—
)
(V]

DUKAZ. Snadny. O

4.8. Aplikace Legendreova a Jacobiho symbolu. Primarni
motivaci k zavedeni Jacobiho symbolu byla potieba vy¢isleni Legen-
dreova symbolu (a tedy rozhodnuti o Fesitelnosti kvadratickych kongru-
enci) bez nutnosti rozkladu ¢isel na prvocisla. Ukazme si proto piiklad
takového vypoctu.

PRIKLAD. Rozhodnéte o fesitelnosti kongruence 2 = 219 (mod 383).
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RESEN{. 383 je prvocislo, proto bude kongruence fesitelnd, bude-li
Legendreuv symbol (219/383) = 1.

219 383
(%> = — (E) (Jacobi) 383 i 219 ddvaji po délent 4 zbytek 3
__(le4
N 219
41
__(E> 164 = 2% - 41
219 . ; L g
= — (Z) (Jacobi) nebot 41 ddvd po déleni 4 zbytek 1
B 14
41
__(2\(~
o \41/\41
7 ) L oo
= — (H) nebot 41 davd pod déleni 8 zbytek 1
41 ) Va 7/ ~ 4
= — (7) nebot 41 davd pod délent 4 zbytek 1
—1 ; . g
= — (7) =1 nebot 7 davd po déleni 4 zbytek 3.

Dalsi aplikaci je v jistém smyslu opacna otazka: Pro kterd prvocisla
je dané c¢islo a kvadratickym zbytkem? (tuto otdzku jiz umime od-
povédét napt. pro a = 2). Prvnim krokem je zodpovézeni této otazky
pro prvocisla.

VETA 34. Necht q je liché prvoéislo.

e je-li ¢ = 1 (mod 4), pak je q kvadraticky zbytek modulo ta
prvoéisla p, kterd spliuji p = r (mod q), kde r je kvadraticky
zbytek modulo q.

e je-li ¢ = 3 (mod 4), pak je q kvadraticky zbytek modulo ta
prvocisla p, kterd spliugi p = +b* (mod 4q), kde b je liché a
nesoudeélné s q.

DUKAZ. Prvni tvrzen{ plyne trividlné ze zdkona kvadratické reci-
procity. Necht tedy ¢ = 3 (mod 4), tj. (¢/p) = (—1)%(p/q). Necht
nejprve p = +b? (mod 4q), kde b je liché. Pak p = b* = 1 (mod 4) a
p =% (mod q). Tedy (—1)pT_1 =1la(p/q) =1, odkud (¢/p) = 1. Je-li
nyni p = —b? (mod 4q), pak obdobné p = —b*> = 3 (mod 4) a p = —b*

P

(mod q). Tedy (—1)%1 =—1a(p/q) = —1, odkud opét (¢/p) = 1.
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Obrécené, méjme (g/p) = 1. Mame dvé moznosti — bud (—1)"z =

1a(p/q) =1, nebo (—1)207_1 = —1a (p/q) = —1. V prvnim piipade
je p = 1 (mod 4) a existuje b tak, ze p = b* (mod q) (Ize pritom
piedpoklddat, ze b liché). Pak ale b> = 1 = p (mod 4) a celkem p = b?
(mod 4¢). V druhém piipadé je p = 3 (mod 4) a existuje b liché tak,
7e p = —b? (mod q). Tedy —b*> = 3 = p (mod 4) a celkem p = —b>
(mod 4q). O

PRIKLAD. Urcete modulo kterd prvocisla je

kvadratickym zbytkem.

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze pokud je modul kvadratické kongru-
ence prvocislo spliujici p = 3 (mod 4), pak umime nejen rozhodnout
o tesitelnosti kongruenci, ale rovnéz popsat vSechna feseni.

TVRZENT 4.8. Necht p = 3 (mod 4),a € Z spliugi (a/p) = 1. Pak
md kongruence > = a (mod p) Fesend
x=ta" T (mod p).
DUKAZ. Ovéifme snadno zkouskou

(a%)2 =4¢"T =a- (%) =a (mod p).

g

Pro dokresleni obrazu o kvadratickych zbytcich a nezbytcich for-
mulujeme jesté jedno tvrzeni (pro nepfilis obtizny dikaz euklidovského
typu viz [3]).

VETA 35. Necht a € N neni druhou mocninou. Pak existuje ne-
konecné mnoho prvocisel, pro kterd je a kvadratickym nezbytkem.
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5. Aplikace teorie cisel

5.1. Vypocetni aspekty teorie ¢isel. V mnoha praktickych ilohéch
vyuzivajicich vysledky teorie ¢isel je zapotiebi umét rychle provést je-
den ¢i vice z nasledujicich vypoctu:

(1) bézné aritmetické operace (soucet, soucin, déleni se zbytkem)
na celych ¢islech,

(2) zbytek mocniny celého ¢isla a na prirozené ¢islo n po déleni
danym m.

(3) inverzi celého ¢isla a modulo m € N,

(4) nejvetsi spoleény délitel dvou celych éisel (a pripadné koefici-
enty do Bezoutovy rovnosti),

(5) rozhodnout o daném ¢isle, je-li prvocislo nebo slozené,

(6) v pripadé slozenosti rozlozit dané ¢islo na souéin prvoéisel.

Zakladni aritmetické operace se i na velkych ¢islech obvykle
provadéji obdobné jako jsme se to ucili na zakladni a stfedni skole, kdy
umime scitat v linedrnim, nasobit a délit se zbytkem v kvadratickém
case. Pro nasobeni, které je zékladem mnoha dalsich operaci, existuji
asymptoticky rychlejsi algoritmy (typu rozdél a panuj) - napt. prvni
takovy Karatsubiiv (1960) ¢asové narocnosti ©(n'°#23) nebo algoritmus
Schénhage-Strassenuv (1971) ¢asové narocénosti ©(n log n loglogn), ktery
vyuziva tzv. Fast Fourier Transform. Ten je ale pres svou asymptotic-
kou prevahu vyhodny az pro nasobeni ¢isel majicich alespon desitky
tisic cifer (a pouzivd se tak napt. v GIMPS).

Pékny prehled je napt. nahttp://en.wikipedia.org/wiki/Computational _
complexity_of_mathematical_operations

GCD a modularni inverze. Jak uz jsme ukazovali diive, vypocet
feseni kongruence a - x = 1 (mod m) s neznamou x lze snadno (diky
Bezoutové véteé) prevést na vypocet nejvétsiho spoleéného délitele éisel
a a m a na hledani koeficientu k, [ do Bezoutovy rovnosti k-a+1-m =1
(nalezené k je pak onou hledanou inverzi a modulo m).

function extended_gcd(a, m)
if m=0
return (1, 0)
else
(q, r) := divide (a, m)
(k, 1) := extended_gcd(m, 1)
return (1, k — q x 1)

Podrobnd analyza (viz napf. [Knuth] nebo [Wikil) ukazuje, Ze
tento algoritmus je kvadratické casové slozitosti.

Modularni umocnovani je, jak jsme jiz vidéli diive, velmi vyuzivana
operace mj. pri ovérovani, zda je dané ¢islo prvocislo nebo ¢islo slozené.


http://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations
http://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations
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Jednim z efektivnich algoritmu je tzv. modularni umocnovani zprava
doleva:

function modular_pow (base, exponent, modulus)
result =1
while exponent > 0
if (exponent mod 2 = 1):
result := (result x base) mod modulus
exponent := exponent >> 1
base = (base * base) mod modulus
return result

Algoritmus moduldrniho umocnovani je zalozen na myslence, ze
napf. pii pocitani 264 (mod 1000)

e neni tieba nejprve pocitat 264 a poté jej vydélit se zbytkem

¢islem 1000, ale 1épe je postupné nasobit ,dvojky“ a kdykoliv
je vysledek veétsi nez 1000, provést redukei modulo 1000,

e ale zejména, ze neni tfeba provadét takové mnozstvi nasobeni
(v tomto piipadé 63 naivnich ndsobeni je mozné nahradit pouze
Sesti umocnénimi na druhou, nebot

29 = (((((2)22)22)*

PRIKLAD (Ukdzka prubéhu algoritmu). Vypoctéme 2°° (mod 561).
Protoze 560 = (1000110000)2, dostaneme uvedenym algoritmem

exponent | base | result | exp’s last digit
560 2 1 0
280 4 1 0
140 16 1 0
70 256 1 0
35 460 1 1
17 103 | 460 1
8 511 | 256 0
4 256 | 256 0
2 460 | 256 0
1 103 | 256 1
0 511 1 0

A tedy 2°° =1 (mod 561).

V prubéhu algoritmu se pro kazdou binarni ¢islici exponentu pro-
vede umocnéni zékladu na druhou modulo n (coz je operace provedi-
telnd v nejhufe kvadratickém case), a pro kazdou ,jednicku® v bindrnim
zapisu navic provede jedno nasobeni. Celkové jsme tedy schopni provést
modularni umocnovani nejhure v kubickém case.
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5.2. Testy na slozenost. Piestoze plati zdkladni véta aritme-
tiky, ktera nam garantuje, ze kazdé prirozené ¢islo se da jednoznacnym
zpusobem rozlozit na soucin prvocisel, praktické nalezeni tohoto roz-
kladu je obvykle velmi vypocetné naroéna operace, obvykle provadéna
v nékolika krocich:

(1) nalezeni vSech délitelu neptevysujicich uréitou hranici (meto-
dou pokusného déleni vSemi prvocisly az do této hranice, ty-
picky je touto hranici cca 10°)

(2) otestovani zbylého faktoru na slozenosti (tzv. test na slozenost,
testujici nékterou nutnou podminku prvociselnosti)

a) pokud test slozenosti prohlasil, ze zkoumané ¢islo je asi
prvocislo, pak testem na prvociselnost ovérit, ze je to opravdu
prvocislo.

b) pokud test slozenosti prohlésil, ze zkoumané ¢islo je slozené,
pak nalézt netrividlniho délitele.

Takto je posloupnost kroki provadéna z toho duvodu, Ze jednotlivé
algoritmy maji postupné (vyrazné) rostouci ¢asovou slozitost. V roce
2002 Agrawal, Kayal a Saxena publikovali algoritmus, ktery testuje
prvociselnost v polynomialnim case, prakticky je ale zatim stale efek-
tivnéjsi pouzivat vyse uvedeny postup.

Takzvané testy na slozenost testuji nékterou nutnou podminku prvociselnosti.

Nejjednodussi takovou podminkou je Mald Fermatova véta.

TVRZENT 5.1. Fermatuv test Existuje-li pro dané N néjaké a # 0
(mod N) takové, Ze a™ 1 #1 (mod N), pak N neni prvocislo.

Bohuzel nemusi byt pro dané slozené N snadné najit takové a, ze
Fermatuv test odhali slozenost N; pro nékterd vyjimeénd N dokonce
jedind takova a jsou ta soudélna s N; jejich nalezeni je tedy ekvivalentni
s nalezenim délitele, a tedy i s rozkladem N na prvocisla.

Carmichaelova ¢isla. Skutecné existuji takova nehezka (nebo extrémné
hezkda?) slozend ¢isla N, kterd spliuji, ze pro libovolné a nesoudélné
s N plati ™1 =1 (mod N). Takov4 ¢isla se nazyvaji Carmichaelova,
nejmensi z nich je 561 = 3 - 11 - 17 a teprve v roce 1992 se podafilo
dokéazat, ze jich je dokonce nekoneéné mnoho (v OEILS jde o posloupnost
A002997: 561, 1105, 1729, 2465, 2821, . . .).


http://oeis.org
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PRIKLAD. Dokdzeme, Ze 561 je Carmichaelovo, tj. Ze pro kazdé
a € N, které je nesoudélné s 3 - 11 - 17, plati a°° =1 (mod 561).

7 vlastnosti kongruenci vime, ze stac¢i dokazat tuto kongruenci mo-
dulo 3,111 17. To ale dostaneme piimo z Malé Fermatovy véty, protoze
takové a spliiuje a? =1 (mod 3),a'® =1 (mod 11),a'® =1 (mod 17),
ptricemz 2,10 1 16 déli 560 (viz téz Korseltovo kritérium).

VETA 36 (Korseltovo kritérium). SloZené cislo n je Carmichae-
lovgm: ¢islem, prave kdyz je medélitelné ctvercem (square-free) a pro
vSechna prvocisla p délicin plati p— 1| n — 1.

PRIKLAD. Dokazte, Ze ¢isla 2465 a 2821 jsou Carmichaelova.

Euleruv test (téz Euler-Jacobi, Solovay-Strassen). Fermatuv
test lze zlepsit s vyuzitim kvadratickych zbytkt na Euleruv test, ale
vyse zminény problém se ani tak zcela neodstrani.

TVRZENI 5.2 (Euleruv test). Je-li N prvocislo a a € Z, N 1 a, pak
P (a/N) (mod N).

PRIKLAD. UvazmdJa = 5: Pak 5%*° = 1 (mod 3),5*° = 1 (mod 11),
pritom 5% = —1 (mod 17), proto urcité 5?0 # +1 (mod 561). Zde
doslo k tomu, ze neplatilo ' = +1 (mod N), proto ani nebylo tfeba
testovat hodnotu Jacobiho symbolu, ¢asto ale pravé Euleruv test muze
odhalit slozené ¢islo i v pripadé, kdy tato mocnina je rovna =£1.

PRIKLAD. Test, zdaa 2 = +1 (mod N), neodhalf napifklad N =
1729 = 7-13- 19, nebot &1 = 864 = 2° - 3 je délitelné 6, 121 18 a
tedy z Fermatovy véty plyne, ze pro vSechna cela ¢isla a nesoudélna
s N plati a"z° =1 (mod N).

Pritom ale pro a = 11 dostaneme (%) = —1 a Euleruv test tedy
slozenost ¢isla 1729 odhali.

Poznamenejme, ze hodnotu Legendreova nebo Jacobiho symbolu
(%) lze diky zdkonu kvadratické reciprocity spocitat v lepsim nez ku-
bickém case.

DEFINICE (Pseudoprvoéisla). Slozené ¢islo n se nazyvé pseudo-
prvocislo, pokud projde testem na slozenost a neni jim odhaleno jako
slozené. Mame tak

(1) Fermatova pseudoprvocisla o zékladu a

(2) Eulerova pseudoprvocisla

(3) silnd (strong) pseudoprvoéisla o zakladu a, pokud projdou
nasledujicim testem na slozenost.

3Testovani by selhalo uz pro a = 3, ale to je délitel, my chceme ukazat, ze test
muze uspét i bez nalezeni délitele.
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Fermat (2) auf (Caku‘ chael

221

Euler -Jﬂwa(z)

1905~

Silné'(2)
2 o047

TVRZENI 5.3 (Test na slozenost — zesileni Malé Fermatovy véty).
Necht p je liché prvocislo. Pisme p — 1 = 2t - q, kde t je prirozené
¢islo a q je liché. Pak pro kazdé celé c¢islo a nedélitelné p bud plati
a? =1 (mod p)) nebo existuje e € {0,1,...,t— 1} spliujici a®>7 = —1
(mod p)).

Ukazuje se, ze tento snadny test vyrazné zesiluje schopnost roz-
poznavat slozena ¢isla. Nejmensi silné pseudoprvocislo o zakladu 2 je
2047 (pritom nejmensi Fermatovo o zdkladu 2 bylo jiz 341) a pii otes-
tovani zakladu 2, 3 a 5 dostaneme nejmensi pseudoprvocislo 25326001.
Jinymi slovy, pokud nam staéi testovat pouze éisla do 2- 107, pak staci
tento test na slozenost provést pouze pro zaklady 2, 3 a 5. Pokud ¢islo
neni odhaleno jako slozené, pak je urcité prvocislem.

Na druhou stranu, bylo dokazano, ze zadnéd konecna baze neni do-
statecna.

Test Millera a Rabina je praktickou aplikaci predchoziho testu,
kdy jsme navic schopni omezit pravdépodobnost neuspéchu.

VETA 37. Necht N > 10 je liché sloZené ¢&islo. Pisme N —1 = 2t.q,
kde t je prirozené c¢islo a q je liché. Pak nejvyse cturtina z ¢isel mnoZiny
{a€Z;1<a< N, (a,N) =1} spliuje ndsledujici podminku:

a’=1 (mod N)
nebo existuje e € {0,1,...,t — 1} spliugici
a*?=—1 (mod N).

V praktickych implementacich se obvykle testuje cca 20 ndhodnych
zékladu (pfip. nejmensich prvociselnych zdkladu). V takovém piipadé
dostavame z predchozi véty, ze pravdépodobnost neodhaleni slozeného
¢isla je mensi nez 2740,

Casové nérocnost algoritmu je asymptoticky stejnd jako slozitost
modularniho umocnovani, tedy nejhure kubicka. Je ale tfeba si uvédomit,
ze test je nedeterministicky a spolehlivost jeho deterministické verze
zavisi na tzv. zobecnéné Riemannové hypotéze (GRH).
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5.3. Testy na prvociselnost. Testy na prvociselnost prichazeji

na fadu obvykle ve chvili, kdy testy na slozenost prohlasi, ze jde pravdépodobné
o0 prvoéislo, ptipadné se provadéji rovnou u specidlnich typi éisel. Uved'me
nejprve prehled nejznameéjsich testu.

(1) AKS (2002) — obecny polynomidlni test na prvocisla

(2) Pocklington-Lehmeruv test — test na prvociselnost subexpo-

nencialni slozitosti

(3) Lucas-Lehmeruv test — test prvociselnosti pro Mersenneho ¢isla

(4) Pépinuv test (1877) — test prvociselnosti pro Fermatova ¢isla

(5) ECPP - test prvociselnosti zalozeny na tzv. eliptickych kfivkach

Specialni testy — Mersenneho ¢isla.

TVRZENI 5.4 (Lucas-Lehmeruv test). Definujme posloupnost (s,)22,
rekurzivné predpisem so = 4, 8p41 = 52 — 2.
Pak je cislo M, = 2P — 1 prvocislo, prdve tehdy, kdyz M, déli s,_s.

// Determine if M, =2 -1 is prime
Lucas—Lehmer (p)
var s=4
var M =2P —1
repeat p—2 times:
s=s>—2 (mod M)
if s=0 return PRIME else return COMPOSITE

Casova slozitost testu je asymptoticky stejnd jako v pifpadé Miller-
Rabinova testu, v konkrétnich piipadech je ale efektivné;jsi.

Specialni testy — Fermatova cisla. Fermatova ¢isla jsou cisla
tvaru F,, = 22" + 1. Pierre de Fermat v 17. stolet{ vyslovil hypotézu, ze
vSechna ¢isla tohoto tvaru jsou prvocisly (ziejmé veden snahou zobecnit
pozorovani pro Fy = 3, Fy =5, Fy, = 17, F3 = 257 a F; = 65537. V 18.
stoleti ale Leonhard Euler zjistil, ze F5 = 641 x 6700417 a dodnes se
nepodarilo nalézt zadné dalsi Fermatovo prvocislo. Vzhledem k rychle
rostouci velikosti téchto ¢isel je pocitéani s nimi velmi ¢asové narocéné (a
ani nasledujici test tak neni prilis pouzivan). V soucasné dobé nejmensi
netestované Fermatovo cislo je Fj3, které ma 2585827973 cislic, a je
tak vyrazné vétsi nez nejvétsi dosud nalezené prvocislo.

TVRZENT 5.5 (Pépinuv test). Oznacme F,, = 2" +1 tzv. n-té Fer-
matovo cislo. Pak F,, je prvocislo, prave kdyz

Fp—1

377 =—-1 (mod F,).

Vidime, ze jde o velmi jednoduchy test, ktery je vlastné pouze malou
casti Eulerova testu na slozenost.
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DUKAZ KOREKTNOSTI PEPINOVA TESTU. Plati-li3™2 = —1 (mod F,),
je nutné F,, — 1 fadem ¢isla 3 modulo F;,, proto je F), prvocislo.
Obracené, necht je F,, prvocislo. Z Eulerova kritéria dostavame, Ze

3% = (Fin) (mod F,), tj. sta¢i nam uré¢it hodnotu (Fi) To je ale

snadné, protoze F, = 2 (mod 3) a tedy (£) = —1. Ddle F,, = 1
(mod 4), proto diky zdkonu kvadratické reciprocity dostavame (F%) =
—1.

Pocklington-Lehmertv test. Na zavér uvedme i obecny test na
prvociselnost, ktery pouzijeme, pokud chceme vysokou pravdépodobnost
Miller-Rabinova algoritmu promeénit v jistotu (ta jistota je ale relativni
— udava se, ze pravdépodobnost selhani Miller-Rabinova algoritmu je
nizsl nez HW chyba béhem vypoctu).

VETA 38. Necht N je prirozené ¢islo, N > 1. Necht p je prvoéislo
délici N — 1. Predpokldadejme ddle, Ze existuje a, € Z tak, Ze

N-1
a)'=1 (mod N) a (app —l,N):L

Necht p®» je nejuyssi mocnina p délici N — 1. Pak pro kazdy kladni
delitel d cisla N plati

d=1 (mod p®).

DUKAZ VETY POCKLINGTONA A LEHMERA. Kazdy kladny délitel
d ¢isla N je soucinem prvociselnych délitelu éisla N, vétu dokazme

pouze pro d prvocislo. Podle Fermatovy véty plati ag_l =1 (mod d),
N-—1 N—-1

nebot (a,, N) = 1. Protoze (a,” —1,N) =1,platia,” #1 (mod d).
Oznac¢me e fad a, modulo d. Pak platie |d—1,e | N—1lae¢{ %.
Kdyby p* te,z e | N —1 by plynulo e | %, spor. Je tedy p®» | e,

atedy ip* |d—1. d

Uziti véty Pocklingtona a Lehmera.

TVRZENI 5.6. Necht N € N, N > 1. Predpoklddejme, Ze miZeme
psit N—1=F .U, kde (F,U) =1 a F > /N, pricemz zndme rozklad
¢isla F na prvocinitele. Pak plati:

e jestlize pro kazdé prvocislo p | F muzeme najit a, € Z z predchozi
vety, pak je N prvocislo;

e je-li N prvocislo, pak pro libovolné prvocislo p | N — 1 ezistuje
a, € 7 s poZadovanymi vlastnostma.

DUKAZ. ad 1. Podle Véty jed = 1 (mod p®?) pro vSechny prvociselné
faktory F, proto je d =1 (mod F), a tedy d > v/N.

ad 2. Staci za a,, zvolit primitivn{ kofen modulo prvoéislo N (nezdvisle
na p). O
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P0ozZNAMKA. Piedchozi test v sobé zahrnuje Pépinuv test (totiz pro
N = F,, mame p = 2, kterému vyhovuje svédek prvociselnosti a, = 3).

5.4. Hledani délitele. Mame-li testem na slozenost potvrzeno,
ze jde o ¢islo slozené, obvykle chceme najit netrividlniho délitele. Jde
ale o vyrazné obtiznéjsi kol (coz je na druhé strané vyhodné pro RSA
a podobné protokoly), proto si k tématu uvedeme jen stru¢ny piehled
pouzivanych metod.

(1) Pokusné déleni — v krajnim pfipadé je mozné testovat po-
tencidlni (prvociselné) délitele az do +/n, tedy v nejhorsim
piipadé vykondme az O(y/n) déleni.

(2) Pollardova p-metoda

(3) Pollardova p — 1 metoda

(4) faktorizace pomoci eliptickych kiivek

(5) Metoda kvadratického sita (QS)

(6) Metoda sita v ¢iselném télesa (NF'S)

Podrobnosti viz predmét M8190 Algoritmy teorie cisel.

5.5. Kryptografie s vefejnym klicem. Dva hlavni tikoly pro
kryptografie s vetejnym klicem (PKC — public key cryptography) jsou
zajistit

e sifrovani, kdy zpravu zasifrovanou verejnym klicem piijemce
neni schopen rozsifrovat nikdo kromé néj (resp. drzitele jeho
soukromého klice)

e podepisovani, kdy integrita zpravy podepsané soukromym
klicem odesilatele muze byt ovérena kymkoliv s pristupem
k verejnému klici odesilatele

Nejcastéji pouzivané systémy PKC:

e RSA (sifrovani) a odvozeny systém pro podepisovani zprav

e Digital signature algorithm (DSA) a varianta zalozend na elip-
tickych kiivkdch (ECDSA)

e Rabinuv kryptosystém (a podepisovéni)

e ElGamal kryptosystém (a podepisovani)

e Kryptografie eliptickych kiivek (ECC)

e Diffie-Hellmanuv protokol na vymeénu klicu (DH)

Princip digitalniho podpisu. Proces podepisovani a ovéreni pod-
pisu zpravy M probiha obvykle v nasledujicich krocich.
Podepisovani
(1) Vygeneruje se otisk (hash) H); zpravy pevné stanovené délky
(napt. 160 nebo 256 bitu).
(2) Podpis zpravy Sa(Hy) je vytvoren (pomoci desifrovani) z to-
hoto hashe s nutnosti znalosti soukromého klice podepisujiciho.
(3) Zprava M (ptipadné zasifrovana verejnym klicem piijemce) je
spolu s podpisem odeslana.
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Ovéreni podpisu
(1) K ptijaté zprave M se (po jejim piipadném desifrovani) vyge-
neruje otisk H},
(2) S pomoci vefejného klice (deklarovaného) odesilatele zpravy
se rekonstruuje puvodni otisk zpravy Va(Sa(Hy)) = Hy.
(3) Oba otisky se porovnaji Hy = H),?.

RSA Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,
GCHQ — 1973)

e kazdy ucastnik A potfebuje dvojici klicu — vetejny V4 a sou-
kromy S4

e generovani klicu: zvoli dvé velka prvocisla p, ¢, vypocte n = pq,
e(n) = (p—1)(g — 1) [n je vetejné, ale ¢(n) nelze snadno
spocitat |

e zvoli vefejny KIi€ e a oveérd, ze (e, p(n)) =1

e napi. pomoci Euklidova algoritmu spocita tajny kli¢ d tak,
aby e-d =1 (mod ¢(n))

e zasifrovani numerického kddu zpravy M: C = C.(M) = M*®
(mod n)

e desifrovani sifry C: OT = Dy(C) = C? (mod n)

Rabintv kryptosystém je prvnim vefejnym kryptosystémem,
k jehoz prolomeni je prokazatelné potieba faktorizovat modul. Uve-
deme si jej ve zjednodusené verzi:

e kazdy ucastnik A pottebuje dvojici klicu — verejny V4 a sou-
kromy Sa

e generovani klicu: A zvoli dvé podobné velka prvocisla
p,q =3 (mod 4), vypocte n = pq.

e Vi=mn,S4=(p,q)

e zasifrovani numerického kodu zpravy M:
C=C,(M)=M? (mod n)

e desifrovani sifry C: vypoctou se (¢tyfi) odmocniny z C' modulo
n a snadno se otestuje, kterd z nich byla puvodni zpravou.

Vypocet druhé odmocniny z C' modulo n = pq,
kde p=¢=3 (mod 4) .
e vypocti r = CP*D/4 (mod p) a s = C@+D/* (mod q)
e vypocti a, b tak, ze ap + bg = 1
e polof| z = (aps + bgr) (mod n), y = (aps — bgr) (mod n)
e druhymi odmocninami z C' modulo n jsou =z, +y.

PRIKLAD. V Rabinové kryptosystému Alice zvolila za svij sou-
kromy klic p = 23,9 = 31, vefejnym klicem je pak n = pq = 713.
Zasifrujte zpravu m = 327 pro Alici a ukazte, jak bude Alice tuto
zpravu desifrovat.

4Uvedomte si, ze jde vlastné o aplikaci Cinské zbytkové véty!
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RESENI. ¢ = 692, kandidati puvodni zpravy jsou +4-23-144+3-31-18
(mod 713).

Diffie-Hellman key exchange. Whitfield Diffie, Martin Hellman
(1976; M. Williamson, GCHQ - 1974)

Vymeéna klicu pro symetrickou kryptografii bez predchoziho kon-
taktu (tj. ndhrada jednorézovych klicu, kuryru s kufriky, ... ).

e Dohoda stran na prvocisle p a primitivnim kotfenu g modulo
p (verejné)

e Alice vybere ndhodné a a posle g* (mod p)

e Bob vybere ndhodné b a posle ¢g° (mod p)

e Spoleénym klicem pro komunikaci je g** (mod p).

Kryptosystém ElGamal. Z protokolu DH na vymeénu klicu je
odvozen Sifrovaci algoritmus ElGamal:

e Alice zvoli prvocislo p spolu s primitivnim kofenem g

e Alice zvoli tajny Kkli¢ x, spocitd h = ¢* (mod p) a zverejni
verejny Kli¢ (p, g, h)

e sifrovani zpravy M: Bob zvoli ndhodné y a vypocte C; = ¢¥
(mod p) a Cy = M - h¥ (mod p) a posle (Cy, Cs)

e desifrovani zpravy: OT = Cy/CY

POzZNAMKA. Analogicky jako v pripadé RSA lze odvodit podepi-
sovani.

Eliptické kfivky jsou rovinné kiivky o rovnici tvaru y? = a® +
axr + b a zajimavé jsou tim, zZe na jejich bodech lze definovat operace
tak, ze vyslednou strukturou bude komutativni grupa.

Pritom uvedené operace lze efektivné provadét a navic se uka-
zuje, ze maji (nejen) pro kryprografii zajimavé vlastnosti — srovna-
telné bezpecnosti jako RSA lze dosahnout jiz s podstatné kratsimi kl{ci.
Vyhodou je rovnéz velké mnozstvi pouzitelnych eliptickych kiivek (a
tedy grup ruzné struktury) podle volby parametru a,b .

Neékteré protokoly:

e ECDH - piim4 varianta DH na eliptické kifvce (jen misto ge-
neratoru se vybere vhodng bod na kiivce)
e ECDSA - digitalni podpis pomoci eliptickych krivek.

P0OzZNAMKA. Problém diskrétniho logaritmu (ECDLP). Navic se
ukazuje, ze eliptické krivky jsou velmi dobfe pouzitelné pti faktorizaci
prvocisel.

6. Diofantické rovnice

Uz ve tretim stoleti naseho letopoctu se fecky matematik Diofan-
tos zabyval feSenim rovnic, ve kterych za feseni pripoustél jen celd
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¢isla. Neni se ¢emu divit, vzdyt v mnoha praktickych tlohédch, ve-
doucich k rovnicim, nemusi mit necelociselna feseni rozumnou inter-
pretaci. (Jde napiiklad o dlohu, jak pomoci pétilitrové a sedmilitrové
nadoby odmeérit do treti nddoby osm litru vody, ktera vede na rovnici
5x + 7y = 8.) Na Diofantovu pocest se rovnice, ve kterych hleddme jen
celocCiselnd teseni, nazyvaji diofantické.

Pro teSeni téchto rovnic bohuzel neexistuje zadna univerzalni me-
toda. Dokonce neexistuje ani metoda (jinymi slovy algoritmus), kterd
by uréila, jestli ma obecna polynomialni diofanticka rovnice feseni. Tato
otazka je znama pod nazvem 10. Hilbertuv problém a diukaz neexistence
algoritmu podal IOpuit Maruscesna (Yuri Matiasevi¢) v roce 1970 (viz
elementarné psany text [1]).

Presto vsak uvedeme nékolik nejobvyklejsich metod, které v radé
konkrétnich pripadu povedou k vysledku.

6.1. Linearni diofantické rovnice.

a1r1 + agxy + - -+ + apxy, = b, (30)
kde z1, ..., x, jsounezndmé, ay, ..., a,, b dana cela ¢isla. Budeme predpokladat,
ze a; # 0 pro kazdé i = 1,...,n (je-li a; = 0, pak neznama z; z rov-

nice ,,zmizi). K fesen{ téchto rovnic je mozné uzit kongruenci. Nejprve
si vSimnéme, kdy maé rovnice (30]) feseni. Jestlize ¢islo b neni délitelné

¢islem d = (aq, . .., a,), nemuze mit (30)) zadné teseni, protoze pro libo-
volnd celd ¢isla x1, ..., x, je levé strana (30| délitelnd cislem d. Jestlize

naopak d | b, muzeme celou rovnici vydeélit ¢islem d. Dostaneme
tak ekvivalentni rovnici

ajry + ayxo + -+ apx, =V,
kde a; = a;/d proi=1,...,n a b =b/d. Ptitom plati
d-(ay,...,a) = (ddy,...,da) = (a,...,a,) =d,
/!

a tedy (a},...,al) = 1. V néasledujici vété ukazeme, ze takova rovnice
méa vzdy feSeni, a proto nase uvahy muzeme shrnout takto: rovnice
(30) mé celociselné feseni, pravé kdyz cislo b je délitelné nejvétsim
spolecnym délitelem cisel aq,as, ..., a,.

VETA 39. Necht n > 2. Rovnice
ar1Ty + agxs + -+ + anz, = b, (31)

kde ay,asg, . .., an,b jsou celd ¢isla takovd, Ze (ay,...,a,) =1, md vidy
celociselné reseni. Vsechna celociselnd reseni této rovnice je mozné po-
psat pomoci n — 1 celoc¢iselnych parametri.

DUKAZ. Provedeme indukci vzhledem k poétu n nezndmych x;
v rovnici (31)).

Je vyhodné formélné zacit s ptipadem n = 1, kdy podminka (a;) =
1 znamend, Ze a; = +1. Tehdy rovnice mé tvar bud z, = b,
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nebo —x; = b, a tedy jediné tesSeni, které ziejmé nezavisi na zadném
parametru, coz odpovida tomu, ze n — 1 = 0.

Predpokladejme, ze n > 2 a ze véta plati pro rovnice o n — 1
neznamych; dokazeme ji pro rovnici o n neznadmych. Oznac¢me
d = (ay,...,a,_1). Pak libovolné feseni x4, ..., x, rovnice trividlne
splnuje kongruenci

a1y + agxe + -+ apxr, =b  (mod d).
Vzhledem k tomu, Ze d je spolec¢ny délitel ¢isel aq,...,a,_1, je tato
kongruence tvaru

ant, =b (mod d).
Protoze plati, ze (d,a,) = (a1,...,a,_1,a,) = 1, md podle véty 21] tato
kongruence teseni
r, =c¢ (mod d),

kde ¢ je vhodné celé cislo, neboli x,, = c+d - t, kde t € Z je libovolné.
Dosazenim do a upravou dostaneme

axy+ -+ A1 Typ_1 = b —a,c— a,dt.
Protoze a,c = b (mod d), je ¢islo (b — a,c)/d celé a posledni rovnici
muzeme vydeélit ¢islem d. Dostaneme pak rovnici

CLlll’l -+ aln_lxn—l = b,7
kde a; =a;/dproi=1,...,n—1abt = ((b— ayc)/d) — a,t. Protoze
(a},...,a,_y) =(dd),... ,da,,_y) 2= (ar,...,ap1) %=1,

podle indukéniho predpokladu mé tato rovnice pro libovolné t € Z
feSeni popsatelné pomoci n — 2 celoc¢iselnych parametru. Pridame-li
k tomuto feSeni podminku x,, = ¢ + dt, dostaneme feSeni rovnice

popsané pomoci n — 2 puvodnich parametru a nového parametru t.
Dukaz indukeci je hotov. O

Metodu z ditkazu véty 9] pouzijeme na feseni nasledujicich diofan-
tickych rovnic, v nichz z duvodu prehlednosti zapisu budeme neznamé
znacit x,y, z,... misto x1,x9, T3, . ...

PRIKLAD. 5z + Ty = 8.
RESEN{. Libovolné feseni této rovnice musi spliiovat kongruenci
S5r+ 7y =8 (mod 5),

tedy 2y = —2 (mod 5)), odkud y = —1 (mod 5)), tj. y = —1 + 5t pro
t € Z. Dosazenim do dané rovnice dostaneme

br+7(—1+45t) =8,
odkud vypocitdme x = 3 — 7t. Resenim nasf rovnice je tedy
r=3—-"Tt, y=-—1+D5t,

kde t je libovolné celé ¢islo. U
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PRIKLAD. 91x — 28y = 35.
RESENI. Protoze (91,28) = 7 a 7 | 35, m4 rovnice celo¢iselné fesen.
Vydélme ji sedmi:
13z — 4y = 5.
Libovolné teseni této rovnice musi spliiovat kongruenci
13z —4y =5 (mod 13),

tj. —4y = —8 (mod 13), odkud y = 2 (mod 13) a y = 2 + 13t pro
t € Z. Dosazenim
13z — 4(2 + 13t) = 5,

odkud vypocteme x = 14-4t. Resenim je tedy = = 14-4t, y = 2413t kde
t je libovolné celé ¢islo. Tentyz vysledek bychom samoziejmé dostali,
i kdybychom uvazovali kongruenci podle modulu 4 misto 13. Protoze
fesit kongruenci podle mensiho modulu byva snadnéjsi, je vhodné na
to pamatovat a usporadat si vypocet tak, aby nebylo nutné pracovat
s kongruencemi podle velkych modulu. O

PRIKLAD. 18z + 20y + 15z = 1.

RESENI. Protoze (18,20,15) = 1, ma rovnice celociselné feseni.
Libovolné teseni musi spliovat kongruenci (za modul volime nejveétsi
spolecny délitel cisel 18, 20)

182 +20y + 152 =1 (mod 2),
tedy z =1 (mod 2), odkud z = 1+ 2s, kde s € Z. Dosazenim
18z + 20y + 15(1 4+ 2s) =1
odkud po vydéleni dvéma a tupravé dostaneme rovnici,
9 + 10y = —7 — 15s

kterou budeme ftesit pro libovolné s € Z. Je-li tato rovnice splnéna,
musi platit

92z + 10y = —7—15s  (mod 9),
odkud y = 24-3s (mod 9), a proto y = 24+3s+9¢, kde t € Z. Dosazenim
9z 4+ 10(2 + 35+ 9t) = =7 — 15s,
odkud po tpravé = —3 — 5s — 10t. Reseni dané rovnice jsou tedy
trojice
r=—-3—5s—10¢t

y=2+3s+9
z=1412s
kde s,t jsou libovolna cela ¢isla. O

PRIKLAD. 152 — 12y + 48z — 51u = 1.

RESENI. Protoze (15,12,48,51) = 3 nenf délitel ¢fsla 1, nemé rov-
nice celociselné reseni. O
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6.2. Diofantické rovnice linearni vzhledem k nékteré neznamé.
Jde o rovnice, které muzeme upravit do tvaru

mx, = F(xy,...,2,-1), (32)
kde m je ptirozené ¢islo a F(xq,...,x,_1) mnohoclen s celo¢iselnymi
koeficienty. Je zfejmé, ze ma-li byt xq, xs, ..., z, celoc¢iselnym fesenim
rovnice , musi platit
F(zy,...,2,-1) =0 (mod m). (33)
Naopak, je-li z1, . . ., z,,_1 FeSeni kongruence (33)), pak pro z, = F(z1,...,Tn_1)/m
dostaneme celoc¢iselné feseni x4,...,x,_1,x, roviice . Proto pro

feSeni rovnice postaci vyftesit kongruenci . V pripadé n = 2,
tj. v pripadé, kdy je mnohoé¢len F'(x;) mnoho¢lenem jedné proménné,
jde o tlohu, kterou jsme se zabyvali v ¢éasti [l Piipad n > 2 je vsak
mozné tesit zcela analogicky pomoci néasledujici véty.

VETA 40. Pro libovolny mnohoélen F(x1,...,xs) s celociselngmi
koeficienty, prirozené ¢islo m a celd ¢isla aq, ..., as, by, ..., bs takovd,
Ze a7 = by (modm), ..., as = by (mod m), plati F(ay,..., a5) =
F(by,...,bs) (mod m).

DUKAZ. Snadny. U

Pro nalezeni vSech teseni kongruence tedy postaci dosazovat do
mnoho¢lenu F'(zq,...,x, 1) zaxy,...,x, 1 nezavisle na sobé postupné
¢isla 0,1,2,...,m — 1 (tj. celkem m"~-krat). A pravé tehdy, kdyz pro
¢isla aq,...,a,_1 je splnéna podminka F(ay,...,a,—1) = (mod m),

dostavame feseni kongruence (33)) ve tvaru
Ty =ar+mly, ..., Tp1 = Ap1 + Miy_1,

kde tq,...,t,_1 mohou nabyvat libovolnych celo¢iselnych hodnot. Tak
dostaneme i feSeni rovnice :

T =ai+ mtl,

Tp-1 = Qp_1 +Mlty_1,
T, = —F(ap +mty, ... a1 +mt,_1).
m

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 722 + 5y + 13 = 0.

RESENI. Rovnici upravime na tvar 5y = —722 — 13 a budeme Fesit
kongruenci
—72° —13=0 (mod 5),
tj. 322 = 3 (mod 5), odkud 22 = 1 (mod 5). Dosadime-li za x ¢isla 0,
1, 2, 3, 4, zjistime, ze kongruence je splnéna pro ésla 1 a 4. Resenim
této kongruence jsou tedy podle 4.11 praveé cisla

r=1+5t nebo r =44 5t,
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kde t € Z. Dosazenim dostaneme v prvnim piipadé
5y = —7(1 +5t)* =13 = -7 — 70t — 175¢* — 13
a tedy
y = —4 — 14t — 35t
ve druhém pripadé
Sy = —7(4 +5t)* — 13 = —112 — 280t — 175t* — 13,

a proto

y = —25 — 56t — 35¢2.
Resenim dané rovnice jsou tedy praveé vsechny dvojice ¢isel z,y tvaru
r =145ty = —4—14t—35t> nebo x =4+5t,y = —25—56t— 352,
kde t je libovolné celé ¢islo. O

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici x(z + 3) = 4y — 1.

RESEN{. Rovnici upravime na tvar 4y = 22 + 3z + 1 a budeme Fesit
kongruenci
2 +32+1=0 (mod 4).
Dosazenim ¢isel 0, 1, 2, 3 zjistime, Ze kongruenci nesplinuje zadné z nich,
a tedy tato kongruence nema feseni. Resenf proto nems ani dand rov-
nice. U

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 22 4+ 422 + 6z + 7y 4+ 82 = 1.
RESENI. Rovnici upravime na tvar
Ty=—a?—6x—42> —82+1
a doplnime na ¢tverce
Ty =—(z+3)? — (22 +2)* + 14.
Proto budeme tesit kongruenci
(x+3)°+(2:+2)>=0 (mod7) (34)

Nyni bychom mohli za uspofadanou dvojici (x;z) postupné dosazo-
vat usporadané dvojice (0;0), (0;1), ..., (0;6), (1;0), (1;1), ..., (6;5),
(6;6) a spocitat pro vsech 49 hodnot vyraz stojici na levé strané kongru-
ence . Vyhodnéjsi ale bude vyuzit tvaru kongruence a odvolat
se na tvrzeni 3.1, odkud pro p =7, a =z + 3, b = 2z + 2 dostaneme,

ze 7 kongruence plyne
r+3=2242=0 (mod7),

a tedy vSechna feseni kongruence jsou tvaru
r=—-34+Tt, z=—147s,

kde t, s jsou cela ¢isla. Dosazenim do rovnice dostaneme

Ty = —(x+3)% — (22 +2)2 + 14 = —49¢ — 19652 + 14,
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odkud
y = —Tt* — 285% 4 2.
Resenfm dané rovnice jsou tedy prave viechny trojice éisel x, v, z tvaru
r=-3+Tt y=-Tt*—28s°+2, z=—1+7Ts,
kde s, t jsou libovolna celd cisla. U

6.3. Rovnice jiného tvaru. Metodu, kterou jsme tesili predchozi
priklady, je mozno popsat také takto: ,vyjadii nékterou z neznamych
pomoci ostatnich a zkoumej, kdy je celo¢iselna®. Skutecné, vyjadiime-li
Z rovinice neznamou z,,, dostaneme

F(.Z'l, c ,l'nfl)

Ty = )
m

coz je celé ¢&islo, prave kdyz m | F(xy,...,x,-1), tj. pravé kdyz je
splnéna kongruence . Ukazeme si na prikladech, ze tento postup je
pouzitelny i na rovnice, které nejsou tvaru . V prikladech uvedeme
i pripad, kdy je vhodné vyjadrit namisto nékteré nezndmé néjaky jiny
vhodny vyraz a zkoumat, za jakych okolnosti bude celociselny.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 3* = 4y + 5.

RESENI. Vyjddfeme z této rovnice nezndmou y:
1

Je-li z <0, je 0 < 3" <1, atedy 1(3° —5) ¢ Z. Pro x > 0 plat{
3¥=5=(-1)"=1 (mod 4);

¢islo (—1)*—1 je kongruentni s nulou podle modulu 4 pravée tehdy, kdyz
x je sudé, tj. r = 2k, kde k € Ny. ReSenim této diofantické rovnice jsou
tedy pravé vsechny dvojice
9% —5

4 Y
kde k£ € Ny je libovolné. O

x =2k, Yy =

PRIKLAD. Reste v Z rovnici z(y + 1)> = 243y ..

RESENI. Vyjadieme nezndmou z:

243y
(y+1)*
Aby x € Z, musi (y + 1)? byt délitelem &isla 243y. Protoze y a y + 1
jsou nesoudélnd ¢isla pro libovolné y € Z, musi byt (y + 1)? délitelem
¢isla 243 = 3°. Toto ¢&islo mé vsak jen tii délitele, ktef{ jsou druhou
mocninou celého ¢isla: 1,9 a 81. Proto musi nastat néktera z téchto

xr =
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moznosti: y +1 =41, y +1 = 3 nebo y + 1 = £9. Dostavame tedy
Sest TeSeni dané rovnice:

y =0, z =0,
y=—2, r=—2-243 = —4806,
Yy =2, x=2-27=>54,
y=—4, r=—4-27=-108,
y =28, r=8-3=24,
y = —10, xr=—10-3 = —30.
Jina teseni dana diofanticka rovnice nema. O

PRIKLAD. Reste v Z rovnici \/z + /5 = V1988

RESENI. Odecteme-li od obou stran rovnice \/y a umocnime-li na

druhou, dostaneme
x=1988 —4\/7-71-y+y.

Jsou-li x,y cela ¢cisla, je i 44/7 - 71y celé ¢islo, a tedy /7 - 71y je ra-
ciondlni ¢islo. Pak je /7 -7ly = k nezédporné celé cislo. Plati tedy
7-Tly = k?, odkud plyne, Ze k% a tedy i k je délitelné prvoéisly 7, 71.
Je tedy k=771t pro vhodné t € Ny a tedy

2

= = 497¢".
YT
Zcela analogicky je mozné odvodit, ze existuje s € Ny tak, ze
r = 4975°.

Dosazenim do puvodni rovnice dostavame

V497s + V497t = V1988,

odkud po vydeéleni plyne s+t = 2. Jsou tedy tii moznosti: s =0, ¢ =2
nebo s =t =1 nebo s = 2, t = 0, takze dana diofanticka rovnice ma
tTi fesent:
r=0, y=1988 nebo x =y =497 nebo =z =1988, y=0.
O

6.4. ReSeni diofantickych rovnic pomoci nerovnosti. Tato
metoda je zalozena na tom, ze pro libovolna realna ¢isla a, b existuje
jen konecéné mnoho celych ¢isel x tak, ze a < x < b. Proto pii feSeni
dané rovnice hledame takova ¢isla a, b, aby nerovnosti a < x < b pro
nékterou nezndmou z byly dusledkem této rovnice. Konetné mnoho
celych ¢isel lezicich mezi ¢isly a, b pak muzeme jedno po druhém dosadit
do rovnice za x a tim ji zjednodusit. Ukazme si to na nasledujicich

prikladech.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 622 + 5y? = 74.



75

RESENI. Protoze pro libovolné y € Z plati 5y > 0, musi libovolné
feSeni z,y dané rovnice spliovat

74 = 62° + 5y* > 627,

odkud 22 < %, tedy —3 < o < 3, proto 22 je nékteré z ¢&isel 0, 1, 4, 9.
Dosazenim do rovnice postupné dostavame 5y% = 74, 5y% = 68, 5y? =
50, 5y? = 20. Prvni tii pifpady jsou ve sporu s y € Z, z posledniho
dostavame y* = 4, tj. y = £2. Rovnice mé tedy ¢tyfi feseni: z = 3,
y=2r=3,y=—-2r=-3,y=2;x=-3,y=—2. U

PRIKLAD. Reste v Z rovnici 22 + zy + y? = 22>

RESENI. Protoze jsou v dané rovnici nezndmé xz,y zastoupeny sy-
metricky, mtizeme piedpoklddat, ze 22 < 3%, odkud plyne zy < 32, a
tedy

22 =2 oy + vt <y iyt +yt =30

Plati tedy y = 0 nebo z?> < 3. Dosazenim do rovnice dostdvame
v prvinim ptipadé x = 0, ve druhém pro x = 0 opét y =0, pro x = 1 je
y=—1laproxz=—1jey=1. Rovnice ma tedy tii feseni:

=0, y=0; r=1 y=-1 r=-1, y=1L
O
PRIKLAD. Reste v Z rovnici 2% = 1 + 3V.

RESENI. Je-li y <0, plati 1 < 1+ 3¥ < 2, odkud 0 < z < 1, coz je
spor. Je tedy y > 0 a proto 2* = 1+ 3Y > 2, odkud x > 1. Ukazeme,
ze také plati z < 2. Kdyby totiz bylo z > 3, platilo by

1+3"=2"=0 (mod 8),
odkud bychom dostali
3=—-1 (mod 8),

coz vSak neni mozné, nebot pro sud4 ¢fsla y je 3V = 1 (mod 8) a pro
lichd éisla y plati 3Y = 3 (mod 8). Zbyva tedy vytesit piipad 1 < z < 2.
Pro z = 1 dostavame

=2'—1=1,
atedy y =0. Z x =2 plyne
3¥=2"-1=3,
takze y = 1. Rovnice mé tedy dvé feSeni: v = 1, y = 0 a z = 2,
=1. O

PRIKLAD. Reste rovnici z +y+ 2z = zyz v oboru piirozenych ¢éisel.

RESEN{. Protoze jsou v dané rovnici nezndmé zastoupeny symet-
ricky, muzeme predpokladat x < y < z. Pak ale

ryz=rz+y+z2<z+2+4+2 =3z,
odkud xy < 3. Je tedy zy = 1, nebo xy = 2, nebo xy = 3.
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Je-li zy = 1, plati x = 1, y = 1, odkud dostaneme dosazenim do
rovnice 2 + z = z, coz neni mozné.

Je-li zy = 2, plati = 1, y = 2 (predpokldddme = < y), odkud
3+ 2=2z atedy z = 3.

Je-li xy = 3, plati z = 1, y = 3, odkud 4 + z = 3z, tedy z = 2, coz
je ve sporu s predpokladem y < z.

Rovnice mé tedy jediné feseni x = 1, y = 2, z = 3 splnujici x < y <
z. Vsechna feSeni v oboru prirozenych ¢isel dostaneme vSemi zaménami
poradi ¢isel 1, 2, 3:

(z952) € {(1:2:3),(1:3:2), (2, 1;3), (2:3; 1), (3:1;2), (3; 2 1)}
O

Casto je mozné s vyhodou ukézat sporem, ze mnozina hodnot nezngmé
x je kone¢na a omezena nerovnostmi a < x < b; pritom z predpokladu
x < a (resp. > b) odvodime nepravdivé tvrzeni. V nésledujicich
prikladech bude takovym nepravdivym tvrzenim dvojice nerovnosti

" <d" < (c+1)",
kde ¢, d jsou cela a n ptirozené cislo.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici o(z 4 1)(x + 7)(x + 8) = ¢>.
RESENT. Upravou
y? = (2% + 8z)(2* + 8z + 7).
Oznacéime-li 22 4 8z = z, je nase rovnice tvaru
=22+ Tz
Ukazeme, ze z < 9. Predpokladejme naopak z > 9. Pak plati
(2432 =224+624+9<22+72=9* <22 + 82+ 16 = (2 +4)?,
coZ je spor, nebot z + 3, y, z + 4 jsou cela ¢isla a z téchto nerovnosti
by plynulo
|24+ 3] < |y| < |z +4|.
Je tedy z <9, tj. 2% + 8z < 9, odkud
(x4 4)* = 2% + 8z + 16 < 25,

a proto —5 < x +4 < 5, neboli —9 < x < 1. Dosazenim téchto hodnot
do rovnice dostaneme vsechna feseni: (z;y) € {(—9;12), (—9;—12),
O

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici (z + 2)* — 2 = 4.
RESENI. Upravou ziskdme

y® = 8z° + 242”4 327 + 16 = 8(2* + 32* + 42 + 2),
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odkud plyne, ze y je sudé. Polozme y = 2z, z € Z. Plati tedy
23 = 2% + 327 + 4o + 2.
Je-li x > 0, plati

(z+1)0P =243 +3z+1 <2’ +32° +4x +2 =
=2° <2’ 4627+ 122+ 8 = (z +2)°,
odkud x + 1 < z < x + 2, coz neni mozné. Dana rovnice tedy nema
feseni x,y € 7Z takové, ze x > 0. Predpokladejme, ze mé néjaké feseni
1,y € Z takové, ze x1 < —2. Pak plati
(21 +2)" — 21 =y
a dosadime-li zo = —x1 — 2, yo = —y;, dostaneme
[E% - (‘/EQ + 2>4 = _y§7

a proto o, ys je také feseni dané rovnice. OvSem xo = —x; —2 >0 a
z predchozich tivah plyne, ze tato situace nastat nemuze. Dohromady
tedy —2 < x < 0, tj. x = —1. Pro x = —1 vychazi z puvodni rovnice
y = 0; dvojice z = —1, y = 0 je jedinym feSenim tulohy. U

6.4.1. Nekteré nerovnosti. Ptifteseni diofantickych rovnic jsou néekdy

uzitecné i nékteré slozitéjsi postupy a nerovnosti. Uved'me si nékteréd
z nejcastéji pouzivanych.
VETA 41 (AG-nerovnost). Pro libovolnd cisla ay,as, ..., a, € Ry
plati nerovnost
ay+as+---+ay
n

> Jajasy . .. ay, (35)

pritom rovnost v nastane, jen kdyz a1 = as = -+ = ay,.
DUKAZ. Prozatim neuveden. O
VETA 42 (Bernoulliova nerovnost). Vo € R,z > —1,Vn € N plati:
1+x)">14n-=x.

DUKAZ. Pro n = 1 nebo z = 0 je tvrzeni ziejmé. Pro redlnd A >
B > 0 a pfirozené ¢islo n > 2 plati:

n(A—B)B"!' < A" - B"<n(A-B)A"! (A>B>0,n>2),

z ¢ehoz po dosazeni A = 1+ x a B =1 (proxz > 0), resp. A = 1,
B =1+zx (pro —1 <z < 0) dostaneme pozadované tvrzeni. O

PRIKLAD. V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici
z Y
-+

Y1223
y oz
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RESENI. Podil pfirozenych éisel je éslo kladné, a proto muzeme
pro cisla %, % a 2 pouzit nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem (viz Véta . Geometricky prumeér téchto tii cisel je 1, a
proto pro jejich aritmeticky prumér plati

1
_(§+Q+E)ZL
3\y 2z =

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz

Porovname-li ziskanou nerovnost s danou rovnici, dostavame, ze rov-
nice ma nekonecné mnoho feseni z = y = z, kde z je libovolné prirozené
¢islo, a zadné jiné reSeni nema. O
PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné piirozené ¢islo n > 2 rovnice
4+ (z+1)" = (z+2)"
nema feSeni v oboru piirozenych cisel.

RESEN{. Pfedpoklddejme naopak, ze pro néjaks prirozena éisla z, n,
kde n > 2, je dana rovnice splnéna, a oznacme y = x+1 > 2. Pak plati

y-—D"+y"=(@y+1)" (36)
odkud dostavame
O=@w+D"—y"—(y—D"=1-(-1)" (mody).
Pripustme, Ze n je liché, pak 0 = 2 (mod y), tedy y = 2 a
0=3"-2"—-1,

coz plati pouze pro n = 1. Je tedy n sudé a podle binomické véty plati
y+1)"= )y’ + (Dy+1 (mody?),
(y=1)"=(G)y* = (Dy+1 (mod y*),
odkud plyne
0=(y+1)"—y"—(y—1)"=2ny (mody*),
tedy 0 = 2n (mod y?), a proto 2n > 3. Vydélime-li cislem g™,

dostaneme
1\" 1\"
(1+—> :1+(1——) < 2.
Yy )

Naopak podle Bernoulliovy nerovnosti (viz Véta plati

\" 2 2
(1+_) SO S I N S
y y 2y 2y 2
Shrneme-li predchozi ivahy, vychazi, ze pro zadné ptirozené ¢islo n > 2
nema dand rovnice feSeni v oboru pfirozenych cisel.



79

6.5. ReSeni diofantickych rovnic metodou rozkladu. Tato
metoda spociva v upravé dané rovnice do tvaru

Ay Ay A, = B, (37)
kde Ay,..., A, jsou vyrazy obsahujici nezndmé, které pro celoc¢iselné
hodnoty neznamych nabyvaji celo¢iselnych hodnot, a B je ¢islo (pripad-
né vyraz), jehoz rozklad na prvocisla zndme. Pak totiz existuje pouze

konecné mnoho rozkladu ¢isla B na n celo¢iselnych ¢initelu aq, .. ., a,.
Vysetiime-li pak pro kazdy z téchto rozkladu soustavu rovnic

Alzaly A2:a27 ey An:ana
ziskame vsechna feseni rovnice (37)). Ukazme si to na piikladech.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici y® — 2% = 91.

RESEN{. Rozlozme levou stranu rovnice:
(y — 2)(y* + zy + 2°) = 91.
Protoze
2 2 A
Yy oy +at = (y+§) —|—Zx >0,
musi byt také y — 2 > 0. Cislo 91 muzeme rozlozit na soucin dvou
prirozenych ¢isel ¢tyimi zpusoby: 91 =1-91=7-13=13-7=91-1.
Budeme proto oddélené fesit ¢tyti systémy rovnic:
(1) y—z =1, y*+xy+2* = 91. Dosazenim y = x + 1 z prvni do
druhé rovnice dostaneme x? + x — 30 = 0, odkud x = 5 nebo
x = —6. Prislusné hodnoty druhé nezndamé jsou pak y = 6,
y = —9.
2)y—x =7 y*+axy+2*=13. Pak 2* + Tz + 12 = 0, tedy
r=—-3ay=4neboxr=—-4ay=3.
(3) y—x =13, y> +axy+2*> = 7. Nyni 22 + 132 + 54 = 0. Tato
rovnice vSak nema feseni v oboru realnych ¢isel, a proto ani
v oboru ¢isel celych.
(4) y—x =91, y*+xy+2* = 1. V tomto ptipadé x?+912+2760 =
0. Ani tato rovnice nema teseni v oboru realnych cisel.

Dana rovnice ma tedy ctyfti feSeni:

(z:y) € {(5:6),(=6;=5),(=3;4),(=4;3)}.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z* + 227y — 2™ — ¢? = 7.
RESEN{. Upravme nejprve levou stranu rovnice:
$4+2x7y—x14—y2:x4—(x7—y)2: ($2—1‘7+y)(l‘2—|—$7—y)

a uvazme, ze ¢islo 7 muzeme rozlozit ¢tyimi zpusoby na sou¢in dvou
celych ¢isel: 7=1-7=7-1=(-1)-(=7) = (=7)- (—1). Budeme proto
fesit Ctyti soustavy rovnic.
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(1) 22 —2"+y =1, 2>+ 2" —y = 7. Settenim obou rovnic
dostaneme 22 = 4, odkud z = 2 a y = 125, nebo v = —2 a
y = —131.

(2) 22 —2"+y=7 2’+2"—y=1 Nyniaz?=4, atedy z =2,
y = 131 nebo z = -2, y = —125.

(3) * —a"+y=—1, 2?+2"—y=—T7. Settenim x
je spor.

(4) 22 —2"+y=-7, 2*+2" —y=—1. Opét spor 2 = —4.

2= 4, coz

Rovnice ma tedy ¢tyfti feseni:

(z;9) € {(—2;—131), (=2; —125), (2; 125), (2: 131)}.

]
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
111
oy p

kde p je libovolné prvocislo.
RESENI. Vynasobenim é&fslem zyp a dalsf dpravou dostaneme
xy —pr —py = 0.

Uprava do tvaru |D vyzaduje nyni umély obrat: ptficteme k obéma
stranam rovnice p?, aby bylo mozno jeji levou stranu zapsat jako souéin:

(x —p)(y —p) =p*
Protoze p je prvoéislo, lze p? rozlozit na souéin dvou celych éfsel jen
témito Sesti zpusoby: p? = 1-p> =p-p=p*>-1 = (=1) - (=p?) =
(=p) - (=p) = (=p?) - (=1). Budeme proto Fesit Sest systému rovnic:

(

(Daz—p=1ly—p=p*atedyz=p+1,y=p*+p;

(2) z—p=p,y—p=p, atedy v=2p, y=2p;
B)r—p=p’y—p=1, atedyx—p +p,y=p+1;

4 z—p=-lLy—p=—p*atedyr=p—1,y=p—p;
(5) z—p= p y—p=—p,atedy x =y =0, coz nevyhovuje;

6) 2 —p=-p’y—p=-latedyz=p—p’ y=p—1L
Dané rovnice mé tedy pét feseni, popsanych v piipadech (1)-(4) a (6).
U

6.5.1. Pythagorova rovnice. Pythagorova rovnice se zabyva otazkou
hledani vsech pravouhlych trojuhelniku s celoc¢iselnymi délkami stran.

PRIKLAD. V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici

$2+y2222.

RESEN{. Oznaéme t = (x,y, 2), 11 = 2,91 =%, z1 = 7. Pak plati

tQ:C% + tof = thf,
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odkud po vydéleni éislem 2 # 0 vychdzi
iy =24 (38)

anavic (z1,y, 21) = 1. Ukdzeme nyni, ze ¢isla z1, y1, 21 jsou dokonce po
dvou nesoudélna: kdyby néjaké prvocislo p délilo dvé z ¢isel xq, 1, 21,
vyslo by z  (38), ze déli i tieti, coz vzhledem k (z1,y1,21) = 1 nenf
mozné. 7 &isel zq, y1 je tedy nejvyse jedno sudé. Piipustme, Ze jsou
obé licha. Pak z kongruence
Z=a22+y}=1+1 (mod8)

plyne, Ze 22 je sudé &islo, které nenf délitelné 4, coz nenf mozné. Je tedy
z Cisel x1, y; pravé jedno sudé. Protoze v rovnici vystupuji z; a
y1 symetricky, muzeme pro urcitost predpokladat, ze sudé je z; = 2r,
r € N. Z (38) pak plyne

2_ .2 _ 2
% =2 -y

a tedy

P2 — 21ty 21—
2 2
Oznatme u = L(z + 1), v = (1 — ). Pak 2y = u+ v, y3 =
2 2
u — v. Protoze jsou y;, 21 nesoudélna cisla, jsou i u, v nesoudélnd cisla.

7 rovnice

r?=u-v

pak plyne, Ze existuji nesoudélnd piirozend ¢isla a,b tak, ze u = a?,
v = b?, navic vzhledem k u > v plati a > b. Celkem tedy dostavame

r = txy = 2tr = 2tab,
y =ty =tu—v) =ta® - %),
z =1tz = t(u + U) = t(a2 + b2)7

coz skutecné pro libovolné ¢t € N a libovolna nesoudélna a, b € N takova,
ze a > b, vyhovuje dané rovnici. Zbyla feseni bychom dostali zaménou
x a y (v prubéhu feseni jsme predpokladali, ze pravé x; je sudé):

r=t(a®—b*), y=2ab, z=1t(a®+0b?),
kde opét t,a,b € N jsou libovolnd takové, ze a > b, (a,b) = 1. O

6.6. Resitelnost diofantickych rovnic. V predchozi ¢dasti jsme
videéli, ze Teseni vétsiny diofantickych rovnic neni snadné, a ackoli jsme
se naucili nékolik metod, v mnoha konkrétnich pripadech se nam ne-
podaii diofantickou rovnici vyfesit ani jednou z nich. Pfesto se nam
v téchto pripadech muze podafit néco o feSeni zjistit. Napriklad nalézt
nekonec¢nou mnozinu feSeni a tim dokézat, ze mnozina vSech feSeni, i
kdyz ji celou neumime popsat, je nekonec¢nd. Nebo naopak ukazat, ze
mnozina vsech feseni je prazdnd (a tim vlastné danou rovnici vyftesit),
popfipadé konecna.
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6.6.1. Neexistence reseni. Pti dukazu, ze néjaka diofanticka rovnice
nema zadné feSeni, je casto mozné s uspéchem vyuzit kongruenci. Ma-li
totiz Feseni diofantickd rovnice L = P (kde L, P jsou vyrazy obsahujici
neznamé, nabyvajici celo¢iselnych hodnot pro libovolné celo¢iselné hod-
noty neznamych), musi mit feseni i kongruence L = P (mod m) pro
libovolné m € N, protoze feSenim této kongruence je napiiklad zminéné
feSeni rovnice. Odtud plyne, ze nalezneme-li néjaké ptirozené ¢islo m
tak, ze kongruence L = P (mod m) nemd FeSeni, nemuze mit feSeni
ani puvodni diofanticka rovnice L = P. Je nutno si vSak uvédomit,
Ze obraceni predchozi iivahy obecné neplati: ma-li kongruence L = P
(mod m) pro kazdé prirozené ¢islo m feSeni, neznamend to jesté, ze
mé teSeni téz diofantickd rovnice L = P (ukézeme to v Piikladu na

str. [84)).
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
r]+ w5+ -+t = 15999.
RESEN{. Ukazeme, ze kongruence
o]+ xy+ -+t =15999  (mod 16)

nema feseni, odkud vyplyne, ze feSeni nema ani dana diofantickd rov-
nice. Je-li totiz celé ¢&islo n sudé, je n = 2k pro k € Z a tedy n* =
16k* = 0 (mod 16). Jestlize je celé ¢islo n liché, plati n* — 1 = (n —
1)(n+1)(n?>+1) =0 (mod 16), nebot ¢islan — 1, n+ 1 an?+ 1 jsou
sudd a jedno z ¢isel n — 1, n + 1 musi byt dokonce délitelné ctyimi.
Znamena to tedy, Ze podle modulu 16 je n* kongruentni s 0 pro sud4
n a s 1 pro licha ¢isla n. Je-li proto mezi ¢isly xy1, 2, ..., 214 pravé r
lichych, je
v+ o3+ +2t, =r (mod 16).

Plati 15999 = 16000 — 1 = 15 (mod 16) a protoze 0 < r < 14, nemiuze
mit kongruence

vl +ay+---+2}, =15 (mod 16)
feseni, a nema ho tedy ani dana rovnice. U
PRIKLAD. V oboru celych ¢isel feste soustavu rovnic

2+ 27 = 22,
20% +y? = v’

RESENI. Snadno ovéifme, 7e z © = y = 0 plyne také z = v = 0,
coz je TeSeni dané soustavy. Ukdzeme, Ze dalsi feSeni soustava nemaé.
Predpokladejme, ze x,y, z, u je Teseni a ze x # 0 nebo y # 0, a oznacme
d = (z,y) > 0 nejvétsi spolecny délitel ¢isel x,y. Z prvni rovnice plyne

d | z, ze druhé d | u. Oznacime-li 2y = £, y1 = 4, 21 = 5, uy =
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4 dostdvéme, ze (r1,141) = 1, a po zkrdceni obou rovnic cislem d?
dostaneme

2 2 2
]+ 2y1 = 21,

217 + yi = uj.
Odtud plyne sectenim 322 + 3y? = 22 + u? a tedy 3 | 22 + u2. Podle
Tvrzeni B.1] plati 3 | z1, 3 | us a tedy 9 | 27 + u?. Pak ale 9 | 3(2% +y3),

a tedy 3 | 27 +y7. Opét podle Tvrzem’platl’ 3| 1, 3| y1, coz je spor
s (x1,y1) = 1. Soustava m4 tedy jediné feseni x =y =z=u=0. O

PRIKLAD. V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici
U420+ 3+ xl =92

RESENI. Pimym vypoctem se piesvédéime, ze pro & < 5 vyhovuji
rovnici pouze x =y = 1 a x = y = 3. UkéZeme, zZe pro x > 5 rovnice
feseni nema. Protoze pro libovolné n > 5 je n! délitelné péti, plati

H+214+3 4+ 42!l =114+21431+41=33=3 (mod 5).

Ovsem druha mocnina pfirozeného ¢isla je podle modulu 5 kongruentni
s 0 nebo 1 nebo 4. Kongruence 1!+2!+---+x! = * (mod 5) prox > 5
tedy nema teSeni, a proto nema pro x > 5 feSeni ani dand rovnice. [

PRIKLAD. V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici
22—y =7
RESENI. Ukdzeme, Ze dand rovnice nemé feseni. Predpoklddejme
naopak, ze pro vhodné z,y € Z plati 22 — 3> = 7. Kdyby y bylo sudé,
platilo by 22 = 7 (mod 8), coz neni mozné. Je tedy y liché, y = 2k + 1
pro k € Z. Pak plati

PHl=9y"+2° = (y+2)(y* -2y +4) = (39)
= (y+2)((y — 1)* +3) = (2k + 3)(4k* + 3). (40)

Cislo 4k* + 3 musi byt délitelné néjakym prvocislem p = 3 (mod 4).
V opa¢ném piipadé vzhledem k tomu, Ze 4k? + 3 je liché, by totiz
v rozkladu éisla 4k% + 3 na prvoéisla vystupovala pouze prvoéisla kon-
gruentni s 1 podle modulu 4 a tedy by i jejich souéin 4k? + 3 musel byt
kongruentni s 1 podle modulu 4, coz jisté neni. Je tedy 4k%+ 3 délitelné
prvocislem p = 3 (mod 4), a tedy plati

22+1=0 (mod p).
Podle Tvrzeni odtud plyne z =1 =0 (mod p), a to je spor. O

Nyni uvedeme slibovany priklad toho, ze diofanticka rovnice nemusi
byt fesitelnd ani v piipadé, ze je kongruence L = P (mod m) Fesitelnd
pro libovolny modul m € N.
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PRIKLAD. Dokazte, Ze kongruence
62 +52+1=0 (mod m)
ma TeSeni pro kazdé prirozené ¢islo m, a pritom diofantickd rovnice
62° + 5z +1=0
feSeni nema.
RESENI. Plati 622 + 52 + 1 = (32 + 1)(22 + 1), a tedy rovnice
622+ 5x+1 = 0 nem4 celoéiselné feseni. Necht m je libovolné piirozené

¢islo a plati m = 2" - k, kde n € Ny a k je liché ¢islo. Protoze (3,2") =
(2,k) = 1, maji obé kongruence soustavy

3z =—-1 (mod 2")
2 =—1 (mod k)

podle Véty 21| feseni, a protoze (2", k) = 1, mé podle Véty [23| fesenf i
cela soustava. Pro libovolné x vyhovujici této soustavé je pak 3x + 1
délitelné ¢fslem 2™ a 2x + 1 ¢islem k a proto soucin (3z + 1)(2x + 1) je
délitelny cislem 2" - k = m. Je tedy = feSenim kongruence

62> +52+1=0 (mod m).
U

6.6.2. Zmensovdani ad absurdum. Je to metoda dukazu neexistence
reSeni diofantické rovnice. Pii dukazu touto metodou libovolné resent
dané diofantické rovnice charakterizujeme néjakym prirozenym c¢islem
(naptiklad nejvétsim spoleénym délitelem hodnot nékterych nezndmych
nebo druhou mocninou hodnoty nékteré neznamé a podobné) a ukazeme,
ze existuje-li feseni charakterizované prirozenym c¢islem d, musi existo-
vat jiné feSeni, charakterizované ptirozenym cislem d' < d. Pak totiz
zadné takové Teseni existovat nemuze, o cemz se snadno muzeme presvédcit
sporem: kdyby existovalo, mohli bychom zvolit to Teseni, které je ze
vSech TeSeni charakterizovano co nejmensim prirozenym cislem d; pak
by ovSem muselo existovat i jiné feSeni, charakterizované prirozenym
¢islem d' < d, coz vsak by byl spor s volbou d.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2% + 23 + 423 — 6zyz = 0.

RESENI. Rovnici jisté vyhovuje 2 = y = z = 0. Ukézeme, Ze jiné
fesenf rovnice nem4. Oznacme d = x?+y>+2? a predpoklddejme, Ze pro
néjaké reseni x,y, z dané rovnice plati d > 0. Z puvodni rovnice plyne,
7e 73 je sudé &fslo, a proto je o = 2z, pro vhodné x; € Z. Dosazenim
do rovnice dostaneme

827 4 2y + 42° — 12z3,y2 = 0,
po vydéleni dvéma

423 + 1y + 22° — 6r1y2 = 0,
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a proto i 4% je sudé éislo, tedy y = 2y; pro vhodné 3, € Z. Dosazenim
a vydélenim dvéma dostaneme

2x:1)) + 4y:f + 23— 6x1y12 = 0,

odkud plyne, Ze z* je také sudé &fslo, a proto z = 2z, pro vhodné
z1 € Z. Dosazenim a vydélenim dvéma dostaneme

xi’ + ny + 42{’ — 6x1y121 = 0,

a tedy x1,y1, 21 je feSeni puvodni diofantické rovnice, pricemz plati
2 2 2
2 2 2 T ) z d
Bty =+ = <d
1T U 1 1 4 4 1

Podle metody popsané v 6.4 dana diofantickd rovnice nemd teseni
s vlastnosti d > 0, a tedy x = y = 2 = 0 je jejim jedinym feSenim. [J

PRIKLAD. V oboru piirozenych &fsel feste rovnici 22 + y? = 47,

RESEN{. Uzijeme metodu pro d = z. Ptedpokladejme nejprve,
ze x,y, 2 je feSenim dané rovnice. Pak jisté plati z # 1, protoze je-li
x =y =1, plati 22 + 9% = 2 < 4, a je-li alespoii jedno z éisel x,y
vétsi nez jedna, je 22 + 9% > 4. Je tedy 2 > 1 a plati 22 + 2 = 4* =0
(mod 8). Protoze druha mocnina lichého ¢isla je kongruentni s 1 podle
modulu 8 a druhd mocnina sudého ¢isla je kongruentni s 0 nebo 4 podle
modulu 8, plyne z této kongruence, ze x i y jsou sudd, a tedy = = 2z,
y = 2y; pro vhodna x1,y; € N. Pak ovsem

72 2
Byi= =4
a tedy, oznacime-li z; = z—1 € N, ¢isla x1, y1, z; spliuji danou rovnici,
pricemz z; < z. Proto dand rovnice nem4 feseni.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z* + y* 4+ 2* = 9u*.

RESEN{. Je-li u = 0, musi byt rovnéz z = y = z = 0, coz je feseni
dané rovnice. Ukazeme, Ze jiné feSeni rovnice nemé. Piredpokladejme,
ze celd cisla x,y, z,u vyhovuji dané rovnici, pricemz u # 0, a ozna¢me
d = u*. Kdyby ¢&islo u nebylo délitelné péti, bylo by u* = 1 (mod 5)
podle Fermatovy véty, a tedy by platilo

' +yt+2'=4 (mod 5),

coz véak neni mozné, nebot podle Fermatovy véty kazdé z éisel a4, y*, z*

muze byt podle modulu 5 kongruentni pouze s 0 nebo 1. Je tedy u
délitelné péti, u = buy pro vhodné u; € Z, a plati

4yt +22=0 (mod5),

odkud plyne, Ze cisla x,y, z jsou délitelné péti, tj. x = dxq, y = dyy,
z = bz pro vhodna x1,y1, 21 € Z. Dosazenim do rovnice a vydélenim
5% dostaneme

71+ i+ 2 = 9y,
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a tedy x1,y1,r1,u; vyhovuji dané rovnici. Pritom plati

g
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2% 4 4> + 22 = 2zyz2.

RESENI. Rovnice jisté spliuje z = y = z = 0. Ukdzeme, ze dalsf
feSeni tato rovnice nemé. Dokazeme dokonce silnéjsi tvrzeni: zadna
rovnice

2+ + 2 = 2y, (41)
kde z,y,2 € Z a v € N nema jiné feSeni nez x =y = 2 =0, u € N
libovolné. Predpokladejme, Ze x,y, z € Z, u € N vyhovuji rovnici
azed=1z>+1y*+ 2% > 0. Protoze u > 1, je 2“zyz sudé ¢islo, a proto i
22+ 9% + 22 je sudé ¢islo. To ale znamend, ze pravé jedno z éisel z, v, z,
nebo vSechna tfi jsou suda. V prvnim piipadé je vsak

P+ +22=1+1+0=2 (mod 4),

kdezto
2"zyz =0 (mod 4),

nebot u > 1 a jedno z &isel z, 1, z je sudé. Nastane tedy druhy piipad
acislax; = 5, y1 = §, 21 = 5 jsou celd. Polozme u; = u+1a dosad'me
do :

4o 4 dy? 4 422 = 271 20 - 2y - 22,
po vydéleni ¢tyimi

ety + 2l =2 myia,

a tedy x1,y1, 21, u1 vyhovuji rovnici . Pritom plati 0 < 22 +yi+27 =
il < d, nebot d > 0. Podle tedy rovnice muze mit jen feSeni
s vlastnosti d = 0, coz jsou vyse uvedena feSeni r =y =2 =0, u € N
libovolné. Specialné, zadana rovnice ma jediné feSeni x = y = 2z =

0. U

6.6.3. Pocetnost mnoziny reseni. V mnoha ptripadech, kdy neumime
najit vSechna feseni diofantické rovnice, se naim muze alespon podarit
rozhodnout, zda feSeni je konec¢né ¢i nekoneéné mnoho. Koneénost je
napiiklad zarucena zjisténim, ze hodnoty neznamych jsou v absolutni
hodnoté mensi nez néjaké c¢islo. Pokud toto ¢islo nalezneme a je ,ro-
zumné“ malé, muzeme pak najit vSechna feSseni metodou popsanou
v

To, ze dand diofanticka rovnice ma reseni nekoneéné mnoho, muzeme
dokazat naptiklad tak, Ze nalezneme pro kazdou neznamou néjaky
vyraz s parametrem, a to takovy, ze po dosazeni do rovnice dostaneme
rovnost, pfitom pro nekonecné mnoho hodnot parametru dostaneme
navzajem ruzné hodnoty neznamych (jde tedy o jakousi zkousku ne-
kone¢né mnoha fesenf). Nebo muzeme nalézt jedno feSeni rovnice a
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udat predpis, jak z libovolného feseni spocitat jiné. Mame-li zaruceno,
ze pri dalsi a dalsi aplikaci tohoto predpisu dostavame stale nova reseni
(napiiklad jsou-li ziskdvand reseni stale vétsi a vétsi), opét tim dokazeme,
Ze mnozina feSeni je nekonec¢na. Je zfejmé, Ze pii obou postupech mo-
hou existovat jesté dalsi nenalezena teSeni.

PRIKLAD. Dokazte, Ze diofantickd rovnice

-1+ (z+1)°=y*+1

mé nekoneéné mnoho feseni.

RESEN{. Rovnici snadno upravime do tvar

y?— 222 =1.

Zkusme najit néjaké feseni. Po chvili pokust asi kazdy objevi, Ze volba
y = 3, x = 2 vyhovuje dané rovnici. Pfedstavme si nyni, Zze mame
k dispozici libovolné feseni =,y € Z a pokusme se ziskat dalsi. Plati

tedy

(y + V2z) (y — V21) = 1.
Dosazenim nalezenych hodnot y = 3 a x = 2 ziskdme rovnost (3 +
22 ) (3 —2v/2 ) = 1, vynasobenim dostaneme

((y+v22)(3+2v2)] - [(y — vV22)(3-2v2)] = 1.

Vyrazy v obou hranatych zavorkach upravime. Plati
(y+ \/§$)(3+ 2\/5) = 3y + 3V2x + 2v2y + 4z = (4 + 3y) + (3z + 2y)V2,
(y — \/ﬁx)(?) — 2\/5) = 3y — 3V2z — 22y + 4z = (42 + 3y) — (3z + 2y)V/2.
Polozme v = 4z + 3y, v = 3z + 2y. Plati tedy

(u + \/511) (u — \/511) =1,
odkud

u? — 2% =1,
a tedy u,v € Z je dalsi feseni dané rovnice. Polozime-li 1 = 2, y; = 3
a
Tny1 = 3T, + 2yn; Yn+1 = 4z, + Syn

pro libovolné n € N, dostavame pro kazdé n € N feSeni x,,1, dané

rovnice. A protoze plati 0 < 77 < 9 < ..., 0 < Yy < Yo < ...,
dostavame pro ruzné indexy n ruzna teSeni x,,¥,. Dand rovnice ma
tedy nekonec¢né mnoho teseni. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze rovnice
k+a2+y* ==z

ma pro libovolné celé ¢islo k nekoneéné mnoho feseni v oboru pfirozenych
cisel.

2

5Jde o specialni piipad tzv. Pellovy rovnice
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RESEN{. Upravou a rozkladem 22 — y? dostaneme
k+a® = (2 —y)(z+y)
Neni nutné hledat vsechna feSeni, proto muzeme predpokladat, ze
2—Y= 17
z4y=k+ >
Libovolné feseni této soustavy bude také feseni dané rovnice (neplati
to vSak obracené, zkuste sami pro néjaké pevné zvolené k nalézt priklad
prirozenych cisel z, y, z vyhovujicich dané rovnici, avsak nevyhovujicich
uvedené soustavé rovnic). Resime-li soustavu vzhledem k nezndmym
2,1y, dostavame

=1 +k+1),
y =3 +k—1)
Zvolime-li x = |k| + 1+ 2t, kde t € N, je = pfirozené ¢islo. Plati
?+k=k+14+2t+k=1 (mod 2)
atedy z = 2((|k[+142t)*+k+1) > 0,y = 3 ((|k|+1+2t)2+k—1) > 0
jsou také prirozena ¢isla. Protoze pro ruzna t dostavame ruzna x a tedy
ruznd feSeni, ma rovnice nekoneé¢né mnoho feseni. Il
PRIKLAD. Dokazte, Ze diofantickd rovnice
52% — 8xy + 5y° — 4k* =0
ma pro libovolné prirozené ¢islo k£ pouze koneéné mnoho feseni.
RESEN{. Danou rovnici upravime do tvaru (22 — y)? + (2y — x)? =
4k?, odkud plyne (2x —y)* < (2k)? a (2y — x)? < (2k)?, a tedy —2k <
20 —y < 2k a =2k < 2y — x < 2k. Sec¢tenim prvni a dvojnasobku
druhé nerovnosti a vydélenim tfemi dostaneme —2k < y < 2k a zcela
analogicky —2k < x < 2k. Protoze x i y mohou pro pevné k nabyvat

pouze koneéné mnoha hodnot, mé dana rovnice pouze koneé¢né mnoho
feseni. O
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