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ABSTRAKT. Na této prednédsce se budeme zabyvat tlohami o celych cislech.
Prevédzné v nich pujde o délitelnost celych cisel, popfipadé o feSeni rovnic
v oboru celych nebo prirozenych ¢&isel. Ackoli jsou prirozend a konec koncu i
celd cisla v jistém smyslu nejjednodussi matematickou strukturou, zkoumanti je-
jich vlastnosti postavilo pfed generace matematiku celou fadu velice obtiznych
problémi. Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, piesto
viak dodnes nezndme jejich feseni. Uved'me nékteré z nejzndméjsich:

e problém prvociselngch dvojéat — rozhodnout, zda existuje nekonetné mnoho
prvocisel p takovych, ze i p + 2 je prvocislo (tato otdzka stdle patii mezi

oteviené problémy — v roce 2013 ale Yitang Zhang publikoval diikaz slibného

tvrzeni, ze pro nékteré n < 7 - 107 existuje nekoneéné mnoho dvojic
prvocisel lisicich se pravé o n. Viz Y. Zhang, Bounded gaps between primes,
Annals of Mathematics, 2013).

e prvocisla Sophie Germainové —rozhodnout, zda existuje nekoneéné mnoho
prvocisel p takovych, ze i 2p + 1 je prvocislo,

e problém existence lichého dokonalého cisla — tj. ¢isla, jehoz soucet délitelu
je roven dvojnéasobku tohoto ¢isla,

e Goldbachova hypotéza — jde o to rozhodnout, zda kazdé sudé ¢islo vétsi
nez 2 je mozno psat jako soucet dvou prvocisel,

e klenot mezi problémy teorie ¢isel velkou Fermatovu vétu (Fermat’s Last
Theorem) — jde o otdzku, zda existuji pfirozend ¢isla n, x, y, z tak, ze
n > 2 a plati 2™ + y™ = z™; Pierre de Fermat ji formuloval kolem roku
1637, vyftesil ji po znaéném usili celych generaci (a s pomoci vysledka
z mnoha oblasti matematiky) Andrew Wiles az v roce 1995.

Tento text vyrazné cerpd z knih [2], [4] a [5], pro zdjemce o blizs{ sezndmeni

s nékterymi tématy doporuc¢ujeme knihu [3], dostupnou v knihovné PiF MU.
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1. Zakladni pojmy

1.1. Uvodni poznamky. V mnoha problémech je vyhodné vyzkouset chovani al-
goritmt na realnych piikladech. K tomu lze vyuzit SW nainstalovany na pocitacich
Ustavu matematiky a statistiky. Doporuc¢ujeme zejména:

e PARI-GP : specializovany SW na teorii ¢isel, pfi vypoctech s vétsimi
¢isly obvykle vyrazné efektivnéjsi nez obecné orientované baliky. Spousti
pletni uzivatelsky manudl, ?? tutorial — tutoridl pro ivodni seznameni.
Viz také pari.math.u-bordeaux.fr.

e SAGE: obecné koncipovany open-source systém, ktery mj. zahrnuje in-
terface do Pari-GP a diky jeho prostiedi je tak vyrazné usnadnéna prace.
Protoze jeho vyvoj idi William Stein, odbornik na teorii Cisel, je tato ¢ast
baliku jednoznacéné nejpropracovanéjsi. Existuje rovnéz mnoho vyukovych
worksheetu. Spustit lze napf. na http://sage.math.muni.cz

e Maple: vhodny zejména kvuli existenci mnoha vyukovych pracovnich listu
(worksheets, i pro teorii ¢isel), napf. na www.mapleapps. com.

1.2. Délitelnost.

DEFINICE. Rekneme, 7e celé ¢islo a déli celé ¢islo b (neboli ¢islo b je délitelné
¢islem a, téz b je ndsobek a), prave kdyz existuje celé éislo ¢ tak, ze plati a-c = b.
Piseme pak a | b.
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Piimo z definice plyne nékolik jednoduchych tvrzeni, jejichz dikaz prenechdvame Contents
¢tendri jako cviceni s ndvodem v [2, §12]: Cislo nula je délitelné kazdym celym
¢islem; jediné celé éislo, které je délitelné nulou, je nula; pro libovolné ¢islo a plati

a | a; pro libovolna ¢isla a, b, ¢ plati tyto ¢tyfi implikace: ﬁg
albAblc = alc (1)
a|b/\a|c:>a|b+c/\a|b—c (2)

c#£0 = (a|b<+= ac|bc) (3) Page 7 of 175
alb ANb>0 = a<b (4)
PRIKLAD. Zjistéte, pro kterd pfirozend éisla n je ¢islo n? + 1 délitelné ¢islem Go Back

n+1.

RESENI. Plati n> — 1 = (n 4 1)(n — 1), a tedy &slo n 4 1 délf éislo n? — 1.
Predpoklddejme, 7ze n + 1 déli i ¢islo n? + 1. Pak ovsem musi délit i rozdil (n? +
1)—(n?—1) = 2. Protoze n € N, plati n+1 > 2, atedy zn+1 | 2 plyne n+1 = 2,
proto n = 1. Uvedenou vlastnost ma tedy jediné ptirozené ¢islo 1. 0
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VETA 1. (Véta o déleni celych cisel se zbytkem) Pro libovolné zvolend éisla
a € Z, m € N ezistuji jednoznacéné urcend cisla q € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak,
Zea=qm-++r.
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DUKAZ. DokaZzme nejprve existenci ¢fsel ¢,r. Piedpoklddejme, Ze pfirozené
¢islo m je dano pevné a dokazme tulohu pro libovolné a € Z. Nejprve budeme
predpokladat, ze a € Ny a existenci ¢isel ¢, r dokazeme indukei:

Je-li 0 < a < m, staci volit ¢ =0, r = a a rovnost a = gm + r plati.

Predpokladejme nyni, ze a > m a ze jsme existenci Cisel ¢,r dokazali pro
viechna o' € {0,1,2,...,a — 1}. Specidlné pro o’ = a — m tedy existuji ¢, tak,
ze a' = ¢'m+1r" apritom r' € {0,1,...,m—1}. Zvolime-li ¢ = ¢+ 1, r = r/, plati
a=d+m=(¢+1)m+r" =qgm-+r, coz jsme chtéli dokdzat.

Existenci ¢isel ¢, r jsme tedy dokézali pro libovolné a > 0. Je-li naopak a < 0,
pak ke kladnému ¢islu —a podle vyse dokdzaného existujiq’ € Z, ' € {0,1,...,m—
1} tak, ze —a = ¢m+7r', tedy a = —¢'m—r'. Je-li v’ = 0, polozime r = 0, ¢ = —¢/;
je-li r > 0, polozime r = m — ', g = —¢' — 1. V obou piipadech a = ¢-m +r, a
tedy cisla ¢, r s pozadovanymi vlastnostmi existuji pro kazdé a € Z, m € N.

Nyni dokazeme jednoznacnost. Predpokladejme, ze pro néktera ¢isla ¢q, g2 € Z;
ri,re € {0,1,...,m — 1} plati a = ¢gm + r; = gam + r. Upravou dostaneme
r1—re = (g —q)m, atedy m|r; —ry. Ovéem z 0 < r; <m, 0 < ry < m plyne
—m < r; —re < m, odkud podle (4) plati r; —ry = 0. Pak ale i (g2 — ¢1)m = 0,
a proto q; = ¢, 71 = ro. Cisla g, 7 jsou tedy urcena jednoznaéné. Tim je dikaz
ukoncen. O

Cislo ¢, resp. r z véty se nazyvé (nedpiny) podil, resp. zbytek pii déleni ¢isla
a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvu je ziejma, prepiSeme-li rovnost
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a = mq + r do tvaru

a T .. r

—=q+ —, prfitom 0< — <1

m m m
Je vhodné téz si uvédomit, ze z véty 1 plyne, ze ¢islo m déli ¢islo a, pravé kdyz
zbytek r je roven nule.

PRIKLAD. Dokazte, ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z cislem m € N
jedna, je jedna i zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m.

RESENI. Podle véty 1 existuji s,t € Z tak, ze a = sm + 1, b = tm + 1.
Vynésobenim dostaneme vyjadieni

ab=(sm+1)(tm+1) = (stm+s+t)m+1=qgm+r,

kde g = stm + s +t, r = 1, které je podle véty 1 jednoznacné, a tedy zbytek po
déleni ¢isla ab ¢islem m je jedna. ([l

SW UKAZKA. Vydélenim ¢isla 1234567890 cislem 321 se zbytkem dostdvame
3846005, zbytek 285 - jak vidime v PARI:
7 divrem(1234567890,321)
%2 = [3846005, 285]~
nebo i jinak:
7 1234567890\321
%3 = 3846005
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? 1234567890%321
%4 = 285

1.3. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény nasobek.

DEFINICE. Méjme celd ¢isla aq, as. Libovolné celé éislo m takové, ze m | ay,
m | as (resp. a1 | m, as | m) se nazyva spolecny délitel (resp. spolecny ndsobek)
¢isel ay, as. Spoleény délitel (resp. ndsobek) m > 0 ¢isel aq, aq, ktery je délitelny
libovolnym spoleénym délitelem (resp. déli libovolny spoleény nésobek) éisel ay, as,
se nazyva nejuétsi spolecny délitel (resp. nejmensi spolecnyj ndsobek) ¢isel ay, as a
znadi se (ay, asz) (resp. [a1, as]).

P0zNAMKA. Pifmo z definice plyne, ze pro libovolné a,b € Z plati (a,b) =
(b,a), [a,b] = [b,a], (a,1) =1, [a,1] = |a|, (a,0) = |al|, [a,0] = 0. Jesté vsak neni
jasné, zda pro kazdou dvojici a, b € Z ¢isla (a, b) a [a, b] vubec existuji. Pokud vsak
existuji, jsou ur¢ena jednoznacné: Pro kazda dvé ¢isla my, my € Ny totiz podle (4)
plati, ze pokud m;y | mg a zdroven my | my, je nutné m; = my. Dukaz existence
¢isla (a,b) poddme (spolu s algoritmem jeho nalezeni) ve vété 2, dukaz existence
¢isla [a, b] a zpusob jeho uréeni pak popiSeme ve vété 4.

VETA 2. (Euklidiv algoritmus) Necht ay,as jsou prirozend c¢isla. Pro kazdé
n > 3, pro které a,_1 # 0, oznacme a, zbytek po déleni ¢isla a,_o c¢islem a, 1.
Pak po koneéném poctu kroki dostaneme ar =0 a plati ax_y = (a1, as).
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DUKAZ. Podle véty 1 plati ay > a3 > a4 > .... ProtoZe jde o nezdporn4 celd
¢isla, je kazdé nasledujici alesponn o 1 mensi nez predchozi, a proto po uréitém
konecném poctu kroku dostavame aj = 0, pricemz a,_; # 0. Z definice ¢éisel a,
plyne, ze existuji celd ¢isla ¢, qo, . .., qp_o tak, Ze

a; = qp - az + as,

Qs = @9 - a3 + Qg4,

(5)
k-3 = Qg—3 - Qp_2 + A1
Ar—2 = Qr—2 * Qf—1-

Z posledni rovnosti plyne, Ze ay_1 | ay_o, z predposledni, ze ay_1 | ax_3, atd.,
az nakonec ze druhé a;_; | ay a z prvni dostaneme ay_; | a1. Je tedy aj_; spoleény
delitel ¢isel aq, as. Naopak jejich libovolny spoleény délitel déli i ¢islo ag = a1 —qqas,
proto i ay = as — @eas, ..., a proto i a_1 = ar_3 — qr_3ar_o. Dokazali jsme, ze
ap_1 je nejveétsi delitel cisel aq, as. O

POZNAMKA. Z poznamky za definici, z véty 2 a z toho, Ze pro libovolnd a, b € Z
plati (a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a,—b) plyne, Ze existuje nejvétsi spolecny
délitel libovolnych dvou celych ¢isel. Navic dostavame z Euklidova algoritmu i
nasledujici zajimavé a ¢asto vyuzivané tvrzeni.
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VETA 3. (Bezoutova) Pro libovolnd celd ¢isla a,b existuji celd ¢isla k,l tak, Ze

(a,b) = ka + b.

DUKAZ. Jisté staci vétu dokdzat pro a,b € N. Vs&imnéme si, Ze jestlize je
mozné néjaka cisla r,s € Z vyjadrit ve tvaru r = ria + r9b, s = s1a + s9b, kde
r1,739,S1, S9 € Z, muzeme tak vyjadrit i

r4+s=(r1+s1)a+ (r2+ s2)b

a také
c-r=(c-r)a+(c-ra)b
pro libovolné ¢ € Z. Z Euklidova algoritmu (pro a; = a,as = b) plyne, Ze takto
muzeme vyjadriit i a3 = a; — qias, ay = as — ¢oas,..., a tedy i ¢islo ax_q =
a3 — Qr—30k_2, COZ je oviem (aj, as).
Zduraznéme pritom, ze hledana ¢isla k, [ zdaleka nejsou urcena jednoznacné.
O

SW UKAZKA. Vypocet nejvétsiho spolecného délitele pomoci Euklidova algo-
ritmu je s vyuzitim vypocetni techniky i pro relativné velka ¢isla pomérné rychly.
V nasem piikladu to vyzkousime na 2 ¢islech A B, z nichz kazdé je souc¢inem dvou
101-cifernych prvocisel. Vsimnéme si, ze vypocet nejvétsiho spolecného délitele
i takto velkych cisel trval zanedbatelny c¢as. Pozorovatelem zaznamenatelny cas
zabere tento vypocet az ve druhé ukazce, v niz jsou vstupem dvé ¢isla majici vice
nez milion cifer.
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sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

Time:

p=next_prime (5%x10°100)
g=next_prime (3x10°100)
r=next_prime(10°100)
A=p=xq;B=qx*r;

time G=gcd(A,B); print G

CPU 0.00 s, Wall: 0.00 s

300000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000000000000223

time G=gcd (A"10000+1,B°10000+1);

Time:

CPU 2.47 s, Wall: 2.48 s
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PozNAMKA. Eukliduv algoritmus a Bezoutova véta jsou jedny z nejdulezitéjsich Contents
vysledku elementarni teorie ¢isel a tvori jeden ze zakladnich pilitu algoritmu alge-
bry a teorie ¢isel.

To, Ze znalost téchto zdkladi je obcas duleZitd i v praktickém Zivoté, dokazuje Bruce
Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosnd past 3, kde magi za kol zlikvidovat bombu
pomoct 4 galont vody, pricemz k dispozici maji pouze ndadoby na 3, resp. 5 galoni. Zde
staci s vyuzitim Fuklidova algoritmu najit celd c¢isla k,l tak, Ze bude platit 3k + 51 = 4.
Netroufam si tordit, Ze zminénd herci ovlddaji uvedené zdklady teorie ¢isel (tuto konkrétni
tlohu jisté snadno vyresite experimentdlné), nicméné predchozi véty ddvaji ndvod, jak
vyresit ulohu tohoto typu s libovolnygmi zadanymi parametry, coZ podrobné rozebereme Page 14 of 175
v ¢dsti o diofantickych rovnicich.
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VETA 4. Pro libovolna celd ¢isla ay, as ezistuje jejich nejmensi spolecnij ndsobek
la1, as] a plati (ay,as9) - [a1, as] = |ag - as).

DUKAz. Véta jisté plati, je-li nékteré z ¢isel a,, a; rovno nule. MtiZeme navic
predpokladat, Ze obé& nenulova &isla aq, ap jsou kladnd, nebot jejich znaménka se
v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme hotovi, ukdzeme-li, ze ¢ = a1 -as/ (a1, as)
je nejmensi spoleény néasobek ¢isel ay, as. Protoze (aq,as) je spolecny délitel cisel
ai, ag, jsou ay/(ai,az) i as/(ai,az) celd cisla, a proto

a1z a; a2
(a1, az) (a1, az) (a1, az)
je spolecny nésobek cisel aq, as. Podle Bezoutovy véty 3 existuji ki, ky € Z tak, ze
(a1,a2) = kiay + kaas. Predpoklddejme, ze n € Z je libovolny spole¢ny nasobek
cisel aq, as a ukazeme, ze je délitelny cislem q. Je tedy n/aj,n/ay € Z, a proto je
i celé cislo

n n n(kiay + kqa n(a, a n
Pkt = (k1ay 22): (a1 2):_.
as aq a1z a1 q

To ovSem znamend, ze ¢ | n, coz jsme chtéli dokdzat. 0

1.4. Délitelé a nasobky mnoha cisel.

DEFINICE. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek n ¢isel
ai,as,...,a, € 7 definujeme analogicky jako v 1.3. Libovolné m € Z takové, ze
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m|ay, m|as, ...,m|a, (resp. a; | m, ay | m, ..., a, | m) se nazyva spolecny
delitel (resp. spolecny ndsobek) ¢isel aq, as, . . ., a,. Spoleény délitel (resp. nasobek)
m > 0 ¢isel ay, ag, . . ., a,, ktery je délitelny libovolnym spoleénym délitelem (resp.
deéli libovolny spoleény nésobek) téchto ¢isel, se nazyva nejuétsi spolecny délitel
(resp. nejmensi spolecny ndsobek) ¢isel ay,aq, ..., a, a znacéi se (ai,as,...,a,)
(resp. [a1, G, - .., an)).

Snadno se presvédcime, ze plati

(@1, .. an_1,a,) = ((a1,...,an-1),ap), (6)

[ala"-aan—lyan] = [[ala"'7an—1]aan]- (7)
Nejvétsi spolecny délitel (aq, ..., a,) totiz déli vsechna ¢isla aq, ..., a,, a tedy je
spolecnym délitelem ¢isel aq, ..., a,_1, a proto déli i nejvétsiho spolecného délitele
(@1, .. an-1),tj. (a1,...,a,) | ((a1,...,a,-1),a,). Naopak nejvétsi spolecny délitel
¢isel (ay, ..., an_1), a, musi kromeé ¢isla a,, délit i vsechna ¢isla aq, . .. , a,_1, protoze
déli jejich nejvétsiho spolecného délitele, a proto ((ai, ..., an-1),a,) | (a1,...,an).

Dohromady dostdvame rovnost (6) a zcela analogicky se dokaze (7).

Pomoci (6) a (7) snadno dokézeme existenci nejvétsiho spolecného délitele i
nejmensiho spolecného nésobku libovolnych n ¢isel indukei vzhledem k n: pro
n = 2 je jejich existence dédna vétami 2 a 4, jestlize pro nékteré n > 2 vime, ze
existuje nejvétsi spolecny délitel i nejménsi spoleé¢ny néasobek libovolnych n — 1
¢isel, podle (6) a (7) existuje i pro libovolnych n ¢isel.
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1.5. Nesoudélnost.

DEFINICE. Cisla aq,as,...,a, € Z se nazyvaji nesoudélnd, jestlize pro né
plati (aq,as,...,a,) = 1. Cisla ay, as, .. .,a, € Z se nazyvaji po dvou nesoudélnd,
jestlize pro kazdé i, j takové, ze 1 <1i < j <mn, plati (a;,a;) = 1.

P0OzZNAMKA. V piipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne z ne-
soudélnosti po dvou nesoudélnost, ne vsak naopak: naptiklad cisla 6, 10, 15 jsou
nesoudélnd, ale nejsou nesoudélnd po dvou, nebot dokonce Zadna dvojice z nich
vybrand nesoudélnd neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.

PRIKLAD. Naleznéte nejvétsi spoleény délitel ¢isel 263 — 1 a 291 — 1.
RESENI. Uzijeme Euklidav algoritmus. Plati
991 _ 1 —228(263 1)1 9% 1
28 —1=(2%+2"(2® -1)+2" -1,
228 — 1l = (220 4 2t 1 2T L (27T — 1)
Hledany nejveétsi spoleény délitel je tedy 27 — 1 = 127. O

VETA 5. Pro libovolnd prirozend ¢isla a,b, ¢ plati
(1) (QC, bC) = (av b) e
(2) jestlize a | be a (a,b) =1, pak a | c,

Home Page

Title Page

I

Contents

4« 44

-
-k

Page 17 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

i


http://www.math.muni.cz/~bulik

(3) d = (a,b) pravé tehdy, kdyz existuji q1,qo € N tak, Ze a = dq1, b = dgs a
(1, q2) = 1.

DUKAZ. ad 1. Protoze (a,b) je spolecny délitel ¢isel a, b, je (a,b) - ¢ spolecny
délitel ¢isel ac, be, proto (a,b) - ¢ | (ac,be). Podle véty 3 existuji k,l € Z tak,
ze (a,b) = ka + lb. Protoze (ac,bc) je spoletny délitel ¢isel ac, be, déli i ¢islo
kac + lbc = (a,b) - c. Dokézali jsme, ze (a,b) - ¢ a (ac, be) jsou dvé prirozend ¢isla,
ktera deéli jedno druhé, proto se podle (4) rovnaji.

ad 2. Predpoklddejme, ze (a,b) = 1 a a | be. Podle Bezoutovy véty (véta 3)
existuji k,l € Z tak, ze ka + b = 1, odkud plyne, ze ¢ = c¢(ka + Ib) = kca + lbc.
Protoze a | b, plyne odsud, ze i a | c.

ad 3. Necht d = (a,b), pak existuji q;,q2 € N tak, Zze a = dq;, b = dgo. Pak
podle ¢asti (1) plati d = (a, b) = (dq1, dgs) = d-(q1, ¢2), a tedy (q1, ¢2) = 1. Naopak,
je-lia =dqi, b=dgy a (q1,¢2) = 1, pak (a,b) = (dg1,dgz) = d(q1,q2) = d-1=d
(opét uzitim 1. ¢dsti tohoto tvrzeni). O
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2. Prvocisla

vvvvvv

je dana predevsim vétou o jednoznacném rozkladu libovolného prirozeného cisla
na soucin prvocisel, ktera je silnym a G¢innym nastrojem pii feSeni celé fady tloh
z teorie Cisel.

DEFINICE. Kazdé prirozené ¢islo n > 2 mé aspon dva kladné délitele: 1 a n. Po-
kud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nemé, nazyva se prvocislo. V opacném
pripadé hovotime o sloZeném cisle.

V dalsim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p. Nejmensi prvocisla
jsou 2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ... (zejména ¢islo 1 za prvocislo ani za
¢islo slozené nepovazujeme, je totiz invertibilni, neboli jednotkou okruhu celych
¢isel). Prvocisel je, jak brzy dokazeme, nekoneéné mnoho, méme ovsem pomérné
limitované vypocetni prostiredky na zjisténi, zda je dané cislo prvocislem; cislo
282589933 _ 1 Lkteréd bylo v roce 2018 nejvétsim zndmym prvocislem, mé pouze
24 862 048 cifer a jeho dekadické vyjadieni by se tak veslo na kdejaky prehisto-
ricky datovy nosi¢, pti tisku knihy o 60 fadcich na stranku a 80 znacich na fadek
by nicméné i tak zabralo 5180 stran.

Uvedme nyni vétu, kterd udava ekvivalentni podminku prvociselnosti a je
zakladni ingredienci pii dukazu jednoznac¢nosti rozkladu na prvocisla.

-
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VETA 6 (Euklidova o prvocislech). Prirozené cislo p > 2 je prvocislo, prdavé
kdyz plati: pro kazdd celd ¢isla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUKAZ. ,=“ Pfedpoklddejme, Ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b € Z. Protoze
(p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1. V prvnim piipadé p | a,
ve druhém p | b podle véty 5.

,<=“ Jestlize p neni prvocislo, musi existovat jeho kladny délitel rizny od 1 a p.
Oznacime jej a; pak ovSem b = 2 € N a plati p = ab, odkud 1 <a <p, 1 <b < p.
Nasli jsme tedy celd ¢isla a, b tak, ze p | ab a pritom p nedéli ani a, ani b. 0

PRIKLAD. Naleznéte vSechna ¢isla & € Ny, pro kterd je mezi deseti po sobé
jdoucimi ¢isly k+ 1,k + 2, ...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESENI. Pro k = 1 je mezi nasimi ¢isly pét prvoéisel: 2, 3, 5, 7, 11. Pro k =0
a k = 2 pouze ¢tyti prvocisla. Jestlize £ > 3, neni mezi zkoumanymi ¢isly cislo
3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét sudych a pét lichych ¢isel, mezi
kterymi je zase aspon jedno délitelné tremi. Nasli jsme tedy mezi ¢isly k + 1,
k42, ..., k+10 aspon Sest slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse ctyti prvocisla.
Zadani proto vyhovuje jediné cislo k = 1. 0

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolné k € N, k < p, je
kombinacni ¢islo (i) délitelné p.
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RESENI. Podle definice kombina¢niho ¢isla

Py p! _p'(p_l)""'(p—k:—l—l)
(k)_k!(p—k)!_ 1.9..... k €N,

a tedy k! | p - a, kde jsme oznacilia = (p—1)----- (p — k + 1). Protoze k < p,
neni zadné z ¢isel 1,2, ..., k délitelné prvocislem p, a tedy podle véty 6 neni ani
k! délitelné prvocislem p, odkud (k!, p) = 1. Podle véty 5 plati k! | a, a tedy b = 4
je celé ¢islo. Protoze (i) = B = pb, je cislo (i) délitelné ¢islem p. O

VETA 7. Libovolné prirozené cislo n je mozné vyjddrit jako soucin prvocisel,
pricemZ je toto vyjddreni jediné, nebereme-li v wvahu potadi éiniteli. (Je-li n
prvocislo, pak jde o ,soucin® jednoho prvocisla, n = 1 je soucinem prazdné
mnoZiny' prvocisel)

PozNAMKA. Délitelnost je mozné obdobnym zpusobem jako v 1.2 definovat
v libovolném oboru integrity (zkuste si rozmyslet, pro¢ se omezujeme na obory
integrity). V nékterych oborech integrity pritom zadné prvky s vlastnosti prvocisla
(fikdme jim ireducibilni) neexistuji (napt. Q), v jinych sice ireducibilni prvky
existujf, ale zase tam neplati véta o jednoznacném rozkladu (napi. v Z(v/—5)
méme nasledujici rozklady: 6 = 2-3 = (14 +/=5) - (1 —v/=5); zkuste si rozmyslet,
7e viichni uveden{ ¢initelé jsou skuteéné v Z(1/—5) ireducibilni).

1y feci teorie okruhii jde o jednicku okruhu celych éisel, kterd je dle obvyklé konvence
soudinem prazdné mnoziny prvku okruhu.
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DUKAZ. Nejprve dokdzeme indukei, Ze kazdé n > 2 je mozné vyjadrit jako
soucin prvocisel.

Je-li n = 2, je n soucin jediného prvocisla 2.

Predpokladejme nyni, ze n > 2 a ze jsme jiz dokdzali, ze libovolné n’, 2 <
n' < n, je mozné rozlozit na soucin prvocisel. Jestlize n je prvocislo, je sou¢inem
jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak existuje jeho délitel d, 1 < d < n.
Oznacime-li ¢ = %, plati také 1 < ¢ < n. Z indukéntho predpokladu plyne, Ze c i
d je mozné vyjadrit jako soucin prvocisel, a proto je takto mozné vyjadrit i jejich
soucin ¢ - d = n.

Nyni dokazeme jednoznacnost. Predpoklddejme, ze plati rovnost souc¢inu p; -

P2 DPm=q - Q2 -qs, kde p1,...,Pm, q1,--.,qs jsOu prvocisla a navic plati
PL<p < <pm@1t << <gqg al<m < s Indukel vzhledem k m
dokazeme, ze m = s, p1 = q1,- - -, Pm = Gm-

Je-lim=1jepy=q----- qs prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by ¢islo p; délitele
q1 takového, ze 1 < ¢; < p; (nebot gags . ..qs > 1), coz neni mozné. Je tedy s = 1
a plati p1 = q1.

Predpokladejme, ze m > 2 a ze tvrzeni plati pro m—1. Protoze py-pa-- - pm =
qi-qo - - (qs, déli p,, soucin ¢ - --- - qs, coz je podle véty 6 mozné jen tehdy,
jestlize p,, déli néjaké ¢; pro vhodné i € {1,2,...,s}. Protoze ¢; je prvocislo, plyne
odtud p,, = ¢; (nebot p,, > 1). Zcela analogicky se dokdze, ze s = p; pro vhodné
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j€{1,2,...,m}. Odtud plyne
9s =Pj < Pm = ¢ < Gs,

takze p,, = qs. Vydélenim dostaneme py -po -« pm1 =q1-qa -+ qs—1, a tedy
z indukéniho predpokladu m —1=s—1,p1 =q1,...,Pm-1 = ¢m_1. Celkem tedy
m=sapL=qi,- - Pm-1= Gm-1, Pm = Gm- Jednoznacnost, a proto i cela véta 7
je dokéazana. O

POzZNAMKA. Jiz jsme se zminili, Ze je slozité o velkych ¢islech s jistotou roz-
hodnout, jde-li o prvocislo (na druhou stranu je o naprosté vétsiné slozenych ¢isel
snadné prokazat, ze jsou skutecné slozend). Presto se v roce 2002 podafilo in-
dickym matematikim (Agrawal, Saxena, Kayal: http://www.cse.iitk.ac.in/
users/manindra/algebra/primality_v6.pdf) dokdzat, Ze problém prvociselnosti
je mozné rozhodnout algoritmem s casovou slozitosti polynomialné zavislou na
poctu cifer vstupniho ¢isla. Nic podobného se zatim nepodarilo v otazce rozkladu
¢isla na prvocisla (tfebaze se obecné nevéri, ze je to mozné, exaktni dukaz zatim
nebyl podan). Nejrychlejsi obecné pouzitelny faktorizacni algoritmus, tzv. sito

. , . . 1. , .. . 1/3 2/3
v Eiselném télese, je sub-exponencidlni ¢asové slozitosti O (el'g(log D s Cctecid )

Peter Shor v roce 1994 vymyslel algoritmus, ktery ¢islo N faktorizuje v ku-
bickém ¢ase (tento algoritmus je tedy casové slozitosti O (log3 N )) na kvantovém
pocitaci. Je k tomu nicméné tieba sestrojit pocitace s dostatecnym poctem kvan-
tovych bitu (tzv. qubits) — jak je to obtizné, lze vysledovat z toho, ze v roce 2001
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se IBM podarilo pomoci kvantového pocitace rozlozit ¢islo 15, v roce 2012 byl
dosazen dalsi faktorizaéni rekord rozkladem ¢isla 21, nasledovali ¢insti fyzikové (s
vyuzitim jistého triku jim stacil NMR kvantovy pocitac s pouhymi ¢tyimi qubity
k rozkladu ¢isla 143) a v zdvéru roku 2014 bylo ukdzano, ze tentyz pocitac je
schopny rozlozit i éislo 56 153 (viz https://en.wikipedia.org/wiki/Timeline_
of_quantum_computing).

Ze je problém rozkladu piirozeného ¢isla na prvoéisla vypocetné slozity, o tom
svedéi i (jiz neplatnd) vyzva ucinénd v roce 1991 firmou RSA Security (viz http://

www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093). Pokud se komukoliv podafilo

rozlozit ¢isla oznacena podle poctu cifer jako RSA-100, ..., RSA-704, RSA-768,
..., RSA-2048, mohl obdrzet 1000,..., 30000, 50 000, ..., resp. 200 000 dolaru
(¢islo RSA-100 rozlozil v témze roce Arjen Lenstra, ¢islo RSA-704 bylo rozlozeno
v roce 2012, néktera dalsi ale dosud rozlozena nebyla).

Diky jednoznacnosti rozkladu na prvocisla jsme schopni (se znalosti tohoto roz-
kladu) snadno odpovédét i na otazky ohledné poctu ¢i souctu délitelu konkrétniho

vvvvv

nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢isel ze znalosti jejich rozkladu na prvocisla.

DUSLEDEK. (1) Jsou-lipy, ..., pr navzdjem ruznd prvocisla any, . ..,ny €
Ny, je kazdy kladny délitel éisla a = pi* -+ - - pRE tvaru pit - - Pk, kde
ml,...,mkGNOamlgnl,m2§n2,...,mkgnk.
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Cislo a md tedy prdvé
m(a)=(n1+1)(ng+1)----- (ng +1)
kladnych délitelu, jejichZ soucet je

n ng+1
U(a):pllﬂ_l pk” —1
pr—1 pr— 1
(2) Jsou-li p,...,px navzdjem riznd prvocisla a ny, ..., Ng, My, ..., My €
No a oznac¢ime-li r; = min{n;, m;}, t; = max{n;,m;} pro kazdé i =
1,2,...,k, plati
(p?l ..... pzk7p§n1 ..... lek) — pql e e pzk,
n n m t
[pllpkk’p;nlpkk]:pil ..... pkk

2.1. Dokonala cisla a jejich vztah k prvocislim. Se souc¢tem vsech kladnych
deliteli daného ¢isla souvisi pojem tzv. dokonalého ¢isla. Rekneme, ze a je do-
konalé, pokud spliuje podminku o(a) = 2a, resp. slovné, pokud soucet vsech
kladnych délitelu c¢isla a mensich nez a samotné je roven c¢islu a.

Takovymi Cisly jsou napi. 6 =1+2+3,28 =1+2+4+4 7+ 14, 496 a 8128
(jde o vsechna dokonala ¢isla mensi nez 10 000).

Lze ukazat, ze suda dokonala ¢isla jsou v uzkém vztahu s tzv. Mersenneho
prvocisly. Plati totiz néasledujici fakt.
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TVRZENI 2.1. Prirozené ¢islo a je sudé dokonalé ¢islo, prdavé kdyz je tvaru
a=297121—-1), kde 27 — 1 je prvocislo.

DUKAZ. Je-li a = 2971(29 — 1), kde p = 29 — 1 je prvocislo, pak z piedchoziho
tvrzeni plyne

29 -1
o(@) = 57 (p+1)=(2—-1)-27 =2

Takové ¢islo a je tedy dokonalé.

Pro dukaz opa¢ného sméru uvazme libovolné sudé dokonalé ¢islo a a piSme

a=2"-m, kdem,k € Na2{m.

Protoze je funkce o multiplikativni (viz 3.2), je o(a) = o(2%) - o(m) = (2K — 1) -
o(m). Pfitom ale z dokonalosti ¢isla a plyne o(a) = 2a = 281 - m, odkud

2kt m = (28 — 1) - o(m).

Protoze je 2¥1 —1 liché, nutné 2™ —1 | m a mtuzeme polozit m = (2871 —1).n

pro vhodné n € N. Upravou dostdvame 28+ . n = o(m). Mezi délitele ¢isla m
piitom patii ¢isla m i n (a protoze ™ = 2kl — 1 > 1, jsou tato &fsla nutné rizna),
proto

28l in =g(m) >m+n=2"".n,
a tedy o(m) = m+n. To znamen4, ze m je prvocislo s jedinymi déliteli m an = 1,
odkud a = 2% . (2¥1 — 1), kde 2**! — 1 = m je prvocislo. O
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PozNAMKA. Na druhou stranu, popsat lichd dokonald ¢isla se dodnes ne-
podarilo, dokonce se ani nevi, jestli viibec néjaké liché dokonalé ¢islo existuje.

Mersenneho prvocisla jsou pravé prvoéisla tvaru 2¢ — 1. Neni bez zajimavosti,
ze pravé Mersenneho prvocisla jsou mezi vSemi prvocisly nejlépe ,vidét“ — pro
Mersenneho ¢isla existuje pomérné jednoduchy a rychly postup, jak ovérit, ze jde
o prvocisla. Proto neni nahodou, zZe nejvétsi znama prvocisla jsou obvykle tvaru
2F — 1.

Jakkoliv muze byt hledani nejvétsiho znamého prvoéisla chdpano jako po-
chybné zabava bez valného praktického uzitku®, jednak posunuje hranice mate-
matického poznéni a zdokonaluje pouzité metody (a casto i hardware), navic muze
prinést benefit i samotnym objevitelum (Electronic Frontier Foundation vypsala
odmény EFF Cooperative Computing Awards za nalezeni prvocisla majiciho ale-
sponn 105,107,108 a 10° é&islic — odmény 50, resp. 100 tisic dolarti za prvni dvé
kategorie byly vyplaceny v letech 2000, resp. 2009 — v obou ptipadech projektu
GIMPS — na dalsi odmeény si jesté zfejmé néjaky ¢as pockame).

2.2. Rozlozeni prvocisel.

There are two facts about the distribution of prime numbers. The
first is that, [they are] the most arbitrary and ornery objects studied

2Viz napf. titulek iDnes z 6.4nora 2013: Nejuétsi zndmé prvocislo na svété md 17 miliond
¢islic a je k nicemu
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by mathematicians: they grow like weeds among the natural num- Contents
bers, seeming to obey no other law than that of chance, and nobody
can predict where the next one will sprout. The second fact is even
more astonishing, for it states just the opposite: that the prime num- < | ds
bers exhibit stunning reqularity, that there are laws governing their
behavior, and that they obey these laws with almost military preci-
Ston.

Don Zagier

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené ¢islo n existuje n po sobé jdoucich Page 28 of 175
prirozenych ¢isel, z nichz zadné neni prvocislo.

RESEN{. Zkoumejme ¢isla (n + 1)l +2,(n + 1)l +3,...,(n + D! + (n + 1).
Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni zadné prvocislo, protoze pro libovolné
ke{2,3,...,n+1}plati k | (n+ 1)}, atedy k | (n+ 1)! + k, a proto (n+ 1)! + &
nemuze byt prvocislo. O
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RESENI. Oznacéme p libovolné prvocislo délici éislo n!—1 (takové existuje podle
véty 7, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n, muselo by p délit ¢islo n! a nedélilo by
n!—1. Je tedy n < p. Protoze p | (n! — 1), plati p < n! — 1, tedy p < n!. Prvocislo
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DR :


http://www.math.muni.cz/~bulik

Nyni uvedeme nékolik dikazu toho, ze existuje nekonetné mnoho prvocisel (i
kdyz tvrzeni v podstaté vyplyva uz z predchoziho prikladu).

VETA 8. Mezi prirozenymi cisly existuje nekonecné mnoho prvocisel.

DUKAZ. (Eukleides) Predpoklddejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho a oznacéme
je p1,pa, ..., Pn. Polozme N = p; -ps...p, + 1. Toto &islo je bud samo prvocislem
nebo je délitelné néjakym prvocislem ruznym od py,...,p, (Cisla py, ..., p, totiz
deéli ¢islo N — 1), coz je spor.

(Kummer, 1878): Predpokladejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho a oznacme
je p1 < pa < -+ < pp. Polozme N = py - py---p, > 2. Cislo N — 1 je podle véty 7
délitelné nékterym prvocislem p;, které déli zéroven ¢islo N a tedy i N — (N —1) =
1. Spor.

(Fiirstenberg, 1955):

V této pozndmce uvedeme elementdrni ,,topologicky“ dukaz existence
nekonecné mnoha prvocisel. Zavedeme topologii prostoru celych cisel
pomoci bdze tvorené aritmetickymi posloupnostmi (od —oo do +00).
Lze snadno ovérit, Ze jde skutecné o topologicky prostor, navic lze
ukdzat, Ze je normadlni a tedy metrizovatelny. Kazda aritmetickd po-
sloupnost je uzavrend i oteviend mnozina (jeji komplement je sjed-
noceni ostatnich aritmetickych posloupnosti se stejnou diferenct).
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Dostdvame, Ze sjednoceni konecného poctu aritmetickych posloup-
nosti je uzavrend mnozina. UvaZme mnoZinu A = UA,, kde A,
je tvorena vsemi nasobky p a p probihd vSechna prvocisla. Jedind
celd ¢isla nepatrict do A jsou —1 a 1 a protoze mnozZina {—1,1}
zrejmé nend otevrend, mnozZina A nemize byt uzaviend. A tedy nent
konecnym sjednocenim uzavrenych mnoZin, coZ znamend, Ze musi
existovat nekonecné mnoho prvocisel.

0

PRIKLAD. Dokazte, Ze existuje nekonecné mnoho prvocisel tvaru 3k + 2, kde
k € Ny.

RESENI. Piedpoklddejme naopak, ze existuje pouze koneéné mnoho prvocisel
tohoto tvaru a ozna¢me je py = 2, po = 5, p3 = 11, ..., p,. Polozme N =
3pa-pg - pn + 2. Rozlozime-li N na soucin prvocisel podle véty 7, musi v tomto
rozkladu vystupovat aspoii jedno prvoéislo p tvaru 3k+2, nebot v opaéném pifpadé
by bylo N souc¢inem prvocisel tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tremi), a
tedy podle prikladu na str. 9 by bylo i N tvaru 3k + 1, coz neplati. Prvocislo p
ovSem nemuze byt zadné z prvocisel p1, pa, ..., pn, jak plyne z tvaru ¢isla N, a to
je spor. 0
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P0ozNAMKA. Analogicky se dokdze i tvrzeni o prvocislech tvaru 4k+ 3, bohuzel
na obecny pfipad ndm nase omezené prostiedky nestaci. V kapitole o kvadra-

tickych kongruencich budeme alespon schopni dokazat obdobné tvrzeni pro prvocisla

tvaru 4k + 1.

Posledni priklad (o nekone¢nosti poctu prvocisel tvaru 3k + 2) zobeciuje Di-
richletova véta o aritmetické posloupnosti:

VETA 9. (Dirichletova) Jsou-li a,m nesoudélnd prirozend cisla, existuje ne-
koneéné mnoho prirozenych cisel k tak, Ze mk+a je prvocislo. Jinymai slovy, mezi
cislyl-m+a,2-m+a,3-m+a,... existuje nekonecné mnoho prvocisel.

DUKAZ. Jde o hlubokou vétu teorie éisel, k jejimuz dikazu je zapotifebi aparat
znacéné presahujici jeji elementarni ¢dst. Viz napf. [3, kap. 16, s. 249-257] O

PozNAMKA. Dirichletovo tvrzeni je ve skutecnosti daleko hlubsi, ik4 totiz, ze
zvolime-li libovolnou zbytkovou tifdu modulo m, pak v ni bud nenf (az na jednu
moznou vyjimku) zadné prvocislo, nebo je ve vsech takovych tiidach prvocisel
wzhruba stejné® (tj. pravdépodobnost, ze ndhodné zvolené prvocislo bude pattit
do konkrétni tiidy, je pro vSechny tiidy stejnd a je rovna ﬁ)

Predchozi priklady je mozné znacné zobecnit. Plati totiz tvrzeni, které byva
nazyvano Bertrandovym postulatem nebo Cebysevovou vétou:
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VETA 10. (Cebysevova)

(1) libovolné prirozené éislo n > 5 existuji mezi ¢isly n a 2n alespor dvé
prvocisla.
(2) Pro kazdé ¢islon > 3 existuje mezi ¢islyn a 2n—2 alespon jedno prvocislo.

DUKAZ. Duikaz lze provést elementarnimi prostiedky, je viak pomérné dlouhy,
proto zde neni uveden. O

7 tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou predstavu o tom,
jak ,husté“ se mezi ptrirozenymi ¢isla prvocisla vyskytuji. Presnéji (i kdyz ,,pouze
asymptoticky) to popisuje tzv. ,prime number theorem*, dokdzand nezdvisle J.
Hadamardem a Ch. J. de la Vallée-Poussinem v roce 1896.

VETA 11. (o0 hustoté prvoéisel) Necht w(z) uddvd pocet prvocisel mensich nebo

rovnych cislu x € R. Pak
i

7T(fL’) ~ m,

tj. podil funkci w(x) a x/Inx se pro x — oo limitné bliZi k 1.

Hustotu rozmisténi prvocisel v mnoziné prirozenych ¢isel, rovnéz castecné po-
pisuje nésledujici Euleruv vysledek.
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VETA 12. (Euler) Je-li P mnozina vSech prvocisel, pak
Si-w
P
peP
’ “e ~ 1 o
POZNAMKA. I—T.rltom napi. Y -y w2 =
rozmisténa ,hustéji nez druhé mocniny.

2 ~ ’ ~ ~ 7/ .
%, coz znamena, ze prvocisla jsou v N

DUKAZ. Bud n libovolné ptirozené &fslo a py, . . ., Pr(n) VSechna prvocisla neprevysujici
n. Polozme

o -T1(1-2) "

i=1 v

Jednotlivé cinitele lze chapat jako soucet geometrické rady, proto

RS

i=1 “a;=0 ptlll o pTr(n)
kde scitame pies vSechny m(n)-tice nezdpornych celych ¢isel (o, . . ., @x(n)). Protoze
kazdé ¢islo neptevysujici n se rozklada pouze na prvocisla z mnoziny {p1, ..., prm) },

je urcité kazdé takové ¢islo v tomto souctu zahrnuto. Tedy A(n) > 1+3 44 2,
a protoze harmonicka rada diverguje, je i lim,_, A(n) = co.
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S vyuzitim rozvoje funkce In(1 4+ ) do mocninné fady dale dostavame

7(n) ) oo
InA(n) = — Zln (1 — p%) = Z (mp™) ™ =

=1 m=1
m(n) oo
— — my—1
=pi Dy T YLD (mp) T

=1 m=2

w(n

Protoze vnitini soucet lze shora odhadnout jako

> mp)Tt <> pm =
= m=2

m=2
=p2(1-p; )" <22

m(n)

umime shora odhadnout i divergujici posloupnost In A(n) < Zf:(?) pi 2> pit.

Druhy soucet pfitom zfejmé konverguje (viz konvergence fady » .- n~?), proto

musi nutné divergovat prvni soucet Zf:(q) p; ', coz jsme chtéli dokazat. O
SW UKAZKA. O tom, jak odpovidd asymptoticky odhad 7(z) ~ z/In(z),

v nékterych konkrétnich prikladech vypovida nasledujici tabulka (ziskand s vyuzitim

funkce primepi(x) v Pari-GP.

? v=[100,1000,10000,100000,500000] ;
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? for(k=1,5,print(v[k],"&",primepi(v[k]),"&",\

vik]/log(v(k]),"&",\

(primepi (v[k])-v[k]/log(v[k]l))/primepi(v[k])))

x mw(x) | z/In(z) | relativni chyba
100 25 21.71 0.13
1000 168 144.76 0.13
10000 | 1229 | 1085.73 0.11
100000 | 9592 | 8685.88 0.09
500000 | 41538 | 38102.89 0.08

OzNACENI. Pro libovolné prvocislo p a libovolné piirozené ¢islo n je podle
véty 7 jednoznacné urcen exponent, se kterym vystupuje p v rozkladu éisla n
na prvocinitele (pokud p nedéli ¢islo n, povazujeme tento exponent za nulovy).
Budeme jej oznacovat symbolem wv,(n). Pro zaporné celé ¢islo n klademe v,(n) =

vp(—n).

Podle dusledku 2 muzeme pravé zavedené oznaceni v,(n) charakterizovat tim,
ze p’»™ je nejvyssi mocninou prvoéisla p, kterd deli ¢islo n, nebo tim, ze n =
p*™ . m, kde m je celé ¢islo, které neni délitelné éfslem p. Odtud snadno plyne,
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ze pro libovolna nenulova celd ¢isla a, b plati

vp(ab) = vy(a) + vy(b) (8)

vp(a) <vp(b) AN a+b#0 = wvy(a+b) > vy(a) 9)
vp(a) < vp(b) = wvpla+b) =vy(a) (10)

vp(a) S vp(b) = vp((a,b)) = vp(a) A vp([a,b]) = vp(b) (11)

Na nasledujicim piikladu demonstrujme uzitecnost zavedeného oznaceni.

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolnd prirozend ¢isla a, b, ¢ plati

([av b]v [av C]? [67 C]) = [(a> b)a (CL, C)? (bv C)]

RESENI. Podle véty 7 budeme hotovi, ukazeme-li, ze v,(L) = v,(P) pro li-
bovolné prvocislo p, kde L, resp. P znaci vyraz na levé, resp. pravé strané. Ne-
cht je tedy p libovolné prvocislo. Vzhledem k symetrii obou vyrazii muzeme bez
Ujmy na obecnosti pfedpokladat, ze v,(a) < wv,(b) < w,(c). Podle (11) plati
up(la, b)) = vy(b), vy(la, c]) = vy([b,c]) = vy(c); vp((a,0)) = vp((a,c)) = vy(a),
v,((b, ¢)) = v,(b), odkud v, (L) = v,(b) = v,(P), coz jsme meli dokdzat. O
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3. Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ackoliv je to pojem velice jedno-
duchy, jeho dulezitost a uziteénost v teorii ¢isel je nedocenitelnd; projevuje se
zejména ve struénych a prehlednych zépisech nékterych i velmi komplikovanych
uvah.

DEFINICE. Jestlize dvé celd ¢isla a, b maji pti déleni prirozenym ¢islem m tyz
zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a,b kongruentni modulo m (téz kongruentni
podle modulu m), coz zapisujeme takto:

a=b (modm).
V opacném pripadé fekneme, ze a, b nejsou kongruentni modulo m, a piseme

aZb (modm).

LEMMA. Pro libovolnd a,b € Z, m € N jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) a=0b (mod m),
(2) a=0b+mt pro vhodnét € Z,
(8) m|a—b.

DUKAZ. ,(1)=(3)* Jestlize a = gym+7r, b = ggm+7, pak a —b = (q; — q2)m.
»(3)=(2)* Jestlize m | a — b, pak existuje t € Z tak, ze m -t = a — b, tj.
a=0b+mt.
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»(2)=(1)% Jestlize a = b+mt, pak z vyjadieni b = mqg+r plyne a = m(q+t)+r,
tedy @ i b maji pti déleni ¢islem m tyz zbytek 7, tj. a = b (mod m). OJ

3.1. Zakladni vlastnosti kongruenci. Piimo z definice plyne, Ze kongruence
podle modulu m je reflexivni (tj. @ = a (mod m) plati pro kazdé a € Z), symet-
rickd (tj. pro kazdé a,b € Z z a = b (mod m) plyne b = a (mod m)) a tranzitivni
(tj. pro kazdé a,b,c € Zza =b (mod m)ab=c (mod m) plyne a = ¢ (mod m))
relace, jde tedy o ekvivalenci. Dokéazeme nyni dalsi vlastnosti:

VETA 13. (Zdkladni vlastnosti kongruenci)

(1) Kongruence podle téhoz modulu miZeme séitat. Libovolny scitanec
muZeme prenést s opacnym znaménkem z jedné strany kongruence na
druhou. K libovolné strané kongruence muZeme pricist jakiykoliv
ndsobek modulu.

DUKAZ. Je-li a1 = by (mod m) a ay = by (mod m), existuji podle
lemmatu ¢,y € Z tak, ze a1 = by + mty, ao = by + mty. Pak ovSsem
a; + ag = by + by + m(t; + t2) a opét podle lemmatu a; + az = by + by
(mod m). Se¢teme-li kongruenci a+b = ¢ (mod m) s kongruenci —b = —b
(mod m), ktera ziejmé plati, dostaneme a = ¢ — b (mod m). Secteme-li
kongruenci a = b (mod m) s kongruenci mk =0 (mod m), jejiz platnost
je zfejméd, dostaneme a +mk = b (mod m). O

Home Page

Title Page

I

Contents

<44 42

-
-k

Page 38 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

i


http://www.math.muni.cz/~bulik

(2)

(3)

Kongruence podle téhoz modulu miZeme ndsobit. Obé strany kon-
gruence je mozné umocnit na totézZ prirozené cislo. Obé strany kon-
gruence je mozné vyndsobit stejnym celym cislem.

DUKAZ. Je-li a; = by (mod m) a ay = by (mod m), existuji podle
t1,ty € Z tak, ze a; = by + mty, as = by + mt,. Pak ovsem

a1ao = (bl + mtl)(bg + mtg) = b1b2 + m(t1b2b1t2 + mt1t2),

odkud podle dostavame ajas = b1by (mod m).

Je-li a = b (mod m), dokédzeme indukei vzhledem k pfirozenému ¢islu
n, ze plati a” = b" (mod m). Pron = 1 neni co dokazovat. Plati-li a™ = b"
(mod m) pro néjaké pevné zvolené n, vyndsobenim této kongruence a
kongruence a = b (mod m) dostdvame a” - a = b" - b (mod m), tedy
a™™ =" (mod m), coz je tvrzeni pro n + 1. Ditkaz indukef je hotov.

Jestlize vynédsobime kongruenci @ = b (mod m) a kongruenci ¢ = ¢
(mod m), dostaneme ac = be (mod m). O

Obé strany kongruence miZeme vydélit jejich spolecnym délite-
lem, jestlize je tento delitel nesoudélny s modulem.

DUKAZ. Predpoklddejme, 7ze a = b (mod m), a = a;-d, b=0;-d a
(m,d) = 1. Podle lemmatu je rozdil a — b = (ay — by) - d délitelny ¢islem
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m. Protoze (m,d) = 1, je podle véty 5 ¢islo a; — by také délitelné cislem
m, odtud podle lemmatu plyne a; = b; (mod m). OJ

(4) Obé strany kongruence i jeji modul muZeme soucasné vyndsobit timtéz
prirozenym. cislem.

DUKAZ. Je-lia =b (mod m), existuje podle lemmatu celé ¢islo ¢ tak,
ze a = b+ mt, odkud pro ¢ € N plati ac = bc + mc - t, odkud opét podle
lemmatu plyne ac = be (mod mc). O

(5) Obé strany kongruence i jeji modul muzeme vydélit jejich spolecnym kladniym
delitelem.

DUKAZ. Predpokladejme, ze a = b (mod m), a = a; - d, b = by - d,
m = my - d, kde d € N. Podle lemmatu existuje t € Z tak, ze a = b+ mt,
tj. a1 -d = by -d+madt, odkud a; = by +mt, coz podle lemmatu znamena,

ze a3 = by (mod my). O
(6) Jestlize kongruence a = b plati podle moduli my, ... ,my, plati i
podle modulu, ktergm je nejmensi spoleény ndsobek [my, ..., my]

téchto cisel.

DUKAZ. Jestlizea =b (mod my),a =b (mod my),...,a =0b (mod my),
podle lemmatu je rozdil a — b spolecny nasobek cisel mq, ma,...,my a
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tedy je délitelny jejich nejmensim spoleénym ndsobkem [my, ma, ..., my], Contents
odkud plyne a = b (mod [myq, ..., my). O

(7) Jestlize kongruence plati podle modulu m, plati podle libovolného modulu «“« »
d, ktery je délitelem cisla m.

DUKAZ. Jestlize a = b (mod m), je a — b délitelné m, a proto také < N
délitelem d ¢isla m, odkud a = b (mod d). O JJ

(8) Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelny néjakym celyym cislem,

. P P 2 . L. , Page 41 of 175
musi byt timto cislem delitelnd i druhd strana kongruence.

DUKAZ. Predpokladejme, ze a = b (mod m), b = bid, m = myd.
Pak podle lemmatu existuje t € Z tak, ze a = b+ mt = byd + mdt =
(by + mat)d, a tedy d | a. O
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PozNAMKA. Nékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz bychom si
toho povsimli — napiiklad piiklad ze strany 9 lze preformulovat do tvaru ,jestlize
a =1 (modm), b =1 (mod m), pak také ab = 1 (mod m)“, coz je specidlni
pripad tvrzeni véty 13 (2). Nejde o ndhodu. Libovolné tvrzeni pouzivajici kon-
gruence muzeme snadno prepsat pomoci délitelnosti. Uzitecnost kongruenci tedy
netkvi v tom, ze bychom pomoci nich mohli fesit tilohy, které bez nich fesit nejsme
schopni, ale v tom, ze jde o velmi vhodny zptuisob zapisu. Osvojime-li si ho, vyrazné
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tim zjednodusime jak vyjadiovani, tak i nékteré ivahy. Je to typicky jev: v mate- Contents
matice hraje vhodnd symbolika velmi zavaznou ilohu.

PRIKLAD. Naleznéte zbytek po déleni éisla 529 éfslem 26. «l »
RESEN{. Protoze 5 = 25 = —1 (mod 26), plati podle véty 13 (2)

_» |
52 =(-1)""=1 (mod 26), < >

a tedy zbytek po déleni ¢isla 5% ¢islem 26 je jedna. U

PRIKLAD. Dokazte, ze pro libovolné n € N je 3772 4 16"+! + 23" délitelné dacshal il

sedmi.
RESEN{. Plati 37 =16 =23 =2 (mod 7), a tedy podle 13 (2) a (1) plati Go Back
3772 L 16™T 423" =272 4 onT L 9" = 2"(44241) =2"-7=0 (mod 7),

< a o 1e ’ Full Screen
coz jsme chtéli dokazat. O

PRIKLAD. Dokazte, 7e ¢islo n = (835° + 6)'® — 1 je délitelné ¢islem 112.
Close
RESENI. Rozlozime 112 = 7 - 16. Protoze (7,16) = 1, stacf ukdzat, ze 7 | n a

16 | n. Plati 835 =2 (mod 7), a tedy podle 13

n=(2"+6)*-1=38"-1=3%"-1=27-1=(-1)°-1=0 (mod 7), s

P
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proto 7 | n. Podobné 835 =3 (mod 16), a tedy
n=3"46)"*-1=(3-81+6)*-1=3-1+6)*-1=
=9¥-1=81"-1=1"-1=0 (mod 16),

proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coz jsme méli dokazat. O

PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolnd a, b € Z plati

a’ + b =(a+b)’ (mod p).
RESENI. Podle binomické véty plati
(@a+b)P =a? + (O)a o+ (B)aP ™20 + - - + (pfl)abp_l + bP.

Podle piikladu za vétou 6 pro libovolné k € {1,...,p— 1} plati (Z) =0 (mod p),
odkud plyne tvrzeni. 0

Nasledujici tvrzeni je dalsi uzitecnou vlastnosti kongruenci:

LEMMA. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené cislo m a libovolnd a,b € Z ta-
kovd, Z2e a =b (mod m™), kde n € N, plati, Ze a™ = b™ (mod m™*).

DUKAZ. Plati
a" —b" = (a—0b)(a™ '+ a4+ ab™ 40 (12)
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a protoze m | m", tak podle 13 (7) plati i @ = b (mod m). Jsou tedy vsSechny
s¢itance ve druhé zavorce v (12) kongruentni s a™~! modulo m, a tedy

a™ 4 a™ A ab™ T = ma™ T = (mod m),

proto je a™ +a™ 2+ 4 ab™ 2 + p™ 1 délitelné m. Z a = b (mod m™) plyne,
ze m™ deéli a—b, a tedy m™*! délf jejich soucin, coz vzhledem k (12) vede k zavéru,
7e a™ = b™ (mod m"Tt). O

3.2. Aritmetické funkce. Aritmetickou funkci zde rozumime funkci, jejimz de-
finicnim oborem je mnozina prirozenych ¢isel.

DEFINICE. Rozlozme pfirozené ¢islo n na prvocisla: n = pi* - - - pi*. Hodnotu
Mobiovy funkce pu(n) definujeme rovnu 0, pokud pro nékteré ¢ plati o;; > 1 a rovnu
(—1)* v opaéném piipadé. Déle definujeme u(1) = 1.

PRIKLAD. p(4) = p(2?) = 0, u(6) = p(2-3) = (=1)*, u(2) = pu(3) = - 1.

Dokézeme nyni nékolik dulezitych vlastnosti Mobiovy funkce, zejména tzv.
Mobiovu inverzni formuli.

LEMMA. Pron € N\ {1} plati

> u(d) =0.

dn
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DUKAZ. ZapiSeme-li n ve tvaru n = p{* - - - pi*, pak vSechny délitele d ¢isla n
jsou tvaru d = p;* - - ‘pfk, kde 0 < f3; < a; pro vSechna ¢ € {1,...,k}. Proto

> u(d) = S ) =

dn (B1,--,Bk) €(NU{0})*
0<Bi<a;

= > p

(B1;---Br)€{0,1}F
= () + - 0= ) o (S ko0 = () = (1)
— (1+(-1)*=o0.

S Mobiovou funkef tizce souvisi pojem Dirichletiv soucin:

DEFINICE. Bud'te f,g aritmetické funkce. Jejich Dirichletiv soucin je defi-
novan predpisem

(fog)n)=> fld)-g(%) = > fldi)-g(do).

dn dida=n

LEMMA. Dirichletuv soucin je asociativni.
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DUKAZ.
((fog)oh)(n)= D f(d1)-g(ds)h(ds) = (fo(goh))(n)
O

PRIKLAD. Definujme dvé pomocné funkce I a I predpisem I(1) =1, I(n) =0
pro vsechnan > 1, resp. I(n) = 1 pro vsechna n € N. Pak pro kazdou aritmetickou
funkci f plati:

fol=Iof=Ff

(Lo f)m)=(fol)(n) =) f(d).
din

Daéle plati oyt = po I =1, nebot

(Lop)(n) =) Idu(§) = I()nu(d) =

d|n din
- Z w(d) =0 pro viechna n > 1
dn

podle lemmatu za definici Mobiovy funkce (pro n =1 je tvrzeni ziejmé).
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Home Page
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VETA 14. (Mébiova inverzni formule) Necht je aritmetickd funkce F defino- Contents
vand pomoci aritmetické funkce f predpisem F(n) = de f(d). Pak lze funkci f

vyjadrit ve tvaru
Fn) =3 u(3) - F(d). L

dn
DUKAz. Vztah F(n) =3, f(d) lze jinym zpusobem zapsat jako F' = f o I. < | >
Proto Fou=(fol)ou= fo(lou)=fol=f, cozje tvrzeni véty. 0
DEeFINICE. Multiplikativni funkci pfirozenych ¢isel rozumime takovou aritme- o

tickou funkci, ktera splnuje, ze pro vsechny dvojice nesoudélnych cisel a,b € N
plati
f(ab):f(a)f(b) Go Back

PRIKLAD. Multiplikativnimi funkcemi jsou napi. funkce f(n) = o(n), f(n) =
7(n), ¢i f(n) = p(n) nebo, jak brzy dokazeme i tzv. Eulerova funkce f(n) = ¢(n).

Full Screen

3.3. Eulerova funkce ¢.

DEFINICE. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkci ¢ predpisem
o(n)={aeN|0<a<n, (a,n) =1}

Close

PRIKLAD. ¢(1) = 1,¢(5) = 4,¢(6) = 2, je-li p prvocislo, je zfejmé ¢(p) =

Qui
p—1. i

BN
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Nyni dokazeme nékolik dulezitych tvrzeni o funkei ¢:

LEMMA. Necht n € N. Pak > P(d) = n.

DUKAZ. Uvazme n zlomki
1 2 3 n—1

9 9 _9cc0g
n nmn n

n
) n *
Zkratime-li zlomky na zakladni tvar a seskupime podle jmenovatelu, snadno do-

staneme pravé uvedené tvrzeni. O

VETA 15. Necht n € N, jehoZ rozklad je tvaru n = p* -+ p*. Pak

R )

DUKAZ. S vyuZzitim piedchoziho lemmatu a Mobiovy inverzni formule dostdvdme

n n N

@(”):dzn:#(d)g:n—p—l—"‘—p—kﬂL“'+(—1) P

:n.(l_pil)..(l_pik).

(13)
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P0zZNAMKA. Piedchozi vysledek lze obdrzet i bez pouziti Mobiovy inverzni for-
mule pomoci principu inkluze a exkluze na zakladeé zjisténi poctu ¢isel soudélnych
s n v urCitém intervalu.

DUSLEDEK. Necht a,b € N, (a,b) = 1. Pak

DUKAZ. Ziejmy. 0

PozZNAMKA. Rovnéz toto tvrzeni lze odvodit nezdvisle na zikladé poznatku
(n,ab) =1 <= (n,a) = 1A (n,b) = 1. Spolu se snadno odvoditelnym vysledkem

(P(pa) — pa _pafl — (p _ 1) .pafl (14>
pak lze odvodit vztah (13) jiz tFetim zpusobem.
PRIKLAD. Vypoctéte p(72).

RESENL. 72 =23.32 = ¢(72) = 72- (1 — %) - (1 — 1) = 24, alternativné

0(72) = p(8) - p(9) =4 -6 = 24. O
PRIKLAD. Dokazte, ze Vn € N: p(4n +2) = p(2n + 1).

RESENT. p(4n+2) = (2-2n+1)) = ¢(2) - 9(2n + 1) = p(2n + 1). O
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3.4. Mala Fermatova véta, Eulerova véta. Tvrzeni v tomto odstavci patii mezi

vvvvvv

VETA 16 (Fermatova, Mald Fermatova). Necht a € Z, p prvocisilo, p t a. Pak
a?'=1 (mod p). (15)
DUKAZ. Tvrzeni vyplyne jako snadny dusledek Eulerovy véty 17. 0J
DUSLEDEK. Necht a € Z, p prvocislo. Pak
a’? =a (mod p).

DUKAZ. Pokud p | a, pak jsou obé strany kongruentni s 0 mod p, jinak tvrzeni
snadno plyne vyndsobenim obou stran kongruence (15) ¢islem a. 0

DEFINICE. Uplnd soustava zbytki modulo m je libovolnd m-tice éfsel po dvou
nekongruentnich modulo m (nejcastéji 0,1,...,m — 1).
Redukovand soustava zbytku modulo m je libovolnd ¢(m)-tice ¢isel nesoudélnych
s m a po dvou nekongruentnich modulo m.

P0OZNAMKA. Snadno lze vidét, ze jsou-li a,b € Z, a = b (mod m), a (a,m) =
1, pak i (b,m) = 1.
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LEMMA. Necht z1, 2o, . .. s Tp(m) tvOTT redukovanou soustavu zbytki modulo m.
Je-lia € Z, (a,m) = 1 pak i ¢isla a - x1,...,a Ty tvori redukovanou soustavu
2bytkd modulo m.

DUKAZ. Protoze (a,m) = 1 a (z;,m) = 1, plati (a - z;,m) = 1. Kdyby pro
néjaka ¢, platilo a - x; = a - x; (mod m), po vydéleni obou stran kongruence

¢islem a nesoudélnym s m dostaneme z; = z; (mod m). O
VETA 17 (Eulerova). Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak

a?™ =1 (mod m). (16)

DUKAZ. Bud 1,2, ..., Zyam) libovolnd redukovand soustava zbytkia modulo

m. Podle piedchoziho lemmatu jeia-xy,...,a- 2z, redukovand soustava zbytku

modulo m. Plati tedy, ze pro kazdé ¢ existuje j (oba indexy jsou z mnoziny

{1,2,...,p(m)}) tak, ze a - z; = z; (mod m). Vyndsobenim ¢isel obou redu-

kovanych soustav zbytku dostavame
(@ -21) (@ -22) (@ Tpm)) =21 T2+ Ty (mod m).
Po dprave
a‘P(m) STy Ty aj(p(m) =T 29" Iga(m) (mod m)

a protoze (1 - T2 - Tymm), m) = 1, mizeme obé strany kongruence vydélit ¢islem
Ty - Ty Tpm) & dostaneme a?™ =1 (mod m). O
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PozNAMKA. Eulerova véta je rovnéz dusledkem Lagrangeovy véty uplatnénym
na grupu (Zy,-).

PRIKLAD. Naleznéte viechna prvoéisla p, pro kterd 57° +1 = 0 (mod p?).

RESENI. Snadno se presvédéime, ze p = 5 tiloze nevyhovuje. Pro p # 5 plati
(p,5) = 1, a tedy podle Fermatovy véty 5~ = 1 (mod p). Umocnénim na p + 1
dostaneme 5”°~! = 1 (mod p), odkud 5”° = 5 (mod p). Z podminky 5”° + 1 = 0
(mod p?) plyne 57 = —1 (mod p), celkem tedy 5 = —1 (mod p), a proto p | 6. Je
tedy bud p=2,nebop=3. Prop=2v8ak 5'+1=1*+1=2 %0 (mod 4). Pro
p =3 dostavame 5° +1=5%-53+1=5%+1=126 =0 (mod 9), kde jsme uzili
dusledek Eulerovy véty 5% = 1 (mod 9). Jedinym prvocislem, vyhovujicim tloze

je tedy p = 3. 0
PRIKLAD. Pro liché ¢islo m > 1 naleznéte zbytek po déleni éisla 29(™)~1 ¢islem
m.
RESENI. Z Eulerovy véty plyne 290™ = 1 = 1 +m = 2r (mod m)), kde
r = 1™ je prirozené &fslo, 0 < r < m. Podle 13 (3) plati 2¢(™~! =7 (mod m), a
tedy hledany zbytek po déleni je r = HT’” 0

TVRZENI 3.1. Je-li p prvocislo, p =3 (mod 4), pak pro libovolnd celd ¢isla a,b
z kongruence a* + > = 0 (mod p) plyne a =b =0 (mod p).
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DUKAZ. Predpokladejme, Ze pro a,b € Z plati a® + b* = 0 (mod p). Jestlize
p | a, plati @ = 0 (mod p), proto b* = 0 (mod p), tedy p | b, odkud vzhledem
k tomu, ze p je prvocislo, dostavame p | b, a proto a = b = 0 (mod p), coz jsme
chtéli dokazat.

Zbyva prosetiit ptipad, kdy a neni délitelné prvocislem p. Odtud dostavame,
7e p nedéli ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a?). Vyndsobime-li obé strany
kongruence a? = —b* (mod p) ¢islem b°~3, dostaneme podle Fermatovy veéty

a3 = -1 =—-1 (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), je p — 3 sudé ¢&islo, a proto p%g € Np. Oznaéme

Pak c nenf délitelné p a plati ¢ = a?*~3 = —1 (mod p). Umocnime-li posledni
kongruenci na p%l € N, dostaneme

1

F 1= (=17 (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), existuje celé ¢islo ¢ tak, ze p = 3 + 4t. Pak ovsem p;1 =

1 + 2t, coz je éislo liché a proto (—1)®~1/2 = —1. Podle Fermatovy véty naopak
plati ¢! =1 (mod p), odkud 1 = —1 (mod p) a p| 2, spor. O

Home Page

Title Page

I

Contents

<44 42

-
-k

Page 53 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

i


http://www.math.muni.cz/~bulik

S Eulerovou funkei a Eulerovou vétou tzce souvisi dulezity pojem 7dd ¢isla
modulo m — jde pritom pouze o jinak nazvany tad prvku v grupé invertibilnich
zbytkovych tiid modulo m:

DEFINICE. Necht a € Z, m € N (a,m) = 1. Ridem ¢isla a modulo m ro-
zumime nejmensi prirozené ¢islo n spliujici

a"=1 (mod m).

PozNAMKA. To, 7e je iad definovan, plyne z Eulerovy véty — pro kazdé ¢islo
nesoudélné s modulem je totiz jisté jeho fad nejvyse roven ¢(m). Jak pozdéji
uvidime, velmi dulezitd jsou pravé ta ¢isla, jejichz ¥ad je roven pravé ¢(m) — tato
¢isla nazyvame primitivnimi kofeny modulo m a hraji dulezitou roli mj. pfi feseni
binomickych kongruenci (viz 4.5). Tento pojem je pfitom jen jinym nazvem pro
generdtor grupy (Z~,-).

PRIKLAD. Pro libovolné m € N m4 ¢islo 1 modulo m f4d 1. Cislo —1 m4 f4d

e 1 prom=1nebom=2
e 2 prom > 2

PRIKLAD. Uréete ¥ad ¢isla 2 modulo 7.
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RESEN].
2'=2#1 (mod?7)
22=4#1 (mod?7)
2°=8=1 (mod?7)
R4d éfsla 2 modulo 7 je tedy roven 3. O

Uvedme nyni nékolik zdsadnich tvrzeni uddvajicich vlastnosti fadu ¢isla mo-
dulo m:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlife a = b (mod m),
pak obé cisla a,b maji steyny 7dd modulo m.

DUKAZ. Umocnénim kongruence a = b (mod m) na n-tou dostaneme a” = b"
(mod m), tedy a” =1 (mod m) <= b" =1 (mod m). O

LEMMA. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li ¥dd ¢isla a modulo m roven
r-s, (kde r,s € N), pak 7dd ¢isla a” modulo m je roven s.

DUKAZ. Protoze zadné z &fsel a, a?,a®, ..., a"*~! nenf kongruentni s 1 modulo

m, neni ani zadné z ¢isel a”, a®",a’", ..., a*~V" kongruentni s 1. Plat{ ale (a")* = 1
(mod m), proto je fad a” modulo m roven s. O
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PozNAMKA. Opak obecné neplati — z toho, ze rdd ¢isla a” modulo m je roven
s jesté neplyne, ze tad cisla @ modulo m je r - s.
Napft pro m = 13 méame:
a=3,a*>=9 (mod 13), a®* =27 =1 (mod 13) = 3 m4 tad 3 mod 13.
b=—4,0*=16#1 (mod 13), b®> = —64 =1 (mod 13) = —4 ma i4d 3 mod 13.
Pritom (—4)? = 16 = 3 (mod 13) m4 stejny fad 3 jako ¢islo 3, ale ¢islo —4 nem4
rad 2 - 3.

Ptesny popis zavislosti fadu na exponentu davaji nasledujici 2 véty:

VETA 18. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd ¢isla a modulo m.
Pak pro libovolnd t,s € NU {0} plati

a'=a® (modm) < t=s (modr).
DUKAZ. Bez tijmy na obecnosti lze predpoklddat, ze ¢t > s. Vydélime-li ¢islo
t — s cislem r se zbytkem, dostaneme t — s =¢q-r+ 2, kde ¢,z € Ny, 0 < z < r.
,<=“ Protoze t = s (mod r), mdme z = 0, a tedy a'* = a? = (a")? = 1¢
(mod m). Vyndsobenim obou stran kongruence ¢islem a® dostaneme tvrzeni.
,= Z a" = a® (mod m) plyne a® - a”** = a* (mod m). Protoze je a" = 1
(mod m), je rovnéz a?** = a* (mod m). Celkem po vydéleni obou stran kon-

gruence Cislem a® (které je nesoudélné s modulem), dostavame a* = 1 (mod m).
Protoze z < r, plyne z definice fadu, ze z = 0, a tedy r | t — s. 0
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Ziejmym dusledkem ptredchozi véty a Eulerovy véty je nasledujici tvrzeni
(jehoz druha éést je preformulovanim Lagrangeovy véty z Algebry pro nasi si-
tuaci):

DUSLEDEK. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd ¢isla a modulo
m.

(1) Pro libovolné n € NU{0} plati
a"=1 (mod m) < r|n.
(2) 7| p(m)
DUKAZ.

(1) staci v predchozi vété volit t = n, s = r.
(2) ziejmé z (1) diky Eulerové vété volbou n = ¢(m).

Nésledujici véta je zobecnénim ptredchoziho Lemmatu.

VETA 19. Nechf m,n € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7dd ¢isla a modulo m roven

r € N, je 7dd ¢isla a™ modulo m roven (nr—r)

DUKAZ. Protoze (:'Z) = [r,n], coz je zfejmé nasobek r, mame

(@) T =a" =1 (mod m)
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(plyne z predchoziho Dusledku, nebot 7 | [r,n]). Na druhou stranu, je-li k € N
libovolné takové, Ze (a™)F = a™* = 1 (mod m), dostdvame (r je ¥ad a), Zze r | n-k

a déle z Véty 5 plyne, ze (nr—T) | (n"—r) - k a diky nesoudélnosti ¢isel (n’“r) a (n”T)

dostavame (nT—T) | k. Proto je (nr—r) fadem cisla @™ modulo m. U
Posledni z této tady tvrzeni davé do souvislosti fady dvou ¢isel a fad jejich

soucinu:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlize a je 7ddu r a b
je Tadu s modulo m, kde (r,s) =1, pak ¢islo a - b je 7ddu r - s modulo m.

DUKAZ. Oznaéme 6 tad éisla a-b. Pak (ab)’ =1 (mod m) a umocnénim obou
stran kongruence dostaneme a6 = 1 (mod m). Protoze je r fadem cisla a, je
a” =1 (mod m), tj. b° =1 (mod m), a proto s | rd. Z nesoudélnosti r a s plyne
s | 6. Analogicky dostaneme i r | 0, a tedy (opét s vyuzitim nesoudélnosti r, s)
r-s | 6. Obrdcené ziejmé plati (ab)™ = 1 (mod m), proto § | rs. Celkem tedy

=7rs. 0

4. Reseni kongruenci o jedné neznamé

DEFINICE. Necht m € N, f(z), g(z) € Z[x]. Zapis
f(z) = g(x) (mod m) (17)
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nazyvame kongruenci o jedné meznamé x a rozumime jim tkol nalézt mmnozZinu
resent, tj. mnozinu vsech takovych ¢isel ¢ € Z, pro ktera f(c) = g(¢) (mod m).

Dvé kongruence o jedné nezndmé nazveme ekvivalentns, maji-li stejnou mnozinu
feSeni.

Kongruence (17) je ekvivalentni s kongruenci f(z) — g(x) =0 (mod m).

—_—
€Z[x]
VETA 20. Necht m € N, f(z) € Z[z]. Pro libovolnd a,b € Z plati
a=b (modm) = f(a) = f(b) (modm).

DUKAZ. Necht je f(z) = cpa™+cp 12" 4+ -+ c1w+co, kde ¢g, ¢4, . . ., € Z.

Protoze a = b (mod m), pro kazdé i = 1,2, ..., n plati podle Véty 13(2)
cia' = b (mod m),

a tedy sectenim téchto kongruenci pro ¢+ = 1,2,...,n a kongruence ¢y = ¢
(mod m) dostaneme

Cn@" + Qp_1a™ ot g = b e b b g (mod m),
tj. f(a) = f(b) (mod m). O

DUSLEDEK. MnoZina fesend libovolné kongruence modulo m je sjednocenim
nékterych zbytkovijch trid modulo m.
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DEFINICE. Poctem reseni kongruence o jedné neznamé modulo m rozumime
pocet zbytkovych tiid modulo m obsahujicich feSeni této kongruence.

PRIKLAD. (1) Kongruence 2z = 3 (mod 3) m4 jedno feseni (modulo 3).
(2) Kongruence 10x = 15 (mod 15) m4 pét feseni (modulo 15).
(3) Kongruence z piikladu (1) a (2) jsou ekvivalentni.

4.1. Linearni kongruence o jedné neznamé.
VETA 21. Necht m € N, a,b € Z. Oznacme d = (a, m). Pak kongruence
ar =b (mod m)

(0 jedné nezndmé x) md Teseni pravé tehdy, kdyz d | b.
V pripadé, kdy d | b, md tato kongruence prdvé d teseni (modulo m).

DUKAZ. DokéZeme nejprve, Ze uvedend podminka je nutnd. Je-li celé éislo ¢
fesenim této kongruence, pak nutné m | a - ¢ — b. Pokud ptitom d = (a,m), pak
protoze d |mid|a-c—bad|a-c—(a-c—b)=0b.

Obracené dokazeme, ze pokud d | b, pak mé dand kongruence pravé d fesent
modulo m. Ozna¢me a1,b; € Zam, € Ntak,zea=d-a;,b=d-by am=d-my.
Resend kongruence je tedy ekvivalentn{ s kongruenc

a;-x=b; (mod my),
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kde (aj,m;) = 1. Tuto kongruenci miizeme vynésobit éislem a?™ ™! a diky Eu-
lerové vété obdrzime
z=by-af™ (mod my).

Tato kongruence mé jediné feseni modulo m; a tedy d = m/m; feSeni modulo
m. 0

Nasledujici priklad ukaze, ze postup uvedeny v dukazu véty obvykle neni tim
nejefektivnéjsim — s vyhodou lze pouzit jak Bezoutovu vétu, tak ekvivalentni
upravy fesené kongruence.

PRIKLAD. Reste 39x = 41 (mod 47)

RESEN{. (1) Nejprve vyuzijeme Eulerovu vétu.
Protoze (39,47) = 1, plati

39747 = 39% =1 (mod 47),
tj.
39392 =39% -41 (mod 47),
N—_——
3946=1
z ¢ehoz uz dostavame

r=39%-41 (mod 47).
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Uplné feseni vyzaduje jesté vypocteni zbytku po déleni éisla 39% - 41
z =36 (mod 47)

(2) Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.
Euklidovym algoritmem pro vypoéteni (39,47) dostavame

47=1-39+8
39=4-8+7
8§=1-7T+1

Z ¢ehoz zpétnym odvozenim dostavame
1=8-7=8-(39-4-8)=5-8—-39=
=5-(47—-39)—39=>5-47—6 - 39.
Uvazime-li tuto rovnost modulo 47, dostaneme
=—6-39 (mod47) /-41

41=41-(—6)-39 (mod 47) / -41
N——

r=41-(—6) (mod 47)
r=—246 (mod 47)
=36 (mod 47)
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(3) Obvykle nejrychlejsim, ale nejhute algoritmizovatelnym zpusobem feSent
je metoda takovych iprav kongruence, které zachovavaji mnozinu feseni.

39z =41 (mod 47)
—8r = —6 (mod 47)
4r =3 (mod 47)
dr = —44  (mod 47)
r=-—11 (mod 47)
r =36 (mod 47)

O

Pomoci véty o tesitelnosti linearnich kongruenci 1ze dokézat mj. vyznamnou
Wilsonovu vétu udéavajici nutnou (i postacujici) podminku prvociselnosti. Takové
podminky jsou velmi vyznamné ve vypocetni teorii ¢isel, kdy je tieba efektivné
poznat, je-li dané velké c¢islo prvocislem. Bohuzel dosud neni znamo, jak rychle
vypocéitat modularni faktorial velkého cisla, proto neni v praxi Wilsonova véta
k tomuto ucelu pouzivana.

VETA 22 (Wilsonova). Prirozené ¢islo n > 1 je prvocislo, pravé kdyz
(n—1)!'=-1 (mod n) (18)
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DUKAZ. Dokézeme nejprve, Ze pro libovolné slozené ¢islo n > 4 plati n | Contents
(n—1! tj. (n —1)!' =0 (mod n). Necht 1 < d < n je netrivialn{ délitel n. Je-li
d # n/d, pak protoze 1 < d,n/d <n—1,jen=d-n/d| (n—1)!. Pokud d =n/d,
tj. n = d?, pak protoze jen >4, jeid >2an | (d-2d) | (n—1). Pron =4 < »
snadno dostavame (4 —1)! =2 # —1 (mod 4).

Necht je nyni p prvoéislo. Cisla z mnoziny {2,3, ..., p—2} seskupime do dvojic
vzajemné inverznich ¢isel modulo p, resp. dvojic ¢isel, jejichz soucin dava zbytek
1 po déleni p. Pro dané ¢islo a z této mnoziny existuje podle predchozi véty jediné
feseni kongruence a - x = 1 (mod p). Protoze a # 0,1,p — 1, je zfejmé, Ze rovnéz
pro feseni ¢ této kongruence plati ¢ # 0,1, —1 (mod p). Cislo a nemuze byt ve
dvojici samo se sebou; kdyby totiz a-a =1 (mod p), pak nutné a = +1 (mod p).
Souc¢in vsech ¢isel uvedené mnoziny je tedy tvoren souc¢inem (p — 3)/2 dvojic
(jejichz soucin je vzdy kongruentni s 1 modulo p). Proto je
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tvaru = ¢; (mod m;). Dostaneme tak soustavu kongruenci
r=c (mod my)
(19)
r=cp (mod my)

Zkoumejme nejprve piipad k£ = 2, ktery — jak uvidime pozdéji — ma stézejni
vyznam pro teseni soustavy (19) s k > 2.

VETA 23. Necht ci, ¢ jsou celd ¢isla, my, my prirozend. Oznaéme d = (mq, my).

Soustava dvou kongruenci
r=c (mod m)

20
r=cy (mod my) (20)
v pripadé ¢; #Z ¢y (mod d) nemd Tesend. Jestlize naopak ¢; = co (mod d), pak
existuje celé ¢islo ¢ tak, Ze x € Z spliuje soustavu (19), prdave kdyz vyhovuje
kongruenct

r=c (mod [my,ms]).
DUKAZ. M4-li soustava (20) néjaké fesen{ z € Z, plati nutné x = ¢; (mod d),

T = ¢y (mod d), a tedy i ¢ = ¢ (mod d). Odtud plyne, ze v pripadé ¢; # co
(mod d) soustava (20) nemuze mit FeSeni.
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Predpokladejme déle ¢; = ¢; (mod d). Prvni kongruenci soustavy (20) vyho-
vuji vSechna cela ¢isla x tvaru x = ¢ + tmq, kde t € Z je libovolné. Toto x bude
vyhovovat i druhé kongruenci soustavy (20), pravé kdyz bude platit ¢; +tm; = o
(mod my), tj.

tmiy =cy —c1 (mod my).
Podle Véty 21 m4 tato kongruence (vzhledem k ¢) feseni, nebot d = (my, ms) déli
co — c1, a t € Z splnuje tuto kongruenci pravée kdyz

2

= mq ‘p(mT)_l mo
=" (d) (mOdd>’

tj. pravé kdyz
t =

Coy — C1 <m1>%0(d)1 me
d

d
kde r € Z je libovolné. Dosazenim

mq W(%) mq1Mmeo
r =c+r-[mg,my,

:L‘ch_f—tmlzcl"'(CQ—Cl)'(? d

kde ¢ = ¢; + (c2 — ¢1) - (my1/d)¥™2/) nebot mimy = d - [my, ms]. Nasli jsme tedy
takové ¢ € Z, ze libovolné x € 7Z spliuje soustavu (20), prave kdyz

x=c (mod [my,ms)),

coz jsme chtéli dokazat. O
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Vsimnéme si, ze dikaz této véty je konstruktivni, tj. udavéa vzorec, jak ¢islo
¢ najit. Véta 23 ndm tedy dava metodu, jak pomoci jediné kongruence zachytit
podminku, ze x vyhovuje soustavé (20). Podstatné je, ze tato nova kongruence
je téhoz tvaru jako obé puvodni. Muzeme proto tuto metodu aplikovat i na sou-
stavu (19) — nejprve z prvni a druhé kongruence vytvorime kongruenci jedinou,
které vyhovuji pravé ta x, kterd vyhovovala puvodnim dvéma kongruencim, pak
z nové vzniklé a z treti kongruence vytvorime dalsi atd. Pii kazdém kroku se nam
pocet kongruenci soustavy snizi o 1, po k — 1 krocich tedy dostaneme kongruenci
jedinou, kterd ndm bude popisovat vSechna feseni soustavy (19). Poznamenejme
jeste, ze ¢islo ¢ z Véty 23 neni nutné urcovat pomoci uvedeného vzorce. Muzeme
vzit libovolné ¢ € Z vyhovujici kongruenci

m Cy — C m
£t 2 1(mod—2>

d d d

a polozit ¢ = ¢ + tm;.

DUSLEDEK (Cinské zbytkovd véta). Necht my,,...,mi; € N jsou po dvou
nesoudélnd, ay,...,ax € Z. Pak plati: soustava

r=a; (mod my)
(21)

r=a, (mod my)
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ma jediné Teseni modulo my - mg - - - My,.
PRIKLAD. Reste systém kongruenci
r=-3 (mod 49)
r= 2 (mod 11).
RESENI. Prvn{ kongruenci spliiuji pravé viechna celd ¢éisla z tvaru © = —3 +
49t, kde t € Z. Dosazenim do druhé kongruence dostdvame
—3+49t=2 (mod 11),

odkud
5t=5 (mod 11),

tedy, vzhledem k (5,11) = 1, po vydéleni péti
t=1 (mod 11),

neboli ¢t = 1+ 11s pro libovolné s € Z. Proto = —3 + 49(1 4 11s) = 46 + 539s,
kde s € Z, coz muzeme také zapsat jako x = 46 (mod 539). O

PRIKLAD. Reste systém kongruenci
r= 1 (mod 10)
r= 5 (mod 18)
r=—4 (mod 25).
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RESENI. Z prvni kongruence dostdvame x = 1+ 10t pro ¢t € Z. Dosazenim do
druhé kongruence ziskame

1+10t =5 (mod 18),

tedy 10t = 4 (mod 18). Protoze (10,18) = 2 déli ¢islo 4, mé tato kongruence
podle véty 4.2 feSeni t = 2 - 5° (mod 9), pricemz 2-5° =10-252 =1-(-2)> =4
(mod 9), a tedy t =4+ 9s, kde s € Z. Dosazenim x = 1+ 10(4 + 9s) = 41 + 90s.
Z treti kongruence pak vychéazi

414+ 90s = —4 (mod 25),
tedy 90s = —45 (mod 25). Vydélenim péti (véetné modulu, nebot 5 | 25)
18s = -9 (mod 5),

odkud —2s = 1 (mod 5), tedy 2s = 4 (mod 5), s = 2 (mod 5), a proto s =
2+ 5r, kde r € Z. Dosazenim x = 41 + 90(2 + 5r) = 221 + 4507, tedy = = 221
(mod 450). O

PRIKLAD. Reste systém kongruenci
r =18 (mod 25)
r =21 (mod 45)
r =25 (mod 73).
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RESENI. Z prvni kongruence = = 18 + 25¢, kde t € Z. Dosazenim do druhé
kongruence

18+ 25t =21 (mod 45),
tedy
25t =3 (mod 45).
Tato kongruence vsak podle Véty 21 nemd feseni, nebot (25,45) = 5 nedéli ¢islo

3. Proto nema teseni ani cely systém. Tento vysledek bychom také dostali piimo
z Véty 23, nebot 18 # 21 (mod (25, 45)). O

PRIKLAD. Reste kongruenci 23941z = 915 (mod 3564).

RESENI. Rozlozme 3564 = 22 .3%.11. Protoze ani 2, ani 3, ani 11 nedgl{
¢islo 23941, plati (23941,3564) = 1 a tedy podle Véty 23 ma kongruence feseni.
Protoze ¢(3564) = 2 - (3%-2) - 10 = 1080, je feSeni tvaru z = 915 - 23941107
(mod 3564). Uprava ¢isla stojictho na pravé strané by vsak vyzadala znacné usili.
Proto budeme kongruenci fesit ponékud jinak. Podle Véty 13 (6) je x € Z teSenim
dané kongruence pravé kdyz je feSenim soustavy

23941z = 915 (mod 2?)

23941z = 915 (mod 3%) (22)
23941z =915 (mod 11)
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Vytesime nyni kazdou z kongruenci soustavy (22) zvlast. Prvni z nich je splnéna,
prave kdyz

x=3 (mod 4),
druhd, prave kdyz
46x =24 (mod 81),

odkud vyndsobenim dvéma 92z = 48 (mod 81), tj. 11z = —33 (mod 81) a po
vydeéleni jedenécti

r=-3 (mod 81).
Treti kongruence je splnéna, pravé kdyz

br =2 (mod 11),
odkud vyndsobenim ¢islem —2 dostaneme —10z = —4 (mod 11), tedy

r=—-4 (mod 11).
Libovolné = € Z je tedy feSenim soustavy (22), pravé kdyz je FeSenim soustavy
3 (mod 4)
r=-3 (mod 81) (23)
—4 (mod 11)
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7 druhé kongruence dostavame, ze x = —3 + 81t, kde t € Z. Dosazenim do
treti kongruence soustavy (23) dostaneme

—3+8lt=—-4 (mod 11),

tedy 81t = —1 (mod 11), tj. 4¢ = 32 (mod 11), odkud ¢t = 8 (mod 11), a proto
t = —3+11s, kde s € Z. Dosazenim x = —3+81(—3+11s) = —3—3-81+11-81s
do prvni kongruence soustavy (23) dostaneme

—3—-3-81+11-81s=3 (mod 4),
tedy

141-14(-1)-1s=3 (mod 4),
tj. —s =1 (mod 4) a proto s = —1 + 4r, kde r € Z. Je tedy
r=—-3-3-81+11-81(—1+4r)=-3—-14-81+4-11-81r = —1137 + 3564r,
neboli z = —1137 (mod 3564), coz je také feseni zadané kongruence. O
4.3. Kongruence vyssich stupnt. Vratme se k obecngjsimu piipadu, kdy na
obou stranach kongruence stoji mnohocleny téze proménné z s celociselnymi koe-
ficienty. Snadno muzeme tuto kongruenci odectenim upravit na tvar

F(z) =0 (mod m), (24)

kde F(z) je mnohoclen s celociselnymi koeficienty a m € N. Véta 20 nam
poskytuje sice pracnou, ale univerzalni metodu feseni této kongruence. Pti feseni
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kongruence (24) totiz staci zjistit, pro kterd cela ¢isla a, 0 < a < m, plati F'(a) =0
(mod m). Nevyhodou této metody je jeji pracnost, kterd se zvysuje se zvétsujici se
hodnotou m. Je-li m slozené, m = pi* ... p*, kde py, ..., py jsou ruznd prvocisla,
a je-li navic £ > 1, muzeme nahradit kongruenci (24) soustavou kongruenci

F(z)=0 (mod p}*)
: (25)

F(z)=0 (mod pi*),
kterd m4 stejnou mnoZinu feseni, a fesit kazdou kongruenci této soustavy zvlast.
Tim ziskdme obecné nékolik soustav kongruenci (19), které uz umime fesit. Vyhoda

této metody spociva v tom, ze moduly kongruenci soustavy (25) jsou mensi nez
modul puvodni kongruence (24).

PRIKLAD. Reste kongruenci 2° +1 =0 (mod 11).
RESENT. Oznaéme F(z) = 2° + 1. Pak plati F(0) = 1, F(1) = 2 a dale plati

F(2)=33=0 (mod 11),
F(3)=341=9-9-3+1=(-2?2-3+1=12+1=2 (mod 11),
F4)=4+1=2"4+1=14+1=2 (mod 11),
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kde jsme vyuzili Fermatovu vétu 16, podle které 2! =1 (mod 11). Podobné déle
F(B)=5"+1=16°+1=4Y+1=1+1=2 (mod 11),
F6)=6"+1=(-5°+1=-16"+1=-4"4+1=0 (mod 11),
FN=T+1=(-4°+1=-2Y+1=-1+1=0 (mod 11),
F8)=8+1=2"-24+1=32+1=0 (mod 11),
F9=94+1=3"4+1=1+1=2 (mod 11),
F(10)=10°4+1=(-1)°+1=0 (mod 11),

a tedy feSenim kongruence x° +1 =0 (mod 11) jsou pravé vsechna z, vyhovujici
nékteré z kongruenci = 2 (mod 11), x = 6 (mod 11), x = 7 (mod 11), z = 8
(mod 11), x = 10 (mod 11). O

PRIKLAD. Reste kongruenci 2° — 3z +5=0 (mod 105).

RESENI. Kdybychom postupovali obdobné jako difve pro m = 105, museli
bychom spocitat pro F(z) = 2® — 3z + 5 sto pét hodnot F(0), F(1), ..., F(104).
Proto radéji rozlozime 105 = 3-5-7 a budeme fesit kongruence F'(x) = 0 postupné
pro moduly 3, 5, 7. Plati F/(0) =5, F(1) =3, F(2) =7, F(3) =23, F(-1) =7,
F(=2) =3, F(—3) = —13 (pro snadnéjsi vypocty jsme pocitali naptiklad F'(—1)
misto F'(6) — vyuzijeme toho, ze F'(6) = F'(—1) (mod 7) podle pfedchoziho Tvr-
zeni a podobné). Kongruence F(z) = 0 (mod 3) m4 tedy feseni z = 1 (mod 3);
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kongruence F(z) = 0 (mod 5) ma feSeni x = 0 (mod 5); Fesenim kongruence
F(z) =0 (mod 7) jsou x € Z splaujici z = 2 (mod 7) nebo x = —1 (mod 7).
Zbyva tedy vyresit dvé soustavy kongruenci:

r=1 (mod 3), r= 1 (mod 3),
z=0 (mod5), a = 0 (mod?5),
r=2 (mod?7) r=-1 (mod7).

Protoze prvni dvé kongruence jsou u obou soustav stejné, budeme se nejprve
zabyvat jimi. Ze druhé kongruence dostavame x = 5t pro t € Z, dosazenim do
prvni

5t=1 (mod 3),

tedy —t = 1 (mod 3), odkud t = —1 4+ 3s pro s € Z, odkud x = —5 + 15s.
Dosad'me nejprve do tfeti kongruence prvni soustavy:

—5+15s=2 (mod 7),

odkud s =0 (mod 7), tj. s = 7r pro r € Z a proto = —5 + 105r. Dosadime-li
x = —b + 15s do treti kongruence druhé soustavy, dostaneme

—5+15s=—1 (mod 7),
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odkud s =4 (mod 7), tj. s =4+ Tr pror € Z, a proto x = —5 + 15(4 + 7r) =
554-1057. Celkem jsou tedy fesenim dané kongruence F'(x) = 0 (mod 105) vSechna
celd ¢isla z, splnujici = —5 (mod 105) nebo x = 55 (mod 105). O

Postup pro reseni kongruenci, kde modulem je mocnina prvocisla, udava dukaz
nasledujici véty.

VETA 24 (Henselovo lemma). Necht p je prvocislo, f(x) € Zlx], a € Z je
takové, ze p | f(a),p1 f'(a). Pak plati: pro kazdé n € N md soustava

r=a (mod p)

f(z)=0 (mod p") (26)

pravé jedno resent modulo p".

DUKAZ. Indukci vzhledem k n. Piipad n = 1 je zfejmy. Necht dile n > 1
a véta plati pro n — 1. Je-li x feSenim (26) pro n, je feSenim (26) i pro n — 1.
Libovolné feseni (26) pro n je tedy tvaru

T=cp1+k-pv !, kdekeZ.

Je tteba zjistit, zda f(c,_1+kp"') =0 (mod p"). Vime, ze p" ! | f(cp_1+k-p" )
a uzijme binomickou vétu pro f(z) = apa™ + -+ + a1z + ag, kde ag, .. ., a,, € Z.
Pak

(Cna+h-p" ) =y iy kp"Th (mod ph).
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Plati tedy

t.

f(cn—l)

n—1

<— 0=

+ k- f'(che1) (mod p).

Protoze ¢,,_1 = a (mod p), dostaneme f'(¢,—1) = f'(a) Z 0 (mod p), tedy (f'(¢n-1),p) =
1. Uzitim Véty 21 o feSitelnosti linearnich kongruenci dostavame, ze existuje prave
jedno feseni k (modulo p) této kongruence a protoze ¢, 1 bylo podle indukéniho
predpokladu jediné feseni modulo p™~ 1, je éslo ¢,_1 + k - p"~! jedinym Fesenim
(26) modulo p™. O

PRIKLAD. Reste kongruenci 2* + 7z +4 = 0 (mod 27).

RESENI. Redme nejprve tuto kongruenci modulo 3 (napi. dosazenfm) — snadno
zjistime, ze feseni je x = 1 (mod 3). Zapisme Feseni ve tvaru x = 1+ 3¢, kde t € Z
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a feSme kongruenci modulo 9.

'+ Tr+4=0 ( )
(1+3)+71+3t)+4=0 ( )
1+4-3t+7+7-3t+4=0 (mod9)

3Bt=-12 ( )
1t=-4 ( )
t=1 ( )

Zapsanim t = 1 + 3s, kde s € Z dostaneme x = 4 + 9s a po dosazeni

(4+98)' +7(4+9s) +4=0 (mod 27)

4* +4-43.954+28 +635+4=0 (mod 27)
256 - 9s + 63s = —288  (mod 27)

256s + 7s = —32  (mod 3)

2s=1 (mod 3)

s=2 (mod 3)

Celkem dostédvame feseni =4+ 9s =4+ 9(2 4 3r) = 22+ 27r, kde r € Z,

neboli z = 22 (mod 27).
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Resen{ obecnych kongruenci vysstho stupné jsme tedy prevedli na feseni kon-
gruenci modulo prvocislo. Ukazuje se, ze zde je nejvétsi ,kadmen drazu“, protoze
pro tyto kongruence zadny obecny postup (s vyjimkou postupu podle Véty 20, tj.
vyzkouseni vSech moznosti) neni zndm. Uvedeme alespon nékolik obecnych tvrzeni
ohledné tesitelnosti a poctu reseni takovych kongruenci a v dalsich ¢astech skript
podrobnéjsi vysledky v nékterych specidlnich ptipadech.

4.4. Kongruence s prvociselnym modulem.

VETA 25. Bud p prvocislo, f(x) € Z[x|. Libovolnd kongruence f(z) = 0
(mod p) je ekvivalentni s kongruenci stupné nejvyse p — 1.

DUKAZ. Protoze pro libovolné a € Z plati p | a’? —a (dusledek Malé Fermatovy
véty), jsou fesenim kongruence 27 —x = 0 (mod p) vSechna celd ¢isla. Vydélime-li
polynom f(z) se zbytkem polynomem 2P — z, dostaneme

f(x) = g(x) - (2" — @) + ()

pro vhodné f(z),r(x) € Z, kde stupen r(x) je mensi nez stupen délitele tedy nez
p. Dostavame tak, ze kongruence r(z) = 0 (mod p) je ekvivalentni kongruenci
f(z) =0 (mod p) a je pfitom stupné nejvyse p — 1. O

VETA 26. Bud p prvocislo, f(z) € Z[z]. Md-li kongruence f(z) =0 (mod p)
vice nez st(f) resent, pak jsou vSechny koeficienty polynomu f ndsobkem p.

Home Page

Title Page

I

Contents

<44 42

-
-k

Page 79 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

i


http://www.math.muni.cz/~bulik

DUKAZ. V jazyce algebry jde vlastné o pocet kofent nenulového polynomu
nad (kone¢nym) télesem Z,, kterych je nejvyse st(f). O

DUSLEDEK. (Jiny dikaz Wilsonovy véty) Pro kazdé prvocislo p plati
(p—1D!'=-1 (mod p).

DUKAZ. Pro p = 2 je tvrzeni zfejmé, ddle uvazujme jen lichd prvocisla p.
Resenim kongruence

(e-D@-2)(e-(p-1) - (" =1)=0 (mod p)

je podle Malé Fermatovy véty libovolné a € Z, které neni nasobkem p, tj. kon-
gruence ma p — 1 feSeni. Pritom je ale jeji stupen mensi nez p — 1, proto jsou
podle predchozi véty vSechny koeficienty polynomu na levé strané kongruence
nasobkem p, specialné absolutni ¢len, kterym je (p — 1)! + 1. Tim je Wilsonova
véta dokazana. 0]

4.5. Binomické kongruence a primitivni koreny. V této casti se zaméiime
na feSeni specialnich typu polynomialnich kongruenci vyssitho stupné, tzv. bino-
mickijch kongruenci. Jde o analogii binomickych rovnic, kdy polynomem f(z) je
dvojélen z™ — a. Snadno se ukaze, ze se muzeme omezit na pripad, kdy je a ne-
soudélné s modulem kongruence — v opa¢ném pripadé totiz vzdy muzeme pomoci
ekvivalentnich tprav kongruenci na tento pripad prevést nebo rozhodnout, ze kon-
gruence neni resitelna.
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PRIKLAD. Reste kongruenci
2 =18 (mod 63).

RESENI. Protoze je (18,63) = 9, musi platit 9 | 22, tj. 3 | 2. Polozime-li
r = 311, 11 € Z, dostdvdme ekvivalentni kongruenci z? = 2 (mod 7), kterd jiz
spliiuje omezeni na nesoudélnost modulu a pravé strany kongruence. Podle Véty
26 vime, ze m4 nejvyse 2 feseni a snadno se vidi, ze jimi jsou z; = £3 (mod 7),
tj. xr1 = £3,£10,£17, 24, +31,
+ 38, 445, £52, 59 (mod 63). Reenimi ptivodni kongruence jsou tedy z = 3 -z,
(mod 63), tj. v = +9, 12,430 (mod 63).

PRIKLAD. Reste kongruenci
=3 (mod 18).
RESENI. Protoze je (3,18) = 3, nutné 3 | x. Uzijeme-li, podobné jako vyse,
substituci z = 3 - x1, dostavame kongruenci
2723 =3  (mod 18),
kterd ziejmé neméd feseni, protoze (27,18) 1 3.
DEFINICE. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Cislo a nazveme n-tgm moc-

ninnym zbytkem modulo m, pokud je kongruence

n —

" =a (mod m)
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reSitelnd. V opacném piipadé nazveme a n-tym mocninnym nezbytkem modulo m.
Pro n = 2, 3,4 pouzivame terminy kvadraticky, kubicky a bikvadraticky zby-
tek, resp. nezbytek modulo m.

V tomto odstavci ukazeme, jakym zpusobem fesit binomické kongruence mo-
dulo m, pokud modulo m existuji tzv. primitivni kofeny.

DEFINICE. Necht m € N. Celé ¢islo a € Z, (a,m) = 1 nazveme primitivnim
korenem modulo m, pokud je jeho fad modulo m roven p(m).

LEMMA. Je-li g primitivni koren modulo m, pak pro kazdé ¢isloa € Z, (a,m) =
1 ezistuje jediné x, € Z, 0 < z, < p(m) s vlastnosti g** = a (mod m).

Funkce a — x, se nazjvd diskrétni logaritmus, prip. index ¢isla x (vzhledem
k danému m a zafizovanému primitivnimu koteni g) a je bijekci mezi mnoZinamsi
{a€Z;(a,m)=1,0<a<m}a{reZ;0<x<p(m)}.

DUKAZ. Staci ukdzat tvrzeni o bijekci a protoZe obé mnoziny maji stejny
pocet prvku, staci dokazat injektivitu uvedeného zobrazeni. Predpokladejme, ze
pro z,y € Z,0 < x,y < p(m) je ¢* = ¢¥ (mod m). Podle Véty 18 pak x = y
(mod p(m)), tj.  =y. O

Pozdéji ukazeme, ze primitivni kofeny existuji ,,dostatecné c¢asto“ na to, aby
nasledujici véta tesila vSechny potiebné piipady.
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VETA 27. Bud m € N takové, Ze modulo m existuji primitivni koveny. Ddle
necht a € Z, (a,m) = 1. Pak kongruence

n —

" =a (mod m)
je reditelnd (tj. a je n-tg§ mocninnyg zbytek modulo m), prdveé kdyz
a?™/d =1 (mod m),

kde d = (n,p(m)).

Pritom, je-li tato kongruence resitelnd, md prdave d resend.

DUKAZ. Necht g je primitivni kofen modulo m. Pak podle pfedchoziho Lem-
matu existuje pro libovolné x nesoudélné s m jediné y € Z; 0 < y < p(m) tak,
ze x = ¢g¥ (mod m), podobné pro dané a existuje jediné b € Z; 0 < b < p(m)
tak, ze a = ¢° (mod m). Resend binomicka kongruence je tedy po této substituci
ekvivalentni s kongruenci

(¢")"=g¢" (mod m)

a s vyuzitim Véty 18 i s linearni kongruenci

n-y=>b (mod p(m)).

Tato kongruence je tesitelnd, pravé kdyz d = (n, p(m))
/

| b (a je-li Tesitelnd, pak
mé d feseni). Zbyva dokazat, ze d | b, pravé kdyz a?™/? = 1

(mod m).
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Kongruence 1 = a#(M/d = gbe(m)/d plati pravé kdyz o(m) | b“’fim), a to plati

prave kdyz d | b. O

DUSLEDEK. Za predpokladi predchozi véty, je-li navic (n,p(m)) = 1, md kon-
gruence ™ = a (mod m) vidy TeSent, a to jediné. Jingmi slovy, umocriovdni na
n-tou (kde n je nesoudélné s p(m)) je bijekce na mnoziné 7%, invertibilnich zbyt-

kovych trid modulo m.
DUKAZ. Ziejmy. O

Nasledujici véty ndm dévaji obecnou informaci o poc¢tu feseni kongruenci podle
modulu, kterym je mocnina prvocisla. Jde o speciadlni pripady Henselova lemmatu
pro piipad binomickych kongruenci.

VETA 28. Bud p prvocislo, a € Z,n € N,p t a, p t n. Je-li kongruence
™ = a (mod p) Tesitelnd, je resitelnd i kongruence x™ = a (mod p®) pro libovolné
prirozené cislo o a ma stejny pocet resent jako kongruence modulo p.

DUKAZ. Plyne z Henselova lemmatu pro kongruenci f(z) = 0 (mod p), kde
f(x) = 2™ —a. Pak totiz f'(z) = n-2"! a pokud b € Z splauje f(b) =0 (mod p),
pak jisté p t b, a proto p 1 f'(b).

U

VETA 29. Bud'n € N, a € Z, 21 a. Oznaéme ddle | € Ny nejuétsi takové, Ze

n —

2L | n. Je-li kongruence x™ = a (mod 22+1) resitelnd, je resitelnd i kongruence
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n —

2" = a (mod 2%) pro libovolné o € N, a > 2l + 1 a md stejny pocet teseni jako
kongruence modulo 2% +1.

DUKAZ. Prozatim neuveden. O

P0OzZNAMKA. Uvédzime-li v predchozi vété piirozené ¢islo n = 2 (mod 4), pak
je I = 1. Pro liché a je kongruence 2" = a (mod 8) fesitelnd pravé kdyz je a = 1
(mod 8) (a ma 4 teseni). Diky prechozi vété vime, ze proa =1 (mod 8) mé Feseni
libovolné kongruence tvaru 2z = a (mod 2%) pro o > 3 a ma 4 feSeni.

V predchozich odstavcich jsme se zabyvali fesitelnosti binomickych kongruenci
podle modulu, pro které existuje primitivni koten. Ve zbytku této casti se bu-
deme zabyvat tim, pro kterd ¢isla primitivni kofeny existuji. Postupné dokazeme
nasledujici vétu:

VETA 30. Bud m € N, m > 1. Primitivni koreny modulo m existuji prdvé
tehdy, kdyz m splnuje nékterou z ndsledujicich podminek:

e m =2 nebo m =4,
e m je mocnina lichého prvocisla
e m je dvojndsobek mocniny lichého prvocisia.

P0zZNAMKA. Pokud pro prirozené ¢islo existuji primitivni kofeny, tak jich
mezi ¢isly 1,2,...,m existuje pravé o(@(m)). Je-li totiz g primitivni kofen a
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a€{1,2,...,p(m)} libovolné, pak ¢g* je podle Véty 19 rddu (fézz)), COZ je Tovno

©(m) prave tehdy, je-li (a,p(m)) = 1. Takovych a je v mnoziné {1,2,...,p(m)}
prave o(p(m)).

Dukaz Véty provedeme v nékolika krocich. Snadno je vidét, ze primitivni kofen
modulo 2 je 1 a modulo 4 je 3. Déale ukazeme, ze primitivni kofeny existuji modulo
libovolné liché prvocislo (pro ty, kdo si pamatuji zaklady algebry, tak vlastné
jinym zptsobem dokazeme, ze grupa (Z,), -) invertibilnich zbytkovych tiid modulo
prvociselné m je cyklicka.

TVRZENT 4.1. Necht p je liché prvocislo. Pak existuji primitivni koreny modulo
.

DUKAZ. Oznacme 71,79, ...,7,_1 Ffady ¢isel 1,2,...,p—1 modulo p. Bud § =
[11,72,...,7rp—1] nejmensi spolecny ndsobek téchto fadu. Ukdzeme, ze mezi Cisly
1,2,...,p— 1 existuje cislo fadu 6 a ze 6 = p — 1.

Necht 0 = ¢ ---¢p* je rozklad 0 na prvocisla. Pro libovolné s € {1,...k}
existuje ¢ € {1,...,p — 1} tak, ze ¢% | r. (jinak by existoval mensi spoleény

nasobek ¢isel 71, rs, ..., 7,1 nez je §), tj. ex. b € Z tak, ze r. = b - ¢¢*. Protoze c
m4 fad 7., ma &islo g, := ¢® podle Véty 19 fad ¢%.
Provedenim predchozi ivahy pro libovolné s € {1,...k} dostaneme ¢, ..., gx

a muzeme polozit g := ¢; - - - gx. Podle Lemmatu za Vétou 19 dostdvame, ze rad
g je roven soucinu fadu ¢éisel gy, ..., gk, tj. ¢islu ¢ -+ - go* = 0.
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Nyni dokazeme, ze § = p—1. Protoze tady ¢isel 1,2,...,p—1 déli §, dostavame
pro libovolné z € {1,2,...,p — 1} vztah 2° = 1 (mod p). Kongruence stupné &
modulo p mé podle Véty 26 nejvyse ¢ feseni (a podle predchoziho mé p— 1 feseni),
proto nutné 6 > p—1. Pfitom 0 | p—1 (jakozto tad ¢isla g), proto zejména d < p—1,
a celkem 6 = p — 1. O

Nyni ukazeme, ze primitivni kotfeny existuji dokonce modulo mocniny lichych
prvocisel. K tomuto budeme potiebovat dvé pomocna tvrzeni.

LEMMA. Bud p liché prvocislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné a € Z plati
(1+ap)?  =1+ap" (mod p).

DUKAZ. Plyne snadno z binomické véty s vyuzitim matematické indukcee.
[. Pro [ = 2 tvrzeni ziejmeé plati.
II. Necht tvrzeni plati pro [, dokdZeme jej i pro [+ 1. S vyuZitim Lemmatu na str.
43 tak umocnénim na p-tou tvrzeni pro [ (s navysenim modulu) dostaneme

(1+ap)” =1 +ap™ ") (mod pth).

Z binomické véty pritom plyne

p
1+ap ™ VP=14p-a-p 7+ (p) aFpt=k
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a vzhledem k tomu, ze pro 1 < k < p plati p | (i’), staci ukazat p't! | ptHE-DE

coz je ekvivalentni s 1 < (k — 1)(I — 1). Rovnéz pro k = p dostdvame diky [ > 3

vztah p!tt | pt=bp,
0 “ | »

LEMMA. Bud p liché prvocislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné a € Z,

spliiugict p 1 a plati, Ze ¥dd ¢isla 1+ ap modulo p' je roven p'=*.

Contents

DUKAZ. Podle piedchoziho Lemmatu je
(1+ap)? ' =1+ap (mod p),

Page 88 of 175
a uvdzime-li tuto kongruenci modulo p!, dostaneme (1 + ap)?”" = 1 (mod p').
Ptitom piimo z predchoziho Lemmatu a faktu p 1 a plyne (H—abp)”l_2 #£ 1 (mod p'),

> /.2 > , Go Back
coz dava pozadované. O °~ae

TVRZENT 4.2. Bud’ p liché prvoéislo. Pak pro kazdé | € N existuje primitivni
koren modulo p'. Full Screen

DUKAZ. Nechf g je primitivn{ kofen modulo p. UkdZeme, Ze pokud ¢gP~* # 1
(mod p?), je g dokonce primitivnim kofenem modulo p' pro libovolné I € N. (Pokud
by platilo g~' =1 (mod p?), pak (¢ +p)P ' =1+ (p—1)g? ?p £ 1 (mod p?), a
tedy misto g muzeme volit za puvodni primitivni koten ¢islo g + p.)

Necht tedy g splituje ¢g?~! # 1 (mod p?). Pak existuje a € Z, p { a tak, Ze
g*~! = 1+ p-a. Ukdzeme, Ze g je modulo p! fadu o(p') = (p — 1)p'~t. Bud
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n € N nejmens{ ¢&fslo, spliujici g" = 1 (mod p'). Podle pfedchoziho Lemmatu je
¢ ' =1+p-aiidu p'~! modulo p'. Pak ale
()" = (g =1 (modp') = p'~" | n.
Zérovetiz ¢" = 1 (mod p) plyne p—1 | n. Protoze jsou éisla p—1 a p'~! nesoudélna,
dostavame (p — 1)p!~! | n. Proto n = ¢(p') a g je tedy primitivni kofen modulo
!
. [l

TVRZENT 4.3. Bud’ p liché prvocislo a g primitivnd koren modulo p' pro | € N.
Pak liché z ¢isel g, g + p' je primitivnim korenem modulo 2p'.

DUKAZ. Necht ¢ je liché pfirozené ¢islo. Pak pro libovolné n € N plati ¢* = 1
(mod p'), pravé kdyz ¢® = 1 (mod 2p'). Protoze ¢(2p') = ¢(p'), je kazdy lichy
primitivni kofen modulo p' rovnéz primitivnim kofenem modulo 2p'. 0

Dalsi tvrzeni popisuje pripad mocnin sudého prvocisla. K tomu vyuzijeme
obdobnych pomocnych tvrzeni jako v pripadé lichych prvocisel.

LEMMA. Bud' l € N, 1> 3. Pak5* " =142 (mod 2V).
DUKAZ. Obdobné jako vyse pro 21 p. O
LEMMA. Bud' | € N, | > 3. Pak 7dd ¢isla 5 modulo 2! je =2

DUKAZ. Snadny z piedchoziho Lemmatu. U
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TVRZENT 4.4. Necht | € N. Primitivni koveny existuji modulo 2! prdvé tehdy,
kdyz 1 < 2.

DUKAZ. Bud [ > 3. Pak mnozina
S={(-1)*-5%ae{0,1},0<b<27%beZ}

tvoif redukovanou soustavu zbytki modulo 2! (m4 totiz (2!) prvki o kterych se
snadno ukaze, 7ze jsou po dvou nekongruentni modulo 2').

Ptitom zfejmé (s vyuzitim predchoziho Lemmatu) fad kazdého prvku S déli
2172 proto v této (a tedy ani v zadné jiné) redukované soustavé nemiize existovat
prvek fadu ¢(2') = 2!-1. O

Poslednim kaminkem do mozaiky tvrzeni, ktera spole¢né dokazuji Vétu 30, je
tvrzeni popisujici neexistenci primitivnich kofenu pro slozena cisla, kterd nejsou
mocninou prvoéisla (ani jejim dvojndsobkem).

TVRZENT 4.5. Necht m € N je délitelné alespori 2 prvocisly a neni dvojndsobkem
mocniny lichého prvocisla. Pak modulo m neexistuji primitivni koreny.

DUKAZ. Bud rozklad m na prvocisla tvaru 2°p{* - - pi*, kde a € Ny, €
N, 21 p; abud plati k > 2nebo k > 1 a«a > 2. Oznacime-1i § = [p(2%), o(p{r), - . ., p(PT)],
pak se snadno vidi, ze 6 < p(2%) - p(p")---w(p]*) = w(m) a ze pro libovolné
a € Z, (a,m) = 1 plati a® = 1 (mod m). Proto modulo m neexistuji primitivni
koreny. 0]
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Nyni mame dokazano tvrzeni presné charakterizujici ty moduly, pro které
existuji primitivni kofeny. Obecné je ale pro dany modul nalezeni primitivniho
kofene velmi vypocetné naroéna operace. Nasledujici véta nam udava ekvivalentni
podminku pro to, aby zkoumané ¢islo bylo primitivnim kofenem, jejiz ovéreni je
0 néco snazsi nez primy vypocet radu tohoto ¢isla.

VETA 31. Bud m takové, Ze modulo m existuji primitivni koveny. Zapisme
o(m) = ¢i" -+ - q.*. Pak pro libovolné g € Z, (g,m) = 1 plati, Ze g je primitivni
koren modulo m, prdave kdyz

) p(m)

(m)
gn #1 (modm),...,g % #1 (modm).

DUKAZ. Pokud by platila nékterd z uvedenych kongruenci, znamenalo by to,
ze tad g je mensi nez @(m).

Obréacené, pokud ¢ neni primitivni kofen, pak existuje d € N, d | ¢(m), kde
d < o(m)ag?=1 (modm). Jeli u = @ > 1, nutné existuje i € {1,...,k}
tak, ze ¢; | u. Pak ale

(m) Lu
g¢Qi = gd % =1 (mod m).

PRIKLAD. Postupné uréime primitivni kofeny modulo 41,412 a 2 - 412
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RESENI. Protoze ¢(41) = 40 = 23 - 5, je libovolné celé éislo g, které je s 41
nesoudélné, primitivnim kofenem modulo 41 pravé tehdy, kdyz

g #1 (mod41)A ¢ #1 (mod 41).

g=2: 28=2°.22=_-9.8=10 (mod 41)
20 = (29 = (-9)*=812=(-1) =1 (mod 41)
g=3: 3¥F=03"H=(-12=1 (mod 41)
g=4: tad 4 = 2% vzdy délf fad 2
g=>5: 5= = (291 =2 = (2%)2 =102 =18 (mod 41)
520 — (52)10 = (_24)10 — 290 — (920)2 = (mod 41)
g=6: 6°=2%.3=10-1=10 (mod 41)
620 =2%0.320=220.(3%)2.3=1.1-(-1)= -1 (mod 41)
Dokazali jsme tak, ze 6 je (nejmensi kladny) primitivni kofen modulo 41 (po-
kud by nas zajimaly i ostatni primitivni kofeny modulo 41, tak bychom je do-
stali umocnénim 6 na vSechna ¢isla od 1 do 40, ktera jsou se 40 nesoudélna

— je jich prave ¢(40) = ¢(2% - 5) = 16 a jsou jimi tyto zbytky modulo 41:
+6,+£7, +£11 +12, +13, +15, +17, +19.
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Doké4zeme-li nyni, Ze 6 £ 1 (mod 412), budeme védét, Ze 6 je i primitivnim
kofenem modulo libovolnd mocnina 41 (pokud bychom ,méli smulu® a 6% = 1
(mod 412), pak by primitivnim kofenem modulo 412 bylo &islo 47 = 6 + 41).
P1i ovéfeni podminky si vypomuzeme nékolika triky (tzv. moduldrni reprezentace
¢isel), abychom se obesli bez manipulace s velkymi ¢isly.

Nejprve vypoctéme zbytek po déleni 68 éfslem 412; k tomu se ndm bude hodit
vypo&itat zbytek po déleni éisel 28 a 3%:

2% =256 = 6- 41+ 10
=03 =(2-41-12=-4-41+1 (mod 41?)
Pak 68 =2%.3% = (6-41 +10)(—4-41+1) =
=-34-414+10=7-41+10 (mod 41?)
a6 = (6%)° = (7-41+10)° = (10° +5-7-41-10%) =
=10*(10 +35-41) = (—2- 41 — 4)(—6-41 + 10) =
=(4-41—-40) =124 #1 (mod 41?).

Pfitom jsme vyuzili toho, ze 10* = 6-412 — 86, tj. 10* = —2-41 —4 (mod 41?).
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Je tedy 6 primitivnim kofenem modulo 41? a protoze je to sudé &islo, je pri-
mitivnim kofenem modulo 2 - 412 ¢&fslo 1687 = 6 + 41? (nejmensim kladnym pri-
mitivnim kofenem modulo 2 - 412 je pfitom &fslo 7).

4.6. Kvadratické kongruence a Legendreiv symbol. Nasim tkolem bude
najit jednodussi podminku, jak zjistit, jestli je feSitelnd (a piipadné, kolik m&
feSeni) kvadraticka kongruence

ar? +br+c=0 (mod m).

7 obecné teorie, uvedené v predchozich odstavcich, je snadné vidét, ze k roz-
hodnuti, je-li tato kongruence tesitelnd, staci urcit, je-li fesitelna (binomickd) kon-
gruence

v*=a (mod p), (27)
kde p je liché prvocislo a a ¢islo s nim nesoudélné.

Pro urceni fesitelnosti kongruence (27) muzeme samoziejmé vyuzit Vétu 27,
jeji vyuziti ale casto narazi na vypocetni slozitost, proto se v kvadratickém piipade
snazime najit kritérium jednodussi na vypocet.

PRIKLAD. Urcete pocet feseni kongruence x? = 219 (mod 383).

RESENI. Protoze 383 je prvoéislo a (2, ¢(383)) = 2, z Véty 27 plyne, ze dand
kongruence je fesitelnd (a ma 2 FeSeni), pravé tehdy, kdyz 219" = 219191 = 1
(mod 383). Ovéreni platnosti neni bez pouziti vypocetni techniky snadné (i kdyz
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je to pordd jesté ,na papife“ vycislitelné). Zavérem této ¢dsti tuto podminku
oveiime s pomoci Legendreova symbolu daleko snadnéji.

DEFINICE. Necht je p liché prvocislo. Legendretiv symbol definujeme piedpisem

1 pfta, a je kvadraticky zbytek modulo p,

a
p

—1 pta, a je kvadraticky nezbytek modulo p.

PRIKLAD. Protoze je kongruence 2 =1 (mod p) fesitelnd pro libovolné liché
prvocislo p, je (1/p) = 1.

(—1/5) = 1, protoze kongruence 2> = —1 (mod 5) je ekvivalentni s kongruenc{
2 =4 (mod 5), jejimiz fesenimi jsou z = +2 (mod 5).

LEMMA. Necht p je liché prvocislo, a,b € Z libovolnd. Pak plati:
1. (%) =a"7 (mod p).

2. () =066

8.a=b (mod p) = (%) = (9.

p p

DUKAZ. ad 1. Pro p | a je tvrzeni ziejmé; pokud je a kvadraticky zbytek mo-
dulo p, pak tvrzeni plyne z Véty 27. Z téze véty plyne, ze v ptipadé kvadratického
nezbytku je "= # 1 (mod p). Pak ale, protoze p | P! —1 = (a% —1)(a"z +1)
nutneé p | a7 +1,t. a"7 = -1 (mod p).
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ad 2. Podle 1. dostavame

B) = <o 4= ()8 i

Protoze jsou hodnoty Legendreova symbolu z mnoziny {—1,0, 1}, plyne z kongru-
ence (ab/p) = (a/p)(b/p) (mod p) piimo rovnost.
ad 3. Ztejmé z definice. 0

DUSLEDEK. 1. V libovolné redukované soustavé zbytkii modulo p je stejny pocet
kvadratickych zbytku a nezbytki.
2. Soucin dvou kvadratickych zbytku je zbytek, soucin dvou nezbytku je zbytek,

soucin zbytku a nezbytku je nezbytek.

3. (-1/p) = (—1)%1, tj. kongruence > = —1 (mod p) je resitelnd prdvé

tehdy, kdyzp =1 (mod 4).

DUKAZ. ad 1. Kvadratické zbytky ziskdme tak, Ze vSechny prvky redukované
soustavy zbytku umocnime na druhou. Téchto prvkiu je p — 1, pritom druhé moc-
niny 2 prvku jsou spolu kongruentni pravé tehdy, kdyz je soucet téchto prvku
nasobkem p. Mame tedy prave p%l kvadratickych zbytku, a tedy rovnéz p — 1 —
p%l = ’%1 kvadratickych nezbytkui modulo p. Predpoklad, ze p je prvocislo, je
podstatny — pro slozena ¢isla je kvadratickych nezbytku vice nez zbytku (viz déle
¢ast o Jacobiho symbolu).

ad 2. Tvrzeni je zfejmé z predchoziho lemmatu.
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ad 3. Ziejmé. 0

Jiz s vyuzitim téchto zakladnich tvrzeni o hodnotach Legendreova symbolu
jsme schopni dokazat vétu o nekonecnosti poctu prvocisel tvaru 4k + 1.

TVRZENT 4.6. Prvocisel tvaru 4k + 1 je nekonecné mnoho.

DUKAZ. Sporem. Predpoklddejme, Ze p1, pa, . . . , p; jsou véechna prvoéisla tvaru
4k+1 a uvazme ¢islo N = (2p; - - - p;)?+1. Toto ¢&islo je opét tvaru 4k + 1. Pokud je
N prvocislo, jsme hotovi (protoze je jisté vétsi nez kterékoli z py, ps, . .., pr), pokud
je slozené, musi existovat prvocislo p, délici N. Ziejmé pritom zadné z prvocisel
2,p1, P2, - .., neni délitelem N, proto staci dokazat, ze p je rovnéz tvaru 4k + 1.
Protoze ale (2p; - - - p;)*> = —1 (mod p), dostdvame, Ze (—1/p) = 1, a to plati prave
tehdy, je-li p =1 (mod 4). O

Nyni odvodime dalsi pravidla pro vypocet Legendreova symbolu.

Uvazujme mnozinu S nejmensich zbytku (v absolutni hodnoté) modulo p. Je-li
p prvocislo, a € Z, p 1 a, pak oznacime p,(a) pocet zapornych nejmensich zbytki
(v absolutni hodnoté) ¢isel
p—1

2

tj. pro kazdé z téchto ¢isel uréime, se kterym cislem z mnoziny S je kongruentni
a spocitame pocet zapornych z nich.

1-a,2-a,..., - a,
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PozNAMKA. Obvykle budou p a a zafixované, potom budeme misto f,(a) psét
jen p.

PRIKLAD. Vypoctéte hodnotu p pro p = 11, a = 3.

RESENT. S

{-5,—4,-3,-2,—1,1,2,3,4,5}. Protoze 1 -3=3,2-3 = —5,3-
3=-24.3=1,5-

1,5-3=4 (mod 11), dostavame p = 2.

LEMMA (Gaussovo). Je-li p liché prvocislo, a € Z, pt a, pak

DUKAZ. Pro kazdé i € {1,2,...,1%1} uréime m; € {1,2,...,’%1} tak, ze
i-a = 4m; (mod p). Snadno se vidi, ze pokud k,l € {1,2,..., ;%1} jsou ruzné,
jsou ruzné i hodnoty my, m; (my =m; = k-a==+l-a (mod p) = k= =4I
(mod p), coz nelze jinak, nez ze k = [).
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Proto splyvaji mnoziny {1,2,..., ’%1} a {my,ma,... ,m%}. Vynéasobenim
kongruenci
1-a=+m; (mod p)
2-a=+my (mod p)

5= £mp (mod p)

dostavame

= -1
L 1e'r = (—=1)*- b > ' (mod p)
(mezi pravymi stranami je jich pravé p zapornych). Po vydéleni obou stran ¢islem
p—1
((p—1)/2)! dostdvame diky vztahu (a/p) =a 2 (mod p) pozadované tvrzeni. [

S vyuzitim Gaussova lemmatu dokazeme hlavni vétu této casti, tzv. zdkon
kvadratické reciprocity.

VETA 32. Necht p,q jsou lichd prvocisla. Pak
L (5)=(-1)=

p2-1
2. (2) = (-1

Home Page

Title Page

I

Contents

4« 44

-
-k

Page 99 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

i


http://www.math.muni.cz/~bulik

5 @=0 (D7TT

DUKAzZ. Véta se v tomto tvaru uvadi zejména proto, Ze pomoci téchto tif
vztahu a zdkladnich pravidel pro upravy Legendreova symbolu jsme schopni vypocitat
hodnotu (a/p) pro libovolné celé ¢islo a. Prvni éast tvrzeni jiz médme dokazanu,

v dalsim nejprve odvodime mezivysledek, ktery vyuzijeme k dukazu zbylych césti.
Poznamenejme rovnéz, ze v literature existuje mnoho ruznych dukazu této véty
(v roce 2010 uvddeél F. Lemmermeyer 233 dukazu), obvykle ovSem vyuzivajicich

Necht je ddle a € Z, p t a, k € N a necht [z] (resp. (z)) znaci celou (resp.

necelou) ¢éast redlného cisla x. Pak

2ak k k
2] - 2] o] 2] - 2]
p p p p p
Tento vyraz je lichy prave tehdy, kdyz je (‘;7'“) > %, tj. pravé tehdy, je-li nejmensi
zbytek (v absolutni hodnoté) ¢isla ak modulo p zdporny (zde by mél pozorny

¢tenaf zaznamenat navrat od vypoctu zdanlivé nesouvisejicich vyrazu k podminkam
souvisejicim s Legendreovym symbolem).

Proto je
<2) = (=1)* = (_UZE[%}_
p
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Je-li navic a liché, je a + p ¢islo sudé a dostavame

B)- 52)-(5)- () (2)-

B3 (atp)k T el
_ (_1)Zk:1 =1 — (_UZkzl [%F] . (_Uzk,:l k

Celkem tak dostavame (pro liché a)

(2) : (9) _ (_1)2121[‘%] (=1)5F, (28)

D p

coz pro a = 1 dava pozadované tvrzeni z bodu 2.
Podle jiz dokdzané ¢ésti 2 a ze vztahu (28) dostdvame pro lichd ¢isla a

a % ak
<_> _ ()SeE
p

Uvazme nyni pro dana prvocisla p # ¢ mnozinu
T={¢g-zreZ l<e<(p-1)2tx{p-yyeZ 1<y<(q—1)/2}
p=l gL

Ziejmé je |T| = &= - &

pT_l pk % gk
(_1)\T| — (_1)Zk:1 (51, (_1)Zk:1 [?], (29>

¢imz budeme vzhledem k predchozimu hotovi.

a ukazeme, zZe rovnéz
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Protoze pro zadna x,y z pripustného rozsahu nemuze nastat rovnost gr = py,
muzeme mnozinu 1" rozlozit na dvé disjunktni podmnoziny 77 a Ts tak, ze T} =
T N A{[u,v]; u,v € Zyu < v}, To =T\ Ty. Ziejmé je Ty pocet dvojic [gx, py], kde
r < gy. Protoze %y < § . ‘1;—1 <Lje[By] < ’%1. Pro pevné y tedy v T} lezi pravé

q
. . —1)/2
ty dvojice [gz, py], pro které 1 <z < [Ey], a tedy |T1| = z;qzl %

—1)/2
T = 85V La).
Proto (2) = (=1)" a (%) = (=1)"™! a zdkon kvadratické reciprocity je

dokézan. O

[gy] . Analogicky

DUSLEDEK. 1. —1 je kvadratickyj zbytek pro prvocisla p spliugicip = 1 (mod 4)
a nezbytek pro prvocisla splnugici p =3 (mod 4).

2. 2 je kvadraticky zbytek pro prvocisla p spliujici p = £1 (mod 8) a nezbytek
pro prvocisla spliujici p = +£3 (mod 8).

3. Je-lip =1 (mod 4) nebo ¢ =1 (mod 4), je (p/q) = (¢/p), jinak (tj. p =
¢ =3 (mod 4)) je (p/q) = —(a/p).

PRIKLAD. Urcete (15)-

Home Page

Title Page

I

Contents

<44 42

-
-k

Page 102 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

P


http://www.math.muni.cz/~bulik

RESEN].
101
<%) _ %) nebot 101 ddvd po délend 4 zbytek 1
22

Il
S~ N N -~ N,/
S| J
N\
\I|>—‘
N =
~___

—_
—_

N N

nebot 79 ddvd po déleni 8 zbytek -1

N |
Ne)

= (-1) <I—£1)) nebot 11 1 79 ddvagi po déleni j zbytek 3
2
=(-1) <ﬁ) =1 nebot 11 ddvd pod déleni 8 zbytek 3

4.7. Jacobiho symbol. Vyéisleni Legendreova symbolu (jak jsme videéli i v predchozim
prikladu) umoznuje pouzivat zékon kvadratické reciprocity jen na prvocisla a nuti
nas tak provadét faktorizaci ¢isel na prvocisla, coz je vypocetné velmi narocéna
operace. Toto Ize obejit rozsitenim definice Legendreova symbolu na tzv. Jacobiho
symbol s podobnymi vlastnostmi.
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DEFINICE. Necht @ € Z, b € N, 2 1 b. Necht b = pyps---pi je rozklad b
na (lichd) prvocisla (vyjimecné neseskupujeme stejnd prvocisla do mocniny, ale
vypisujeme kazdé zvl4st, napt. 135 =3 -3 -3 -5). Symbol

=E )

se nazyva Jacobiho symbol.

Dale ukazeme, ze Jacobiho symbol méa podobné vlastnosti jako Legendreuv
symbol (s jednou podstatnou odchylkou). Neplati totiz obecné, ze z (a/b) = 1
plyne Fesitelnost kongruence 2 = a (mod b).

3)-6) Q- o

r* =2 (mod 15)

PRIKLAD.

a pritom kongruence

nen{ fesitelnd (nenf totiz resitelnd kongruence z* = 2 (mod 3) a nenf ani Fesitelnd
kongruence x? = 2 (mod 5)).
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TVRZENT 4.7. Necht b,b' € N jsou lichd, a,a,as € Z libovolnd. Pak plati:

a1 = ay (mod b) = (%) = (%),

2 (452) = () (%),

S~

&) = () ()

LEMMA. Bud'te a,b € N lichd. Pak plati
a-l = ool 4 221 (mod 2),

2p2_1 _ a2-1 2_1
ab =l = o=l 4 2=l (mod 2).

DUSLEDEK. Pro ai,...,a, € N lichd plati

' ZZLZI ak2—1 = H;cn:12ak*1 (IIlOd 2)7

D e aigl = H?ﬂgai*l (mod 2).

VETA 33. Nechf a,b € N jsou lichd. Pak

A

RIS

&=,
) - o

DUKAZ. Snadny.
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4.8. Aplikace Legendreova a Jacobiho symbolu. Primarni motivaci k zave-
deni Jacobiho symbolu byla potteba vy¢isleni Legendreova symbolu (a tedy roz-
hodnuti o fesitelnosti kvadratickych kongruenci) bez nutnosti rozkladu éisel na
prvocisla. Ukazme si proto priklad takového vypoctu.

PRIKLAD. Rozhodnéte o fesitelnosti kongruence z% = 219 (mod 383).
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RESENI. 383 je prvocislo, proto bude kongruence fesitelna, bude-li Legendretv Contents
symbol (219/383) = 1.
219 383 . . L T
=) = |30 (Jacobi) 383 i 219 ddvaji po délent 4 zbytek 3 « dd
B 164
219 | > |
1
:_(_) 164 = 22 - 41
2]‘9 Page 107 of 175
219 ;
= — (E) (Jacobi) nebot 41 ddvd po déleni 4 zbytek 1
14 Go Back
(8 —
_ 3 1 Full Screen
41) \41
7 ,
= — (H) nebot 41 davd pod déleni 8 zbytek 1 Close
(41> bot 41 ddvd pod déleni 4 zbytek 1
= (= nebo dvd pod délent 4 zbyte
7 Quit
-1
= — (T) =1 nebot 7 ddvd po déleni 4 zbytek 3.
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Dalsi aplikaci je v jistém smyslu opacna otazka: Pro kterd prvocisla je dané
¢islo a kvadratickym zbytkem? (tuto otdzku jiz umime odpovédét napt. pro a = 2).
Prvnim krokem je zodpovézeni této otazky pro prvocisla.

VETA 34. Necht q je liché prvocislo.
e je-li ¢ = 1 (mod 4), pak je q kvadraticky zbytek modulo ta prvocisla p,
kterd spliuji p = r (mod q), kde r je kvadraticky zbytek modulo q.
e je-li ¢ = 3 (mod 4), pak je q kvadraticky zbytek modulo ta prvocisla p,
kterd spliiugi p = +b* (mod 4q), kde b je liché a nesoudélné s q.

DUKAZ. Prvni tvrzeni plyne trividlné ze zdkona kvadratické reciprocity. Necht
p—1

tedy ¢ = 3 (mod 4), tj. (¢/p) = (—1)"= (p/q). Necht nejprve p = +b* (mod 4q),
kde b je liché. Pak p = b = 1 (mod 4) a p = b* (mod ¢). Tedy (-1)"z = 1
a (p/q) = 1, odkud (¢q/p) = 1. Je-li nyni p = —b? (mod 4q), pak obdobné p =
2 =3 (mod 4) ap=—b? (mod q). Tedy (—1)"= = —1 a (p/q) = —1, odkud
opét (q¢/p) = 1.

Obrécené, m&jme (¢/p) = 1. Mame dvé moznosti — bud (—1)pr1 =1la(p/q) =
1, nebo (—1)% = —la(p/q) = —1.V prvnim piipadé jep = 1 (mod 4) a existuje
b tak, ze p = b* (mod q) (Ize piitom piedpokladat, Ze b liché). Pak ale b* =1 =p
(mod 4) a celkem p = b? (mod 4q). V druhém pifpadé je p = 3 (mod 4) a existuje
b liché tak, 7ze p = —b? (mod q). Tedy —b?> = 3 = p (mod 4) a celkem p = —b?
(mod 4q). O
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PRIKLAD. Urcete modulo kterd prvocisla je

kvadratickym zbytkem.

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze pokud je modul kvadratické kongruence prvocislo
spliujici p = 3 (mod 4), pak umime nejen rozhodnout o fesitelnosti kongruenci,
ale rovnéz popsat vSechna feseni.

TVRZENT 4.8. Necht p =3 (mod 4),a € Z spliuji (a/p) = 1. Pak md kongru-

ence > = a (mod p) resent

pt1
r==4a* (mod p).
DUKAZ. Ovéiime snadno zkouskou

(ap%l)2 =d"" =a- (%) =a (mod p).

O

Pro dokresleni obrazu o kvadratickych zbytcich a nezbytcich formulujeme jesté
jedno tvrzeni (pro nepiilis obtizny dukaz euklidovského typu viz [3]).
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VETA 35. Necht a € N neni druhou mocninou. Pak existuje nekonecné mnoho
prvocisel, pro kterd je a kvadratickym nezbytkem.
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5. Aplikace teorie cisel Contents

5.1. Vypocetni aspekty teorie ¢isel. V mnoha praktickych tlohach vyuzivajicich
vysledky teorie ¢isel je zapotfebi umét rychle provést jeden ¢i vice z nasledujicich

T 44
vypoctu:

42

(1) bézné aritmetické operace (soucet, soucin, déleni se zbytkem) na celych
¢islech,

(2) zbytek mocniny celého ¢isla a na prirozené ¢islo n po déleni danym m.

(3) inverzi celého ¢isla @ modulo m € N, Page 111 of 175

(4) nejvetsi spoleény délitel dvou celych ¢isel (a pripadné koeficienty do Bez-
outovy rovnosti),

(5) rozhodnout o daném ¢éisle, je-li prvocislo nebo slozené, Go Back

(6) v piipadeé slozenosti rozlozit dané ¢islo na souéin prvocisel.

-
-k

Full Screen

Zakladni aritmetické operace se i na velkych ¢éislech obvykle provadéji
obdobné jako jsme se to ucili na zdkladni a stfedni skole, kdy umime scitat
v linedrnim, nasobit a délit se zbytkem v kvadratickém case. Pro nasobeni,
které je zdkladem mnoha dalsich operaci, existuji asymptoticky rychlejsi algoritmy
(typu rozdél a panuj) - napt. prvni takovy Karatsubuv (1960) casové ndroc¢nosti
O(n'°#23) nebo algoritmus Schonhage-Strassentiv (1971) ¢asové narocnosti ©(n log n log logn), oui
ktery vyuziva tzv. Fast Fourier Transform. Ten je ale pres svou asymptotickou
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prevahu vyhodny az pro nésobeni ¢isel majicich alespon desitky tisic cifer (a
pouziva se tak napt. v GIMPS).

Pékny piehled je napt. nahttp://en.wikipedia.org/wiki/Computational _
complexity_of_mathematical_operations

GCD a modularni inverze. Jak uz jsme ukazovali diive, vypocet feseni kon-
gruence a-x = 1 (mod m) s nezndmou x lze snadno (diky Bezoutové vété) prevést
na vypocet nejvétsiho spolecného délitele ¢isel a a m a na hledani koeficientu k&, [
do Bezoutovy rovnosti k- a + [ -m = 1 (nalezené k je pak onou hledanou inverzi
a modulo m).

function extended_gecd (a, m)
it m= 0
return (1, 0)
else
(q, r) := divide (a, m)
(k, 1) := extended_gcd (m, r)
return (1, k — q % 1)

Podrobné analyza (viz napf. [Knuth] nebo [Wiki]) ukazuje, ze tento algo-
ritmus je kvadratické casové slozitosti.

Home Page

Title Page

Contents

I

<44 44

-
-k

Page 112 of 175

Go Back

Full Screen

Close

P

Quit


http://www.math.muni.cz/~bulik
http://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations
http://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations

Modularni umocnovani je, jak jsme jiz vidéli diive, velmi vyuzivand operace
mj. pii ovérovani, zda je dané ¢islo prvocislo nebo éislo slozené. Jednim z efek-
tivnich algoritmu je tzv. modularni umocnovani zprava doleva:

function modular_pow (base, exponent, modulus)
result =1
while exponent > 0
if (exponent mod 2 =— 1):
result := (result % base) mod modulus
exponent := exponent >> 1
base = (base % base) mod modulus
return result

Algoritmus modularniho umocnovéani je zalozen na myslence, ze napf. pii
pocitdn{ 254 (mod 1000)

e neni tieba nejprve pocitat 254 a poté jej vydélit se zbytkem &slem 1000,
ale lépe je postupné nasobit ,dvojky“ a kdykoliv je vysledek vétsi nez
1000, provést redukci modulo 1000,

e ale zejména, Ze neni tieba provadét takové mnozstvi nasobeni (v tomto
pripadé 63 naivnich nasobeni je mozné nahradit pouze Sesti umocnénimi
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na druhou, nebot
2 = (@22
PRIKLAD (Ukézka prubéhu algoritmu). Vypoctéme 2°%° (mod 561). Protoze
560 = (1000110000),, dostaneme uvedenym algoritmem

exponent | base | result | exp’s last digit
560 2 1 0
280 4 1 0
140 16 1 0
70 256 1 0
35 460 1 1
17 103 | 460 1
8 511 | 256 0
4 256 | 256 0
2 460 | 256 0
1 103 | 256 1
0 511 1 0

A tedy 2°%° =1 (mod 561).

V prubéhu algoritmu se pro kazdou binarni ¢islici exponentu provede umocnéni
zakladu na druhou modulo n (coz je operace proveditelna v nejhture kvadratickém
case), a pro kazdou ,jednicku“ v bindrnim zdpisu navic provede jedno nasobeni.
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Celkové jsme tedy schopni provést modularni umocnovani nejhuie v kubickém
case.

5.2. Testy na slozenost. Prestoze plati zdkladni véta aritmetiky, kterda nam ga-
rantuje, ze kazdé prirozené cislo se dd jednoznaénym zpusobem rozlozit na soucin
prvocisel, praktické nalezeni tohoto rozkladu je obvykle velmi vypocetné naro¢na
operace, obvykle provadéna v nékolika krocich:

(1) nalezeni vsech délitelt neptevysujicich uré¢itou hranici (metodou pokusného
délen{ viemi prvocisly az do této hranice, typicky je touto hranici cca 10)

(2) otestovani zbylého faktoru na slozenosti (tzv. test na slozenost, testujic
nékterou nutnou podminku prvociselnosti)
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a) pokud test slozenosti prohlasil, ze zkoumané ¢islo je asi prvocislo, pak Contents
testem na prvociselnost ovérit, ze je to opravdu prvocislo.
b) pokud test slozenosti prohlésil, ze zkoumané ¢islo je slozené, pak nalézt

netrividlniho délitele. <« 13

Takto je posloupnost kroku provadéna z toho duvodu, ze jednotlivé algoritmy
maji postupné (vyrazné) rostouci ¢asovou slozitost. V roce 2002 Agrawal, Kayal a < >
Saxena publikovali algoritmus, ktery testuje prvociselnost v polynomidlnim case,
prakticky je ale zatim stale efektivnéjsi pouzivat vyse uvedeny postup.

Takzvané testy na slozenost testuji nékterou nutnou podminku prvociselnosti. Page 116 of 175
Nejjednodussi takovou podminkou je Malda Fermatova véta.

TVRZENI 5.1. Fermativ test Existuje-li pro dané N néjaké a # 0 (mod N) Go Back
takové, ze a1 # 1 (mod N), pak N neni proocislo.
Bohuzel nemusi byt pro dané slozené N snadné najit takové a, ze Fermatuv M
test odhali slozenost N; pro néktera vyjimeéna N dokonce jedina takova a jsou
ta soudélna s NV; jejich nalezeni je tedy ekvivalentni s nalezenim délitele, a tedy i
s rozkladem NN na prvocisla. LI
Carmichaelova ¢isla. Skutecné existuji takova nehezka (nebo extrémné hezkd?)
slozena ¢isla N, ktera spliuji, ze pro libovolné a nesoudélné s N plati ¥ —! = 1

Qui
(mod N). Takova ¢isla se nazyvaji Carmichaelova, nejmensi z nich je 561 = 3-11-17 -


http://www.math.muni.cz/~bulik

a teprve v roce 1992 se podarilo dokazat, ze jich je dokonce nekonecné mmnoho
(v OEIS jde o posloupnost A002997: 561, 1105, 1729, 2465, 2821, .. .).

PRIKLAD. DokéZeme, Ze 561 je Carmichaelovo, tj. Ze pro kazdé a € N, které
je nesoudélné s 3-11- 17, plati ¢ =1 (mod 561).

7 vlastnosti kongruenci vime, ze sta¢i dokazat tuto kongruenci modulo 3,11
i 17. To ale dostaneme piimo z Malé Fermatovy véty, protoze takové a spliuje
a’> =1 (mod 3),a'® =1 (mod 11),a'® =1 (mod 17), pticemz 2,10 i 16 deli 560
(viz téz Korseltovo kritérium).

VETA 36 (Korseltovo kritérium). SloZené cislo n je Carmichaelovym cislem,
pravé kdyz je nedélitelné ctvercem (square-free) a pro vSechna prvocisla p délici n
platip—1|n—1.

PRIKLAD. Dokazte, ze c¢isla 2465 a 2821 jsou Carmichaelova.

Eulerav test (téz Euler-Jacobi, Solovay-Strassen). Fermatuv test lze
zlepsit s vyuzitim kvadratickych zbytkt na Euleruv test, ale vyse zminény problém
se ani tak zcela neodstrani.

TVRZENI 5.2 (Euleruv test). Je-li N prvocislo a a € Z, N t a, pak

N—-1

a2 =(a/N) (mod N).
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PRIKLAD. Uvazme® a = 5: Pak 59 = 1 (mod 3),5%% = 1 (mod 11), pfitom
5280 = —1 (mod 17), proto urcité 5**° # +1 (mod 561). Zde doslo k tomu, ze
neplatilo ' =41 (mod N), proto ani nebylo tfeba testovat hodnotu Jacobiho
symbolu, ¢asto ale pravé Euleruv test muze odhalit slozené ¢islo i v piipadé, kdy
tato mocnina je rovna +1.

PRIKLAD. Test, zda a" 2= = +1 (mod N), neodhali napifklad N = 1729 =
7-13-19, nebot =1 = 864 = 2° - 3% je délitelné 6, 12 i 18 a tedy z Fermatovy
véty plyne, Ze pro vSechna celd ¢isla a nesoudélna s N plati a'r =1 (mod N).

Pritom ale pro a = 11 dostaneme (L) = —1 a Eulertuv test tedy slozenost

1729
¢isla 1729 odhali.

Poznamenejme, ze hodnotu Legendreova nebo Jacobiho symbolu (%) lze diky
zakonu kvadratické reciprocity spocitat v lepsim nez kubickém case.

DEFINICE (Pseudoprvoéisla). Slozené ¢islo n se nazyvé pseudoprvoéislo, po-
kud projde testem na slozenost a neni jim odhaleno jako slozené. Mame tak

(1) Fermatova pseudoprvocisla o zakladu a
(2) Eulerova pseudoprvocisla

3Testovani by selhalo uz pro a = 3, ale to je délitel, my chceme ukazat, Ze test muze uspét
i bez nalezeni délitele.
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(3) silnd (strong) pseudoprvocisla o zékladu a, pokud projdou nasledujicim
testem na slozenost.

O
Euler —Jﬂwbl"{z) 1205 T

Silné'(2)
2 o047

TVRZENT 5.3 (Test na slozenost — zesileni Malé Fermatovy véty). Necht p
je liché prvocislo. Pisme p — 1 = 2t - q, kde t je prirozené cislo a q je liché.
Pak pro kazdé celé ¢islo a nedélitelné p bud plati a? = 1 (mod p)) nebo existuge
e€{0,1,...,t — 1} sphiujici a**? = —1 (mod p)).

VMl'd\a,cl
2 ¢21

Ukazuje se, Ze tento snadny test vyrazné zesiluje schopnost rozpoznavat slozena
¢isla. Nejmensi silné pseudoprvoéislo o zakladu 2 je 2047 (ptitom nejmensi Ferma-
tovo o zékladu 2 bylo jiz 341) a pfi otestovani zakladu 2, 3 a 5 dostaneme nejmensi
pseudoprvocislo 25326001. Jinymi slovy, pokud nam staci testovat pouze cisla do
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2-107, pak staci tento test na slozenost provést pouze pro zaklady 2, 3 a 5. Pokud
¢islo neni odhaleno jako slozené, pak je urcité prvocislem.
Na druhou stranu, bylo dokazano, ze zadna kone¢na baze neni dostatecna.
Test Millera a Rabina je praktickou aplikaci predchoziho testu, kdy jsme
navic schopni omezit pravdépodobnost neuspéchu.

VETA 37. Necht N > 10 je liché sloZené ¢islo. Pisme N —1 = 2! - q, kde t je
prirozené ¢islo a q je liché. Pak nejvyse c¢turtina z éisel mnoziny {a € Z; 1 < a <
N, (a,N) = 1} spliuje nasledujici podminku:

a’=1 (mod N)
nebo existuje e € {0,1,...,t — 1} spliugici
a*1= -1 (mod N).

V praktickych implementacich se obvykle testuje cca 20 ndhodnych zakladu
(ptip. nejmensich prvociselnych zékladu). V takovém piipadé dostdvame z predchozi
véty, ze pravdépodobnost neodhaleni slozeného éisla je mensi nez 2740,

Casova néaroénost algoritmu je asymptoticky stejné jako slozitost modularniho
umocnovani, tedy nejhure kubicka. Je ale tfeba si uvédomit, ze test je nedeter-
ministicky a spolehlivost jeho deterministické verze zavisi na tzv. zobecnéné Rie-
mannové hypotéze (GRH).
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5.3. Testy na prvociselnost. Testy na prvociselnost prichazeji na fadu obvykle ve
chvili, kdy testy na slozenost prohlasi, ze jde pravdépodobne o prvocislo, pripadné

se provadéji rovnou u specidlnich typt &sel. Uved me nejprve piehled nejznaméjsich
test.

AKS (2002) — obecny polynomialni test na prvocisla
Pocklington-Lehmertuv test — test na prvociselnost subexponencialni slozitosti
Lucas-Lehmeruv test — test prvociselnosti pro Mersenneho ¢isla

Pépinuv test (1877) — test prvociselnosti pro Fermatova ¢isla

ECPP - test prvociselnosti zalozeny na tzv. eliptickych kiivkach

(1)
(2)
(3)
(4)
()

Specialni testy — Mersenneho c¢isla.

TVRZENI 5.4 (Lucas-Lehmeruv test). Definujme posloupnost (s,,)22, rekurzivné
predpisem sy =4, 8,1 = s2 — 2.
Pak je ¢islo M, = 2P — 1 prvocislo, prdve tehdy, kdyz M, déli s,_s.

// Determine if M, =2 -1 is prime
Lucas—Lehmer (p)
var s=4
var M =2°P -1
repeat p—2 times:
s=s>—2 (mod M)
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if s=0 return PRIME else return COMPOSITE

Casové slozitost testu je asymptoticky stejnd jako v piipadé Miller-Rabinova
testu, v konkrétnich ptipadech je ale efektivnéjsi.

Specialni testy — Fermatova ¢isla. Fermatova ¢isla jsou ¢isla tvaru F,, =
22" 4+ 1. Pierre de Fermat v 17. stoleti vyslovil hypotézu, ze vsechna ¢&isla tohoto
tvaru jsou prvocisly (zfejmé veden snahou zobecnit pozorovéni pro Fy = 3, F} =
5 Fy, = 17, F3 = 257 a F, = 65537. V 18. stoleti ale Leonhard Euler zjistil, ze
F5 = 641x6700417 a dodnes se nepodatrilo nalézt zadné dalsi Fermatovo prvocislo.
Vzhledem k rychle rostouci velikosti téchto ¢isel je pocitani s nimi velmi ¢asoveée
nérocné (a ani nasledujici test tak neni pfilis pouzivan). V soucasné dobé nejmensi
netestované Fermatovo ¢islo je Fj3, které ma 2585827973 ¢islic, a je tak vyrazné
vetsi nez nejvétsi dosud nalezené prvocislo.

TVRZENT 5.5 (Pépintuv test). Oznaéme F,, = 22" +1 tzv. n-té Fermatovo éislo.
Pak F, je prvocislo, prave kdyz

p=il

377 =—-1 (mod F,).

Vidime, ze jde o velmi jednoduchy test, ktery je vlastné pouze malou casti
Eulerova testu na slozenost.
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o , ;9. Fp—1 .
DUKAZ KOREKTNOSTI PEPINOVA TESTU. Plati-li 372 = —1 (mod F,), je

nutné F,, — 1 fddem cisla 3 modulo F,, proto je F;, prvocislo.
Fp—1

Obracené, necht je F, prvocislo. Z Eulerova kritéria dostdvdme, 7ze 372 =

(F%) (mod F,), tj. sta¢i ndm urcit hodnotu (F%) To je ale snadné, protoze F,, = 2

(mod 3) a tedy (%2) = —1. Déle F,, = 1 (mod 4), proto diky zdkonu kvadratické

reciprocity dostavame (Fi) =—1. 0

Pocklington-Lehmertv test. Na zdvér uved me i obecny test na prvoéiselnost,
ktery pouzijeme, pokud chceme vysokou pravdépodobnost Miller-Rabinova algo-
ritmu proménit v jistotu (ta jistota je ale relativni — uddva se, ze pravdépodobnost
selhani Miller-Rabinova algoritmu je nizsi nez HW chyba béhem vypoctu).

VETA 38. Necht N je prirozené ¢islo, N > 1. Necht p je prvocislo délici N —1.
Predpokladejme ddle, Ze existuje a, € Z tak, Ze

N-1

a)'=1 (mod N) a <apT—1,N>:1.

Necht p*» je nejuyssi mocnina p délici N — 1. Pak pro kazdy kladny délitel d ¢isla
N plati
d=1 (mod p*).

DUKAZ VETY POCKLINGTONA A LEHMERA. Kazdy kladny délitel d ¢isla N
je soucinem prvociselnych délitelu c¢isla N, vétu dokazme pouze pro d prvocislo.
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N—-1

Podle Fermatovy véty plati a?~' = 1 (mod d), nebot (a,, N) = 1. Protoze (ap® —
=0

N-1
1,N) =1, plati a,”? # 1 (mod d).
Oznacme e fad a, modulo d. Pak platie |d—1,e| N —1ae{ %.
Kdyby p*» te, z e | N — 1 by plynulo e | %, spor. Je tedy p®» | e, a tedy i
p* | d—1. O

Uziti véty Pocklingtona a Lehmera.

TVRZENT 5.6. Necht N € N, N > 1. Predpoklddejme, Ze mizeme psdt N —1 =
F-U, kde (F,U) =1 a F > /N, pricemz zndme rozklad ¢isla F na prvocinitele.
Pak plati:

o jestlize pro kazdé prvocislo p | F' muZeme najit a, € Z z predchozi véty,
pak je N prvocislo;

e je-li N prvocislo, pak pro libovolné prvocislo p | N — 1 ezistuje a, € Z
s pozadovanymi vlastnostmi.

DUKAZ. ad 1. Podle Véty je d =1 (mod p®) pro vsechny prvociselné faktory
F, protoje d=1 (mod F), a tedy d > v/N.

ad 2. Staci za a, zvolit primitivni kofen modulo prvoéislo N (nezavisle na
p)- O
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P0zZNAMKA. Predchozi test v sobé zahrnuje Pépinuv test (totiz pro N = F,
mame p = 2, kterému vyhovuje svédek prvociselnosti a, = 3).

5.4. Hledani délitele. Mame-li testem na slozenost potvrzeno, ze jde o ¢islo
tikol (coz je na druhé strané vyhodné pro RSA a podobné protokoly), proto si k
tématu uvedeme jen struény pirehled pouzivanych metod.

(1) Pokusné déleni — v krajnim piipadé je mozné testovat potencidlni (prvociselné)
délitele az do /n, tedy v nejhorsim piipadé vykoname az O(y/n) déleni.
(2) Pollardova p-metoda
(3) Pollardova p — 1 metoda
(4) faktorizace pomoci eliptickych kiivek
(5) Metoda kvadratického sita (QS)
(6) Metoda sita v ¢iselném télesa (NFS)

Podrobnosti viz predmét M8190 Algoritmy teorie cisel.

5.5. Kryptografie s verejnym klicem. Dva hlavni ikoly pro kryptografie s
verejnym klicem (PKC — public key cryptography) jsou zajistit
e Sifrovani, kdy zpravu zaSifrovanou verejnym klicem piijemce neni scho-
pen rozsifrovat nikdo kromeé néj (resp. drzitele jeho soukromého klice)
e podepisovani, kdy integrita zpravy podepsané soukromym klicem odesilatele
muze byt ovéfena kymkoliv s pristupem k verejnému klici odesilatele
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Nejcastéji pouzivané systémy PKC:

e RSA (sifrovani) a odvozeny systém pro podepisovéni zprav

e Digital signature algorithm (DSA) a varianta zalozena na eliptickych
kiivkach (ECDSA)

e Rabinuv kryptosystém (a podepisovani)

e ElGamal kryptosystém (a podepisovani)

e Kryptografie eliptickych kiivek (ECC)

e Diffie-Hellmanuv protokol na vymeénu klicu (DH)

Princip digitalniho podpisu. Proces podepisovani a ovéreni podpisu zpravy
M probiha obvykle v nasledujicich krocich.

Podepisovani

(1) Vygeneruje se otisk (hash) Hj; zpravy pevné stanovené délky (napt. 160
nebo 256 bitu).

(2) Podpis zpravy Sa(Hy) je vytvoren (pomoci desifrovani) z tohoto hashe
s nutnosti znalosti soukromého klice podepisujiciho.

(3) Zprava M (piipadné zaSifrovand verejnym klicem piijemce) je spolu s
podpisem odeslana.

Ovéreni podpisu
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(1) K ptijaté zprave M se (po jejim piripadném desifrovéni) vygeneruje otisk
H,,

(2) S pomoci verejného klice (deklarovaného) odesilatele zpravy se rekonstru-
uje puvodni otisk zpravy Va(Sa(Hpy)) = Hyr.

(3) Oba otisky se porovnaji Hy = Hj,?.

RSA Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks, GCHQ —
1973)

e kazdy tucastnik A pottebuje dvojici klicu — verejny V4 a soukromy Sy

e generovani klicu: zvoli dvé velkd prvocisla p, ¢, vypocte n = pq, p(n) =
(p—1)(g — 1) [n je vefejné, ale p(n) nelze snadno spocitat |

e zvoli vefejny Kli¢ e a oveérd, ze (e, p(n)) =1

e napi. pomoci Euklidova algoritmu spocita tajny kli¢ d tak, aby e-d =1
(mod (n))

e zasifrovani numerického kddu zpravy M: C' = C.(M) = M*° (mod n)

e desifrovani sifry C: OT = Dy(C) = C? (mod n)

Rabintv kryptosystém je prvnim vefejnym kryptosystémem, k jehoz prolo-
meni je prokazatelné potieba faktorizovat modul. Uvedeme si jej ve zjednodusené
verzi:

e kazdy tucastnik A pottebuje dvojici klicu — verejny V4 a soukromy Sy
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e generovani klicu: A zvoli dvé podobné velka prvocisla
p,q =3 (mod 4), vypocte n = pq.

o Va=n, Sa=(p,q)

e zaSifrovani numerického kddu zpravy M:
C =C.(M)= M? (mod n)

e desifrovani sifry C: vypoctou se (¢tyti) odmocniny z C' modulo n a snadno
se otestuje, kterd z nich byla ptvodni zpravou.

Vypocet druhé odmocniny z C' modulo n = pgq,
kde p=¢=3 (mod 4) .
e vypocti r = CP*H/4 (mod p) a s = C@+D/* (mod q)
e vypocti a,b tak, ze ap + bg = 1
e poloz* x = (aps + bqr) (mod n), y = (aps — bgr) (mod n)
e druhymi odmocninami z C' modulo n jsou =z, £y.

PRIKLAD. V Rabinové kryptosystému Alice zvolila za sviij soukromy klic p =
23,q = 31, verejnym klicem je pak n = pq = 713. Zasifrujte zpravu m = 327 pro
Alici a ukazte, jak bude Alice tuto zpravu desifrovat.

RESENI. ¢ = 692, kandidati pivodn{ zpravy jsou £4 - 23 - 14 4+ 3 - 31 - 18
(mod 713).

4Uvedomte si, ze jde vlastné o aplikaci Cinské zbytkové véty!
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Diffie-Hellman key exchange. Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M.
Williamson, GCHQ - 1974)
Vymeéna klicu pro symetrickou kryptografii bez predchoziho kontaktu (tj. ndhrada
jednorazovych klicu, kuryru s kufiiky, ... ).
e Dohoda stran na prvocisle p a primitivnim kofenu g modulo p (verejné)
e Alice vybere ndhodné a a posle g* (mod p)
e Bob vybere ndhodné b a posle ¢g° (mod p)
e Spoleénym klicem pro komunikaci je g** (mod p).
Kryptosystém ElGamal. Z protokolu DH na vymeénu kli¢t je odvozen Sifrovaci
algoritmus ElGamal:
e Alice zvoli prvocislo p spolu s primitivnim kofenem g
e Alice zvoli tajny kli¢ x, spocitda h = ¢g* (mod p) a zvefejni vefejny kli¢
(P, g,h)
e sifrovani zpravy M: Bob zvoli ndhodné y a vypocte C; = ¢¥ (mod p) a
Cy =M -h¥ (mod p) a posle (Cy, Cy)
e desifrovani zpravy: OT = Cy/CY

P0zZNAMKA. Analogicky jako v piipadé RSA lze odvodit podepisovéni.

Eliptické kiivky jsou rovinné kiivky o rovnici tvaru y?> = 2° +ax + b a
zajimavé jsou tim, ze na jejich bodech lze definovat operace tak, ze vyslednou
strukturou bude komutativni grupa.
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Pritom uvedené operace lze efektivné provadét a navic se ukazuje, ze maji
(nejen) pro kryprografii zajimavé vlastnosti — srovnatelné bezpecnosti jako RSA
lze dosdhnout jiz s podstatné kratsimi kli¢i. Vyhodou je rovnéz velké mnozstvi
pouzitelnych eliptickych kiivek (a tedy grup ruzné struktury) podle volby para-
metru a, b .

Nékteré protokoly:

e ECDH - primé varianta DH na eliptické kiivce (jen misto generdtoru se
vybere vhodny bod na kiivce)
e ECDSA - digitalni podpis pomoci eliptickych ktivek.

POZNAMKA. Problém diskrétniho logaritmu (ECDLP). Navic se ukazuje, ze
eliptické kiivky jsou velmi dobte pouzitelné pri faktorizaci prvocisel.
6. Diofantické rovnice

Uz ve tretim stoleti naseho letopoctu se fecky matematik Diofantos zabyval
feSenim rovnic, ve kterych za feSeni pripoustél jen celd ¢isla. Neni se ¢emu di-
vit, vzdyt v mnoha praktickych tlohdch, vedoucich k rovnicim, nemusi mit ne-

celo¢iselnd feseni rozumnou interpretaci. (Jde napiiklad o tlohu, jak pomoci pétilitrové

a sedmilitrové nadoby odmérit do tfeti nddoby osm litru vody, ktera vede na
rovnici 5z + 7y = 8.) Na Diofantovu pocest se rovnice, ve kterych hledame jen
celociselna teseni, nazyvaji diofantické.
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Pro teseni téchto rovnic bohuzel neexistuje zadna univerzalni metoda. Dokonce
neexistuje ani metoda (jinymi slovy algoritmus), ktera by urcila, jestli ma obecnd
polynomialni diofanticka rovnice teseni. Tato otazka je zndmd pod nézvem 10.
Hilbertiuv problém a dukaz neexistence algoritmu podal IOpuit Marusacesnu (Yuri
Matiasevi¢) v roce 1970 (viz elementarné psany text [1]).

Presto vsak uvedeme nékolik nejobvyklejsich metod, které v radé konkrétnich
piipadu povedou k vysledku.

6.1. Linearni diofantické rovnice.
a1T1 + Ao + - -+ + apx, = b, (30)

kde x4, ..., x, jsou neznamé, ai,...,a,,b dana celd ¢isla. Budeme predpokladat,
ze a; # 0 pro kazdé i = 1,...,n (je-li a; = 0, pak nezndm4 z; z rovnice ,zmiz“).
K tesSeni téchto rovnic je mozné uzit kongruenci. Nejprve si vSimnéme, kdy ma
rovnice (30) TeSeni. Jestlize ¢islo b neni délitelné ¢islem d = (aq, ..., a,), nemuze
mit (30) zadné teSeni, protoze pro libovolna celd ¢isla xq,...,z, je leva strana
(30) delitelna cislem d. Jestlize naopak d | b, muzeme celou rovnici (30) vydélit
¢islem d. Dostaneme tak ekvivalentni rovnici

a’lxl +a/2x2++a;1xn = bla
kde a; = a;/d proi=1,...,n a b = b/d. Ptitom plati
d-(ay,...,a,) = (ddy,... da)) = (a,...,a,) =d,

’ '
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a tedy (a},...,al) = 1. V nésledujici vété ukdzeme, ze takova rovnice ma vzdy

feseni, a proto nase tvahy muzeme shrnout takto: rovnice (30) méa celo¢iselné

teSeni, prave kdyz ¢islo b je délitelné nejvétsim spolecnym délitelem cisel aq, as, . . ., ay,.

VETA 39. Necht n > 2. Rouvnice
121 + Qoo + -+ -+ + AT, = b, (31)

kde ay,aq, . .., an,b jsou celd ¢isla takovd, Ze (ay,...,a,) =1, md vidy celociselné
reseni. Vsechna celociselnd reseni této rovnice je mozné popsat pomoci n — 1
celociselnijch parametri.

DUKAZ. Provedeme indukef vzhledem k poctu n nezndmych z; v rovnici (31).

Je vyhodné formélné zacit s ptipadem n = 1, kdy podminka (a;) = 1 znamena,
ze a; = +1. Tehdy rovnice (31) mé tvar bud z; = b, nebo —x; = b, a tedy
jediné Teseni, které ziejmé nezavisi na zadném parametru, coz odpovida tomu, ze
n—1=0.

Predpokladejme, ze n > 2 a ze véta plati pro rovnice o n — 1 neznamych;
dokazeme ji pro rovnici (31) o n neznamych. Oznac¢me d = (aq,...,a,-1). Pak
libovolné fesent x4, ..., x, rovnice (31) trividlné spliuje kongruenci

a1x1 + asxo + -+ + apxr, =b  (mod d).

Home Page

Title Page

Contents

I

<44 42

-
-k

Page 132 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

P


http://www.math.muni.cz/~bulik

Vzhledem k tomu, ze d je spoleény délitel ¢isel aq,...,a,_1, je tato kongruence
tvaru

T, =b (mod d).
Protoze plati, ze (d, a,) = (a1, ...,a,-1,a,) = 1, mé podle véty 21 tato kongruence
feseni
z, =c (mod d),
kde ¢ je vhodné celé ¢islo, neboli x,, = c+d - t, kde t € Z je libovolné. Dosazenim
do (31) a tpravou dostaneme

axy+ -+ 1Ty, = b —a,c— a,dt.
Protoze a,c = b (mod d), je ¢islo (b — a,c)/d celé a posledni rovnici muzeme
vydélit ¢islem d. Dostaneme pak rovnici
a,ll.fl?l qP 000 g alln_yxn—l = b/>

kde a; = a;/dproi=1,...,n—1abt = ((b— ayc)/d) — a,t. Protoze
(a},...,a, )= (ddy,... ,da, ;) - clz = (ag,. .., ap_1) - % =1,

podle indukéniho predpokladu mé tato rovnice pro libovolné ¢t € Z teSeni popsa-

telné pomoci n — 2 celociselnych parametru. Pridame-li k tomuto feseni podminku

T, = ¢+ dt, dostaneme Feseni rovnice (31) popsané pomoci n — 2 puvodnich pa-

rametri a nového parametru ¢. Diukaz indukei je hotov. 0J
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Metodu z dikazu véty 39 pouzijeme na feseni nasledujicich diofantickych rov-
nic, v nichz z duvodu prehlednosti zapisu budeme neznamé znacit x,y, z, .. . misto
T1,T2,L3,....

PRIKLAD. 5z + Ty = 8.
RESENI. Libovolné feseni této rovnice musi spliiovat kongruenci
br+ Ty =8 (mod 5),

tedy 2y = —2 (mod 5)), odkud y = —1 (mod 5)), tj. y = —1 + 5¢ pro t € Z.
Dosazenim do dané rovnice dostaneme

5z + 7(—1+ 5t) = 8,
odkud vypoéitdme x = 3 — 7t. ReSenfm nasf rovnice je tedy
r=3—-"Tt, y=—1+D5t,
kde t je libovolné celé ¢islo. O
PRIKLAD. 91z — 28y = 35.

RESENT. Protoze (91,28) = 7 a 7| 35, m4 rovnice celociselné feseni. Vydélme
ji sedmi:
13z — 4y = 5.
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Libovolné teseni této rovnice musi spliiovat kongruenci
13z —4y =5 (mod 13),
tj. —4dy = —8 (mod 13), odkud y =2 (mod 13) ay = 2+13t prot € Z. Dosazenim
13z — 4(2 + 13t) = 5,

odkud vypoéteme z = 1 + 4t. Resenim je tedy z = 1 + 4t, y = 2 + 13t, kde ¢
je libovolné celé ¢islo. Tentyz vysledek bychom samoziejmé dostali, i kdybychom
uvazovali kongruenci podle modulu 4 misto 13. Protoze fesSit kongruenci podle

v/

tak, aby nebylo nutné pracovat s kongruencemi podle velkych modulu. 0
PRIKLAD. 18z + 20y + 15z = 1.

RESENI. Protoze (18,20,15) = 1, mé rovnice celoéfselné feeni. Libovolné
feseni musi spliiovat kongruenci (za modul volime nejvétsi spolecny délitel ¢isel
18, 20)

182 +20y + 152 =1 (mod 2),
tedy z =1 (mod 2), odkud z = 1 + 2s, kde s € Z. Dosazenim
18z + 20y + 15(1 +2s) =1
odkud po vydéleni dvéma a upravé dostaneme rovnici,

9x 4+ 10y = —7 — 15s
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kterou budeme tesit pro libovolné s € Z. Je-li tato rovnice splnéna, musi platit

9z + 10y = —7 — 155  (mod 9),

odkud y = 2+ 3s (mod 9), a proto y = 2 + 3s + 9¢, kde t € Z. Dosazenim
9z 4+ 10(2 + 3s + 9t) = —7 — 15s,

odkud po dpravé x = —3 — 5s — 10¢. Reseni dané rovnice jsou tedy trojice

r=—3—5s— 10t
y=2+3s+9¢
z=1+2s

kde s,t jsou libovolna cela cisla.

PRIKLAD. 152 — 12y + 48z — 51u = 1.

RESENI. Protoze (15,12,48,51) = 3 nenf délitel ¢fsla 1, nemd rovnice celociselné

resSeni.

6.2. Diofantické rovnice linearni vzhledem k nékteré neznamé. Jde o rov-

nice, které muzeme upravit do tvaru

mxy, — F(.’El, e ,xn_l),

Home Page

Title Page

I

Contents

<44 44

-
-k

Page 136 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

P


http://www.math.muni.cz/~bulik

kde m je prirozené ¢islo a F(zy,...,x, 1) mnohoclen s celo¢iselnymi koeficienty.
Je ziejmé, ze ma-li byt z1, xs, . . ., x, celociselnym feSenim rovnice (32), musi platit

F(zy1,...,2,-1) =0 (mod m). (33)

Naopak, je-li z1, . .., x, 1 feSeni kongruence (33), pak pro x,, = F(x1,...,2,1)/m
dostaneme celociselné teseni xq,..., 2, 1,x, rovnice (32). Proto pro feseni rov-
nice (32) postaci vyfesit kongruenci (33). V piipadé n = 2, tj. v pripadé, kdy
je mnohoc¢len F'(x;) mnohoclenem jedné proménné, jde o tlohu, kterou jsme se
zabyvali v céasti 4. Pripad n > 2 je vSak mozné tesit zcela analogicky pomoci
nasledujici véty.

VETA 40. Pro libovolny mnohoclen F(xy,...,x,) s celoc¢iselnymi koeficienty,
prirozené c¢islo m a celd ¢isla ay, ..., as, by, ..., bs takovd, Ze ay = by (mod m),
.., a5 = bs (mod m), plati F(ay,...,as) = F(by,...,bs) (mod m).

DUKAZ. Snadny. O

Pro nalezeni vSech feseni kongruence (33) tedy postaci dosazovat do mnohoclenu
F(xy,...,x4_1) za o1, ..., 7,1 nezavisle na sobé postupné ¢isla 0,1,2,...,m — 1
(tj. celkem m™ !-krdt). A pravé tehdy, kdyz pro &isla ay,...,a,_ ;1 je splnéna
podminka F(ai,...,a,-1) = (mod m), dostdvame feseni kongruence (33) ve
tvaru

xr1 = a1+ mtl, ey Ip_1 = Qp_1 -+ mtn_l,
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kde tq,...,t,_1 mohou nabyvat libovolnych celo¢iselnych hodnot. Tak dostaneme
i feseni rovnice (32):

r1 = a1+ mtl,

Tp-1 = Qp—1 +Mly_1,

Tn=—F(ag +mty,...,ap_1 +mt,_1).
m

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 722 + 5y + 13 = 0.
RESENI. Rovnici upravime na tvar 5y = —722 — 13 a budeme fesit kongruenci
~72° —13=0 (mod 5),

tj. 322 = 3 (mod 5), odkud 22 = 1 (mod 5). Dosadime-li za x ¢isla 0, 1, 2, 3, 4,
zjistime, Ze kongruence je splnéna pro ¢isla 1 a 4. ReSenim této kongruence jsou
tedy podle 4.11 pravé ¢isla

r=1+5t nebo x =44 5t,
kde t € Z. Dosazenim dostaneme v prvnim piipadé

by = —7(1 + 5t)2 — 13 = —7 — 70t — 1754 — 13
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a tedy
y = —4 — 14t — 352,
ve druhém pripadé

Sy = —7(4+5t)* — 13 = —112 — 280t — 175¢* — 13,
a proto
y = —25 — 56t — 352

Resenfm dané rovnice jsou tedy pravé viechny dvojice éfsel z,y tvaru

x=1+5ty=—4—14t — 35> nebo =4+ 5t,y=—25— 56t — 35,
kde t je libovolné celé cislo. U

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z(z + 3) = 4y — 1.

RESENI. Rovnici upravime na tvar 4y = 22+ 3z + 1 a budeme fesit kongruenci

?+3r+1=0 (mod 4).

Dosazenim cisel 0, 1, 2, 3 zjistime, Ze kongruenci nespliuje zadné z nich, a tedy
tato kongruence nem4 tfeseni. ResSeni proto neméa ani dané rovnice. 0

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2 + 42% + 6z + Ty + 8z = 1.
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RESENI. Rovnici upravime na tvar
Ty=—22—6x—422 — 82 +1
a doplnime na ctverce
Ty=—(z+3)% - (22+2)° + 14.
Proto budeme tesit kongruenci
(2432 +(22+2%=0 (mod 7) (34)

Nyni bychom mohli za uspoirddanou dvojici (z; z) postupné dosazovat usporadané
dvojice (0;0), (0;1), ..., (0;6), (1;0), (1;1), ..., (6;5), (6;6) a spocitat pro vSech
49 hodnot vyraz stojici na levé strané kongruence (34). Vyhodnéjsi ale bude vyuzit
tvaru kongruence (34) a odvolat se na tvrzeni 3.1, odkud pro p = 7, a = = + 3,
b = 2z + 2 dostaneme, ze z kongruence (34) plyne

r+3=2242=0 (mod7),
a tedy vsechna feseni kongruence (34) jsou tvaru

Tr= -3+ 7t, z=—1+47s,
kde t, s jsou cela cisla. Dosazenim do rovnice dostaneme

Ty = —(z +3)% — (22 +2)® + 14 = —49¢* — 196s> + 14,
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odkud
y = —Tt? — 285% + 2.
Resenim dané rovnice jsou tedy pravé vsechny trojice éisel z,y, z tvaru
r=-3+T7t y=-Tt>?—28s°+2, 2z=—1+7Ts,
kde s,t jsou libovolna celd cisla. O

6.3. Rovnice jiného tvaru. Metodu, kterou jsme feSili predchozi ptiklady, je
mozno popsat také takto: ,vyjadii nékterou z nezndmych pomoci ostatnich a
zkoumej, kdy je celociselna®. Skuteéné, vyjadiime-li z rovnice (32) nezndmou .,
dostaneme

. F(xl,...,xn,l)
L = o )

coz je celé ¢islo, prave kdyz m | F(xy, ..., x,_1), tj. pravé kdyz je splnéna kongru-
ence (33). Ukdzeme si na piikladech, ze tento postup je pouzitelny i na rovnice,
které nejsou tvaru (32). V prikladech uvedeme i pfipad, kdy je vhodné vyjadrit
namisto nékteré neznamé néjaky jiny vhodny vyraz a zkoumat, za jakych okolnosti
bude celoc¢iselny.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 3% = 4y + 5.

RESENI. Vyjédfeme z této rovnice nezndmou y:
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Je-dliz <0, je 0<3”<1,atedy 1(3° — 5) ¢ Z. Pro = > 0 plat{
3F—-5=(-1)"=1 (mod 4);

¢islo (—1)* —1 je kongruentni s nulou podle modulu 4 pravé tehdy, kdyz z je sudé,
tj. * = 2k, kde k € Ny. Resenim této diofantické rovnice jsou tedy pravé vsechny
dvojice
9% — 5

4 Y
kde k£ € Ny je libovolné. O

x = 2k, y =

PRIKLAD. Reste v Z rovnici z(y + 1) = 243y .

RESENI. Vyjédfeme nezndmou z:

243y
(y+1)%

Aby x € Z, musi (y+1)? byt délitelem ¢isla 243y. Protoze y a y+1 jsou nesoudélné
¢isla pro libovolné y € Z, musi byt (y + 1)? délitelem ¢isla 243 = 3°. Toto ¢islo
ma vSak jen tii délitele, kteti jsou druhou mocninou celého ¢isla: 1,9 a 81. Proto
musi nastat nékterd z téchto moznosti: y +1 =+1, y+1 = +£3 nebo y + 1 = £9.

Home Page

Title Page

I

Contents

<44 42

-
-k

Page 142 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

P


http://www.math.muni.cz/~bulik

Dostavame tedy Sest feseni dané rovnice:

y=0, z =0,
y= -2, r=—2-243 = —486,
Yy =2, x =227 =54,
y = —4, xr=—4-27=-108,
y =38, r=8-3 =24,
y=-10, r=-10-3 = -30.
Jina teseni dana diofanticka rovnice nema. O

PRIKLAD. Reste v Z rovnici \/z + /7 = V1988 .

RESENI. Odecteme-li od obou stran rovnice V¥ a umocnime-li na druhou,

dostaneme
xr=1988 —4,/7-7T1 -y +y.

Jsou-li x,y cela ¢isla, je 1 44/7 - Tly celé ¢islo, a tedy /7 - 71y je racionalni ¢islo.
Pak je \/7- 71y = k nezdporné celé ¢islo. Plati tedy 7 - 71y = k2, odkud plyne, ze
k% a tedy i k je délitelné prvocisly 7, 71. Je tedy k = 7 - 71t pro vhodné t € Ny a

tedy
2

7-71

Y= = 4972
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Zcela analogicky je mozné odvodit, ze existuje s € Ny tak, ze
x = 497s".
Dosazenim do puvodni rovnice dostavame

V497s + V497t = V1988,

odkud po vydéleni plyne s +t = 2. Jsou tedy tfi moznosti: s = 0, t = 2 nebo
s =t=1mnebo s =2, t =0, takze dana diofantickd rovnice ma tii reseni:

xr=0, y=1988 mnebo z =y =497 nebo x=1988, y=0.
O

6.4. Reseni diofantickych rovnic pomoci nerovnosti. Tato metoda je zalozena
na tom, ze pro libovolnd realna ¢isla a, b existuje jen konec¢né mnoho celych cisel x
tak, ze a < x < b. Proto pfi feSeni dané rovnice hleddame takova ¢isla a, b, aby ne-
rovnosti a < x < b pro nékterou neznamou z byly dusledkem této rovnice. Konecné
mnoho celych ¢isel lezicich mezi ¢isly a,b pak muzeme jedno po druhém dosadit
do rovnice za z a tim ji zjednodusit. Ukazme si to na nasledujicich prikladech.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 622 + 5y° = 74.

RESENI. Protoze pro libovolné y € Z plati 5y> > 0, musf libovolné feseni x, y
dané rovnice splnovat
74 = 62 + 5y* > 622,
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odkud 22 < 3—37, tedy —3 < o < 3, proto 22 je nékteré z ¢isel 0, 1, 4, 9. Dosazenim
do rovnice postupné dostdvame 5y? = 74, 5y* = 68, 5y = 50, 5y> = 20. Prvni
tfi piipady jsou ve sporu s y € Z, z posledniho dostdvame y? = 4, tj. y = £2.
Rovnice ma tedy ctyii feSeni: © = 3, y =2, 2 =3,y = —2; 0 = =3, y = 2;
z=—-3,y=—2. 0

PRIKLAD. Reste v Z rovnici 22 + zy + y? = 22y

RESENI. Protoze jsou v dané rovnici nezndmé z,y zastoupeny symetricky,
muzeme piedpoklddat, ze 22 < y2, odkud plyne 2y < 3%, a tedy

Py =2 +ay+yt <y + P +y =3y

Plati tedy y = 0 nebo 2? < 3. Dosazenim do rovnice dostdvdme v prvnim pifpadé
x =0, ve druhém pro x =0 opét y =0, prox =1jey = —1 aproxz = —1 je
= 1. Rovnice ma tedy tii feSeni:

rx=0, y=0; z=1 y=-1; r=—-1, y=1.

PRIKLAD. Reste v Z rovnici 2% = 1 + 3V,

RESENI. Je-liy < 0, plati 1 < 1+ 3Y < 2, odkud 0 < x < 1, coz je spor. Je
tedy y > 0 a proto 2* =14 3Y > 2, odkud = > 1. Ukazeme, ze také plati x < 2.
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Kdyby totiz bylo x > 3, platilo by
143=2"=0 (mod 8),
odkud bychom dostali
3¥=—-1 (mod 8),
coz vsak nenf mozné, nebot pro sud4 ¢isla y je 3V =1 (mod 8) a pro lich4 ¢isla y
plati 3¥ =3 (mod 8). Zbyva tedy vyfesit piipad 1 < z < 2. Pro x = 1 dostavame

¥=2'-1=1,
atedy y =0.Z x =2 plyne
¥=22_1=3,
takze y = 1. Rovnice mé tedy dvé feseni: z =1,y =0ax =2,y = 1. U

PRIKLAD. Reste rovnici  + y + z = 2yz v oboru pfirozenych éisel.

RESENI. Protoze jsou v dané rovnici nezndmé zastoupeny symetricky, mizeme
predpokladat < y < z. Pak ale

zyz=zr+y+z<z+z2+z2=3z,

odkud zy < 3. Je tedy zy = 1, nebo xy = 2, nebo zy = 3.
Je-li zy = 1, plati x = 1, y = 1, odkud dostaneme dosazenim do rovnice
2 + z = z, coz neni mozné.
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Je-li xy = 2, plati x = 1, y = 2 (predpoklddame z < y), odkud 3+ 2z = 2z, a
tedy z = 3.

Je-li xy = 3, plati x = 1, y = 3, odkud 4 + z = 3z, tedy z = 2, coz je ve sporu
s predpokladem y < z.

Rovnice ma tedy jediné feseni x = 1, y = 2, z = 3 spliujici z < y < z. VSechna
feSeni v oboru prirozenych cisel dostaneme vSemi zaménami poradi ¢isel 1, 2, 3:

(2395 2) € {(1;2;3),(1;3;2),(2;1;3),(2;3; 1), (3; 152), (3;2; 1) }.
O

Casto je mozné s vyhodou ukézat sporem, ze mnozina hodnot neznamé z je
konecna a omezend nerovnostmi a < z < b; pfitom z predpokladu = < a (resp.
x > b) odvodime nepravdivé tvrzeni. V nasledujicich piikladech bude takovym
nepravdivym tvrzenim dvojice nerovnosti

"<d" < (c+1)",
kde ¢, d jsou cela a n ptirozené cislo.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z(z + 1)(z 4 7)(z + 8) = 2.

RESENT. Upravou
y? = (2 + 8x)(2® + 8z + 7).
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Oznacime-li % + 8x = 2, je nase rovnice tvaru

=22+ 7z
Ukazeme, ze z < 9. Predpokladejme naopak z > 9. Pak plati

(2432 =22 +624+9<22+T72=9° <22+ 82+ 16 = (2 +4)?
coz je spor, nebot z + 3, y, z + 4 jsou celd ¢isla a z téchto nerovnosti by plynulo
|z + 3| < |y| < |z+4].
Je tedy z <9, tj. 22 + 8z < 9, odkud
(z +4)® = 22 + 8z + 16 < 25,

a proto —5 < x +4 < 5, neboli —9 < z < 1. Dosazenim téchto hodnot do rovnice
dostaneme v8echna Fesent: (z;y) € {(—9;12), (—9; —12), (=8;0), (—7;0), (—4;12),
(—4;-12), (=1;0), (0;0), (1;12), (1; —12)}. o

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici (z + 2)* — 2% = 32,
RESENT. Upravou ziskdme
y® = 8z° + 242° 4 32z + 16 = 8(z® + 322 + 4z + 2),
odkud plyne, ze y je sudé. Polozme y = 2z, z € Z. Plati tedy
2B =24+ 322 + 4+ 2.
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Je-li x > 0, plati

(x+1P =23 4+322+32+1 <23 +32°+ 42+ 2=
=22 <2 +62% + 12z + 8 = (z + 2)3,
odkud x +1 < 2z < x+ 2, coz neni mozné. Dana rovnice tedy nem4 feseni z,y € Z
takové, ze x > 0. Predpoklddejme, Ze ma néjaké teseni zq1,y; € Z takové, ze
r1 < —2. Pak plati
(21 +2)* — 2 =y}

a dosadime-li o = —x1 — 2, Yy = —y;, dostaneme

7y — (22 +2)* = -5,
a proto T, Yo je také feseni dané rovnice. Ovsem xo, = —x1 —2 > 0 a z predchozich
uvah plyne, ze tato situace nastat nemuze. Dohromady tedy —2 < z < 0, tj.
x = —1. Pro x = —1 vychdzi z puvodni rovnice y = 0; dvojice z = —1, y = 0 je
jedinym feSenim tulohy. O

6.4.1. Neékteré nerovnosti. Ptiteseni diofantickych rovnic jsou nékdy uzitecné i nékteré

VVVVVV

VETA 41 (AG-nerovnost). Pro libovolnd ¢isla ay, as, . .., a, € Ry plati nerov-

nost
ap + ay+ -+ ay

n

> Yaias ... Gy, (35)
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pritom rovnost v (35) nastane, jen kdyz a; = as = -+ = ay,.
DUKAZ. Prozatim neuveden. 0
VETA 42 (Bernoulliova nerovnost). Vo € R,z > —1,Vn € N plati:
14+2)">14n-z.
DUKAZ. Pro n = 1 nebo x = 0 je tvrzeni ziejmé. Pro redlnd A > B > 0 a
prirozené cislo n > 2 plati:
n(A—B)B"!' < A" - B"<n(A-B)A"!' (A>B>0,n>2),

z ¢ehoz po dosazeni A=1+xa B=1 (prox >0),resp. A=1, B=1+x (pro
—1 <z < 0) dostaneme pozadované tvrzeni. O

PRIKLAD. V oboru piirozenych ¢isel feste rovnici
x Yy =z
S 4242 =3
y z x
RESENI. Podil prirozenych éisel je éfslo kladné, a proto muzeme pro éisla 4

z
Y )
& o 3 8 Theg 8 T o . B R
a =~ pouzit nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumeérem (viz Véta 41).
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Geometricky prumér téchto tii Cisel je 1, a proto pro jejich aritmeticky prumeér

plati
1/ y =z
s|l-t+t=-+=] =1
3\y 2z =

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz

Porovname-li ziskanou nerovnost s danou rovnici, dostavame, Ze rovnice ma ne-
konecné mnoho teSeni x = y = z, kde z je libovolné ptirozené ¢islo, a zadné jiné
feSeni nema. 0
PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné piirozené ¢islo n > 2 rovnice
"+ (x+1D)"=(z+2)"
nema feSeni v oboru piirozenych cisel.

RESEN{. Pedpoklddejme naopak, ze pro néjaks piirozens éisla z, n, kde n > 2,
je dana rovnice splnéna, a oznacme y = x + 1 > 2. Pak plati

(y—1)"+y"=(y+1)", (36)
odkud dostavame

O=@w+1)"—y"—(y—1"=1-(-1)" (mod y).
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Pripustme, Ze n je liché, pak 0 = 2 (mod y), tedy y =2 a
0=3"-2"—-1,
coz plati pouze pro n = 1. Je tedy n sudé a podle binomické véty plati
(y+1)"=(G)y*+ (Dy+1 (mody’),
(y=1"=(3)y" — (Dy+1 (mody’),
odkud plyne
0=(y+1)"—y"—(y—1)"=2ny (mod ¢,

tedy 0 = 2n (mod %?), a proto 2n > y?. Vydélime-li (36) ¢islem y", dostaneme

1\" 1\"
(1+—> :1+<1——> < 2.
Y Y
Naopak podle Bernoulliovy nerovnosti (viz Véta 42) plati

1\" 2 2
(1+—) S1+o=142>14L 214852
Y y 2y 2y 2
Shrneme-li predchozi tvahy, vychazi, ze pro zadné pfirozené ¢islo n > 2 nemé
dand rovnice feSeni v oboru ptirozenych cisel.
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6.5. Reseni diofantickych rovnic metodou rozkladu. Tato metoda spocivé
v upravé dané rovnice do tvaru

Ap-Ag--ens A, = B, (37)
kde Ai,..., A, jsou vyrazy obsahujici neznamé, které pro celociselné hodnoty
neznamych nabyvaji celoc¢iselnych hodnot, a B je ¢islo (ptipadné vyraz), jehoz
rozklad na prvocisla zname. Pak totiz existuje pouze koneé¢né mnoho rozkladu

¢isla B na n celo¢iselnych cinitelu aq, ..., a,. VySettime-li pak pro kazdy z téchto
rozkladu soustavu rovnic
Alzah A2:a27 °ooog An:an7

ziskdme vSechna feseni rovnice (37). Ukazme si to na piikladech.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici y3 — x3 = 91.
RESENI. Rozlozme levou stranu rovnice:
(y — 2)(y* + zy + 2°) = 9L.
Protoze
2 2 T\? 3
Yy oyt = <y+§) —l—z—lx >0,
musi byt také y — x > 0. Cislo 91 muzeme rozlozit na soucin dvou piirozenych
¢isel ¢tyfmi zpusoby: 91 =1-91=7-13 =13-7 = 91 - 1. Budeme proto oddélené
resit ¢tyfi systémy rovnic:
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(1) y—x =1, y* + xy + 2> = 91. Dosazenim y = x + 1 z prvni do druhé
rovnice dostaneme 22 4+ x — 30 = 0, odkud = = 5 nebo z = —6. Pi{slusné
hodnoty druhé neznamé jsou pak y =6, y = —5.

2)y—x="7, Y +ay+2?>=13. Pak 22+ 72+ 12=0,tedyr = -3 ay =4
nebo r = —4 ay = 3.

(3) y—x =13, y> +zy + 2% = 7. Nynf 2% + 13z + 54 = 0. Tato rovnice viak
nema tfeSeni v oboru realnych ¢isel, a proto ani v oboru ¢isel celych.

(4) y—x =91, y> + zy + 2% = 1. V tomto piipadé x2 + 91z + 2760 = 0. Ani
tato rovnice nema feseni v oboru realnych ¢isel.

Dana rovnice ma tedy ¢tyti reSenti:

(z;y) € {(5;6),(—6;—5),(=3;4),(—4;3)}.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici * + 227y — 2™ — 4% = 7.
RESENI. Upravme nejprve levou stranu rovnice:
ot 2y — M -y =t — (2" -y’ = (2 — 2"+ y)(2® + 2" — )

a uvazme, ze ¢islo 7 muzeme rozlozit ¢tyfmi zpusoby na soucin dvou celych cisel:
7T=1.-7=7-1=(-1)-(=7) = (=7) - (—1). Budeme proto fesit ¢tyfi soustavy
rovnic.
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(1) 2> —2"+y =1, 22+ 2" —y = 7. Sectenim obou rovnic dostaneme
2?2 =4, odkud z =2 ay = 125, nebo x = —2 a y = —131.
2)22—2"+y=7 2*+2"—y=1.Nyniz? =4, atedyz=2,y=131
nebo r = -2, y = —125.
(3) 22 —a2"+y=—-1, 2*+2" —y=—7. Sectenim x? = —4, coZ je spor.
(4) 22— 2" +y=-7, 2>+2" —y=—1. Opét spor 12 = —4.
Rovnice ma tedy c¢tyfti feseni:

(z;y) € {(=2;—131), (=2; —125), (2; 125), (2; 131)}.

L]
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
1 1 1
—_ + —_ = -,
r Yy p

kde p je libovolné prvocislo.
RESENI. Vyndsobenim ¢islem zyp a dalsi tpravou dostaneme
zry —pr — py = 0.
Uprava do tvaru (37) vyzaduje nyni umély obrat: pficteme k obéma strandm

rovnice p?, aby bylo mozno jeji levou stranu zapsat jako souéin:

(z —p)(y — p) ="

Home Page

Title Page

I

Contents

<44 42

-
-k

Page 155 of 175

Go Back

Full Screen

Close

Quit

P


http://www.math.muni.cz/~bulik

Protoze p je prvocislo, lze p? rozlozit na soucin dvou celych ¢fsel jen témito Sesti

zpusoby: p? =1-p*=p-p=p*>-1=(-1)-(=p?) = (—p) - (—=p) = (=p?) - (—1).

Budeme proto tesit Sest systému rovnic:
()ox—p=1l,y—p=p’atedyr=p+1,y=p°+p;

2) x—p=p,y—p=p,atedy z=2p, y=2p;

Jr—p=p’,y—p=1latedyr=p’+p,y=p+1

Jr—p=-ly—p=-—p’atedyr=p—1,y=p—p%

)x—p=—p,y—p=—p,atedy z =y =0, coz nevyhovuje;

2

(

(3
(4
(5

6) v—p=-—p*y—p=—latedyr=p—p°,y=p—1.
Dand rovnice ma tedy pét reseni, popsanych v piipadech (1)-(4) a (6). O

6.5.1. Pythagorova rovnice. Pythagorova rovnice se zabyva otdzkou hledani vsech

pravouhlych trojihelnikt s celociselnymi délkami stran.
PRIKLAD. V oboru piirozenych ¢isel feste rovnici
z? + y2 —
RESENI. Oznatéme t = (z,y,2), 11 =2, y; = ¥, 2, = Z. Pak plati
2ol + 27 = 1222,
odkud po vydéleni &fslem 2 # 0 vychdzi
ol +yi =2 (38)
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a navic (r1,y1,21) = 1. UkdZzeme nyni, ze ¢isla xq,y,2; jsou dokonce po dvou
nesoudélna: kdyby néjaké prvocislo p délilo dvé z ¢isel xq, y1, 21, vyslo by z (38),
ze deli i treti, coz vzhledem k (x1,y1,21) = 1 neni mozné. Z cisel x1, y; je tedy
nejvyse jedno sudé. Pripustme, Ze jsou obé liché. Pak z kongruence

Z=ai+yl=1+1 (mod8)

plyne, Ze 27 je sudé ¢islo, které neni délitelné 4, coz neni mozné. Je tedy z ¢isel x4,
y1 prave jedno sudé. Protoze v rovnici (38) vystupuji z; a y; symetricky, muzeme
pro urcitost predpokladat, ze sudé je zy = 2r, r € N. Z (38) pak plyne

dr? = 2 — yi
a tedy

2:Zl+y1_21—3/1
2 2

-~ _ 1 _ 1 _ _ > .
Oznacme v = 5 (2 + yl?, v= 5(z1 —y1). Pak 2y = u+v, y=u—v. Protoze jsou
Y1, 21 nesoudélnd cisla, jsou i u, v nesoudélna cisla. Z rovnice

r=u-v
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2

pak plyne, Ze existuji nesoudélnd pfirozend &isla a, b tak, ze u = a?, v = b?, navic

vzhledem k u > v plati @ > b. Celkem tedy dostavame
xr = txy = 2tr = 2tab,
y =ty = t(u—v) = t(a® = b?),
z =tz = t(u +v) = t(a® + b?),

coz skutecné pro libovolné t € N a libovolna nesoudélna a, b € N takova, ze a > b,
vyhovuje dané rovnici. Zbyld feSeni bychom dostali zdménou = a y (v prubéhu
feseni jsme predpokladali, ze pravé z; je sudé):

rv=t(a®—b%), y=2tab, z=t(a®+0b?),
kde opét t,a,b € N jsou libovolnd takovd, ze a > b, (a,b) = 1. O

6.6. Resitelnost diofantickych rovnic. V pfedchozi ¢4asti jsme vidéli, ze feseni
vétsiny diofantickych rovnic neni snadné, a ackoli jsme se naucili nékolik metod,
v mnoha konkrétnich ptipadech se ndm nepodari diofantickou rovnici vyresit ani
jednou z nich. Presto se nam v téchto pripadech muze podafit néco o feseni zjistit.
Napriklad nalézt nekoneénou mnozinu feseni a tim dokazat, Zze mnozina vSech
feSeni, i kdyz ji celou neumime popsat, je nekonecna. Nebo naopak ukazat, ze
mnozina vSech feseni je prazdnd (a tim vlastné danou rovnici vyfesit), popiipadé
konecna.
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6.6.1. Neewistence teseni. Pii dukazu, ze néjakd diofantickd rovnice nemé zadné
feseni, je casto mozné s uspéchem vyuzit kongruenci. Ma-li totiz reseni diofanticka
rovnice L = P (kde L, P jsou vyrazy obsahujici neznamé, nabyvajici celo¢iselnych
hodnot pro libovolné celoéiselné hodnoty nezndmych), musi mit feSeni i kongru-
ence L = P (mod m) pro libovolné m € N, protoze fesenim této kongruence je
napiiklad zminéné feseni rovnice. Odtud plyne, ze nalezneme-li néjaké ptirozené
¢islo m tak, ze kongruence L = P (mod m) neméd feSeni, nemuze mit feseni
ani puvodni diofanticka rovnice L = P. Je nutno si vSak uvédomit, ze obraceni
predchozi tvahy obecné neplati: mé-li kongruence L = P (mod m) pro kazdé
prirozené c¢islo m teSeni, neznamend to jesté, ze ma feSeni téz diofanticka rovnice
L = P (ukézeme to v Piikladu na str. 163).

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
T+ x5+ -+ + 2, = 15999.
RESENI. Ukézeme, 7e kongruence
r]+ x5+ -+ 2t =15999  (mod 16)

neméa teSeni, odkud vyplyne, Ze TeSeni nemd ani dana diofantickd rovnice. Je-li
totiz celé ¢islo n sudé, je n = 2k pro k € Z a tedy n* = 16k* = 0 (mod 16).
Jestlize je celé ¢islo m liché, plati n* — 1= (n —1)(n + 1)(n? +1) = 0 (mod 16),
nebot &slan — 1, n+ 1 a n? + 1 jsou sudd a jedno z &sel n — 1, n + 1 musi byt
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dokonce délitelné étyfmi. Znamend to tedy, Zze podle modulu 16 je n* kongruentn{
s 0 pro sudéd n a s 1 pro licha ¢isla n. Je-li proto mezi ¢isly x1, s, ..., 214 pravé r
lichych, je

z]+z3+---+2t, =r (mod 16).
Plati 15999 = 16000 — 1 = 15 (mod 16) a protoze 0 < r < 14, nemuze mit
kongruence

v +xy+---+2}, =15 (mod 16)

feseni, a nema ho tedy ani dana rovnice. 0

PRIKLAD. V oboru celych ¢isel feSte soustavu rovnic

x? + 2y = 22,

222 +9° = u’.

RESENI. Snadno ovéifme, ze z ¢ = y = 0 plyne také z = u = 0, cozZ je
feseni dané soustavy. Ukazeme, ze dalsi feseni soustava nemd. Predpokladejme,
ze x,y,z,u je feseni a ze © # 0 nebo y # 0, a oznac¢me d = (z,y) > 0 nejvétsi
spolecny délitel ¢isel x,y. Z prvni rovnice plyne d | z, ze druhé d | u. Oznacéime-li
v =%,y =4 2 =%, u = %, dostdvame, Ze (x1,y1) = 1, a po zkrdceni obou

Home Page

Title Page

I

Contents

<44 42

-
-k

Page 160 of 175

Go Back

Full Screen

Close

P

Quit


http://www.math.muni.cz/~bulik

rovnic ¢islem d? dostaneme
2]+ 27 = 2,
2z7 + y; = ul.
Odtud plyne sectenim 3z% + 3y? = 27 + u? a tedy 3 | 27 + u?. Podle Tvrzen{ 3.1
plati 3 | 21, 3 | uy a tedy 9 | 22 +u?. Pak ale 9 | 3(2? +y3), a tedy 3 | 2% +y?. Opét
podle Tvrzeni 3.1 plati 3 | 1, 3 | y1, coz je spor s (z1,y1) = 1. Soustava ma tedy
jediné feseni z =y =z =u = 0. O
PRIKLAD. V oboru piirozenych ¢isel feste rovnici
U421+ 3+ + 2l =92
RESENI. Pifmym vypoctem se piesvédéime, ze pro x < 5 vyhovuji rovnici
pouze v = y = 1 a x = y = 3. UkdZeme, ze pro x > 5 rovnice feSeni nema.
Protoze pro libovolné n > 5 je n! délitelné péti, plati
H+21434+- -+l =11+214314+41=33=3 (mod 5).
Ovsem druha mocnina prirozeného ¢isla je podle modulu 5 kongruentni s 0 nebo

1 nebo 4. Kongruence 1! +2! + -+ + 2! = y? (mod 5) pro > 5 tedy nem4 feSent,
a proto nema pro x > 5 feSeni ani dana rovnice. O

PRIKLAD. V oboru piirozenych ¢isel feste rovnici

-y =T
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RESENI. Ukézeme, ze dand rovnice nemé feseni. Predpoklddejme naopak, ze
pro vhodnd =,y € Z plati 22 — y*> = 7. Kdyby y bylo sudé, platilo by z? =
(mod 8), coz neni mozné. Je tedy y liché, y = 2k + 1 pro k € Z. Pak plati

1=y’ +22 =(y+2) (" —2y+4) = (39)

= (y+2)((y — 1)*+ 3) = (2k + 3)(4k* + 3). (40)

Cislo 4k? + 3 musf byt délitelné néjakym prvocislem p = 3 (mod 4). V opacném
ptipadé vzhledem k tomu, Ze 4k? + 3 je liché, by totiZz v rozkladu éisla 4k% + 3 na
prvocisla vystupovala pouze prvocisla kongruentni s 1 podle modulu 4 a tedy by

i jejich soucin 4k% + 3 musel byt kongruentni s 1 podle modulu 4, coz jisté neni.
Je tedy 4k* + 3 délitelné prvocislem p = 3 (mod 4), a tedy plati

224+1=0 (mod p).
Podle Tvrzeni 3.1 odtud plyne x = 1 =0 (mod p), a to je spor. O

Nyni uvedeme slibovany priklad toho, ze diofanticka rovnice nemusi byt fesitelna
ani v piipadé, ze je kongruence L = P (mod m) Fesitelnd pro libovolny modul
m € N.

PRIKLAD. Dokazte, ze kongruence

62° 4+ 52 +1=0 (mod m)
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ma TeSeni pro kazdé prirozené Cislo m, a pritom diofanticka rovnice
62° + 524+ 1=0
feSeni nema.

RESENT. Plati 622 +5z+1 = (3z+1)(22+1), a tedy rovnice 622+ 5z +1 = 0
nemé celociselné feseni. Necht m je libovolné piirozené ¢islo a plati m = 2" - k,
kde n € Ny a k je liché ¢&islo. Protoze (3,2") = (2,k) = 1, maji obé kongruence
soustavy

3r=-1 (mod 2")
2r = -1 (mod k)

podle Véty 21 teseni, a protoze (2", k) = 1, mé podle Véty 23 feseni i celd soustava.
Pro libovolné x vyhovujici této soustavée je pak 3z + 1 délitelné ¢islem 2™ a 2x 41
¢islem k a proto soucin (3z + 1)(2x + 1) je délitelny cislem 2" - k = m. Je tedy z
reSenim kongruence

62>+ 52 +1=0 (mod m).

OJ
6.6.2. Zmensovani ad absurdum. Je to metoda dukazu neexistence feSeni diofan-

tické rovnice. Pti dukazu touto metodou libovolné feseni dané diofantické rov-
nice charakterizujeme néjakym ptirozenym ¢islem (napiiklad nejvétsim spoleénym
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délitelem hodnot nékterych neznamych nebo druhou mocninou hodnoty nékteré
neznamé a podobné) a ukazeme, ze existuje-li feseni charakterizované prirozenym
¢islem d, musi existovat jiné feseni, charakterizované prirozenym éislem d’ < d. Pak
totiz zadné takové feSeni existovat nemuze, o ¢emz se snadno muzeme presvedcit
sporem: kdyby existovalo, mohli bychom zvolit to feseni, které je ze vSech feseni
charakterizovano co nejmensim pfirozenym ¢islem d; pak by ovsem muselo existo-
vat i jiné feSeni, charakterizované piirozenym cislem d’ < d, coz vSak by byl spor
s volbou d.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z® + 2y% + 42% — 6zyz = 0.

RESENI. Rovnici jisté vyhovuje = y = z = 0. Ukdzeme, 7e jiné feeni rovnice
nemé. Oznaé¢me d = 2 + y? + 22 a predpokladejme, Ze pro néjaké feseni x, v, 2
dané rovnice plati d > 0. Z puvodni rovnice plyne, Ze 22 je sudé &islo, a proto je
x = 2x1 pro vhodné z; € Z. Dosazenim do rovnice dostaneme

823 4 23 + 42° — 12z2,y2 = 0,
po vydéleni dvéma
41’:1)’ + y3 + 223 — 6z1yz = 0,
a proto i y3 je sudé &islo, tedy y = 2y, pro vhodné y; € Z. Dosazenim a vydélenim
dvéma dostaneme
23:? + 4yi’ + 2% — 6z1y12 = 0,
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odkud plyne, Ze 23 je také sudé ¢fslo, a proto z = 2z; pro vhodné z; € Z. Dosa-
zenim a vydélenim dvéma dostaneme

96‘1’ + ny + 425’ — 6x1y121 = 0,

a tedy x1,y1, 21 je feSeni puvodni diofantické rovnice, pricemz plati
2 2 2
2 2 2 7T Y z d
% gl==—d=s—==<da
1Tyt 2 1 + 4 + 4 1
Podle metody popsané v 6.4 dana diofantickd rovnice nemad feSeni s vlastnosti

d>0,atedy xr =y =2=0 je jejim jedinym FeSenim. O
PRIKLAD. V oboru pfirozenych &fsel feste rovnici 2% + y? = 47,

RESENI. Uzijeme metodu 6.6.2 pro d = z. Predpoklddejme nejprve, ze z,y, =
je TeSenim dané rovnice. Pak jisté plati z # 1, protoze je-li z = y = 1, plati
2%+ 9% = 2 < 4, a je-li alespoii jedno z ¢isel z, y vétsi nez jedna, je 2% + 4% > 4. Je
tedy z > 1 a plati 22 +y? = 4* = 0 (mod 8). Protoze druhd mocnina lichého ¢isla
je kongruentni s 1 podle modulu 8 a druhd mocnina sudého ¢isla je kongruentni
s 0 nebo 4 podle modulu 8, plyne z této kongruence, ze x i y jsou sudd, a tedy
x = 2x1, y = 2y; pro vhodna x1,y; € N. Pak ovSsem

2 2

2 2 T Y 2—1

tyf =+ =4
1T 4 1
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a tedy, oznac¢ime-li z; = z — 1 € N, ¢isla 1, y1, 21 splnuji danou rovnici, pricemz
21 < z. Proto dana rovnice nema reSeni.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici #* + y* + z* = 9u*.

RESENI. Je-li u = 0, musf byt rovnéz = y = z = 0, coz je Feeni dané rov-
nice. Ukazeme, zZe jiné tfeSeni rovnice nema. Predpokladejme, ze celd cisla x, y, z, u
vyhovuji dané rovnici, piicemz u # 0, a oznaé¢me d = u*. Kdyby &islo u nebylo
delitelné péti, bylo by u* =1 (mod 5) podle Fermatovy véty, a tedy by platilo

z*+y*+2*=4 (mod 5),

coz véak nenf mozné, nebot podle Fermatovy véty kazdé z éisel 24, y*, 2* muze byt
podle modulu 5 kongruentni pouze s 0 nebo 1. Je tedy u délitelné péti, u = Suy
pro vhodné u; € Z, a plati

z*+y*+2*=0 (mod 5),

odkud plyne, ze ¢isla x,y, z jsou délitelné péti, tj. © = dxy, y = by, 2 = Hz; pro
vhodnd z1,y1, 21 € Z. Dosazenim do rovnice a vydélenim 5* dostaneme
ot + ot + 34 = oul
a tedy x1,y1,x1,u; vyhovuji dané rovnici. Pfitom plati
4
4 U

- 4 _
u1—54<u — (.
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PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2 + 32 + 22 = 2zyz.

RESENI. Rovnice jisté spliuje z = y = 2z = 0. Ukdzeme, 7e dals{ feseni tato

rovnice nema. Dokazeme dokonce silnéjsi tvrzeni: zadna rovnice

22 + 9% + 22 = Qayz, (41)
kde z,y,2 € Z a u € N nema jiné teSeni nez x = y = z = 0, u € N libovolné.
Piedpoklddejme, Ze , y, z € Z, u € N vyhovuji rovnici (41) a ze d = 22 +y*+ 2% >
0. Protoze u > 1, je 2%wyz sudé éislo, a proto i 22 + % + 22 je sudé éislo. To ale
znamena, ze pravé jedno z cisel x,y, z, nebo vSechna tfi jsou suda. V prvnim
pripadé je vsak

2+’ +22=1+1+0=2 (mod 4),

kdezto

2"ryz=0 (mod 4),
nebot u > 1 a jedno z &isel z,y, z je sudé. Nastane tedy druhy pifpad a ¢isla

1

1 =%, y1 =%, 21 = % jsou celd. Polozme u; = u + 1 a dosadme do (41):

422 + 47 + 423 = 2171 21y - 2y - 22,
po vydéleni ¢tyfmi
ol + i+ 20 =2 mya,
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a tedy x1,y1, 21, u; vyhovuji rovnici (41). Pfitom plati 0 < a3 + y3 + 27 = % <d,
nebot d > 0. Podle 6.6.2 tedy rovnice (41) muze mit jen feseni s vlastnosti d = 0,
coz jsou vyse uvedena feSeni x = y = z = 0, u € N libovolné. Specialné, zadana
rovnice ma jediné feSeni x = y = z = 0. O

6.6.3. Pocetnost mnoziny reSeni. V mnoha piipadech, kdy neumime najit vSechna

reSeni diofantické rovnice, se nam muze alespon podarit rozhodnout, zda feseni
je konecné ¢i nekonecné mnoho. Konecnost je napiiklad zarucena zjisténim, ze
hodnoty neznamych jsou v absolutni hodnoté mensi nez néjaké cislo. Pokud toto
¢islo nalezneme a je ,rozumné“ malé, muzeme pak najit vSechna feseni metodou
popsanou v 6.4

To, ze dand diofantickd rovnice ma feSeni nekonetné mnoho, muzeme dokazat
naptiklad tak, ze nalezneme pro kazdou neznamou néjaky vyraz s parametrem,
a to takovy, ze po dosazeni do rovnice dostaneme rovnost, pritom pro nekonecné
mnoho hodnot parametru dostaneme navzdjem ruzné hodnoty neznamych (jde
tedy o jakousi zkousku nekoneéné mnoha feseni). Nebo muzeme nalézt jedno reseni
rovnice a udat predpis, jak z libovolného feseni spocitat jiné. Mame-li zaruceno, ze
pri dalsi a dalsi aplikaci tohoto predpisu dostavame stéle nova feseni (napriklad
jsou-li ziskdavana reseni stéle vétsi a vétsi), opét tim dokdzeme, Ze mnozina feseni
je nekonecna. Je ziejmé, ze pii obou postupech mohou existovat jesté dalsi nena-
lezend teseni.
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PRIKLAD. Dokazte, Ze diofantickd rovnice
(=1 +(@+1)?=y"+1
mé& nekoneéné mnoho feseni.
RESENI. Rovnici snadno upravime do tvaru’
y? — 222 =1.

Zkusme najit néjaké teseni. Po chvili pokusu asi kazdy objevi, ze volba y = 3,
x = 2 vyhovuje dané rovnici. Pfedstavme si nyni, ze mame k dispozici libovolné
feSeni x,y € Z a pokusme se ziskat dalsi. Plati tedy

(y +v27) (y — V2z) = 1.

Dosazenim nalezenych hodnot y = 3 a © = 2 ziskdme rovnost (3 4 2\/5) (3 —
2v/2 ) = 1, vynasobenim dostaneme

[(y+V22)(3+2v2)] - [(y— V22) (3 —2v2)] = L.

Vyrazy v obou hranatych zavorkach upravime. Plati
(y+V2z) (3 +2V2) = 3y + 3v2z + 2V2y + 4z = (4z + 3y) + (3= + 2y) V2,
(y — \/596)(3 — 2\/5) = 3y — 32z — 2V2y + 4z = (4z + 3y) — 3z + 2y) V2.

*Jde o specialni piipad tzv. Pellovy rovnice
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Polozme u = 4z + 3y, v = 3x + 2y. Plati tedy
(u+ \/51}) (u = \/Qv) =1,
odkud
u? — 202 =1,
a tedy u,v € Z je dalsi feSeni dané rovnice. Polozime-li z; =2, y; =3 a
Tpt1 = 3Zp + 24y, Yn+1 = 4xp + 3Yn

pro libovolné n € N, dostavame pro kazdé n € N feSeni x,,y, dané rovnice.
A protoze plati 0 < 1 < 23 < ..., 0 < y; < y2 < ..., dostdvame pro ruzné
indexy n ruznd reseni x,,y,. Dand rovnice ma tedy nekoneéné mnoho feseni. [

PRIKLAD. DokaZte, Ze rovnice
k+a’+y>=2"
ma pro libovolné celé ¢islo k£ nekonecné mnoho feseni v oboru prirozenych ¢isel.
RESENT. Upravou a rozkladem 22 — 2 dostaneme

k+a? = (2 —y)(z +y).
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Neni nutné hledat vSechna feSeni, proto muzeme predpokladat, ze
=Y = 17
z+y=k+ >

Libovolné teseni této soustavy bude také feSeni dané rovnice (neplati to vsak
obracené, zkuste sami pro néjaké pevné zvolené k nalézt priklad prirozenych cisel
x, y, z vyhovujicich dané rovnici, avsak nevyhovujicich uvedené soustavé rovnic).
Resfme-li soustavu vzhledem k nezndmym z,y, dostavame

z=3(2° +k+1),
y=1@*+k-1).
Zvolime-li © = |k| + 1+ 2t, kde ¢t € N, je « prirozené cislo. Plati
’+k=k+14+2t+k=1 (mod?2)

atedy z=((Jk|+1+20)?+k+1)>0,y=3((|k| +14+2¢)>+ k — 1) > 0 jsou
také prirozend ¢isla. Protoze pro ruznd t dostavame ruznd x a tedy ruzna feSeni,
ma rovnice nekone¢né mnoho feseni. U

PRIKLAD. Dokazte, Ze diofantickd rovnice
52° — 8zy + 5y° — 4k*> =0

ma pro libovolné ptirozené ¢islo k pouze koneéné mnoho reseni.
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RESENI. Danou rovnici upravime do tvaru (2z — )%+ (2y — x)? = 4k2, odkud
plyne 2z — y)? < (2k)? a (2y — x)? < (2k)?, a tedy —2k < 2z —y < 2k a
—2k <2y —x < 2k. Sec¢tenim prvni a dvojnédsobku druhé nerovnosti a vydélenim
tfemi dostaneme —2k < y < 2k a zcela analogicky —2k < z < 2k. Protoze x i
y mohou pro pevné k nabyvat pouze konecné mnoha hodnot, ma dand rovnice
pouze kone¢né mnoho feSeni. O
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