Priklad 7.63: Jak se trha provazek aneb jak je to se setrvacnosti téles

V zakladnich prednéaskach z mechaniky se s oblibou ukazuje demonstraéni experiment, ktery se vétsinou
interpretuje jako pokus dokumentujici setrvacnost téles. Je usporadan podle obrazku 7.34 takto: V tihovém
poli Zemé (tihové zrychleni §) je na provazku zavéseno pomérné tézké téleso o hmotnosti M. Na jeho spodku
visi dalsi provazek, ktery je volny. Oba provazky jsou stejné kvality — ze stejného klubka. Pokud za dolni
provazek tahneme zvétsujici se silou ,pomaln”, pak pfi uréitém tahu praskne horni provazek. Pokud dostatecné
velkou silou dolnim provazkem .trhneme®, praskne dolni provazek. Kvalitativné se vysledky tohoto pokusu
vysvétluji tak. ze jsou zpusobeny setrvacnosti télesa — ,téleso se brani tomu. aby se dalo do pohybu. resp.
snazi se zustat v klidu“. Toto vysvétleni je ovSem velice hrubé, resp. nedostateéné, ¢ dokonce nicnefikajici az
zavadéjici. Pokud by totiz téleso pfi silovém piisobeni na dolni provazek zustavalo v klidu, musela by tahova
sila Fj, hornitho provazku kompenzovat spoleény ucinek tihové sily Mg a tahové sily Fy dolniho provazku,
tj. F, = Mg + F,. Platilo by tedy F; > F; a praskl by vzdy horni provazek. Zname-li Newtonovy zakony,
mizeme chovani soustavy pfesné popsat, nebof matematicky aparat k tomu jiz mame v podobé teorie i praxe
diferencialnich rovnic pripraveny.

Popisme chovani provazku. Ve skutecnosti neni tuhy, ale chova se jako pruzina. Zavésenim télesa nebo
piisobenim jiné sily se jeho délka méni. Oznac¢me tedy délky horniho a dolniho provazku v nenapjatém stavu
jako £ a f3. Pruiné vlastnosti provazku popiseme pomoci tahové sily, ktera vznikne v provazku pfi jeho
prodlouzeni (nebo zkraceni) o Af. Budeme predpokladat, ze tato sila se fidi Hookeovym zakonem. Jeji velikost
je tedy pfimo timérna relativni zméné délky provazku a sila mifi vidy proti zméné délky. Zvolme vektor 7°
souhlasné rovnobézny s tihovym zrychlenim. Bude-li na dolnim konci provazku zavéseno téleso, bude na né
provazek pusobit silou
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kde k je konstanta (v newtonech). V pfipadé, ze se provazek prodlouzi, je Af > 0 a pruzna sila je nesouhlasné
rovnobézna s vektorem 7, pfi zkraceni provazku, kdy je Af < 0, je sila s vektorem 7° rovnobézna souhlasné.
(Stejné velkou a opaéné orientovanou silou —F bude provazek piisobit na horni zévés.) Zvolime osu z rovnéz



orientovanou smérem dolit, takze vektor #° bude uréovat jeji kladnou orientaci. Pocatek osy = umistime na konec
volné visiciho horniho provazku, tj. v situaci, kdy jsme na néj jesté nezaveésili téleso. Volba je zfejma z obrazku
7.34. V prvni ¢asti obrazku je zakreslen pouze volné visici horni provazek a volba osy = véetné volby jejiho

Obr. 7.34 Trhani provazku.

pocatku. Druha ¢ast znazornuje téleso zavésené na hornim provazku v klidu, dolni provazek je nezatizen. V této
situaci je pisobeni tihové sily M § kompenzovano pusobenim tahové sily horniho provazku (Fj), = —k%h'- 7o,
Téleso je ve statické rovnovazné poloze x,. Plati
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=

Ve tfeti ¢asti obrazku je zachycena obecna poloha télesa x(t) za predpokladu, Ze na konec dolniho provazku
pusobime dalsi silou Fy. Pro jeji casovy prubéh musime zvolit vhodny model, ktery i kdyz bude dost jednoduchy,
abychom mohli snadno vyfesit pohybovou rovnici télesa, umozni vystihnout rozdil mezi .pomalym tahem* nebo
Ltrhoutim®. Zvolme predstavu, ze dolni konec dolniho provazku se pohybuje rovnomérné zrychlené se zrychlenim
Gy = ag Tp. Jesté nez sestavime pohybovou rovnici télesa, uvédomme si, jaké jsou okamzité délky provazku, je-li
téleso v obecné poloze x. Budeme to potfebovat pfi vyjadfeni tahovych sil provazki. Délka horniho provazku je
jednoduse (7 ), jeho prodlonzeni je tedy pfimo rovno soufadnici z, Af, = z. Soufadnice dolniho konce dolniho
provazku v situaci, kdy je pravé jesté nezatizeny. tj. v okamziku t = 0. je (z, + £4). V okamziku ¢ je jiz dolni
konec dolniho provazku posunut o 3aot?, ma tedy soufadnici (x, + £4 + $agt?). Horni konec dolniho provéizku
ma vSak v tomto okamziku soutadnici z. Délka dolniho provazku v okamziku ¢ je rovna rozdilu soutadnic jeho
dolniho a horniho konce, tj. =, + £; + %aotz — . Prodlouzeni dolniho provazku je tedy Aly; =z, —z + %aotz.

A nyni jiz sestavme pohybovou rovnici télesa. Kromé tihové sily Mg na né pisobi tahové sily horniho
a dolntho provazku, Fj a Fjy. Oznacéime-li zrychleni télesa jako @, muzeme zapsat druhy Newtomiv zakon ve
tvaru

MG+ (Fa)r=0 = z, =

Mid= Mg+ F, +Fy.



Pro tahové sily provazki plati

th—%mf‘), FdZ% (r,—m+%a0t2)i’°.

Pohyb se podle predpokladu odehriava pouze ve sméru osy x, takze miuzeme psat
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Po dosazeni z, = ‘—Ifi

a upravou na normovany tvar dostaneme diferencialni rovnici druhého fadu
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Tato rovnice je nehomogenni, s pravou stranou tvaru polynomu druhého stupné,
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Pro kompletni zadani pocéateéni ulohy a ziskani konkrétni ¢asové zavislosti polohy télesa musime jesté pripojit
pocateéni podminky. V okamziku t = 0 je podle naseho dfivéjsiho predpokladu téleso v rovnovazné poloze a ma
nulovou rychlost. Poéatecni podminky tedy jsou z(0) = z,. = ﬂffi ai(0) = 0. Ulohu miizeme Fesit obéma dosud
popsanymi zpisoby — bud pfimo jako nehomogenni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty se specialni
pravou stranou (viz odstavec 7.5.2), nebo pfevodem na soustavu rovnic prvniho fadu. Prvni postup by v tomto
pripadé vedl k cili rychleji. proto jej ponechavame ¢tenari. Provedte vypocet sami a vysledky porovnejte s témi.
které dostaneme nyni prevodem na soustavu rovnic prvniho fadu. Oznaéme z,(t) = z(t) a z5(t) = v(t) = @(t).
Pro zjednoduseni zapisu dale ozna¢me
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Soustava rovnic prvniho tadu, kterou pfi tomto oznaceni z pohybové rovnice télesa ziskame, je
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pocateéni podminky jsou z:(0) = z, = ﬁzi, 2(0) = 0. Jedna se sice o soustavu nehomogenni, ale poradime si
s ni metodou variace konstant po vyfeseni odpovidajici soustavy homogenni. Matice soustavy, charakteristicka
matice a charakteristické kofeny jsou
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Vlastni vektory matice A dostaneme obvyklym zptisobem,
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Volbou Ky = 1, Ko, = 1 dostavame bazi vektori #; = (x11,x12) a Tz = (221, T22) pro zapis obecného Teseni
F1(t) = (1,iw) e't, To(t) = (1, —iw) e iwt

Obecné feseni homogenni soustavy ziskame z linearni kombinace téchto vektori, 7, (1) = C1 7, (t) + Caf (1), ti.

fh(t) = (Cl eiwt + Cz e—iu‘u —ii.a:()
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a pozadavku, aby slozky vektoru #(t) byly realné funkce. Z tohoto pozadavku vyplyne omezeni volby konstant
C1 a Cz, konkrétné Cy = CF. Zvolime-li C; = 3 —i%, kde a a b jsou libovolna realna ¢isla, dostaneme pro obecné
feseni nijak neptekvapujici vyjadreni

Tr(t) = (z1(t),z2(t)) = (za(t),va(t)) = (acoswt + bsinwt, — wasinwt 4 whcoswt) .

Partikularni feseni 7,(f) nehomogenni soustavy ziskdme variaci konstant a a b, tj. nahradime je funkcemi A(t)
a B(t) a pozadujeme, aby rovnice nehomogenni soustavy byly splnény. Dostaneme rovnice (vypocet do detaihi
provedte)

Acoswt 4 Bsinwt =0, —wAsinwt +wBcoswt = Ps(t) = P+ Qt?,

kde jsme pro zkraceni oznaéili koeficienty polynomu P,(t) jako P a Q. Osamostatnénim A a B z poslednich
dvou rovnic a integraci dostaneme nakonec

A(t):/(—gsinwt—gtzsinwt) dt,

B(t) = f (g coswt + gtz coswt) dt,

2
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kde Ag, By jsou integracni konstanty. Vzhledem k tomu. Ze mizeme pouzit jakékoli partikularni feseni neho-
mogenni soustavy, polozime Ay = B, = 0. Obecné feSeni nehomogenni soustavy je

F(t) = Fn(t) + Tp(t) = ((a + A(t)) coswt + (b+ B(t)) sinwt, —w(a + A(t)) sinwt + w(b + B(t)) coswt) .
Dale uplatnime pocatecni podminky. Dostaneme (dosadime-Ii do zlomku % za P a w?, vyjde ;.% = “—"f‘[—")

at A= Mot _ ,_ Moty _ (£ 2Q) 2Q

k = = = wb+wB(0) =0 = b=0.

Dosazenim za a a b a daldimi ipravami nakonec zjistime, Ze feSenim pocatecni tilohy je funkce

2 Mgt £ 2
I(t):w_?coswt+( Zh-l-(i—z—w—?).

Pokud jste dusledné provedli vsechny vypoéty, vidite, ze pouziti pfevodu na soustavu rovnic prvniho fadu
a nalezeni jejitho partikularniho feseni metodou variace konstant bylo v tomto pfipadé mnohem pracnéjsi nez
primé feseni rovnice druhého fadu a zjisténi partikularniho feseni metodou neuréitych koeficientu (predpoklad
hledaného fedeni ve tvaru polynomu druhého stupné).



Vyjadfime jesté tahové sily hornitho a dolniho provazku (jde o jejich z-ovou slozku. ostatni slozky jsou
nulové):
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Fy(t) = n + 0) e — Tt (coswt —1).

Po zpétném dosazeni za (Q a trpélivé upravé je nakonec vyjadiime nakonec pomoci puvodné zadanych charak-
teristik soustavy ve tvaru
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Tyto vztahy jsou docela komplikované, ale rychlou orienta¢ni kontrolu, opraviujici diivéru v jejich spravnost,
snadno provedeme. Z experimentu plyne, ze v ¢ase ¢ = 0, kdy je téleso v rovnovazné poloze z(0) = z, a ma
nulovou rychlost, musi byt tahova sila horniho provazku rovna F(0) = —Mg a tahova sila dolniho provazku
nulova, F;(0) = 0. Dosazenim t = 0 do ¢asovych zavislosti téchto sil zjistime, ze tomu tak opravdu je. Prubéh
velikosti tahovych sil |Fy| a |Fy4| je znazornén na obrazku 7.35 pro hodnoty M = 2kg, £, = 0.3m, {3 = 02m,

Obr. 7.35 K prikladu 7.63 — tahové sily provazki.

k= 3kN, g = 10ms~? a pro dvé hodnoty zrychleni aq, konkrétné ag = 2ms~2 (obrazek vlevo — ,pomaly* tah)
a ap = 20ms~2 (obrazek vpravo — trhnuti*). Vztahy pro tahové sily plati samoziejmé pouze do okamziku,
nez néktery z provazki praskne, tj. nez velikost tahové sily v ném pirekroéi mez pevnosti. Pro nas ptiklad jsme
zvolili mez pevnosti F,, = 40N. Jak pokus dopadne, z grafii pfimo vidime. Pfi pomalém tahu praskne nejprve
horni provazek. pfi trhnuti dolni.



