
Lineárńı a multilineárńı algebra
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Úvod – tenzory ve fyzice

Ve fyzice existuje řada veličin, které nejsou ani skalárńı, ani vektorové,
jsou tenzorové. Jejich chováńı se z matematického hlediska ř́ıd́ı
zákonitostmi lineárńı algebry. Vyjaďruj́ı nap̌ŕıklad lineárńı závislost mezi
vektorovými veličinami, ale v obecněǰśı podobě, než ve tvaru
~B(t, ~r) = f (t, ~r)~A(t, ~r), kdy je vektorová veličina ~B (závislá nap̌ŕıklad

na čase a na poloze v prostoru) funkčńım násobkem veličiny ~A. Lineárńı
vztah mezi vektorovými veličinami může panovat i v p̌ŕıpadě, že nebudou
rovnoběžné. Konkrétně jde o situace, kdy je každá složka veličiny ~B
lineárńı kombinaćı všech složek veličiny ~A, tj.

B1 = f11A1 + f12A2 + f13A3,

B2 = f21A1 + f22A2 + f23A3,

B3 = f31A1 + f32A2 + f33A3.

Veličina f má obecně devět nezávislých složek a neńı tedy skalárem ani
vektorem. Má dva indexy, je to tenzor druhého řádu.
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Uvedeme několik typických p̌ŕıkladů tenzorových veličin:

I Moment setrvačnosti J = (Jij), 1 ≤ i , j ≤ 3, realizuje vztah
úměrnosti mezi složkami momentu hybnosti a úhlové rychlosti
tělesa.

I (Symetrický) tenzor deformace tělesa se spojitě rozloženou
hmotnost́ı ε ∼ (εij), εij = εji , 1 ≤ i , j ≤ 3, popisuje elementárńı
deformace tělesa v daném bodě (deformace v tahu, resp. tlaku a
deformace ve smyku).
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Obr. 9.1: Tenzor deformace
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I (Symetrický) tenzor napět́ı v tělese se spojitě rozloženou hmotnost́ı
τ ∼ (τij), τij = τji , 1 ≤ i , j ≤ 3, umožňuje vyjáďrit śılu působ́ıćı v
daném ḿıstě na obecnou elementárńı ploch v tělese pomoćı sil
působ́ıćıch na soǔradnicové plochy.
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Obr. 9.2: Tenzor napět́ı
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I Tenzory elastických modul̊u a elastických konstant (čtvrtého řádu),
realizuj́ıćı vztah úměrnosti mezi složkami tenzoru napět́ı a tenzoru
deformace,

τij =
3∑

k=1

3∑
l=1

Cijklεkl , εij =
3∑

k=1

3∑
l=1

Sijklτkl .

I Tenzor piezoelektrických koeficient̊u (ťret́ıho řádu), realizuj́ıćı vztah
úměrnosti mezi tenzorem napět́ı piezoelektrického krystalu a
intenzity vzniklého elekrického pole

Ei =
3∑

j=1

3∑
k=1

dijkτjk , dijk = dikj .

I Metrický tenzor g ∼ (gij) = (δij), 1 ≤ i , j ≤ 3, gij = gji , euklidovská
metrika, vyjaďruj́ıćı čtverec vzdálenosti dvou bodů x ∼ (x1, x2, x3) a
y ∼ (y1, y2, y3),

|y − x |2 =
3∑

i=1

3∑
j=1

gij(yi − xi )(yj − xj)
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I Metrický tenzor g ∼ (gαβ), 0 ≤ α, β ≤ 3, gαβ = gβα, Lorentzova
metrika,vyjaďruj́ıćı čtverec časoprostorového intervalu dvou bodů
x ∼ (x0, x1, x2, x3) a y ∼ (y0, y1, y2, y3), g00 = −1,
g11 = g22 = g33 = 1, gαβ = 0 pro α 6= β, v teorii relativity.

I Tenzor elektromagnetického pole v klasické elektrodynamice.

I Tenzor energie-hybnosti v teorii relativity.

I Lineárńı vztah mezi intenzitou ~E elektrického pole a jeho indukćı ~D,
pop̌ŕıpadě polarizaćı ~P, zprosťredkovávaj́ı ve fyzikálńıch situaćıch,
které linearitě odpov́ıdaj́ı, tenzor dielektrické permitivity ε ∼ (εij),
resp. tenzor polarizovatelnosti α ∼ (αij),

Di =
3∑

j=1

εijEj , Pi =
3∑

j=1

αijEj , εij = εji , αij = αji .

Jedńım z důsledk̊u toho, že veličiny ε a α jsou tenzorové, je dvojlom
krystal̊u. (Vztah mezi ~E a ~D, nebo ~E a ~P ovšem nemuśı být vždy
lineárńı – nap̌r. u feroelektrik, vykazjuj́ıćıch hysterezi. Samotný
lineárńı vztah může být i komplikovaněǰśı – ťreba v p̌ŕıpadě
optických frekvenćı elmag pole (světlo) má integrálńı tvar.)
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I Obdobou vztahu mezi elektrickou intenzitou a indukćı, resp.
elektrickou intenzitou a polarizaćı jsou vztahy mezi magnetickou
indukćı ~B a intenzitou ~H, resp. magnetickou intenzitou ~H a
magnetizaćı ~M, zprosťredkované tenzorem magnetické permeability
µ, resp. tenzorem magnetické susceptibility χ.

Bi =
3∑

j=1

µijHj , Mi =
3∑

j=1

χijHj , µij = µji , χij = χji .

V uváděných p̌ŕıkladech z mechaniky šlo p̌ritom o tzv. kartézské tenzory,
tj. veličiny, jejichž složky maj́ı tenzorový charakter (transformuj́ı se podle
pravidel pro obecné tenzory) pouze p̌ri p̌rechodech mezi kartézskými
soǔradnicemi. V ostatńıch p̌ŕıpadech šlo o

”
opravdické“ tenzory.

ÚKOL: Viděli jsme, že některé tenzory maj́ı určité symetrie. Zkuste ťreba p̌rij́ıt

na to, jaké symetrie pro tenzory elastických modul̊u a elastických konstant

vyplývaj́ı ze symetrie tenzoru napět́ı a tenzoru deformace.
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Duálńı vektorový prostor a duálńı báze

V úvodu jsme charakterizovali složky tenzorových veličin jako určité
faktory (ne vždy konstanty) úměrnosti mezi složkami veličin vektorových.
Tenzory jako takové jsou, podobně jako vektory, tzv. geometrické, tedy
invariatńı objekty (vzhledem k volbě báźı, resp. soustav soǔradnic).
Matematicky se jedná o multilineárńı zobrazeńı, jejichž definičńımi obory
jsou vektorové prostory, resp. jejich kartézské součiny. Jde tedy v
podstatě o pojmy, které znáte jako funkce v́ıce proměnných, jenže těmi
proměnnými jsou vektory a ty funkce jsou lineárńı.

Základńı strukturu pro vybudováńı tenzorových prostor̊u p̌redstavuje
n-rozměrný vektorový prostor Vn nad polem R a jeho duálńı prostor.

EINSTEINOVA SYMBOLIKA: Pro sč́ıtáńı budeme použ́ıvat tzv.
Einsteinovu sč́ıtaćı symboliku, spoč́ıvaj́ıćı ve vynecháńı sumačńıch znak̊u
ve výrazech obsahuj́ıćıch sč́ıtaćı index ve dvojici – horńı a dolńı:

A =
n∑

i=1

ωiα
i ∼ ωiα

i , Bi =
n∑

k=1

n∑
j=1

ωkα
j
iA

k
j ∼ ωkα

j
iA

k
j .
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Uvažujme o množině V ∗n všech lineárńıch zobrazeńı

ω : Vn 3 a −→ ω(a) ∈ R, linearita: ω(αa + βb) = αω(a) + βω(b).

PŘ́IKLAD: Zvolme v prostoru Vn bázi (e1, . . . , en) a prvek ω ∈ V ∗n . Pro
vektor a ∈ Vn (vzor) a = αiei = α1e1 + · · ·αnen plat́ı (plyne z linearity
zobrazeńı ω)

ω(a) = ω(αiei ) = αi ω(ei ).

Výsledek je v souladu s větou o tom, že každé lineárńı zobrazeńı je
jednoznačně určeno obrazy báze. V našem p̌ŕıkladu jsou obrazy báze č́ısla
ω1 = ω(e1), . . . , ωn = ω(en), která, jak později uvid́ıme, budou
p̌redstavovat složky objektu ω ∈ V ∗n . Nap̌ŕıklad pro n = 3 (at’ je to
jednoduché), p̌redepǐsme ω(e1) = 2, ω(e2) = −3, ω(e1) = −1, je t́ım
zobrazeńı ω jednoznačně určeno a obraz vektoru a bude ḿıt tvar

ω(a) = 2α1 − 3α2 − α3, kde a ∼ (α1, α2, α3) v bázi (e1, e2, e3).

Prvk̊um množiny V ∗n také ř́ıkáme lineárńı formy.
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Na nosné množině V ∗n zavedeme operace sč́ıtáńı zobrazeńı a násobeńı
zobrazeńı skalárem. Zvolme ω, η ∈ V ∗n a skalár γ ∈ R libovolně. Pomoćı
nich definujeme dvě nová zobrazeńı

χ : Vn 3 a −→ χ(a) = ω(a) + η(a) ∈ R,

θ : Vn 3 a −→ θ(a) = γω(a) ∈ R.

ÚKOL: Dokažte, že nová zobrazeńı χ a θ jsou lineárńı, tj. χ, θ ∈ V ∗n .

Návod:Je ťreba dokázat, že plat́ı χ(αa + βb) = αχ(a) + βχ(b) pro libovolné

vektory a, b ∈ Vn a libovolné skaláry α, β ∈ R, a podobně pro θ. Rozepǐste

nap̌ŕıklad χ(αa + βb) podle definice a pak využijte linearity zobrazeńı ω a η a

pravidla pro poč́ıtáńı s reálnými čisly. Půjde to samo.

Znač́ıme χ = ω + η (součet lineárńıch forem) a θ = γω (γ-násobek
lineárńı formy ω).
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VĚTA: Duálńı prostor a duálńı báze.

Množina V ∗n všech lineárńıch zobrazeńı s výše zavedenými operacemi
sč́ıtáńı a násobeńı skalárem je vektorovým prostorem nad R dimenze n.

ÚKOL: Pro prvky z V ∗n a zavedené operace sč́ıtáńı lineárńıch forem a násobeńı

lineárńıch forem skalárem ukažte, že (resp. zdůvodněte proč) jsou splněny

axiomy vektorového prostoru.

Abychom zjistili, jaká je dimenze vektorového prostoru V ∗n , najdeme v
něm jakoukoli bázi. Východiskem pro jej́ı konstrukci bude báze
(e1, . . . , en) zvolená libovolně, ale pevně v prostoru Vn. Definujme nyńı
soubor lineárńıch forem (e1, . . . , en), e i ∈ V ∗n , takto:

e i (ej) = δij , 1 ≤ i , j ≤ n, tj.

e1(e1) = 1, e1(e2) = 0, . . . , e1(en) = 0,

e2(e1) = 0, e2(e2) = 1, . . . , e2(en) = 0,

..............................................................,

en(e1) = 0, en(e2) = 0, . . . , en(en) = 1.
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Dokážeme, že soubor (e1, . . . , en) je báźı v prostoru V ∗n . Položme

γ1e
1 + · · ·+ γne

n = 0V ∗
n
, γi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

Vyč́ısĺıme-li levou i pravou stranu této rovnice na i-tém vektoru ei báze
zvolené v prostoru Vn, dostaneme

γ1e
1(ei ) + · · ·+ γie

i (ei ) + · · ·+ γne
n(ei ) = 0.

Využijeme definice lineárńıch forem e1, . . . , en, podle které je pouze
e i (ei ) = 1 6= 0, ostatńı hodnoty e i (ej) pro j 6= i jsou nulové. Dostaneme
tak γi = 0 pro 1 ≤ i ≤ n. Nebo jinak:

γie
i = 0V ∗

n
=⇒ γie

i (ej) = 0 =⇒ γiδ
i
j = γj = 0.

Dokázali jsme lineárńı nezávislost prvk̊u e1, . . . , en.
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Zvolme nyńı libovolně ω ∈ V ∗n a zjǐst’ujme, zda existuj́ı č́ısla ωi taková, že
plat́ı ω = ωie

i . Tuto rovnici opět vyč́ısĺıme na libovolném vektoru báze ej
a dostaneme

ω(ej) = ωie
i (ej) = ωiδ

i
j = ωj .

Č́ısla ω1 = ω(e1), . . . , ωn = ω(en) jsme našli. Soubor (e1, . . . , en) je
tedy báźı v prostoru V ∗n . Hovǒŕıme o duálńım prostoru a duálńı bázi
indukované báźı (e1, . . . , en).

Všimněme si, že pro vektor a = αjej plat́ı

e i (a) = e i (αjej) = αj e i (ej) = αjδij = αi .

Lineárńı forma e i p̌rǐrazuje vektoru a ∈ Vn jeho i-tou složku v bázi
(e1, . . . , en). Naopak, pro libovolnou lineárńı formu ω ∈ V ∗n je č́ıslo
ωi = ω(ei ) jej́ı i-tou složkou v indukované duálńı bázi (e1, . . . , en).

A dohromady, zaṕı̌seme-li složky vektoru a do řádkové matice (α) a
složky lineárńı formy ω do sloupcové matice (ω), dostaneme

ω(a) = ωiα
i = α1ω1 + · · ·+ αnωn = (α)(ω).
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Všimneme si nyńı transformačńıch vztahů pro složky vektor̊u a lineárńıch
forem (které nazýváme také kovektory), p̌ri p̌rechodech mezi bázemi.

DUALITA: Transformačńı vztahy pro složky vektor̊u jsme už prob́ırali,
takže je jen p̌ripomeňme: Označme T matici p̌rechodu od báze
(e1, . . . , en) v prostoru Vn k bázi (ē1, . . . , ēn), a S = T−1 matici
inverzńı. Vektor a ∈ Vn má v těchto báźıch vyjáďreńı ve složkách

a = αiei = ᾱi ēi , (α1 . . . αn) = (α), (ᾱ1 . . . ᾱn) = (ᾱ),

(α) = (ᾱ)T , (ᾱ) = (α)T−1

a vypsáno explicitně (sč́ıtaćı indexy červeně):

(
α1 . . . αn

)
=
(
ᾱ1 . . . ᾱn

)


T 1
1 . . . T n

1

. . . . . . . . .

T 1
n . . . T n

n
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Ted’ se pod́ıvejme, jak to muśı dopadnout s transformačńımi vztahy
složek lineárńıch forem. Už jsme si odvodili, že plat́ı ω(a) = (α)(ω). Ale
protože ω i a jsou invariantńı objekty, muśı formálně stejný vztah platit, i
když výchoźı báźı v prostoru Vn bude (ē1, . . . , ēn) a odpov́ıdaj́ıćı duálńı
báźı v prostoru Vn∗ pak (ē1, . . . , ēn), kde ē i (ēj) = δij , tj. (dosad’me a
poč́ıtejme dál):

ω(a) = (α)(ω) = (ᾱ)(ω̄) = (α)T−1(ω̄).

Matice (ω̄) a (ω) jsou sloupcové, proto pro ně muśı platit vztah typu
(ω̄) = P(ω), kde P je nějaká regulárńı matice. Jak ale souviśı s matićı
T? Dosad’me to do p̌redchoźıho vztahu a vid́ıme:

ω(a) = (α)(ω) = (α)T−1P(ω) =⇒ (α)(ω)(E−T−1P) = O =⇒ P = T .

Shrneme-li transformačńı vztahy pro vektory i pro lineárńı formy, vid́ıme,
že se transformuj́ı tak trochu

”
naruby“. A to je ta dualita – pěkné, že?

(α) = (ᾱ)T , (ᾱ) = (α)T−1, (ω) = T−1(ω̄), (ω̄) = T (ω).
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V souvislosti s pojmem duálńıho prostoru vzniká otázka: Prostor V ∗ je
také vektorový prostor dimenze n, tak co kdybychom k němu opět
zkonstruovali prostor duálńı? Konstrukce by pak byla tato:

Vn −→ V ∗n −→ V ∗∗n .

Samožrejmě nedostaneme prostor původńı – myšleno z hlediska
konkrétńıch objekt̊u, které jsou prvky jednotlivých prostor̊u.

Nap̌ŕıklad: je-li V3 vektorový prostor volných vektor̊u generovaných
orientovanými úsečkami v trojrozměrném euklidovském prostoru, pak V ∗3
je vektorový prostor lineárńıch zobrazeńı (lineárńıch forem) definovaných
na volných vektorech a V ∗∗3 je vektorový prostor lineárńıch zobrazeńı
definovaných na prostoru těchto lineárńıch forem. Jeho objekty již nejsou
původńı volné vektory. Prostor V ∗∗3 je však izomorfńı s prostorem V3,
nebot’ všechny vektorové prostory stejné konečné dimenze jsou izomorfńı.

Je tedy něco, č́ım je prostor V ∗∗n v́ıce
”
podobný“, resp.

”
bližš́ı“ prostoru

Vn, než prostoru V ∗n ? Jsou to transformačńı vztahy p̌ri p̌rechodech mezi
bázemi a odpov́ıdaj́ıćımi indukovanými bázemi.
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Všimněme si problému podrobněji. Prvky prostoru Vn jsme značili jako
a, b, . . . ∈ Vn, prvky prostoru V ∗n jako ω, η, . . . ∈ V ∗n , prvky množiny
V ∗∗n všech lineárńıch zobrazeńı V ∗n → R budeme značit
A, B, . . . , ∈ V ∗∗n . Strukturu vektorového prostoru na V ∗∗n zavedeme již
známým způsobem: Zvolme libovolně A, B ∈ V ∗∗n a α ∈ R. Definujme
zobrazeńı G a H takto:

G : V ∗n 3 ω −→ G (ω) = A(ω) + B(ω) ∈ R

H : V ∗n 3 ω −→ H(ω) = αA(ω) ∈ R.

ÚKOL: Dokažte, že zobrazeńı G a H jsou lineárńı, tj. G , H ∈ V ∗∗n , a že

množina V ∗∗n s takto zavedými operacemi součtu (G = A + B) a násobeńı

skalárem (H = αA) je vektorový prostor nad R.

ÚKOL: Zvolme v prostoru Vn bázi (e1, . . . , en). Indukovaná báze v prostoru

V ∗n je (e1, . . . , en), e i (ej) = δij . Definujme prvky E1, . . . , En ∈ V ∗∗n vztahem

Ei (e
j) = δji . Dokažte, že soubor (E1, . . . , En) je báze prostoru V ∗∗n , tj.

dimV ∗∗n = n.
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Zjist́ıme transformačńı vztahy pro objekty prostoru V ∗∗n . Matici p̌rechodu

od báze (e1, . . . , en) k bázi (ē1, . . . , ēn) označme T = (τ ji ),

1 ≤ i , j ≤ n, T−1 = S = (σj
i ), ēi = τ ji ej , ē

i = σi
j e

j , Ēi = µj
i Ej , hledáme

matici M = (µj
i ). Plat́ı

δji = Ēi (ē
j) = µk

i Ek(σj
l e

l) = µk
i σ

j
l δ

l
k = µk

i σ
j
k .

Plat́ı MS = E , tj. M = T . Matice p̌rechodu od báze (E1, . . . , En) k bázi
(Ē1, . . . , Ēn) v prostoru V ∗∗n je tedy stejná, jako od báze (e1, . . . , en) k
bázi (ē1, . . . , ēn) v prostoru Vn. Prostory Vn a V ∗∗n jsou nejen izomorfńı,
ale plat́ı v nich i stejné tranformačńı vztahy. Z hlediska algebry neńı jak je
rozlǐsit. Můžeme je proto považovat za

”
stejné“. Izomorfismus mezi nimi

definujeme tak, že ztotožńıme prvky ei a Ei , p̌resněji řečeno, definujeme
kanonický izomorfismus jako zobrazeńı

ι : Vn 3 a −→ ι(a) = A ∈ V ∗∗n , kde a = αi ei , A = ι(a) = αi Ei .

T́ım jsme prostory Vn a V ∗∗n ztotožnili.
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Duálńı součin

Duálńım (vniťrńım) součinem rozuḿıme zobrazeńı

〈 | 〉 : V ∗n × Vn 3 [ω, a] −→ 〈ω|a〉 = ω(a) ∈ R.

Je to prvńı situace, kdy se setkáváme se zobrazeńım v́ıce argument̊u (zde
jednoho kovektoru a jednoho vektoru) lineárńım v každém z těchto
argument̊u.

ÚKOL: Dokažte, že duálńı součin je lineárńı v každém ze svých argument̊u, tj.

〈αω + βη|a〉 = α〈ω|a〉+ β〈η|a〉, 〈ω|αa + βb〉 = α〈ω|a〉+ β〈ω|b〉,

a rozepǐste výraz 〈αω + βη | γa + δb〉.

Z definice plyne, že ve vyjáďreńı duálńıho součinu neńı pǒrad́ı rozhoduj́ıćı,
nebot’ 〈ω|a〉 = ω(a) = (α)(ω). Lze tedy také zavést zobrazeńı

〈 | 〉 : Vn × V ∗n 3 [a, ω] −→ 〈a|ω〉 = ω(a) ∈ R, pak 〈ω|a〉 = 〈a|ω〉.
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Duálńı součin a transformačńı vztahy: je žrejmé, že duálńı součin je,
stejně jako argumenty, které zobrazuje, invariantńım objektem. Prově̌ŕıme
na p̌ŕıkladu, že jeho hodnota v libovolných agumentech ω ∈ V ∗n a a ∈ Vn

je nezávislá na volbě báze.

PŘ́IKLAD: Necht’ ω ∈ V ∗n a a ∈ Vn jsou libovolně zvolené argumenty.
Zvolme v prostoru Vn bázi (e1, . . . , en), v ńı plat́ı a = αiei ∼ (α).
Lineárńı formu muśıme vyjáďrit v odpov́ıdaj́ıćı duálńı bázi (jinak by to
nefungovalo), tedy ω = ωje

j ∼ (ω). Označme (ē1, . . . , ēn) jinou bázi ve
Vn, k ńıž od báze původńı p̌rejdeme pomoćı matice p̌rechodu T .
Odpov́ıdaj́ıćı duálńı báze je (ē1, . . . , ēn). Pomoćı transformačńıch vztahů
pro složky vektor̊u a kovektor̊u (lineárńıch forem) dostaneme

〈ω | a〉 = ω(a) = (α)(ω) = ((ᾱ)T )
(
T−1(ω̄)

)
= (ᾱ)(ω̄).

Pro č́ıselnou ukázku zvolme ťreba n = 3, a = 2e1 − 3e2 + e3 a
ω = −e1 + 2e2 − 2e3 p̌ri volbě báze (e1, e2, e3). Snadno zjist́ıme, že plat́ı

〈ω | a〉 = ω(a) = (α)(ω) =
(

2 −3 1
) −1

2
−2

 = −10.
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Novou bázi (ē1, ē2, ē3) zvolme ťreba takto (a všimněte si duality):

ē1 = e1 − e3, ē2 = e2 + 2e3, ē3 = e1 − 2e3 =⇒
e1 = ē1 − ē3, e2 = ē2 + 2ē3, e3 = ē1 − 2ē3.

Matice p̌rechodu a inverzńı matice jsou

T =

 1 0 −1
0 1 2
1 0 −2

 , T−1 =

 2 0 −1
−2 1 2

1 0 −1

 ,

pro duálńı bázi pak plat́ı

ē1 = 2e1 − e3, ē2 = −2e2 + e2 + 2e3, ē3 = e1 − e3.

Složky vektoru a a lineárńı formy ω v nových báźıch a jejich duálńı součin:

(ᾱ) = (α)T−1 =
(

2 −3 1
) 2 0 −1

−2 1 2
1 0 −1

 =
(

11 −3 −9
)
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(ω̄) = T (ω) =

 1 0 −1
0 1 2
1 0 −2

 −1
2
−2

 =

 1
−2

3


〈ω | a〉 = ω(a) = (ᾱ)(ω̄) =

(
11 −3 −9

) 1
−2

3

 = −10

Výpočet duálńıho součinu lineárńı formy a vektoru pomoćı jejich složek
p̌ripoḿıná výpočet skalárńıho součinu vektor̊u rovněž pomoćı jejich
složek, ale vyjáďrených v ortonormálńı bázi. Je tedy duálńı součin totéž
co skalárńı? Odpověd’ je, striktně vzato, záporná – nap̌ŕıklad duálńı
součin můžeme definovat, i když v prostoru Vn neńı zaveden skalárńı
součin – ale jistou souvislost najdeme.

Předpokládejme, že v prostoru Vn definujeme skalárńı součin, prostor se
tedy stane prostorem euklidovským. V bázi (e1, . . . , en) je skalárńı součin
reprezentován pozitivně definitńı symetrickou matićı G = (gij),
gij = (ei , ej), 1 ≤ i , j ≤ n.
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Jak v́ıme, skalárńı součin vektor̊u a, b ∈ Vn vyjáďrený pomoćı jejich
složek ve zvolené bázi je (a, b) = (α)G (β)T . Zvolme ω ∈ V ∗n libovolně,
ale pevně, a zkusme pro libovolný vektor a ∈ Vn řešit rovnici
〈ω | a〉 = (b, a) (= (a, b)) vzhledem k neznámému vektoru b ∈ Vn. :

(α)(ω) = (α)G (β)T =⇒ (α)
[
(ω)− G (β)T

]
= 0.

Tato rovnost plat́ı pro každý vektor a ∈ Vn. Proto je (ω)− G (β)T = 0
(nulová matice). Matice G je regulárńı, takže plat́ı

(β)T = G−1(ω) =⇒ (β) = (ω)T (G−1)T = (ω)T (G−1).

Hledaný vektor b ∈ Vn je určen jednoznačně.

ÚKOL: Projděte znovu p̌redchoźı úvahu a určete vektor b za p̌redpokladu, že

báze (e1, . . . , en) je ortonormálńı. Ukažte, že transformačńı vztahy pro vektory

a lineárńı formy jsou stejné.
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Tenzory jako multilineárńı zobrazeńı

Označme T 1
0 (Vn) = Vn a T 0

1 = V ∗n . Jedná se o vektorové prostory stejné
dimenze n, tedy izomorfńı, lǐśıćı se pouze transformačńımi vztahy (viz
výše). Jsou to základńı tenzorové postory – prostory tenzor̊u prvńıho
řádu. Dualita transformačńıch vztahů se projevuje také v názvoslov́ı:
vektory nazýváme kontravariantńı tenzory, lineárńı formy (kovektory) pak
jsou kovariantńı tenzory. Zavedeme tenzory vyš̌śıch řádů, nejprve tenzory
řádu druhého, potom definici zobecńıme.

DEFINICE: Tenzory druhého řádu

Tenzory druhého řádu nazýváme zobrazeńı troj́ıho typu:

τ : V ∗n × V ∗n 3 [ω, η] −→ τ(ω, η) ∈ R,
τ : V ∗n × Vn 3 [ω, a] −→ τ(ω, a) ∈ R,
τ : Vn × Vn 3 [a, b] −→ τ(a, b) ∈ R,

lineárńı vždy v obou argumentech.
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Co znamená linearita v obou argumentech (tj. bilinearita) ukážeme na
p̌ŕıpadu druhého z uvedených zobrazeńı:

τ(αω + βη, a) = ατ(ω, a) + βτ(η, a)

τ(ω, αa + βb) = ατ(ω, a) + βτ(ω, b)

pro libovolné ω, η ∈ V ∗n , a, b ∈ Vn a α, β ∈ R.

ÚKOL: Pro tenzor druhého řádu τ : V ∗n × Vn → R, Rozepǐste výraz

τ(γω + δη, αa + βb).

Dále zvolte ve Vn bázi (e1, . . . , en) s odpov́ıdaj́ıćı duálńı báźı (e1, . . . , en). Pro
lineárńı formu ω = ωie

i a vektor a = αjej rozepǐste výraz

τ(ωie
i , αjej) = τ(ω1e

1 + · · ·+ ωne
n, α1e1 + · · ·+ αnen)

a zamyslete se nad jeho souvislost́ı s duálńım součinem.
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Následuj́ıćı p̌ŕıklad je tak trochu
”
p̌redzvěst́ı“ transformačńıch vztahů pro

tenzory.

PŘ́IKLAD: V́ıme, že každé lineárńı zobrazeńı je jednoznačně určeno
obrazy báze. To bude platit také pro zobrazeńı obecně multilineárńı.
Uvažujme o tenzoru druhého řádu τ : Vn × Vn → R (posledńı ze ťŕı typů
v definici). Zvolme báze (e1, . . . , e1) a (ē1, . . . , ēn) ve Vn, matici
p̌rechodu označme T . Odpov́ıdaj́ıćı duálńı báze jsou (e1, . . . , en) a
(ē1, . . . , ēn). Označme τij = τ(ei , ej) a τ̄ij = τ(ēi , ēj) a chv́ıli poč́ıtejme,
s využit́ım bilinearity zobrazeńı τ :

τ̄ij = τ(ēi , ēj) = τ(T k
i ek , T

l
j el) = T k

i T
l
j τ(ek , el) = T k

i T
l
j τkl .

Pro n = 3 a matici T zadanou v p̌redchoźım p̌ŕıkladu vyjáďŕıme
rozepsáńım prvek τ̄12 (ostatńı vyjáďrete sami):

τ̄12 = T 1
1T

1
2 τ11 + T 1

1T
2
2 τ12 + T 1

1T
3
2 τ13 + +T 2

1T
1
2 τ21 + T 2

1T
2
2 τ22+

+T 2
1T

3
2 τ23 + T 3

1T
1
2 τ31 + T 3

1T
2
2 τ32 + T 3

1T
3
2 τ33 = τ12 + 2τ13 − τ32 − 2τ33.
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Procvičit si výpočty můžete p̌ri řešeńı náseduj́ıćıho úkolu.

ÚKOL: Podobný výpočet proved’te pro bilineárńı zobrazeńı τ : V ∗n × V ∗n → R
(prvńı typ v definici), a vyjáďrete τ̄ ij = τ(ē i , ē j) pomoćı τ kl = τ(ek , e l) a prvk̊u

matice p̌rechodu.

Zaved’me ted’ na množinách všech ťŕı typů tenzor̊u druhého řádu
(bilienárńıch zobrazeńı), specifikovaných v definici, strukturu vektorového
prostoru. Bude to analogické postupu, jakým jsme zaváděli strukturu
vektorového prostoru na množině lineárńıch zobrazeńı V ∗n . Označme
množiny tenzor̊u druhého řádu jednotlivých typů postupně tak, jak jsme
je zavedli v definici, T 2

0 (Vn), T 1
1 (Vn) a T 0

2 (Vn).

DEFINICE: Operace s tenzory

Necht’ τ, σ ∈ T 2
0 (Vn) a α ∈ R. Definujme nová zobrazeńı:

χ : V ∗n × V ∗n 3 [ω, η] −→ χ(ω, η) = τ(ω, η) + σ(ω, η) ∈ R,

θ : V ∗n × V ∗n 3 [ω, η] −→ θ(ω, η) = ατ(ω, η) ∈ R.
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Dokážeme, že nově definovaná zobrazeńı jsou také tenzory (jsou
bilineárńı) a jsou téhož typu jako tenzory τ a σ, z nichž byla
zkonstuována. Poč́ıtejme:

χ(αω1 + βω2, η) = τ(αω1 + βω2, η) + σ(αω1 + βω2, η) =

= ατ(ω1, η) + βτ(ω2, η) + ασ(ω1, η) + βσ(ω2, η) =

= α(τ(ω1, η)+σ(ω1, η))+β(τ(ω2, η)+σ(ω2, η)) = αχ(ω1, η)+βχ(ω2, η).

Podobně rozepǐste χ(ω, αη1 + βη2). Stejným způsobem dokažte i
bilinearitu zobrazeńı θ.

Tenzor χ nazýváme součet tenzor̊u τ a σ a znač́ıme χ = τ + σ. Tenzor θ
je α-násobek tenzoru τ , znač́ıme θ = ατ .

ÚKOL: Dokažte, že operace součtu a skalárńıho násobku tenzor̊u zavedené v

p̌redchoźım textu splňuj́ı axiomy vektorového prostoru. Analogicky jako výše

zaved’te strukturu vektorového prostoru na množinách T 0
2 (Vn) a T 1

1 (Vn).
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DEFINICE: Tenzory obecného řádu

Tenzorem typu (p, q), p-krát kontravariantńım a q-krát kovariantńım
rozuḿıme zobrazeńı

τ : V ∗n × · · · × V ∗n︸ ︷︷ ︸
p

×Vn × · · · × Vn︸ ︷︷ ︸
q

3 [ω1, . . . , ωp; a1, . . . , aq] −→

−→ τ(ω1, . . . , ωp; a1, . . . , aq) ∈ R

lineárńı v každém ze svých argument̊u.

Linearita v i-tém kovektorovém, resp. j-tém vektorovém argumentu:

τ(ω1, . . . , αωi + βηi , . . . , ωp; a1, . . . , aq) =

ατ(ω1, . . . , ωi , . . . , ωp; a1, . . . , aq) + βτ(ω1, . . . , ηi , . . . , ωp; a1, . . . , aq),

τ(ω1, . . . , . . . , ωp; a1, . . . , αaj + βbj , . . . , aq) =

ατ(ω1, . . . , ωp; a1, . . . , aj , . . . , aq) + βτ(ω1, . . . , ωp; a1, . . . , bj , . . . , aq)
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Tenzorové prostory, transformačńı vztahy

Množinu právě definovaných tenzor̊u znač́ıme T p
q (Vn) a zavád́ıme na ńı

strukturu vektorového prostoru stejně jako v p̌redchoźıch
méněrozměrných p̌ŕıpadech. Tenzory tedy můžeme sč́ıtat a násobit č́ısly.

VĚTA: Dimenze tenzorových prostor̊u

Množina T p
q (Vn) se standardně zavedenými operacemi součtu a násobku

skalárem je vektorový prostor dimenze np+q.

Dokazovat splněńı požadavk̊u vektorového prostoru neńı poťreba, ze
samotného zavedeńı operaćı součtu tenzor̊u a násobeńı tenzoru skalárem
jejich platnost vyplývá. Věnujme se proto zjǐstěńı dimenze prostoru
T p
q (Vn). Tu urč́ıme jako počet prvk̊u libovolné báze, kterou

zkonstruujeme – nejprve na p̌ŕıkladu tenzor̊u nějakého ńızkého řádu,
ťreba T 1

2 (Vn). Půjde opět o bázi indukovanou báźı zvolenou ve Vn.

PŘ́IKLAD: Zvolme libovolně bázi (e1, . . . , en) v prostoru Vn,
(e1, . . . , en) je odpov́ıdaj́ıćı duálńı báze. Uvažujme o tenzorovém
prostoru T 1

2 (Vn).
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Prvky F jk
i ∈ T 1

2 (Vn) definujme takto (stač́ı zadat obrazy pro vzory, jimiž
budou prvky báze prostor̊u Vn a duálńı báze ve V ∗n ). Jistě vid́ıte
podobnost s definićı duálńı báze.

F jk
i : V ∗n × Vn × Vn 3 [eu, ev , ew ] −→ F jk

i (eu, ev , ew ) = δui δ
j
vδ

k
w .

Soubor (F jk
i ), 1 ≤ i , j , k ≤ n, je báźı v prostoru T 1

2 (Vn). Položme

γ ijk F
jk
i = 0T 1

2 (Vn), γ ijk ∈ R, (všechny indexy jsou sč́ıtaćı)

a vyč́ısleme hodnotu této lineárńı kombinace na argumentech
(eu, ev , ew ) pro libovolné indexy 1 ≤ u, v , w ≤ n. Dostaneme

γ ijk F
jk
i (eu, ev , ew ) = 0 =⇒ γ ijkδ

u
i δ

j
vδ

k
w = γuvw = 0.

T́ım je dokázána lineárńı nezávislost souboru (F jk
i ). Hledáme-li pak

libovolný tenzor τ ∈ T 1
2 (Vn) ve tvaru lineárńı kombinace τ = τ ijk F

jk
i ,

zjist́ıme analogickým postupem (proved’te), že plat́ı

τ ijk = τ(e i , ej , ek).
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Našli jsme tedy bázi prostoru T 1
2 (Vn) indukovanou báźı e1, . . . , en. Počet

jej́ıch prvk̊u je roven počtu nezávislých výběr̊u index̊u i , j a k, tj. n3, což
je v souladu s větou. Nav́ıc jsme zjistili, že složku τ ijk tenzoru τ v této
indukované bázi urč́ıme tak, že tenzor τ vyč́ısĺıme na argumentech
(e i , ej , ek).

PŘ́IKLAD: Operace ve složkách – vektory (Vn = T 1
0 (Vn))

Ve složkách uḿıme dob̌re poč́ıtat s vektory: složky součtu vektor̊u v dané
bázi jsou součtem složek sč́ıtanc̊u, složky k-násobku vektoru jsou
k-násobky jeho složek, vše ve stejné p̌redem zvolené bázi (e1, . . . , en):

a = αiei , b = βiei , c = a + b = γ iei , d = ka = δiei ,

c = αiei + βiei = (αi + βi )ei , d = k(αiei ) = (kαi )ei =⇒

γ i = αi + βi , δi = kαi ,

nebo maticově c ∼ (γ) = (α) + (β), d ∼ (δ) = k(α).
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PŘ́IKLAD: Operace ve složkách – kovektory (V ∗n = T 0
1 (Vn))

Pro kovektory (lineárńı formy) můžeme pravidla pro poč́ıtáńı ve složkách
p̌repsat z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu s jedinou změnou – dolńı indexy
p̌resuneme nahoru a horńı dol̊u, v maticovém vyjáďreńı zaměńıme řádky
za sloupce. (Samožrejmě dodrž́ıme značeńı, ḿısto a, b ∈ Vn pracujeme s
ω, η ∈ V ∗n , apod.)

Ale zkuśıme to jinak – a to nám pak pomůže u tenzor̊u vyš̌śıch řádů. Ze
skutečnosti, že každé lineárńı zobrazeńı je jednoznačně určeno obrazy
báze, jsme pro libovolnou lineárńı formu ω ∈ V ∗n odvodili toto:

ω = ωje
j =⇒ ω(ei ) = ωj e

j(ei ) = ωj δ
j
i = ωi = ω(ei ),

Lineárńı forma ω p̌rǐrazuje i-tému vektoru (základńı) báze (e1, . . . , en) ve
Vn svoji i-tou složku v duálńı bázi (e1, . . . , en).

ω = ω(e1)e1 + · · ·+ ω(en)en.

Tohoto zápisu nyńı využijeme.
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Zvolme libovolně ω, η ∈ V ∗n a α, β ∈ R. Uvažme obecnou lineárńı
kombinaci χ = αω + βη. Již ďŕıve jsme dokázali, že χ je lineárńı forma,
χ ∈ V ∗n . Jej́ı i-tou složku zaṕı̌seme jako χi = χ(ei ) a poč́ıtáme s využit́ım
definice součtu a skalárńıho násobku lineárńıch forem:

χi = χ(ei ) = αω(ei ) + βη(ei ) = αωi + βηi =⇒ (χ) = α(ω) + β(η).

Źıskali jsme očekávané pravidlo poč́ıtáńı
”
po složkách“. Č́ıselně ťreba pro

n = 3: ω = 3e1 + 2e2 − 4e3, η = −e1 − e2 + 3e3, α = 2, β = −3,

(χ) = 2

 3
2
−4

+ (−3)

 −1
−1

3

 =

 9
7

−17


ÚKOL: Pokuste se odvodit pravidlo pro poč́ıtáńı se složkami v prostoru T 0

2 (Vn).

Návod: Definujte zobrazeńı F ij ∈ T 0
2 (Vn), 1 ≤ i , j ,≤ n, vztahy

F ij(ek , el) = δikδ
j
l , ukažte, že tvǒŕı bázi a vyjáďrete pomoćı nich výraz ατ + βσ

pro libovolné τ, σ ∈ T 0
2 (Vn), α, β ∈ R.
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Pokuśıme se nyńı odvodit pravidlo pro poč́ıtáńı se složkami v prostoru
T 2
1 (Vn) a pak už pravidlo zobecńıme.

PŘ́IKLAD: Definujme, podobně jako výše v p̌ŕıkladu s prostorem T 1
2 (Vn)

zobrazeńı F k
ij ∈ T 2

1 (Vn), 1 ≤ i , j , k ≤ n, takto (všimněte si v porovnáńı s

p̌ŕıkladem prostoru T 1
2 (Vn) definičńıho oboru a uḿıstěńı index̊u):

F k
ij : V ∗n ×V ∗n ×Vn 3 [ω, η, a] −→ F k

ij (ω, η, a) ∈ R, F k
ij (eu, ev , ew ) = δui δ

v
j δ

k
w .

(V́ıte, proč stač́ı definici specifikovat pouze pro prvky báze? Jistěže v́ıte –
zobrazeńı F k

ij maj́ı být lineárńı v každém argumentu, a proto jsou

jednoznačně určena obrazy prvk̊u báźı (e1, . . . , en) a (e1, . . . , en).)
Soubor {F k

ij }, 1 ≤ i , j , k ≤ n, tvǒŕı v prostoru T 2
1 bázi, jak už sami

snadno jistě dokážete. Zvolme τ, σ ∈ T 2
1 (Vn) a zapǐsme je ve složkách,

tj. jako lineárńı kombinace prvk̊u báze a poč́ıtejme jejich lineárńı
kombinaci χ = ατ + βσ s využit́ım toho, že T 2

1 (Vn) je vektorový prostor
(pravidla pro poč́ıtáńı s vektory):
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τ = τ ijk F k
ij , σ = σij

k F
k
ij

ατ + βσ = α(τ ijk F k
ij ) + β(σij

k F
k
ij ) = (ατ ijk + βσij

k )F k
ij .

Výraz v závorce χij
k = ατ ijk + βσij

k je nepochybně složkou tenzoru χ. To je
pravidlo

”
poč́ıtáńı po složkách“, na které jsme zvykĺı z jakéhokoli

vektorového prostoru.

ÚKOL: Uvažujte opět o prostoru T 2
1 (Vn) a zobrazeńıch {F k

ij }, 1 ≤ i , j , k, která

v něm tvǒŕı bázi. Pro tenzor τ ∈ T 2
1 (Vn), τ = τ ijk F k

ij ukažte, že plat́ı

τ ijk = τ(e i , e j , ek),

tedy pravidlo, že složka tenzoru v dané bázi (indukované báźı (e1, . . . , en)

p̌redem zvolené ve Vn) se dostane jeho vyč́ısleńım na odpov́ıdaj́ıćıch prvćıch

báze (e1, . . . , en) a báze duálńı.
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Pokud jste splnili úkol, nebudete ḿıt problém s následuj́ıćıcm p̌ŕıkladem.

PŘ́IKLAD: Transformačńı vztahy pro tenzory prostoru T 2
1 (Vn)

Uvažujme o báźıch (e1, . . . en) a (ē1, . . . , ēn) ve Vn (matice p̌rechodu T ,
S = T−1) a indukovaných báźıch (e1, . . . , en) a ē1, . . . , ēn ve V ∗n , resp.
{F k

ij } a {F̄ k
ij } v T 2

1 (Vn), 1 ≤ i , j , k ≤ n,

F k
ij (eu, ev , ew ) = δui δ

v
j δ

w
k , F̄ k

ij (ēu, ēv , ēw ) = δui δ
v
j δ

w
k .

Vyjáďŕıme obecnou složku τ̄ ijk tenzoru τ ∈ T 2
1 (Vn) v bázi {F̄ k

ij } pomoćı

jeho složek v bázi {F k
ij }:

τ̄ ijk = τ(ē i , ē j , ēk) = τ(S i
ue

u,S j
ve

v , Tw
k ew ) = S i

uS
j
vT

w
k τ(eu, ev , ew ),

τ̄ ijk = S i
uS

j
vT

w
k τuvw .

Vyzkouš́ıme źıskaný transformačńı vztah na jednoduchém č́ıselném
p̌ŕıkladu, pro n = 2.
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Zvolme báze (e1, e2) a (ē1, ē2) v prostoru V2 a tenzor τ (v bázi {F k
ij },

1 ≤ i , j , k ≤ 2, indukované báźı (e1, e2)) takto:

ē1 = e1 − 2e2, ē2 = e1 − e2 =⇒ T =

(
1 −2
1 −1

)
, S =

(
−1 2
−1 1

)
.

τ = 2F 1
11 − F 2

11 + 3F 1
12 − 2F 2

12 − F 1
21 − 3F 2

21 + F 2
22, tj.

τ 111 = 2, τ 112 = −1, τ 121 = 3, τ 122 = −2,

τ 211 = −1, τ 212 = −3, τ 221 = 0, τ 222 = 1.

Vypočteme složku τ̄ 211 (výraz bude obsahovat 23 = 8 sč́ıtanc̊u):

τ̄ 211 = S2
uS

1
vT

w
1 τuvw =

S2
1S

1
1T

1
1 τ

11
1 + S2

1S
1
1T

2
1 τ

11
2 + S2

1S
1
2T

1
1 τ

12
1 + S2

1S
1
2T

2
1 τ

12
2 +

+S2
2S

1
1T

1
1 τ

21
1 + S2

2S
1
1T

2
1 τ

21
2 + S2

2S
1
2T

1
1 τ

22
1 + S2

2S
1
2T

2
1 τ

22
2 =
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= (−2)·2+4·(−1)+(−2)·3+4·(−2)+(−1)·(−1)+2·(−3)+(−1)·0+2·1 = −25.

Pro kontrolu a procvičeńı urč́ıme nyńı složku τ̄ 211 pomoćı vyč́ısleńı tenzoru τ na
prvćıch báźı (sledujte horńı a dolńı pevné indexy a všechny sč́ıtaćı indexy):

τ̄ 211 = τ(ē2, ē1, ē1) = τ(S2
1 e

1 + S2
2 e

2, S1
1 e

1 + S1
2 e

2, T 1
1 e1 + T 2

1 e2) =

= τ(2e1 + e2, −e1 − e2, e1 − 2e2) =

= −2τ(e1, e1, e1) + 4τ(e1, e1, e2)− 2τ(e1, e2, e1) + 4τ(e1, e2, e2)−
−τ(e2, e1, e1) + 2τ(e2, e1, e2)− τ(e2, e2, e1) + 2τ(e2, e2, e2) =

= −2τ 111 + 4τ 112 − 2τ 121 + 4τ 122 − τ 211 + 2τ 211 − τ 221 + 2τ 222 = −25.

ÚKOL: Pro procvičeńı vypočtěte některou z daľśıch složek tenzoru τ v báźıch
indukovaných báźı (ē1, ē2).

Nyńı už zaṕı̌seme transformačńı vztahy pro složky tenzor̊u obecně.
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Vycháźıme z toho, že pro τ ∈ T p
q (Vn) je (opět sledujte sč́ıtaćı indexy)

τ̄
i1...ip
j1...jq

= τ(ē i1 , . . . , ē ip ; ēj1 , . . . , ējq ), τ
u1...up
v1...vq = τ(eu1 , . . . , eup ; ev1 , . . . , evq ),

kde všechny indexy nabývaj́ı všech hodnot z množiny {1, 2, . . . , n}.
Transformačńı vztahy pro vektory báźı jsou

ēj1 = T v1
j1

ev1 , . . . , ējq = T
vq
jq

evq , ē i1 = S i1
u1 e

u1 , . . . , ē ip = S
ip
up e

up

τ̄
i1...ip
j1...jq

= τ(ē i1 , . . . , ē ip ; ēj1 , . . . , ējq ) =

= τ(S i1
u1 e

u1 , . . . , S
ip
up e

up , T v1
j1

ev1 , . . . , T
vq
jq

evq ) =

S i1
u1 · · · S

ip
upT

v1
j1
· · ·T vq

jq
τ(eu1 , . . . , eup ; ev1 , . . . , evp ) =⇒

τ̄
i1 ... ip
j1 ... jq

= S i1
u1 · · · S

ip
upT

v1
j1
· · ·T vq

jq
τ
u1 ... up
v1 ... v1
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Transformačńı vztahy pro složky tenzor̊u:

1 1

1 1

1

1

1

1
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Obr. 9.3: Transformačńı vztahy pro tenzory
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Tenzorový součin

Tenzorovým součinem vznikaj́ı z tenzor̊u nižš́ıch řádů tenzory vyš̌śıch
řádů.

DEFINICE: Tenzorový součin

Necht’ τ ∈ T p
q a σ ∈ T r

s . Definujme zobrazeńı

χ : V ∗n × · · · × V ∗n︸ ︷︷ ︸
(p+r)-krát

×Vn × · · · × Vn︸ ︷︷ ︸
(q+s)-krát

3 (ω1, . . . , ωp+r ; a1, . . . , aq+s) −→

−→ χ(ω1, . . . , ωp+r ; a1, . . . , aq+s) ∈ R,

kde χ(ω1, . . . , ωp+r ; a1, . . . , aq+s) =

= τ(ω1, . . . , ωp; a1, . . . , aq) · σ(ωp+1, . . . , ωp+r ; aq+1, . . . , aq+s).

Zobrazeńı χ = τ ⊗ σ se nazývá tenzorový součin tenzor̊u τ a σ.

POZOR: Pǒrad́ı argument̊u je ťreba dodržet!!
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ÚKOL: Dokažte, že právě definované zobrazeńı χ je tenzorem z prostoru

T p+r
q+s (Vn).

Návod: Dokažte linearitu zobrazeńı χ v obecném i-tém kovektorovém

argumentu a poté v obecném j-tém vektorovém argumentu, tj. na i-tou

kovektorovou pozici (pozici pro
”
omegy“) dosad’te ḿısto ωi lineárńı kombinaci

αωi + βηi a potom podobně na j-tou vektorovou pozici (pozici pro
”
áčka“)

dosad’te ḿısto aj lineárńı kombinaci αaj + βbj .

Usnadněńı: Vzhledem k tomu, že linearita se dokazuje nezávisle pro každý
argument zvlášt’ (tj. p̌ri dosazeńı lineárńı kombinace na zvolenou pozici
z̊ustávaj́ı ostatńı argumenty nezměněny), lze si důkaz zjednodušit tak, že jej
provedete pro nižš́ı řády, ťreba pro τ ∈ T 1

0 (Vn) a σ ∈ T 0
1 (Vn)

χ : V ∗n × Vn 3 (ω, a) −→ χ(ω, a) = τ(ω) · σ(a) ∈ R

a dokážete, že χ ∈ T 1
1 (Vn), konkrétně vypočtete

χ(αω + βη; a) a χ(ω; αa + βb) pro α, β ∈ R.
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Vlastnosti tenzorového součinu jsou z linearity zcela žrejmé. Shrneme je
ve větě.

VĚTA: Vlastnosti tenzorového součinu

Necht’ τ1, τ2, τ ∈ T p
q (Vn), σ1, σ2, σ ∈ T r

s (Vn), χ ∈ T u
v (Vn), jsou

libovolné tenzory a α, β ∈ R libovolné skaláry. Plat́ı

I (ατ)⊗ σ = τ ⊗ (ασ) = α(τ ⊗ σ),

I (ατ1 + βτ2)⊗ σ = α(τ1 ⊗ σ) + β(τ2 ⊗ σ),

I τ ⊗ (ασ1 + βσ2) = α(τ ⊗ σ1) + β(τ ⊗ σ2),

I τ ⊗ (σ ⊗ χ) = (τ ⊗ σ)⊗ χ, ṕı̌seme τ ⊗ σ ⊗ χ.

Důkaz: Důkazy všech část́ı věty jsou triviálńı a vyplývaj́ı p̌ŕımo z definice,
z linearity a z pravidel pro poč́ıtáńı s reálnými č́ısly. Proved’me důkaz
pouze pro druhé tvrzeńı, daľśı důkazy proved’te podobným způsobem
sami – ťreba jen pro tenzory nižš́ıch řádů. Zvolme libovolné argumenty a
poč́ıtejme:
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((ατ1 + βτ2)⊗ σ) (ω1, . . . , ωp+r ; a1, . . . , aq+s) =

= (ατ1+βτ2)(ω1, . . . , ωp; a1, . . . , aq)·σ(ωp+1, . . . , ωp+r ; aq+1, . . . , aq+s) =

ατ1(ω1, . . . , ωp; a1, . . . , aq) · σ(ωp+1, . . . , ωp+r ; aq+1, . . . , aq+s)+

+βτ2(ω1, . . . , ωp; a1, . . . , aq) · σ(ωp+1, . . . , ωp+r ; aq+1, . . . , aq+s) =

= (α(τ1 ⊗ σ) + β(τ2 ⊗ σ)) (ω1, . . . , ωp+r ; a1, . . . , aq+s).

Pomoćı tenzorového součinu můžeme v tenzorových prostorech
konstruovat indukované báze.

VĚTA: Indukované báze v T p
q (Vn)

Necht’ (e1, . . . , en) je báze v prostoru Vn, (e1, . . . , en) indukovaná duálńı
báze. Pak soubor

{ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ e j1 ⊗ · · · ⊗ e jq}, 1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n,

je báze v tenzorovém prostoru T p
q (Vn).
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Mı́sto obecného důkazu p̌redchoźı věty osvětĺıme situaci na p̌ŕıkladu.

PŘ́IKLAD: Podle p̌redchoźı věty je indukovaná báze v prostoru T 2
1 (Vn)

tvǒrena prvky {ei ⊗ ej ⊗ ek}, p̌ričemž indexy i , j , k nabývaj́ı nezávisle na
sobě hodnot 1 až n. Plat́ı

ei ⊗ ej ⊗ ek(eu, ev , ew ) = ei (e
u) ej(e

v ) ek(ew ) = δui δ
v
j δ

k
w .

Přesně takto fungovala zobrazeńı F k
ij ∈ T 2

1 (Vn), která jsme zavedli na

straně 33. Tato zobrazeńı tvǒrila v prostoru T 2
1 (Vn) bázi. A funguj́ı stejně

jako tenzorové součiny ei ⊗ ej ⊗ ek , konkrétně F k
ij (eu, ev , ew ) = δui δ

v
j δ

k
w .

Protože každé lineárńı zobrazeńı je jednoznačně určeno obrazy báze,
nutně plat́ı F k

ij = ei ⊗ ej ⊗ ek . Pro tenzor τ ∈ T 2
1 (Vn) ve složkách plat́ı

(očekávaný výsledek)

τ = τ ijk ei ⊗ ej ⊗ ek =⇒ τ(eu, ev , ew ) = (τ ijk ei ⊗ ej ⊗ ek)(eu, ev , ew ) =

= τ ijk ei (e
u) ej(e

v ) ek(ew ) = τ ijk δ
u
i δ

v
j δ

k
w = τuvw .
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Pod́ıvejme se na tenzorový součin ještě jinak:

ÚKOL: Zvolme libovolně nap̌ŕıklad tenzory prvńıho řádu τ ∈ T 1
0 (Vn) a

σ ∈ T 0
1 (Vn). Jejich tenzorový součin χ = τ ⊗ σ je tenzorem druhého řádu,

konkrétně jednou kontravariantńı a jednou kovariantńı, tj. χ ∈ T 1
1 (Vn). Tenzor

χ je tenzory τ a σ jednoznačně určen. Ve složkách plat́ı

χ = τ ⊗ σ = (τ i ei )⊗ (σj e
j) = (τ iσj) ei ⊗ e j , χi

j = τ iσj .

Zamyslete se nad opačnou otázkou: Lze každý tenzor χ ∈ T 1
1 (Vn) vyjáďrit jako

tenzorový součin tenzor̊u prvńıho řádu? Pokud ano, kolika způsoby? Pokud ne,

najděte protip̌ŕıklad.

PŘ́IKLAD: Ztotožněńı.
Problém vysvětĺıme na p̌ŕıkladu tenzorového prostoru T 1

1 (Vn). Tenzory
typu (1, 1) jsme definovali jako zobrazeńı s definičńım oborem V ∗n × Vn,
lineárńı v každém argumentu. Ve složkách (po zavedeńı struktury
vektorového prostoru na množině takových zobrazeńı) je τ = τ ij ei ⊗ e j .
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Co kdybychom definovali také zobrazeńı

τ̃ : Vn × V ∗n 3 [a, ω] −→ τ̃(a, ω) ∈ R,

rovněž lineárńı v každém z obou argument̊u? (O takových zobrazeńıch

jsme zat́ım nehovǒrili.) Na množině T̃ 1
1 (Vn) všech takových zobrazeńı lze

rovněž zavést strukturu vektorového prostoru – zkuste to provést již
známým způsobem. Tento vektorový prostor má stejně jako T 1

1 (Vn)
dimenzi n2. Zkuste tipovat, jaké budou transformačńı vztahy pro
zobrazeńı typu τ̃ . Že stejné, jako pro τ ∈ T 1

1 (Vn)? Pokud tipujete takto,
máte pravdu. Dokážeme to:

¯̃τ ji = τ̃(ēi , ē
j) = τ̃(T k

i ek , S
j
l e

l) = T k
i S

j
l τ̃(ek , e

l)),

¯̃τ ji = T k
i S

j
l τ̃

l
k .

Transformačńı vztah je stejný jako pro prvky τ ∈ T 1
1 (Vn). Nemáme tedy

jak rozlǐsit zobrazeńı typu τ ∈ T 1
1 (Vn) od nových zobrazeńı typu τ̃ .
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Znamená to, že zobrazeńı τ̃ je totéž jako zobrazeńı τ? Nikoli. Tato
zobrazeńı maj́ı odlǐsné definičńı obory. Prostory T 1

1 (Vn) a T̃ 1
1 (Vn) jsou

však nejen izomorfńı (stejná dimenze), ale plat́ı v nich také stejné
transformačńı vztahy. Mohli bychom tedy ř́ıci, že jsou kanonicky
izomorfńı.

”
Stejné“ jsou z abstraktńıho algebraického hlediska. Kanonický

izomorfismus těchto prostor̊u zavedeme takto:

τ̃ ≡ τ právě tehdy, plat́ı-li τ̃(a, ω) = τ(ω, a)

pro libovolný vektor a ∈ Vn a libovolný kovektor ω ∈ V ∗n . Hovǒŕıme pak o

ztotožněńı prostor̊u T 1
1 (Vn) a T̃ 1

1 (Vn).

POZOR! Přestože pro libovolné prvky a ∈ Vn a ω ∈ V ∗n plat́ı
ei ⊗ e j(a, ω) = e j ⊗ ei (ω, a) = αiωj , nejde o komutativitu tenzorového
součinu, ale právě jen o zototožněńı zobrazeńı. (Viz také duálńı součin.)

Taková ztotožněńı můžeme provádět i obecně, pro tenzorové prostory
typu (p, q).
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Symetrické a antisymetrické tenzory

Fyzikálńı tenzorové veličiny často vykazuj́ı vlastnosti symetrie nebo
antisymetrie. Symetrické jsou nap̌ŕıklad tzv. materiálové tenzory,
charakterizuj́ıćı vlastnosti r̊uzných prosťred́ı (elastické konstanty a
moduly, dielektrická permitivita), ale ťreba také metrický tenzor.
Antisymetrický je nap̌r. tenzor elektromagnetického pole. Antisymetrická
tenzorová pole slouž́ı jako integrandy v

”
moderńı“ teorii integrálu, a

figuruj́ı ve variačńıch fyzikálńıch teoríıch.

DEFINICE: Symetrické a antisymetrické tenzory

Tenzor τ ∈ T p
q (Vn) se nazývá symetrický, resp. antisymetrický, v i-tém a

j-tém kovektorovém argumentu, 1 ≤ i , j ≤ p, je-li pro lib. argumenty

τ(ω1, . . . , ωi , . . . , ωj , . . . , ωp; a1, . . . , aq) =

±τ(ω1, . . . , ωj , . . . , ωi , . . . , ωp; a1, . . . , aq),

p̌ričemž
”
plus“ se týká symetrického,

”
minus“ antisymetrického tenzoru.
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Podobně lze definovat symetrii a antisymetrii ve vektorových
argumentech.

ÚKOL: Definujte tenzor symetrický, resp. antisymetrický, v i-tém a j-tém

vektorovém argumentu, 1 ≤ i , j ≤ q. Dále dokažte, resp. zdůvodněte, že

podmnožina všech tenzor̊u symetrických, resp. antisymetrických, v i-tém a

j-tém kovektorovém, resp. vektorovém argumentu je vektorovým podprostorem

výchoźıho tenzorového prostoru.

Symetrie, resp. antisymetrie se může týkat i věťśıho počtu argument̊u.
Významné jsou tzv. úplně symetrické, resp. úplně antisymetrické tenzory,
at’ již v kovektorových nebo vektorových argumentech. Symetrii a
antisymetrii lze také kombinovat – tenzor může být ťreba symetrický v
kovektorových argumentech a antisymetrický ve vektorových
argumentech.

ÚKOL: Definujte tenzor τ typu (4, 6), tj. τ ∈ T 4
6 (Vn), který je symetrický v

druhém a ťret́ım kovektorovém argumentu a antisymetrický v prvńım a pátém

vektorovém argumentu.
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Vektorové a kovektorové argumenty mezi sebou zaměňovat nelze.

Dále se budeme zabývat úplně symetrickými a úplně antisymetrickými
tenzory a jejich základńı vlastnosti a poč́ıtáńı s nimi ukážeme pro
jednoduchost na čistě kovariantńıch tenzorech, tj. pro τ ∈ T 0

q (Vn).

DEFINICE: Úplně symetrické, resp. antisymetrické, kovariantńı tenzory

Tenzor τ ∈ T 0
q (Vn) se nazývá úplně symetrický, jestliže se jeho hodnota

nezměńı p̌ri libovolné permutaci argument̊u, resp. úplně antisymetrický,
změńı-li znaménko p̌ri liché permutaci argument̊u a z̊ustane beze změny
p̌ri permutaci sudé, tj.

τ(aσ(1), . . . , aσ(q)) = τ(a1, . . . , aq), resp.

τ(aσ(1), . . . , aσ(q)) = signσ · τ(a1, . . . , aq),

kde σ = (σ(1), . . . , σ(q)) ∈ Pq je permutace index̊u (1, . . . , q)
č́ısluj́ıćıch jednotlivé pozice pro vektorové argumenty.

Lineárńı a multilineárńı algebra Téma 9: Tenzory



VĚTA: Podprostory symetrických a antisymetrických tenzor̊u

Množiny S0q(Vn),
∧0

q(Vn) ⊂ T 0
q (Vn) úplně symetrických a úplně

antisymetrických (kovariantńıch) tenzor̊u jsou vektorové podprostory
prostoru T 0

q (Vn), p̌ričemž

dimS0q(Vn) =

(
n + q − 1

q

)
, dim

∧0

q
(Vn) =

(
n

q

)
.

Důkaz: Důkaz tvrzeńı, že se jedná o vektorové podprostory, je
jednoduchý: je žrejmé, že lineárńı kombinace symetrických, resp.
antisymetrických tenzor̊u je opět symetrický, resp. antisymetrický tenzor.
Dimenze podprostor̊u zjist́ıme jednoduchou úvahou založenou na známé
větě (že lineárńı zobrazeńı je jednoznačně určeno obrazy báze), jej́ımž
důsledkem je vyjáďreńı obecné složky tenzoru τ :

τi1 ... iq = τ(ei1 , . . . , eiq ).
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Dimenze daného podprostoru je rovna počtu nezávislých složek každého
tenzoru, který je prvkem tohoto podprostoru.

Uvažujme nejprve o podprostoru symetrických tenzor̊u. Záměny
argument̊u ei1 , . . . , eiq se nepoznaj́ı, argumenty se mohou opakovat.
Nezávislých výběr̊u argument̊u ei1 , . . . , eiq (a tedy nezávislých složek
úplně symetrického tenzoru) je tolik, kolik je kombinaćı s opakováńım
q-té ťŕıdy z n prvk̊u, tedy

(
n+q−1

q

)
.

V p̌ŕıpadě antisymetrického tenzoru je jeho hodnota nulová v p̌ŕıpadě, že
jakékoli dva argumenty jsou stejné. Nezávislých složek je tolik, kolik je
kombinaćı bez opakováńı q-té ťŕıdy z n prvk̊u, tedy

(
n
q

)
.

PŘ́IKLAD: Uvažujme o podprostoru S02 (Vn) ⊂ T 0
2 (Vn). Jak bude

vypadat jeho báze, je-li báze v celém prostoru T 0
2 (Vn) tvǒrena prvky

(e i ⊗ e j), 1 ≤ i , j ≤ n, kde (e1, . . . , en) je zvolená báze v prostoru Vn?
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Vyjáďŕıme tenzor τ ve složkách:

τ = τij e
i ⊗ e j =⇒ τkl = τ(ek , el) = τ(el , ek) = τlk ,

τ =
1

2
τij e

i ⊗ e j +
1

2
τji e

j ⊗ e i = τij
1

2
(e i ⊗ e j + e j ⊗ e i ).

Všimněme si, že plat́ı nap̌ŕıklad

1

2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) =

1

2
(e2 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2), obecně

1

2
(e i ⊗ e j + e j ⊗ e i ) =

1

2
(e j ⊗ e i + e i ⊗ e j),

takže soubor
{

1
2 (e i ⊗ e j + e j ⊗ e i )

}
, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, je báze v

podprostoru S02 (Vn). (Nerovnost́ı i ≤ j jsme zajistili to, že se prvky
neopakuj́ı dvakrát.) Počet navzájem nezávislých (r̊uzných) prvk̊u této
báze je 1

2 (n2 − n) + n = 1
2 (n + 1)n =

(
n+2−1

2

)
. To souhlaśı se vztahem

pro dimenzi prostoru S0q(Vn) pro q = 2.
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Podobně budeme hledat bázi prostoru
∧0

2(Vn) ⊂ T 0
2 (Vn). Ve složkách:

τ = τij e
i ⊗ e j =⇒ τkl = τ(ek , el) = −τ(el , ek) = −τlk ,

τ =
1

2
τij e

i ⊗ e j − 1

2
τji e

j ⊗ e i = τij
1

2
(e i ⊗ e j − e j ⊗ e i ).

Plat́ı nap̌ŕıklad

1

2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1) = −1

2
(e2 ⊗ e1 − e1 ⊗ e2), obecně

1

2
(e i ⊗ e j − e j ⊗ e i ) = −1

2
(e j ⊗ e i − e i ⊗ e j),

p̌ričemž pro i = j je 1
2 (e i ⊗ e j − e j ⊗ e i ) = 0T 0

2 (Vn). Soubor{
1
2 (e i ⊗ e j − e j ⊗ e i )

}
, 1 ≤ i < j ≤ n, je báze v podprostoru

∧0
2(Vn).

Počet prvk̊u této báze je 1
2 (n2 − n) = 1

2 (n − 1)n =
(
n
2

)
, jak vycháźı z

obecného vztahu pro dimenzi prostoru
∧0

q(Vn) pro q = 2.
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Vyzkoušejme podrobně, jak to funguje pro n = 2, tj. v prostoru T 0
2 (V2).

Nejprve pro symetrické tenzory. V původńım zápisu, v němž vezmeme v
úvahu vztah τij = τji , který jsme p̌red chv́ıĺı odvodili, dostaneme:

τ = τij e
i ⊗ e j = τ11 e

1 ⊗ e1 + τ12 e
1 ⊗ e2 + τ21 e

2 ⊗ e1 + τ22 e
2 ⊗ e2 =

τ11 e
1 ⊗ e1 + τ12(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + τ22 e

2 ⊗ e2.

Při novém zápisu (indexy i a j nabývaj́ı všech hodnot z indexové množiny
{1, 2}, stejně jako v zápisu původńım) dostaneme, opět s využit́ım
symetrie složek τij = τji :

τij

(
1

2
(e i ⊗ e j + e j ⊗ e i )

)
=

1

2
τ11(e1⊗e1+e1⊗e1)+

1

2
τ12(e1⊗e2+e2⊗e1)+

+
1

2
τ21(e2 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2) +

1

2
τ22(e2 ⊗ e2 + e2 ⊗ e2) =

= τ11 e
1 ⊗ e1 + τ12(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + τ22 e

2 ⊗ e2.

Výsledek je stejný pro oba zápisy, jsou tedy ekvivalentńı.
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Jak by vypadal zápis tenzoru τ ve složkách, kdybychom jej rozepsali jen
pomoćı nezávislých prvk̊u báze, tj. jako lineárńı kombinaci tenzor̊u

1

2
(e i ⊗ e j + e j ⊗ e i ) pro 1 ≤ i ≤ j ≤ n,

pro n = 2 tedy
1

2
(e1⊗e1+e1⊗e1),

1

2
(e1⊗e2+e2⊗e1),

1

2
(e2⊗e2+e2⊗e2)?

Složky p̌ri tomto vyjáďreńı mohou být obecně jiné než ve vyjáďreńıch
p̌redchoźıch. Také nepůjde použ́ıt Einsteinovu symboliku – výběr
sč́ıtaćıch index̊u je nyńı omezen nerovnost́ı i ≤ j . Složky označ́ıme τ̃ij :

τ =
∑

1≤i≤j≤2

τ̃ij

(
1

2
(e1 ⊗ e j + e j ⊗ e i )

)
=

=
1

2
τ̃11(e1⊗e1+e1⊗e1)+

1

2
τ̃12(e1⊗e2+e2⊗e1)+

1

2
τ̃22(e2⊗e2+e2⊗e2).

Porovnáńım s p̌redchoźımi (navzájem ekvivalentńımi) zápisy vid́ıme:

τ̃11 = τ11, τ̃12 = τ12 + τ21 = 2τ12 = 2τ21, τ̃22 = τ22.
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Ted’ provedeme podobné úvahy pro antisymetrické tenzory, opět jen pro
n = 2. V původńım zápisu, v němž vezmeme v úvahu vztah antisymetrie
τij = −τji (tj. τii = 0), dostaneme:

τ = τij e
i ⊗ e j = τ11 e

1 ⊗ e1 + τ12 e
1 ⊗ e2 + τ21 e

2 ⊗ e1 + τ22 e
2 ⊗ e2 =

τ12(e1 ⊗ e2) + τ21(e2 ⊗ e1) = τ12(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1).

Při novém zápisu (indexy i a j nabývaj́ı všech hodnot z indexové množiny
{1, 2}, stejně jako v zápisu původńım) dostaneme, opět s využit́ım
antisymetrie složek τij = −τji ⇒ τii = 0:

τij

(
1

2
(e i ⊗ e j − e j ⊗ e i )

)
=

1

2
τ12(e1⊗e2−e2⊗e1) +

1

2
τ21(e2⊗e1−e1⊗e2) = τ12(e1⊗e2−e2⊗e1).

Výsledek je opět stejný pro oba zápisy, jsou ekvivalentńı.
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Tenzor τ ∈
∧0

2(Vn) je lineárńı kombinaci tenzor̊u

1

2
(e i ⊗ e j − e j ⊗ e i ) pro 1 ≤ i < j ≤ n.

Pro n = 2 je prostor
∧0

2(V2) jednorozměrný, jediný prvek báze je

1

2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1).

Složky v bázi tvǒrené nezávislými prvky opět označ́ıme τ̃ij :

τ =
∑

1≤i<j≤2

τ̃ij

(
1

2
(e i ⊗ e j − e j ⊗ e i )

)
=

1

2
τ̃12(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1),

τ̃12 = τ12 − τ21 = 2τ12 = −2τ21.
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Zamě̌ŕıme se nyńı na proceduru, pomoćı ńıž lze ze zadaného obecného
tenzoru τ ∈ T 0

q (Vn)
”
vyrobit“ tenzor symetrický, nebo antisymetrický.

Nejprve opět na p̌ŕıkladu tenzor̊u druhého řádu.

PŘ́IKLAD: Zvolme libovolně τ ∈ T 0
2 (Vn) a pomoćı něj definujme nová

zobrazeńı

Sym τ : Vn × Vn 3 [a, b] −→ Sym τ(a, b) =
1

2
(τ(a, b) + τ(b, a)) ∈ R,

Alt τ : Vn × Vn 3 [a, b] −→ Alt τ(a, b) =
1

2
(τ(a, b)− τ(b, a)) ∈ R.

Předevš́ım je žrejmé, že Sym τ, Alt τ ∈ T 0
2 (Vn). Vyjáďrete ještě

Sym τ(b, a) a Alt τ(b, a) a uvid́ıte, že tenzor Sym τ je symetrický a
tenzor Alt τ je antisymetrický.

Proč je v definici faktor 1
2 , když by vlastnost symetrie, resp. antisymetrie

z̊ustala zachována i bez něj, nebo dokonce p̌ri volbě jakékoli konstanty?
Uvid́ıme později.
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VĚTA: Symetrizace a antisymetrizace

Necht’ τ ∈ T 0
q (Vn). Zobrazeńı

Sym τ : Vn × Vn 3 [a1, . . . , aq] −→ Sym τ(a1, . . . , aq) =

=
1

q!

∑
σ∈P(q)

τ(aσ(1), . . . , aσ(q)) ∈ R,

Alt τ : Vn × Vn 3 [a1, . . . , aq] −→ Alt τ(a1, . . . , aq) =

=
1

q!

∑
σ∈P(q)

signσ · τ(aσ(1), . . . , aσ(q)) ∈ R,

je úplně symetrický, resp. úplně antisymetrický (kovariantńı) tenzor.

Zobrazeńı Sym : T 0
q (Vn) 3 τ −→ Sym τ ∈ S0q(Vn) je tzv. symetrizace,

zobrazeńı Alt : T 0
q (Vn) 3 τ −→ Alt τ ∈

∧0

q
(Vn) je tzv. antisymetrizace.
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Následuj́ıćı úkol je praktickou ukázkou provedeńı symetrizace a
antisymetrizace.

ÚKOL: Pro τ ∈ T 0
3 (Vn) vyjáďrete explicitně výrazy Sym τ(a1, a2, a3) a

Alt τ(a1, a2, a3).

Návod: Permutace argument̊u a1, a2, a3 jsou

sudé: (a1, a2, a3), (a3, a1, a2), (a2, a3, a1),

liché: (a2, a1, a3), (a3, a2, a1), (a1, a3, a2).

ÚKOL: Reprodukujte definici symetrizace a antisymetrizace pro tenzory typu

(p, 0), tj. τ ∈ T p
0 (Vn). Pro τ ∈ T 3

0 (Vn) vyjáďrete explicitně výrazy

Sym τ(ω1, ω2, ω3) a Alt τ(ω1, ω2, ω3) pro libovolné argumenty

ω1, ω2, ω3 ∈ V ∗n .

ÚKOL: Určete pr̊unik vektorových podprostor̊u S0
q(Vn) a

∧0
q(Vn) prostoru

tenzor̊u T 0
q (Vn).
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VĚTA: Vlastnosti symetrických a antisymetrických tenzor̊u

Uvažujme o tenzorech prostoru T 0
q (Vn) (čistě kovariantńı tenzory q-tého

řádu). Plat́ı

I pro τ ∈ S0q(Vn) je Sym τ = τ , pro σ ∈
∧0

q(Vn) je Altσ = σ,

I zobrazeńı Sym a Alt jsou projekce, tj. Sym ◦ Sym = Sym,
Alt ◦Alt = Alt,

I Sym ◦Alt = Alt ◦ Sym = 0T 0
q (Vn).

Je-li tedy tenzor již symetrický, resp. antisymetrický, daľśı symetrizace,
resp. antisymetrizace, jej nezměńı. Věta také ukazuje význam faktoru 1

q!
ve výrazech pro symetrizaci a antisymetrizaci. Kdyby tento faktor v
definici chyběl, rovnosti v prvńı odrážce by neplatily. Stejné vlastnosti
plat́ı pro symetrizaci a antisymetrizaci kontravariantńıch tenzor̊u. V
p̌ŕıpadě obecných tenzor̊u, tj. typu (p, q), lze nezávisle provádět
symetrizaci a antisymetrizaci jak v kovektorových, tak ve vektorových
argumentech.
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Uvedeme typické p̌ŕıklady symetrických a antisymetrických tenzor̊u s
fyzikálńım významem.

PŘ́IKLAD: Metrický tenzor
O metrickém tenzoru jsme se už stručně zḿınili v úvodu. Obecně se
jedná o veličinu, která umožňuje

”
mě̌rit vzdálenosti“ v prostorech daného

typu. Názorně bychom v p̌ŕıpadě vektorových prostor̊u, také mohli hovǒrit
o

”
odlehlosti vektor̊u“. Obecně je kovariantńı metrika na Vn regulárńı

symetrický kovariantńı tenzor druhého řádu g ∈ S02 (Vn), tj.

1) g(a, b) = g(b, a) pro libovolné vektory a, b ∈ Vn,

2) g(a, a) 6= 0 pro libovolný nenulový vektor a ∈ Vn, a
g(0Vn , 0Vn) = 0.

Při vyjáďreńı v báźıch a ve složkách

g = gij e
i ⊗ e j , gji = gij , g(a, b) = gijα

iβj , 1 ≤ i , j ≤ n,

p̌ričemž matice G = (gij) je regulárńı.
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Složkové vyjáďreńı metriky jako funkce složek jej́ıch vektorových
argument̊u má tvar kvadratické formy (viz Algebra 5). Euklidovská
metrika je pozitivně definitńı kvadratickou formou, Minkowského metrika
je indefinitńı kvadratická forma.

Když do úvah vlož́ıme trochu analýzy, můžeme zjistit, jak bude
euklidovská metrika

g = ex ⊗ ex + ey ⊗ ey + ez ⊗ ez

fungovat ťreba na kulové ploše. Sférické soǔradnice bodu X ∼ (x , y , z)

můžeme chápat jako složky vektoru a =
−→
OX . Sférické soǔradnice tohoto

bodu jsou X ∼ (r , ϑ, ϕ), kde

x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z = r cosϑ.

Bázi v tomto bodě tvǒŕı tečné vektory k soǔradnicovým ǩrivkám, tj.
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ēr ∼ (sinϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cosϑ),

ēϑ ∼ (r cosϑ cosϕ, r cosϑ sinϕ, −r sinϑ),

ēϕ ∼ (−r sinϑ sinϕ, r sinϑ cosϕ, 0).

Složky těchto vektor̊u tvǒŕı řádky matice p̌rechodu (ex , ey , ez) →
(ēr , ēϑ, ēϕ) v daném bodě. Pro duálńı bázi (ēr , ēθ, ēϕ) plat́ı

ex = (sinϑ cosϕ) ēr + (r cosϑ cosϕ) ēϑ + (−r sinϑ sinϕ) ēϕ,

ey = (sinϑ sinϕ) ēr + (r cosϑ sinϕ) ēϑ + (r sinϑ cosϕ) ēϕ,

ez = (cosϑ) ēr + (−r sinϑ) ēϑ.

Dosazeńım do výrazu pro g (proved’te jako daľśı úkol) dostaneme

g = ēr ⊗ ēr + r2 ēϑ ⊗ ēϑ + r2 sin2 ϑ ēϕ ⊗ ēϕ.

Na kulové ploše K o poloměru R je soǔradnice r = R konstantńı, takže
bázi tvǒŕı dva vektory ēϑ a ēϕ. Metrika indukovaná na (dvojrozměrné)
ploše K (trojrozměrnou) euklidovskou metrikou je

gK = R2 ēϑ ⊗ ēϑ + R2 sin2 ϑ ēϕ ⊗ ēϕ.
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PŘ́IKLAD: Kontravariantńı metrika,
”
cvičeńı“ s indexy

Kontravariantńı metrikou odvozenou od kovariantńı metriky
g = gij e

i ⊗ e j rozuḿıme tenzor g̃ ∈ S20 (Vn), g̃ = g ij ei ⊗ ej , kde matice
(g ij) a (gij), 1 ≤ i , j ≤ n, jsou navzájem inverzńı a báze (e1, . . . , en) je
duálńı k bázi (e1, . . . , en). Proved’me formálńı operace (s využit́ım právě
uvedené souvislosti matic (g ij) a (gij) a symetrie tenzoru g):

(g ikg jl) gkl = (g ikgkl) g
jl = δil g

jl = g ji = g ij ,

(gikgjl) g
kl = gik (gjlg

kl) = gik (gjlg
lk) = gikδ

k
j = gij .

T́ım jsme ukázali p̌ŕıklad tzv. zvedáńı a snižováńı index̊u pomoćı metriky.
Tyto operace lze zobecnit a z tenzor̊u daného řádu typu (p, q) vytvá̌ret
tenzory téhož řádu, obecně typu (p + r , q − r), −p ≤ r ≤ q.

ÚKOL: Necht’ τ ∈ T 0
2 (Vn). Ově̌reńım transformačńıch vztahů dokažte, že pro

veličiny τ̃ a τ ′ o složkách

τ̃ij = gikgjl τ
kl , (τ ′)ji = gikτ

kj plat́ı τ̃ ∈ T 2
0 (Vn), τ ′ ∈ T 1

1 (Vn).

Formulujte a řešte daľśı takové úkoly pro tenzory 2. řádu, úvahy zobecněte.
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PŘ́IKLAD: Tenzor elektromagnetického pole
Světlo je elekromagnetické vlněńı a jeho rychlost ve vakuu je zároveň
mezńı rychlost́ı pro p̌renos hmoty, energie a signálu. Muśıme pracovat ve
čty̌rrozměrném časoprostoru V4 s Minkowského metrikou
g = gαβ e

α ⊗ eβ , 0 ≤ α, β ≤ 3, diag g = (1, −1, −1, −1) (viz Úvod).

Pro vektory A ∼ (A0, A1, A2, A3) = (A0, ~A), tzv. čty̌rvektory, plat́ı

g(A, A) = (A0 A1 A2 A3)


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




A0

A1

A2

A3

 =

= (A0)2 − (A1)2 − (A2)2 − (A3)2.

Tento výraz je invariantńı p̌ri Lorentzově transformaci. Veličinu

Ã = Aα e
α = (gαβA

β) eα ∼ (A0, A1, A2, A3) = (A0, −A1, −A2, −A3),

Ã ∈ V ∗4 ve fyzice znač́ıme Ã ∼ (A0, −~A) = (A0, −~A) (i když se toto

”
historické“ značeńı poněkud vymyká dosavadńı logické symbolice).
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Tenzor elektromagnetického pole zavedeme, budeme-li zkoumat
pohybovou rovnici nabité částice v elektromagnetickém poli o elektrické
intenzitě ~E = ~E (t, ~r) a magnetické indukci ~B = ~B(t, ~r),
ct ∼ (x0), ~r ∼ (x1, x2, x3),

d~p

dt
= q ~E + q(~v × ~B), ~E = −gradφ− ∂ ~A

∂t
, ~B = rot ~A,

kde φ(t, ~r), resp. ~A(t, ~r) je skalárńı, resp. vektorový potenciál

elektromagnetického pole. Zavád́ıme tzv. čty̌rpotenciál Ã ∼ (c−1φ, −~A)
a definujeme antisymetrické výrazy

Fαβ =
∂Aβ
∂xα

− ∂Aα
∂xβ

,

které se, jak lze ukázat, transformuj́ı jako složky antisymetrického
kovariantńıho tenzoru druhého řádu.
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Zapisujeme je do matice

F̃ ∼


0 c−1E 1 c−1E 2 c−1E 3

−c−1E 1 0 −B3 B2

−c−1E 2 B3 0 −B1

−c−1E 3 −B2 B1 0


Veličina F̃ = Fαβe

α ⊗ eβ se nazývá tenzor elektromagnetického pole.

ÚKOL: Ukažte, že pro A ∈ V4 (prvek Minkowského časoprostoru),

A ∼ (c−1φ, ~A) splňuje veličina F̃ transformačńı vztahy pro tenzory typu (0, 2),
tj. F̃ ∈

∧0
2(V4). Pomoćı operace zvednut́ı index̊u Minkowského metrikou g

zapǐste do matice složky Fαβ = gαγgβδFγδ odpov́ıdaj́ıćı veličiny F . Dále
prově̌rte, že pro tenzor elektromagnetického pole plat́ı

∂Fαγ
∂xβ

+
∂Fγβ
∂xα

+
∂Fβα
∂xγ

= 0, 0 ≤ α, β ≤ 3.
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Abychom dospěli k souvislosti tenzoru elektromagnetického pole s
pohybovou rovnićı nabité částice v tomto poli, poťrebujeme ještě pojem
čty̌rrychlost a čty̌rhybnost. Uvědomme si, že v časoprostoru s
Minkowského metrikou je invariantem časoprostorový interval (viz Úvod).
Jeho infinitesimálńı tvar je

ds =
√
c2 (dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 =√√√√1−

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2
]
c dt,

nebo p̌ri zápisu (ct, x , y , z) = (x0, x1, x2, x3)

ds =

√√√√1−

[(
dx1

dx0

)2

+

(
dx2

dx0

)2

+

(
dx3

dx0

)2
]
dx0.
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Výraz

v2 =

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

je čtverec rychlosti částice. Dostáváme

ds = c

√
1− v2

c2
dt = c

√
1− β2 dt, β =

v

c
=⇒

d~p

dt
=

d~p

ds
· ds
dt

=
d~p

ds
c
√

1− β2.

Pozor! Nesplet’te si index β s právě zavedeným faktorem β.

Čty̌rrychlost a čty̌rhybnost částice definujeme vztahy

u ∼ (u0, ~u) =

(
1√

1− β2
,

~v

c
√

1− β2

)
,

p = mcu, ũ ∼ (u0, −~u), p̃ = mcũ.
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Relativistická pohybová rovnice částice má potom tvar

mc
duα
ds

= qFαβu
β .

ÚKOL: Př́ımým výpočtem (dosazeńım do výchoźı pohybové rovnice) odvod’te

relativistickou pohybovou rovici nabité částice.

PŘ́IKLAD: Tenzor energie-hybnosti
Tenzor energie-hybnosti je zaváděn jako symetrický kontravariantńı
tenzor na prostoru V4 s Minkowského metrikou takto:

Tαβ =
1

µ0

(
gγδF

αγFβδ +
1

4
gαβFγδF

γδ

)
, 0 ≤ α, β, γ, δ ≤ 3,

kde µ0 je magnetická permeabilita vakua. Je to elegantńı tenzorový
zápis, ale neńı z něj vidět souvislost s

”
klasickými“ trojrozměrnými

charakteristikami pole ~E a ~B.
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ÚKOL: Zapǐste do matice 4× 4 složky tenzoru energie-hybnosti pomoćı složek
veličin

w =
1

2

(
ε0 ~E

2 +
1

µ0

~B2

)
, ~S =

1

µ0

~E × ~B ∼ (S1, S2, S3)

σij = ε0EiEj +
1

µ0
BiBj − wδij , 1 ≤ i , j ≤ 3,

kde w je hustota energie elektromagnetického pole, ~S je Poynting̊uv vektor
(mě̌ŕı tok elektromagnetického pole) a σ je Maxwell̊uv tenzor napět́ı.

Při výpočtech pozor na dolńı a horńı polohu index̊u. Tak ťreba
B ∼ (B0, ~B) = (B0, B1, B2, B3), ale B̃ ∼ (B0, −~B) = (B0, B1, B2, B3),
Bα = gαβB

β . Nakonec by vám mělo vyj́ıt

T =


w c−1S1 c−1S2 c−1S3

c−1S1 σ11 σ12 σ13

c−1S2 σ12 σ22 σ23

c−1S3 σ13 σ23 σ33

 .

Už vě̌ŕıte, že tenzory jsou ve fyzice všude?
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Vněǰśı součin, objemový element

Vněǰśı součin je v podstatě antisymetrizovaný tenzorový součin. Motivace
je následuj́ıćı: Mějme dva antisymetrické tenzory τ ∈

∧0
q(Vn) a

σ ∈
∧0

s (Vn). Jejich tenzorový součin τ ⊗ σ ∈ T 0
q+s(Vn) obecně neńı

antisymetrický – antisymetrie je zaručena pouze v prvńıch q vektorových
argumentech a posledńıch s vektorových argumentech, ale záměna
argumentu z prvńı q-tice a druhé s-tice neńı nijak specifikována. Obecně
je tedy pro 1 ≤ i ≤ q a q + 1 ≤ j ≤ q + s

τ ⊗ σ(a1, . . . , ai , . . . , aj , . . . , aq+s) =

τ(a1, . . . , ai , . . . , aq) · σ(aq+1, . . . , aj , . . . , aq+s) 6=

6= −τ(a1, . . . , aj , . . . , aq) · σ(aq+1, . . . , aj , . . . , aq+s) =

−τ ⊗ σ(a1, . . . , aj , . . . , ai , . . . , aq+s).

Tenzorový součin τ ⊗ σ je ťreba ještě antisymetrizovat.
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DEFINICE: Vněǰśı součin

Necht’ τ ∈
∧0

q(Vn) a σ ∈
∧0

s (Vn). Vněǰśım součinem tenzor̊u τ a σ
rozuḿıme tenzor

τ ∧ σ =
(q + s)!

q!s!
Alt (τ ⊗ σ).

VĚTA: Vlastnosti vněǰśıho součinu

Necht’ τ1, τ2, τ ∈
∧0

q(Vn), σ1, σ2, σ ∈
∧0

s (Vn), χ ∈
∧0

u(Vn), jsou
libovolné tenzory a α, β ∈ R libovolné skaláry. Pak plat́ı

I (ατ) ∧ σ = τ ∧ (ασ) = α(τ ∧ σ),

I (ατ1 + βτ2) ∧ σ = α(τ1 ∧ σ) + β(τ2 ∧ σ),

I τ ∧ (ασ1 + βσ2) = α(τ ∧ σ1) + β(τ ∧ σ2),

I τ ∧ σ = (−1)qsσ ∧ τ ,

I (τ ∧ σ) ∧ χ = τ ∧ (σ ∧ χ), ṕı̌seme τ ∧ σ ∧ χ.
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PŘ́IKLAD: Na argumentech a1 = α1
1e1 + · · ·+ αn

1en ∈ Vn a
a2 = α1

2e1 + . . .+ αn
2en ∈ Vn vypočteme dva výrazy utvǒrené z prvk̊u

duálńı báze (e1, . . . , en), indukované zvolenou báźı (e1, . . . , en) prostoru
Vn, konkrétně e1 ∧ e2 a 1

2 (e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1):

1

2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1)(a1, a2) =

1

2
(e1(a1) e2(a2)− e2(a1) e1(a2)) =

=
1

2
(α1

1α
2
2 − α2

1α
1
2),

e1 ∧ e2(a1, a2) =
(1 + 1)!

1!1!
Alt (e1 ⊗ e2)(a1, a2) =

= 2! · 1

2!
[(e1 ⊗ e2)(a1, a2)− (e1 ⊗ e2)(a2, a1)] = α1

1α
2
2 − α1

2α
2
1.

Plat́ı e1 ∧ e2 = e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1, obecně e i ∧ e j = e i ⊗ e j − e j ⊗ e i .

Tenzory e i ∧ e j jsou dvojnásobky prvk̊u báze prostoru
∧0

2(Vn), s ńıž jsme
pracovali na str. 57 a 58.
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Soubor {e i ∧ e j}, 1 ≤ i < j ≤ n, je, jak vyplývá z p̌redchoźıho závěru,

rovněž báźı v podprostoru
∧0

2(Vn). Tato báze se použ́ıvá nejčastěji, také
p̌ri ńı z̊ustaneme. Nerovnost i < j ovšem komplikuje použit́ı Einsteinovy
sč́ıtaćı symboliky. Tenzor τ by v takové bázi měl být zapsán takto:

τ =
∑

1≤i<j≤n

τ̃ij e
i ∧ e j ,

vlnovka odlǐśı složky p̌ri r̊uzných zápisech. Tento zápis nap̌ŕıklad obsahuje
člen τ̃12 e

1 ∧ e2, nikoli však už člen τ̃21 e
2 ∧ e1. Einsteinovy symboliky se

však neradi vzdáváme. Zápis τ = τij e
i ∧ e j znamená, že sč́ıtaćı indexy i a

j nabývaj́ı všech hodnot od jedné do n, výraz tedy obsahuje sč́ıtance
τ12 e

1 ∧ e2 i τ21 e
2 ∧ e1. Protože podle posledńı věty je

e2 ∧ e1 = −e1 ∧ e2, plat́ı

τ̃12 = (τ12 − τ21) =⇒ τ̃ij = τij − τji pro i < j .
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Protože hodnoty τij a τji pro i < j tvǒŕı jednu nezávislou složku τ̃ij ,
klademe τij = −τji , pak τ̃ij = 2τij = −2τji . Standardńı zápis tenzoru τ má
tedy tvar

τ = τij e
i ∧ e j , kde τji = −τij .

Vyč́ısĺıme ještě tenzor τ na prvćıch báze ei a ej pro pevně zvolené indexy
i a j (kdo si chce výpočet usnadnit, může ťreba zvolit i = 1, j = 2):

τ(ei , ej) = τkl e
k ∧ e l(ei , ej) = τkl ·

2!

1!1!
Alt ek ⊗ e l(ei , ej) =

2!

1!1!
· τkl ·

1

2!

(
ek(ei ) e

l(ej)− ek(ej) e
l(ei )

)
=

= τkl(δ
k
i δ

l
j − δkj δli ) = τij − τji = 2τij = −2τji

Až na faktor 2 dostáváme vyč́ısleńım tenzoru na prvćıch báze definičńıho
oboru Vn × Vn odpov́ıdaj́ıćı složku v indukované bázi tenzorového
prostoru.
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VĚTA: Báze v prostoru
∧0

q(Vn)

Soubor
{e i1 ∧ . . . ∧ e iq}, 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n,

je báze v podprostoru
∧0

q(Vn) ⊂ T 0
q (Vn).

Alternativńı zápisy ve složkách:

τ =
∑

1≤i1<...<iq≤n

τ̃i1···iq e
i1 ∧ . . . ∧ e iq ,

τ = τi1···iq e
i1 ∧ . . . ∧ e iq , τi1···iq = signσ · τσ(i1)···σ(iq),

1

q!
τ̃i1 ... iq = signσ · τσ(i1)···σ(iq) pro 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n.

Analogicky můžeme uvažovat o tenzorech symetrických (a
symetrizovaném součinu), a také o symetrických a antisymetrických
tenzorech čistě kontravariantńıch – úvahy jsou to velmi podobné.
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PŘ́IKLAD: Vektorový podprostor
∧0

n(Vn) je jednorozměrný, nebot’(
n
n

)
= 1. Jediný prvek jeho báze podle p̌redchoźı věty je

ω = e1 ∧ . . . ∧ en. Vyč́ısĺıme jej na vektorových argumentech
a1, . . . , an ∈ Vn, ai = αj

i ej :

e1 ∧ . . . ∧ en(a1, . . . , an) =
∑

σ∈P(n)

signσ · aσ(1)1 · · · aσ(n)n = det (αj
i ),

kde 1 ≤ i , j ≤ n. Antisymetrický tenzor e1 ∧ . . . ∧ en p̌rǐrazuje n
vektorovým argument̊um determinant utvǒrený z jejich složek v bázi
(e1, . . . , en). Jestliže je v prostoru Vn zaveden skalárńı součin a báze
(e1, . . . , en) je vzhledem k němu ortonormálńı, pak absolutńı hodnota
tohoto determinantu p̌redstavuje n-rozměrný objem obecného
rovnoběžnostěnu s hranami tvǒrenými vektory a1, . . . , an. Proto se
tenzor e1 ∧ . . . ∧ en nazývá objemový element prostoru Vn.
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