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d — tenzory ve fyzice

Ve fyzice existuje ¥Yada veli&in, které nejsou ani skalarni, ani vektorové,
jsou tenzorové. Jejich chovani se z matematického hlediska ¥idf
zakonitostmi linedrni algebry. Vyjadtuji napfiklad linedrni zavislost mezi
vektorovymi veli¢inami, ale v obecn&jsi podobg, nez ve tvaru

B(t, 7) = f(t, P)A(t, 7), kdy je vektorova velitina B (zavisla nap¥iklad
na &ase a na poloze v prostoru) funk&nim nisobkem veli&iny A. Linedrni
vztah mezi vektorovymi veli¢inami miiZe panovat i v p¥ipadé, Ze nebudou
rovnob&Zné. Konkrétng jde o situace, kdy je kaZda slozka veli€iny B

linedrni kombinaci vSech sloZek veli¢iny A, tj.

Bi = f1A1+ f2As + fi3A3,
B h1A1 + f2As + f23A3,
Bs f1A1 + f2Ar + f33A3.

Veli¢ina f ma obecn& devét nezdvislych sloZek a neni tedy skaldrem ani
vektorem. M3 dva indexy, je to tenzor druhého Fadu.
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Uvedeme né&kolik typickych p¥ikladd tenzorovych veli&in:

> Moment setrvatnosti J = (Jj;), 1 < i, j < 3, realizuje vztah
tUmérnosti mezi slozkami momentu hybnosti a Ghlové rychlosti
télesa.

> (Symetricky) tenzor deformace t&lesa se spojit& rozloZenou
hmotnosti € ~ (¢j7), ejj = ¢€ji, 1 < i, j < 3, popisuje elementarn{
deformace télesa v daném bodg (deformace v tahu, resp. tlaku a
deformace ve smyku).

OBR. 9.1: TENZOR DEFORMACE
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> (Symetricky) tenzor napéti v té&lese se spojité rozlozenou hmotnostf
T~ (1), Tij = 7ji, 1 < i, j < 3, umoZiluje vyjad¥it silu pasobici v
daném misté na obecnou elementarni ploch v t&lese pomoci sil
pisobicich na soufadnicové plochy.

A'Ei ~ (70, Tia» Tia)

X, 3
! ~ (AR, AF,, AR;), AF; = j%_fijnj

OBR. 9.2: TENZOR NAPETI{
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» Tenzory elastickych moduli a elastickych konstant (&tvrtého ¥adu),
realizujici vztah umérnosti mezi slozkami tenzoru napéti a tenzoru
deformace,

3 3 3 3
= g g Uklfkla Ejj = E E kuTkl-
k=1 I=1 k=1 I=1

> Tenzor piezoelektrickych koeficientl (tfetiho ¥adu), realizujici vztah
Umérnosti mezi tenzorem napéti piezoelektrického krystalu a
intenzity vzniklého elekrického pole

3 3
g g dijTik, dijic = dig.
=1 k=1

> Metricky tenzor g ~ (gj) = (J;), 1 < i, j < 3, gj = gji, euklidovska
metrika, vyjad¥ujici &tverec vzdalenosti dvou bodi x ~ (xi, x2, x3) a
¥y~ (y1, y2, y3),

y = xP =Y gilvi — xi)(yi — %)

i=1 j=1
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Metricky tenzor g ~ (gag). 0 < @, 8 < 3, gag = &Ba, Lorentzova
metrika,vyjad¥ujici ¢tverec Casoprostorového intervalu dvou bodi
x ~ (X0, X1, X2, x3) @ y ~ (Yo, y1, Y2, ¥3), 80 = —1,

811 =82 =833 =1, gap =0 pro a # 3, v teorii relativity.

Tenzor elektromagnetického pole v klasické elektrodynamice.
Tenzor energie-hybnosti v teorii relativity.

Linedrni vztah mezi intenzitou E elektrického pole a jeho indukci 5
pop¥ipadé polarizaci P, zprosttedkovavaji ve fyzikalnich situacich,
které linearit& odpovidaji, tenzor dielektrické permitivity € ~ (&),
resp. tenzor polarizovatelnosti a ~ (o),

3
D,': E f;‘,'jEj7 P E a,_] iy Eij = Ejiy Qi = Q.
j=1

Jednim z disledki toho, Ze veli€iny € a « jsou tenzorové, je dvojlom
krystalli. (Vztah mezi E a D, nebo E a P ovéem nemusi byt vidy
linedrni — nap¥. u feroelektrik, vykazjujicich hysterezi. Samotny
linedrni vztah miZe byt i komplikovangjsi — tfeba v p¥ipadé
optickych frekvenci elmag pole (sv&tlo) ma integralni tvar.)
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» Obdobou vztahu mezi elektrickou intenzitou a indukci, resp.
elektrickou intenzitou a polarizaci jsou vztahy mezi magnetickou
indukei B a intenzitou H, resp. magnetickou intenzitou Ha
magnetizaci M, zprostfedkované tenzorem magnetické permeability
1, resp. tenzorem magnetické susceptibility .

3 3
B =Y uiHj, M= xiHj, mi=mji, Xi = Xii-

V uvéadénych ptikladech z mechaniky $lo p¥itom o tzv. kartézské tenzory,
tj. veli¢iny, jejichZ slozky maji tenzorovy charakter (transformuji se podle
pravidel pro obecné tenzory) pouze p¥i ptechodech mezi kartézskymi
soutradnicemi. V ostatnich p¥ipadech Slo o ,,opravdické" tenzory.

UKOL: Vidéli jsme, Ze nékteré tenzory maji urité symetrie. Zkuste t¥eba prijit

na to, jaké symetrie pro tenzory elastickych modull a elastickych konstant
vyplyvaji ze symetrie tenzoru napéti a tenzoru deformace.
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Dualni vektorovy prostor a dudlni baze

V Gvodu jsme charakterizovali slozky tenzorovych veli€in jako urgité
faktory (ne vzdy konstanty) dmé&rnosti mezi slozkami veli¢in vektorovych.
Tenzory jako takové jsou, podobné jako vektory, tzv. geometrické, tedy
invariatni objekty (vzhledem k volb& bazi, resp. soustav soutadnic).
Matematicky se jednd o multilinedrni zobrazeni, jejichZ defini¢nimi obory
jsou vektorové prostory, resp. jejich kartézské souciny. Jde tedy v
podstat& o pojmy, které znate jako funkce vice proménnych, jenZe t&mi
proménnymi jsou vektory a ty funkce jsou linearni.

Zakladni strukturu pro vybudovani tenzorovych prostorii pfedstavuje
n-rozmérny vektorovy prostor V,, nad polem R a jeho dualni prostor.

EINSTEINOVA SYMBOLIKA: Pro s¢itani budeme pouZivat tzv.
Einsteinovu s¢itaci symboliku, spo&ivajici ve vynechdni sumacnich znakd
ve vyrazech obsahujicich s¢itaci index ve dvojici — horni a dolnf:

n n n
A= E wia' ~wia', Bj = E wko/,AJ’-‘ ~ wkozf-Ajlf.
-1 k=1j—=1
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UvaZzujme o mnoziné V' v8ech linedrnich zobrazen{
w: V,3a— w(a) €R, linearita: w(aa+ Bb) = aw(a) + Bw(b).

PRIKLAD: Zvolme v prostoru V, bz (e1, ..., en) a prvek w € V*. Pro
vektor a € V, (vzor) a = a'e; = ale + - - ae, plati (plyne z linearity
zobrazeni w)

w(a) =w(a'e) = a' w(e).
Vysledek je v souladu s vétou o tom, Ze kazdé linedrni zobrazenf je
jednozna&né& uréeno obrazy baze. V nasem p¥ikladu jsou obrazy béaze &isla
w1 =w(er), ..., w, =w(e,), kterd, jak pozdgji uvidime, budou
predstavovat slozky objektu w € V. Nap¥iklad pro n = 3 (at je to
jednoduché), predepidme w(e;) =2, w(ex) = —3, w(er) = —1, je tim
zobrazeni w jednozna&né uréeno a obraz vektoru a bude mit tvar

w(a) =2ar —3a% — a3, kde a~ (o}, a?, o®) v bazi (e, e, e3).

Prvkim mnoZiny V' také fikdme linedrni formy.

Linedrni a multilinearni algebra Téma 9: Tenzory



Na nosné mnoZiné V;; zavedeme operace s¢itdni zobrazeni a ndsobenf
zobrazenf skaldrem. Zvolme w, n € V7 a skaldr v € R libovolné. Pomocf{
nich definujeme dv& nova zobrazenf{

X: Vooa — x(a) =w(a)+n(a) eR,

0: V,3a— 6(a) =w(a) e R
UKOL: Dokazte, Ze nova zobrazeni y a 6 jsou linearni, tj. x, 0 € V.
Navod:Je tfeba dokazat, Ze plati x(aa + 8b) = ax(a) + Bx(b) pro libovolné
vektory a, b € V, a libovolné skaldry a, 8 € R, a podobné pro 6. Rozepiste
naptiklad x(«a + 8b) podle definice a pak vyuZijte linearity zobrazeni w a n a
pravidla pro pocitani s redlnymi Cisly. Pljde to samo.

Znatime x = w + n (soulet linedrnich forem) a 6 = yw (v-ndsobek
linedrni formy w).
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VETA: Duilni prostor a dudlni béze.

Mnozina V' v8ech linedrnich zobrazeni s vySe zavedenymi operacemi
s¢itani a ndsobeni skaldrem je vektorovym prostorem nad R dimenze n.

UKOL: Pro prvky z V' a zavedené operace s&itdni linedrnich forem a ndsobeni
linedrnich forem skaldrem ukaZte, Ze (resp. zddvodn&te pro&) jsou splnény
axiomy vektorového prostoru.

Abychom zjistili, jakd je dimenze vektorového prostoru V', najdeme v

ném jakoukoli bazi. Vychodiskem pro jeji konstrukci bude bédze

(e1, - .., e,) zvolend libovolng, ale pevn& v prostoru V,,. Definujme nyni
soubor linedrnich forem (e!, ..., e"), ' € V¥, takto:
e'(g) =0}, 1<i,j<n, t
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DokéZeme, Ze soubor (el, ..., e") je bazi v prostoru V. PoloZme
,ylel+...+fynen:OVn*7 Yi ER, 1 SIS n.

Vy¢islime-li levou i pravou stranu této rovnice na i-tém vektoru e; baze
zvolené v prostoru V,,, dostaneme

yie'(e) + -+ iel(e) + o+ yne"(e) = 0.

VyuZijeme definice linedrnich forem el, ..., e", podle které je pouze
e'(ef) =1 # 0, ostatni hodnoty e'(e;) pro j # i jsou nulové. Dostaneme
tak v; =0 pro 1 < i < n. Nebo jinak:

’}/,'ei = Ovn* - W;e"(ej) =0 = 7,'5]’: =9 = 0.

Dokazali jsme linedrni nezavislost prvki el, ..., e".
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Zvolme nyni libovoln& w € V" a zjistujme, zda existuji &isla w; takova, Ze
plati w = w;e’. Tuto rovnici opét vycislime na libovolném vektoru baze ¢;
a dostaneme
—wele) = wd = w:
w(e) = wie'(g) = wid; = wj.

Cisla w1 = w(ey), ..., wp, = w(e,) jsme nali. Soubor (el, ..., e") je
tedy bazi v prostoru V* Hovofime o dudlnim prostoru a dual bazi
indukované bazi (e, ..., e,).

V&imn&me si, Ze pro vektor a = o/e; plati
e'(a) = e'(cle) =l el(g) = o/5j =a

Linearni forma e’ pfifazuje vektoru a € V,, jeho i-tou slozku v bazi
(e1, - .-, en). Naopak, pro libovolnou linedrni formu w € V¥ je &islo
w; = w(e;) jeji i-tou slozkou v indukované dudlni bazi (et, ..., e").

A dohromady, zapi¥eme-li slozky vektoru a do ¥adkové matice (a) a
slozky linedrni formy w do sloupcové matice (w), dostaneme

w(a) =wja' = dlwy + - + a"w, = () (w).
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Vsimneme si nyni transformaénich vztahl pro slozky vektorl a linedrnich
forem (které nazyvame také kovektory), p¥i pfechodech mezi bazemi.

DUALITA: Transformaini vztahy pro slozky vektort jsme uZ probirali,
takZe je jen pfipomeiime: Oznaéme T matici pfechodu od baze

(e1, ..., en) v prostoru V,, k bdzi (&1, ..., &), a S = T~ matici
inverzni. Vektor a € V,; ma v téchto bazich vyjad¥eni ve slozkach

a=ad'e=a'g, (a'...a")=(a), (@...a")=(a),

(a)=(@)T, (a)=(a)T!

a vypsano explicitng (stitaci indexy Cervend):

T Ty
(o8 a)=(@ )
Ta T
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Ted se podivejme, jak to musi dopadnout s transformaénimi vztahy
slozek linedrnich forem. UZ jsme si odvodili, Ze plati w(a) = (a)(w). Ale
protoZe w i a jsou invariantni objekty, musi formaln& stejny vztah platit, i
kdyZ vychozi bazi v prostoru V, bude (&, ..., &,) a odpovidajici dudlni
bézi v prostoru V,x pak (&', ..., &), kde & (&) = d;, tj. (dosad me a
potitejme ddl):

w(a) = (a)(w) = ()(@) = () T (@)

Matice (@) a (w) jsou sloupcové, proto pro n& musi platit vztah typu
(@) = P(w), kde P je n&jakd reguldrni matice. Jak ale souvisi s matici
T? Dosad' me to do pfedchoziho vztahu a vidime:

w(a) = (a)(w) = ()T 'P(w) = ()(W)(E-T'P)=0 = P=T.

Shrneme-li transformaéni vztahy pro vektory i pro linedrni formy, vidime,
Ze se transformuji tak trochu ,naruby”. A to je ta dualita — p&kné, ze?
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V souvislosti s pojmem dudlniho prostoru vznika otdzka: Prostor V* je
také vektorovy prostor dimenze n, tak co kdybychom k nému opét
zkonstruovali prostor dudlni? Konstrukce by pak byla tato:

vV, — V; — V)"

Samozfejmé& nedostaneme prostor plivodni — mys$leno z hlediska
konkrétnich objektd, které jsou prvky jednotlivych prostort.

Napf¥iklad: je-li V3 vektorovy prostor volnych vektordi generovanych
orientovanymi Use¢kami v trojrozmérném euklidovském prostoru, pak V3
je vektorovy prostor linedrnich zobrazeni (linedrnich forem) definovanych
na volnych vektorech a V5™ je vektorovy prostor linedrnich zobrazeni
definovanych na prostoru té&chto linearnich forem. Jeho objekty jiZ nejsou
plivodni volné vektory. Prostor V5* je v8ak izomorfni s prostorem V3,
nebot viechny vektorové prostory stejné kone¢né dimenze jsou izomorfni.

[NTe

Je tedy néco, &im je prostor V" vice ,,podobny”, resp. ,bliz8i" prostoru
Vi, nez prostoru V7 Jsou to transformalni vztahy pf¥i pfechodech mezi
bazemi a odpovidajicimi indukovanymi bazemi.
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Vsimnéme si problému podrobnégji. Prvky prostoru V,, jsme znadili jako
a, b, ... € V,, prvky prostoru V; jako w, n, ... € V¥, prvky mnoZiny
V* v8ech linedrnich zobrazeni V) — R budeme znatit

A, B, ..., € V*. Strukturu vektorového prostoru na V,* zavedeme jiz
znamym zplsobem: Zvolme libovolng A, B € V* a a € R. Definujme
zobrazeni G a H takto:

G:Viow — Gw)=AWw)+B(w) eR
H: V)3>w — Hw)=caAWw) eR.

UKOL: Dokazte, ¥e zobrazeni G a H jsou linedrni, tj. G, H € V*, a ze
mnoZina V,;* s takto zavedymi operacemi souttu (G = A + B) a ndsobeni
skaldrem (H = aA) je vektorovy prostor nad R.

UKOL: Zvolme v prostoru V, bazi (ey, ..., ey). Indukovand baze v prostoru
V;ije (e', ..., e"), €'(g) = 4. Definujme prvky Ei, ..., E, € V™ vztahem
Ei(¢/) = & Dokazte, Ze soubor (Ei, ..., E,) je baze prostoru V", tj.

dim V" = n.
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Zjistime transforma&ni vztahy pro objekty prostoru V,/*. Matici pfechodu
od baze (ey, ..., e,) k bdzi (&, ..., &) oznatme T = (77),
1<ij<n T'=S=()), &=1le &=0]¢, E =, hledime
matici M = (u!). Plati
i _ (& k i k_J sl k_j

o; = Ei(&) = pi Ex(0y €') = pioy 0) = pi oy
Plati MS = E, tj. M = T. Matice pfechodu od baze (£, ..., E,) k bdzi
(Ei, ..., E,) v prostoru V™ je tedy stejnd, jako od baze (ey, ..., e,) k
bazi (&, ..., &,) v prostoru V,,. Prostory V, a V** jsou nejen izomorfni,
ale plati v nich i stejné tranforma&ni vztahy. Z hlediska algebry neni jak je
rozlisit. MiZeme je proto povaZovat za ,stejné". Izomorfismus mezi nimi
definujeme tak, Ze ztotoznime prvky e; a E;, presnéji fe€eno, definujeme
kanonicky izomorfismus jako zobrazenfi

t:Vpsa— (a)=Ac V' kde a=a'e, A=1(a)=a'E.

Tim jsme prostory V,, a V;* ztotoznili.
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Dualni soudin

Dudlnim (vnitfnim) sou&inem rozumime zobrazen{
(])Y: VixV,3[w,a — (wa) =w(a) eR.

Je to prvni situace, kdy se setkdvame se zobrazenim vice argument( (zde
jednoho kovektoru a jednoho vektoru) linedrnim v kazdém z téchto
argumentd.

UKOL: Dokazte, Ze dualni soutin je linedrni v kaZdém ze svych argumentd, tj.
(aw + Bn|a) = a{w|a) + B(n|a), (w|aa+ Bb) = alw|a) + B{w]|b),
a rozepiste vyraz {(aw + fn | ya+ db).

Z definice plyne, Ze ve vyjadfeni dudlniho soucinu neni pofadi rozhodujici,
nebot (w|a) = w(a) = (a)(w). Lze tedy také zavést zobrazeni

(] )Y: VoxVia]a w] — (aw)=w(a) €R, pak {w]a) = (a|lw).
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Duaélni soucin a transformaéni vztahy: je zfejmé, Ze dudlni soucin je,
stejné jako argumenty, které zobrazuje, invariantnim objektem. Provéfime
na ptikladu, Ze jeho hodnota v libovolnych agumentech w € V; a a € V,
je nezavisla na volb& baze.

PRIKLAD: Necht w € V* a a € V, jsou libovoln& zvolené argumenty.
Zvolme v prostoru V), bazi (er, ..., €,), v ni plati a = a'e; ~ ().
Linedrni formu musime vyjid¥it v odpovidajici dudlni bazi (jinak by to
nefungovalo), tedy w = wje/ ~ (w). Oznaéme (&1, ..., &,) jinou bazi ve
V,,, k niz od baze plvodni pfejdeme pomoci matice pfechodu T.
Odpovidajici dudini baze je (€', ..., &"). Pomoci transforma&nich vztah
pro slozky vektor(i a kovektorl (linedrnich forem) dostaneme

(w]a) =w(a) = ()(w) = (H)T) (T(®)) = (@)(®)-

Pro &iselnou ukazku zvolme tfeba n =3, a=2e¢; —3e, + €3 a

w = —e! +2e? — 23 p¥i volb& bize (e, e, e3). Snadno zjistime, Ze plati
-1
wla) =w(@) = (@)@ =(2 -3 1) 2 |=-10
2
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Novou bazi (&, &, &) zvolme tfeba takto (a viimné&te si duality):

Ei=e—€3, & =6 +2e3, &G=e —26 —
el=al— &% e?=2&"+28&, & =¢' —28&.

Matice p¥echodu a inverzni matice jsou

1 0 -1 2 0 -1
T=(01 2|, 7= -—21 2],
10 —2 1 0 -1

pro dudlni bazi pak plati
gl=2el—e® & =-2e2+e242e% & =e'-¢

Slozky vektoru a a linedrni formy w v novych bazich a jejich dudlni soucin:

2 0 -1
(@=(@T*t=(2 -3 1) 21 2 |=(11 -3 -9)
10 -1
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1 0 -1 -1 1
@=Tw)=|01 2 2 | = -2
1 0 -2 -2 3
1
wla)=w@) =(@@)=(1 -3 —9) —g =-10

Vypocet dudlniho soucinu linearni formy a vektoru pomoci jejich slozek
p¥ipomina vypoclet skaldrniho sou&inu vektori rovné&Zz pomoci jejich
slozek, ale vyjadfenych v ortonormalni bazi. Je tedy dudIni soudin totéz
co skalarni? Odpovéd je, striktn& vzato, zdporna — nap¥iklad dudini
soutin mazeme definovat, i kdyZ v prostoru V), neni zaveden skaldrni
soulin — ale jistou souvislost najdeme.

P¥edpokladejme, Ze v prostoru V,, definujeme skaldrni soudin, prostor se
tedy stane prostorem euklidovskym. V bazi (eq, ..., e,) je skaldrni sou&in
reprezentovan pozitivn& definitni symetrickou matici G = (gj),

8ij = (eh ej)v 1 < IaJ <n.
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Jak vime, skalarni soucin vektor(i a, b € V,, vyjadfeny pomoci jejich
slozek ve zvolené bazi je (a, b) = (a)G(B)". Zvolme w € V; libovolng,
ale pevné, a zkusme pro libovolny vektor a € V,, Yesit rovnici

(w|a) = (b, a) (= (a, b)) vzhledem k nezndmému vektoru b € V. :

(@)(w) = ()G(B)" = (a) [(w) — G(B)T] =0.

Tato rovnost plati pro kazdy vektor a € V. Proto je (w) — G(B8)" =0
(nulovd matice). Matice G je reguldrni, takZe plati

()" =67 w) = (B) =) () =(w)(c7").

Hledany vektor b € V,, je urfen jednozna&né.

UKOL: Projdéte znovu predchozi tvahu a uréete vektor b za predpokladu, Ze
bize (e1, ..., en) je ortonormalni. UkaZte, Ze transforma&ni vztahy pro vektory
a linedrni formy jsou stejné.
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Tenzory jako multilinedrni zobrazeni

Oznag¢me T3 (V,) = V, a T2 = V. Jedna se o vektorové prostory stejné
dimenze n, tedy izomorfni, lisici se pouze transforma&nimi vztahy (viz
vyse). Jsou to zdkladni tenzorové postory — prostory tenzorl prvniho
tadu. Dualita transformac&nich vztahi se projevuje také v nazvoslovi:
vektory nazyvame kontravariantni tenzory, linedrni formy (kovektory) pak
jsou kovariantni tenzory. Zavedeme tenzory vyssSich ¥ad(, nejprve tenzory
¥adu druhého, potom definici zobecnime.

DEFINICE: Tenzory druhého ¥adu

Tenzory druhého ¥adu nazyvame zobrazeni trojiho typu:

T VIxViow,n — 7(w,n) €R,
T:VixV, 3w, a — 7(w, a) €R,
T: Vy,xV, 3]a b] — 7(a, b) € R,

linedrni vZdy v obou argumentech.
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Co znamena linearita v obou argumentech (tj. bilinearita) ukdZeme na
p¥ipadu druhého z uvedenych zobrazeni:

T(OJW + 6777 3) = OJT((,«), a) + ﬁT(na a)
T(w, aa+ Bb) = ar(w, a) + Br(w, b)
pro libovolné w, ne V), a,be Voaa, B €R.
UKOL: Pro tenzor druhého ¥adu 7: V,° x V, — R, Rozepidte vyraz
T(yw + 0n, ca + Bb).

Déle zvolte ve V, bazi (ey, ..., e,) s odpovidajici dudini bazi (e', ..., e"). Pro
linedrni formu w = wje' a vektor a = o’ ¢j rozepidte vyraz

T(w;ei, O[jej) = T(wlel 4o fwpe”, ater -+ aen)

a zamyslete se nad jeho souvislosti s dudlnim sou&inem.
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Ndsledujici p¥iklad je tak trochu ,pfedzvésti” transformacnich vztahi pro
tenzory.

PRIKLAD: Vime, ¥e kazdé linedrni zobrazenf je jednoznan& uréeno
obrazy baze. To bude platit také pro zobrazeni obecn& multilinedrni.
UvaZujme o tenzoru druhého ¥adu 7 : V,, x V,, — R (posledni ze t¥i typi

v definici). Zvolme baze (eq, ..., e1) a (&1, ..., &) ve V,, matici
prechodu oznagme T. Odpovidajici dudlni baze jsou (e!, ..., e") a
(&', ..., &"). Oznatme 7; = 7(e;, &) a 75 = 7(&;, &) a chvili potitejme,

s vyuZitim bilinearity zobrazeni :

7_','j = T(é,', éj) = T(T,-kek, Tj/e/) = Tk

/ k7l
i TJ-T(ek, e/): T, TJ'Tk/-

Pro n =3 a matici T zadanou v pfedchozim pfikladu vyjad¥ime
rozepsanim prvek Ty, (ostatni vyjad¥ete sami):

Fro=TiT r+ T T mo+ T T3 s+ +T2Ta o1 + T2 T2 o+

AT T s+ T Ty a4+ TP Ty w0+ T2 T3 733 = Tip + 2713 — T32 — 2733,
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Procvilit si vypocty miZete p¥i FeSeni ndsedujiciho tkolu.

UKOL: Podobny vypotet proved'te pro bilinedrni zobrazeni 7: V" x Vi — R

kl

(prvni typ v definici), a vyjadiete 7/ = 7(&', &) pomoci 7¥ = 7(e*, €') a prvki

matice pt¥echodu.

Zaved me ted na mnoZinach viech t¥ typil tenzordi druhého ¥adu
(bilienarnich zobrazeni), specifikovanych v definici, strukturu vektorového
prostoru. Bude to analogické postupu, jakym jsme zavadéli strukturu
vektorového prostoru na mnoZiné linedrnich zobrazeni V. Oznatme
mnoZiny tenzori druhého ¥adu jednotlivych typl postupné tak, jak jsme
je zavedli v definici, T3(V,), T2 (Va) a TR(V,).

DEFINICE: Operace s tenzory

Necht 7, 0 € TZ(V,) a a € R. Definujme nové zobrazent:

X: Vi xVisw, n — xlw,n)=71(w,n)+o(w, n) €R,

0: VyxVysw, n — 0w, n)=ar(w,n) €R.
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DokéZzeme, Ze nové definovand zobrazenfi jsou také tenzory (jsou
bilinedrni) a jsou téhoZ typu jako tenzory T a o, z nichZ byla
zkonstuovana. Pocitejme:

x(awy + Bwa, n) = T(awr + Bwa, n) + o(awr + Buw,, ) =

= at(wi, ) + Br(wa, n) + ao(wr, n) + Bo(wz, n) =
= a(7 (w1, n)+o(wi, n)+B8(T(w2, n)+o(wz2, n)) = ax(wi, n)+Bx(wa, 7).

Podobné rozepiste x(w, ans + Bn2). Stejnym zpiisobem dokaZte i
bilinearitu zobrazeni 6.

Tenzor x nazyvame soulet tenzorl 7 a o a znaime x = 7 + o. Tenzor 6
je a-nasobek tenzoru 7, znadime 6 = ar.

UKOL: Dokazte, ¥e operace soultu a skalarniho ndsobku tenzorl zavedené v
pfedchozim textu spliiuji axiomy vektorového prostoru. Analogicky jako vySe
zaved'te strukturu vektorového prostoru na mnoinach 7°(V,) a TiH(V,).
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DEFINICE: Tenzory obecného ¥adu

Tenzorem typu (p, q), p-krat kontravariantnim a g-krat kovariantnim
rozumime zobrazeni

T Veix oo x VX Vyx-oox V3w, oo, wpi a1, ..., 3] —

p q
— 7(w1, ..., Wp; 31, ..., ag) €ER

linedrni v kaZdém ze svych argumentd.

Linearita v i-tém kovektorovém, resp. j-tém vektorovém argumentu:

T(wiy ooy Qi+ BNy ooy Wp; 1,y ...y 3g) =
aT(Wiy v ooy Wiy oovy Wp; 1y vy 3q) + BT(wW1y oy Miy ooy Wp; A1, - ..,y 3q),
T(wiy «vvy ooey Wps @1, ..., adj+ Bbj, ..., aq) =
at(wi, ...y Wps @1, ey 3jy oovy ag) + BT(W1, ooy wWpi A1, .., by ..., 3g)
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Tenzorové prostory, transformaéni vztahy

MnoZinu prav& definovanych tenzor(i znatime 7(V,) a zavddime na ni
strukturu vektorového prostoru stejn& jako v predchozich
ménérozmérnych p¥ipadech. Tenzory tedy miZeme séitat a nasobit &isly.

VETA: Dimenze tenzorovych prostorii

MnoZina 7P(V,) se standardn& zavedenymi operacemi sou¢tu a ndsobku
skaldrem je vektorovy prostor dimenze nP™9.

Dokazovat splnéni pozadavk( vektorového prostoru neni potteba, ze
samotného zavedeni operaci soultu tenzor(i a ndsobeni tenzoru skaldrem
jejich platnost vyplyva. Vénujme se proto zjisténi dimenze prostoru
T7(Va). Tu ureime jako potet prvkil libovolné bdze, kterou
zkonstruujeme — nejprve na ptikladu tenzorl né&jakého nizkého ¥adu,

treba T;H(V,). Piijde opét o bazi indukovanou bazi zvolenou ve V.

PRIKLAD: Zvolme libovoln& bazi (e, ..., e,) v prostoru V,,
(e!, ..., e") je odpovidajici dudini baze. UvaZujme o tenzorovém
prostoru T(V,).
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Prvky F,-jk € T,H(V,) definujme takto (sta&i zadat obrazy pro vzory, jimiz
budou prvky bdze prostorli V,, a dudlni bize ve V). Jist& vidite
podobnost s definici dudlni baze.
ka VXV, x V,o (e e, en] — ka(e”, ey, ey) = 0U8 5k
Soubor (F,Jk) 1<, j, k < n, je bazi v prostoru T}(V,). Polozme
’y}k Fljk = 071(v,); fyfk € R, (vsechny indexy jsou s&itaci)

a vy¢isleme hodnotu této linedrni kombinace na argumentech
(e, ey, ew) pro libovolné indexy 1 < u, v, w < n. Dostaneme

’YJ’:k Fijk(eua €y, eW) =0 = ’ij(sluéjvdﬁ/ = PY\L/IW =0.

Tim je dokazdna linedrni nezavislost souboru (F/"). Hleddme-li pak
i Y . 4 s . P ik
libovolny tenzor 7 € T;t(V,) ve tvaru linedrni kombinace 7 = T F,

zjistime analogickym postupem (proved'te), Ze plati

TJ’k = T(ei, €, k).
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Na3li jsme tedy bazi prostoru T(V,) indukovanou bazi ey, ..., e,. Potet
jejich prvkii je roven pottu nezavislych vybért indexti i, j a k, tj. n®, co?
je v souladu s vétou. Navic jsme zjistili, Ze slozku Tjk tenzoru 7 v této
indukované bazi uréime tak, Ze tenzor 7 vycislime na argumentech

(e, e, ex).

PRIKLAD: Operace ve slozkich — vektory (V, = T3(Va))
Ve slozkach umime dobfe poditat s vektory: sloZky souétu vektort v dané
bazi jsou souctem slozek s¢itancli, slozky k-nasobku vektoru jsou
k-ndsobky jeho slozek, v3e ve stejné predem zvolené bazi (eq, ..., €,):

a=d'e, b=pe, c=a+b=~'e, d=ka=4de,

c=d'e+pe=(a+p)e, d=k(a'e)=(ka')e, =
’Yi :O[i+ﬁi, 51' _ kOZi,
nebo maticové ¢ ~ (y) = (a) + (B), d ~ (0) = k(«).
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PRIKLAD: Operace ve slozkich — kovektory (V* = T2(V,))

Pro kovektory (linedrni formy) miaZeme pravidla pro pocitani ve slozkich
ptepsat z ptedchoziho ptikladu s jedinou zménou — dolni indexy
pfesuneme nahoru a horni dolli, v maticovém vyjadfeni zamé&nime ¥adky
za sloupce. (Samozfejm& dodrzime znaleni, misto a, b € V), pracujeme s
w, n €V, apod.)

Ale zkusime to jinak — a to ndam pak pomiZe u tenzori vysSich ¥adi. Ze
skute&nosti, Ze kazdé linedrni zobrazeni je jednozna&né uréeno obrazy
baze, jsme pro libovolnou linedrni formu w € V7 odvodili toto:

w=we = we)=wé(e)=wd =w =we),

Linedrni forma w p¥ifazuje i-tému vektoru (zdkladni) baze (eq, ..., e,) ve
V,, svoji i-tou slozku v dudini bazi (el, ..., e").

w=uw(ey)e + - +wle,)e".

Tohoto zapisu nyni vyuZijeme.
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Zvolme libovolné w, n € V' a a, f € R. UvaZzme obecnou linedrni
kombinaci x = aw + Bn. Jiz dfive jsme dokazali, Ze x je linedrni forma,
X € V5. Jeji i-tou slozku zapi¥eme jako x; = x(e&;) a potitdme s vyuZitim
definice sou&tu a skalarniho nasobku linearnich forem:

Xi = x(&) = aw(e) + Bn(e) = aw;i + Bni = (x) = a(w) + B(n).

Ziskali jsme oekavané pravidlo potitani ,po slozkich”. Ciseln& t¥eba pro
n=3w=3e'+2e®—4e3 n=—el —e?+3e% a=2, f=-3,

3 -1 9
x)=2 2 1+(=3) -1 | = 7
_4 3 —17

UKOL: Pokuste se odvodit pravidlo pro po&itani se slozkami v prostoru 72°(V,).
Navod: Definujte zobrazenf{ Fi e 7'20(V,,), 1<, j,< n, vztahy

Fi(e, ) = 6;6’, ukaZte, Ze tvo¥i bazi a vyjidd¥ete pomoci nich vyraz at + Bo
pro libovolné 7, o € T2(V,), a, B € R.
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Pokusime se nyni odvodit pravidlo pro poé&itani se slozkami v prostoru
T2(V,) a pak uZ pravidlo zobecnime.

PRIKLAD: Definujme, podobng jako vyge v p¥ikladu s prostorem T,1( V)
zobrazeni F,j‘ € T2(Va), 1 < i, j, k < n, takto (v&imn&te si v porovnani s
pFikladem prostoru 7;t(V,) defini¢niho oboru a umisténi indexi):

Fif i VixVax Vi3 [w, n, 8] — Ff(w,n, a) €R, Fi(e, e, ew) = 66} 0.

(Vite, prot staci definici specifikovat pouze pro prvky bize? Jist&Ze vite —
zobrazeni Flj‘ maji byt linedrni v kazdém argumentu, a proto jsou
jednozna&n& uréena obrazy prvkil bazi (eq, ..., e,) a (e, ..., e").)
Soubor {F,j‘} 1 <1, j, k < n, tvo¥i v prostoru T;? bézi, jak uz sami
snadno jisté dokdZete. Zvolme 7, o € T2(V,) a zapi¥me je ve slozkach,
tj. jako linearni kombinace prvki baze a pod&itejme jejich linedrni
kombinaci x = ar + (o s vyuZitim toho, Ze T;?(V,) je vektorovy prostor
(pravidla pro potitani s vektory):
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=10 Ff

k
i a—okF

ot + o = Ot(Tj Fk) +ﬂ(a’ Fk) (on'k +B0 )

Vyraz v zavorce Xk = aT 4 BJ je nepochybné slozkou tenzoru x. To je
pravidlo ,,pocitani po slozkach , na které jsme zvykli z jakéhokoli
vektorového prostoru.

UKOL: UvaZujte opét o prostoru T2(V.,) a zobrazenich {F,jk} 1 <1, J, k, kterd

v n&m tvo¥i bazi. Pro tenzor 7 € T2(V,), 7 = 7 Fji ukaZte, e plati

V=1, €, ),
tedy pravidlo, Ze slozka tenzoru v dané bazi (indukované bézi (e1, ..., en)

pfedem zvolené ve V,) se dostane jeho vy&islenim na odpovidajicich prvcich
baze (ei, ..., e,) a baze dudlni.
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Pokud jste splnili tkol, nebudete mit problém s nasledujicicm p¥ikladem.

PRIKLAD: Transformaéni vztahy pro tenzory prostoru T:2(V,,)
UvaZujme o bazich (eq, ... e,) a (&, ..., &) ve V, (matice p¥echodu T,
S = T7') a indukovanych bazich (e', ..., e")a &, ..., & ve V, resp.
{FEYa (FY v TR(Va) 1< iij k<n,

Fi(e", €', ew) = 6/0/6;, Fj(e" &, &,)=25/6/6}.

Vyjad¥ime obecnou slozku 7",'3 tenzoru 7 € T(V,) v bazi {I:_,j‘} pomoci
jeho slozek v bazi {Fj}:

i oo ) .  ici
T, =71(8, &, &)="1(5,e",Se", T e,) = S,S, T, (", €', e,),
—ij _ cicjTw uv
Tk = SUSVTk TW .

Vyzkou$ime ziskany transforma&ni vztah na jednoduchém ¢&iselném
ptikladu, pro n = 2.
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Zvolme baze (e, ;) a (&1, &) v prostoru V5 a tenzor 7 (v bizi {F,f :
1<, Jj, k <2, indukované bazi (e, e)) takto:

_ _ 1 -2 12
e =e —2&, &=¢ — €& = T—<1 _1> S—<_1 1).

T =2Ff; — Fjy +3F) — 2F), — Fyy — 3F3 + F3, .
=2,y =—1, 7’ =3, " =2,
7'121 =1, =-3 72=0 =1
Vypotteme slozku 72! (vyraz bude obsahovat 23 = 8 s¢itancii):
21— §261 T _

S2s Tl 4 525172 11+5152T1 24828112112
+5225%T1 +5251 2 21+S252T1 22+5252 2 222:
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= (-2)-244-(-1)+(-2)-3+4-(—2)+(-1)-(-1)+2:(—=3)+(-1)-0+2-1 = —25.
Pro kontrolu a procvigeni uréime nyni slozku 72! pomoci vy&isleni tenzoru 7 na
prvcich bazi (sledujte horni a dolni pevné indexy a viechny stitaci indexy):

= 7'((?27 &, &)= 7'(51261 + 52e?, Slet + S3e?, Tier + T12€2) =

=71(2e' + &%, —e' — €&, & — 2&) =
= —27(e", €', &) + 47(e', €', &) — 27(e', €, &) + 47(e', €%, &)—
77'(92, el er) +2T(e2, e, &) — T(e2, &, et +2T(e2, e, &)=
= —27'111 —|—47'211 — 27'112 +4T212 — 7'121 —|—27'121 — 7'122 + 27’222 = —25.

UKOL: Pro procviceni vypoltéte nékterou z dalsich sloZek tenzoru 7 v bazich
indukovanych bazi (&1, &).

Nyni uZz zapiSeme transforma&ni vztahy pro slozky tenzor(i obecné.
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Vychdzime z toho, Ze pro 7 € TP(V,) je (opét sledujte stitaci indexy)

A = up...up uy up .
LB &, 8), Ty, =T(eM, e e, ey,

kde vZechny indexy nabyvaji viech hodnot z mnoziny {1, 2, ..., n}
Transforma&ni vztahy pro vektory bazi jsou

= vy = Vq =i __ Ch pln —i, _ clp _u
g =T, e, ..., g qu e,, €' =5}e" ..., & =5)¢e"

iy Zin. =, 5 ) —
Tt =T7(&", ..., 8 &,...,§,)=
_ i aU1 b u vi Vq _
=T7(5Le", ..., S e%, Tl ey ... T, e,) =
i ip TV Vq uy Up.
Soo ST ~-~qu7'(e s eie, . e) =
i -

,1.” ip v Vg _U1...Up
T D=5 So Ty T, 1,

Ja 1.y
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Transformaéni vztahy pro slozky tenzord:

slozky vektoru

slozky kovektoru

slozky tenzoru

g b _ i iy ip I Iy Iq —k
oo S S SPTLLTY ..qu Ty,
gty oph gl Tlgh gh Tlozt
Jedoeodg T TG TR T T T g e

OBR. 9.3: TRANSFORMACN{ VZTAHY PRO TENZORY
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Tenzorovy soudin

Tenzorovym sou&inem vznikaji z tenzorl niz8ich ¥adi tenzory vy$sich
¥ada.
DEFINICE: Tenzorovy soucin

Necht 7 € 7P a o € 7. Definujme zobrazeni

. . * * .
X VX x Vpx Vpxoox Voo (wi, ..., Wotrs @1, -+, Agts) —
(p+r)-krét (a-+s)-krdt
— x(w1, ..., Wpgr a1, ..., 3g+s) € R,
kde x(w1, ..., Wpir; 1, - .., Agts) =
=T(W1y ooy Wpi A1, --v, 3g) - O(Wpt1s - - -5 Wptr; g+l -« -5 Agts)-

Zobrazeni x = 7 ® o se nazyva tenzorovy soudin tenzorli T a o.

POZOR: Pofadi argumenti je tfeba dodrzet!!
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UKOL: Dokazte, e pravé definované zobrazeni y je tenzorem z prostoru

+r
Tavs (Va).
Navod: DokaZte linearitu zobrazeni x v obecném i-tém kovektorovém
argumentu a poté v obecném j-tém vektorovém argumentu, tj. na i-tou
kovektorovou pozici (pozici pro ,,omegy*) dosad'te misto w; linedrni kombinaci
aw; + Bn;i a potom podobné na j-tou vektorovou pozici (pozici pro ,a¢ka")
dosad'te misto a; linedrni kombinaci aa; + 3b;.

Usnadnéni: Vzhledem k tomu, Ze linearita se dokazuje nezdvisle pro kazdy
argument zvl3&t (tj. p¥i dosazeni linedrni kombinace na zvolenou pozici
ziistdvaji ostatni argumenty nezm&né&ny), lze si dikaz zjednodusit tak, Ze jej
provedete pro nizi ¥ady, tteba pro 7 € 75 (Vi) a o € T2(V,)

X: Vi xV,3(w,a) — x(w, a)=7(w) o(a) eR
a dokazete, ze x € Ti(V,), konkrétn& vypottete

X(aw + Bn; a) a x(w; aa+ Bb) pro «, S €R.
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Vlastnosti tenzorového soucinu jsou z linearity zcela zfejmé. Shrneme je
ve VEté.

VETA: Vlastnosti tenzorového soutinu

Necht 71, o, 7 € TP(V,), 01, 02, 0 € T/ (Va), x € TH(Va), jsou
libovolné tenzory a a, B € R libovolné skalary. Platf

> (aT)®0=7® (a0) = a(r ® o),

> (am + Bn) @0 =a(r ®0o)+ (2 ® o),

> 7R (a1 + for) = a(t ®o1) + B(T ® 02),

> TR x)=(T®0)® Y, pleme TR0 ® X.

Duakaz: Dikazy vsech &asti v&ty jsou trividlni a vyplyvaji pfimo z definice,
z linearity a z pravidel pro po&itani s redlnymi &isly. Proved me diikaz
pouze pro druhé tvrzeni, dal¥i dilkazy proved'te podobnym zplisobem
sami — t¥eba jen pro tenzory niZ&ich ¥adl. Zvolme libovolné argumenty a
potitejme:
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((am + 1) @ o) (Wi, - ..y Wptr; @1,y - -+, Agts) =
= (am+B8m)(wi, ..., wp; @1, ..., ) 0(Wpi1s -+, Wpiri g41, - - Agts) =
ar (Wi, «. ., Wp; A1, --., dg) - O(Wpt1s - -+ Wptrs gtls - - -5 dgts)+
+B8m (w1, ..., Wps A1, -. ., Ag) - O(Wpt1, - -y Wptrs Agels - - -5 dgts) =
=(a(n®@o)+ (o)) (wi, ..., Wptr; @1y -+, Agts)-
Pomoci tenzorového souinu mlzeme v tenzorovych prostorech
konstruovat indukované baze.

VETA: Indukované bize v 7P(V,)

Necht (ey, ..., e,) je baze v prostoru V,, (e, ..., e") indukovana dudln{
baze. Pak soubor

{6, @ ®e @@ @}, 1<i, ..., ipji, .. jg<n,

je baze v tenzorovém prostoru 7P(V,).
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Misto obecného diikazu pfedchozi v&ty osvétlime situaci na ptikladu.

PRIKLAD: Podle predchozi véty je indukovana baze v prostoru 772(V,,)
tvorena prvky {e; ® e; @ eX}, pFitemZ indexy i, j, k nabyvaji nezavisle na
sob& hodnot 1 aZ n. Plati

e @ e @ek(e, e, e,) = ei(e”) g(e¥) e*(en) = ¢ )4 k.

P¥esné takto fungovala zobrazeni F,-j-‘ € T2(V,), kterd jsme zavedli na
stran& 33. Tato zobrazeni tvofila v prostoru 72(V,) bazi. A funguji stejné
jako tenzorové soutiny e © e @ e¥, konkrétng Fif(e", e", e,) = 0t 0} 0y,
ProtoZze kaZdé linearni zobrazeni je jednoznacné& uréeno obrazy baze,
nutné plati Ff = &; @ ¢ ® e*. Pro tenzor 7 € T?(V,) ve slozkach plati
(otekdvany vysledek)

v

T = T,ij e e = (e’ €', en) = (T,’(J e e ®ek) e, e, en) =

=710 ei(e") ej(e") e (ew) = T (5}’5}6@ =7

Linedrni a multilinearni algebra Téma 9: Tenzory



Podivejme se na tenzorovy soudin jesté jinak:

UKOL: Zvolme libovoln& napfiklad tenzory prvniho ¥adu 7 € 761(V,,) a

o € T(V,). Jejich tenzorovy soutin x = 7 @ o je tenzorem druhého ¥adu,
konkrétn& jednou kontravariantni a jednou kovariantni, tj. x € 77(V,). Tenzor
X je tenzory T a o jednoznaéné urlen. Ve slozkich plati

x=1@0=(re)®(0)=(ro)exe, xj=10

Zamyslete se nad opaénou otdzkou: Lze kazdy tenzor x € 7]1(Vn) vyjadfit jako
tenzorovy soutin tenzorl prvniho ¥adu? Pokud ano, kolika zpiisoby? Pokud ne,
najdéte protip¥iklad.

PRIKLAD: Ztotozn&ni.

Problém vysvétlime na p¥ikladu tenzorového prostoru 7;1(V,). Tenzory
typu (1, 1) jsme definovali jako zobrazeni s defini¢nim oborem V' x V/,,
linedrni v kazdém argumentu. Ve slozkich (po zavedeni struktury
vektorového prostoru na mnoZin& takovych zobrazeni) je 7 = 7'1’ e ®el.
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Co kdybychom definovali také zobrazeni
FiVyx V) 3a w — 7(a, w) €R,

rovn&Z linedrni v kazdém z obou argumenti? (O takovych zobrazenich
jsme zatim nehovofili.) Na mnozin& T(V,) véech takovych zobrazenf Ize
rovnéZ zavést strukturu vektorového prostoru — zkuste to provést jiz
zndmym zplisobem. Tento vektorovy prostor ma stejn& jako 71(V,)
dimenzi n?. Zkuste tipovat, jaké budou transforma&ni vztahy pro
zobrazeni typu 7. Ze stejné, jako pro 7 € T(V,)? Pokud tipujete takto,
mate pravdu. DokdZeme to:

H =75, &) =7(TFe, Sl e') = TS 7(ex, €')),

7_1 TkSJ ~I

Transformaini vztah je stejny jako pro prvky 7 € Ti1(V,). Nemdme tedy
jak rozligit zobrazeni typu 7 € T1(V,) od novych zobrazen{ typu 7.
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Znamena3 to, Ze zobrazeni 7 je totéZ jako zobrazeni 77 Nikoli. Tato
zobrazeni maji odli¥né defini¢ni obory. Prostory T1(V,,) a Ti1(V,) jsou
viak nejen izomorfni (stejnd dimenze), ale plati v nich také stejné
transformacni vztahy. Mohli bychom tedy ¥ici, Ze jsou kanonicky
izomorfni. ,,Stejné" jsou z abstraktniho algebraického hlediska. Kanonicky
izomorfismus téchto prostor(i zavedeme takto:

7 =7 pravé tehdy, plati-li 7(a, w) = 7(w, a)

pro libovolny vektor a € V), a libovolny kovektor w € V). Hovotime pak o
ztotoznéni prostorii T1(V,) a TH(Va).

POZOR! Ptestoze pro libovolné prvky a € V, a w € V plati

e ®e(a w)=¢ R e(w, a) = a'wj, nejde o komutativitu tenzorového
soutinu, ale pravé jen o zototoZn&ni zobrazeni. (Viz také dudlni sou&in.)

Takova ztotoZnéni mizeme provadét i obecn&, pro tenzorové prostory
typu (p, q).
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etrické a antisymetrické tenzory

Fyzikalni tenzorové veli¢iny €asto vykazuji vlastnosti symetrie nebo
antisymetrie. Symetrické jsou nap¥iklad tzv. materidlové tenzory,
charakterizujici vlastnosti riiznych prostfedi (elastické konstanty a
moduly, dielektrickd permitivita), ale tfeba také metricky tenzor.
Antisymetricky je nap¥. tenzor elektromagnetického pole. Antisymetrickd
tenzorova pole slouZi jako integrandy v ,moderni* teorii integrélu, a
figuruji ve varia&nich fyzikdlnich teoriich.

DEFINICE: Symetrické a antisymetrické tenzory

Tenzor 7 € 7;P(V,,) se nazyvé symetricky, resp. antisymetricky, v i-tém a
Jj-tém kovektorovém argumentu, 1 </, j < p, je-li pro lib. argumenty

T(Wiy ey Wiy ooy Wiy ooy Wpi @1, -+, 3g) =

(w1, o, Wiy ey Wiy oee, W A1, -, Ag)s

pFicemz ,plus" se tykd symetrického, ,minus" antisymetrického tenzoru.
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Podobn& Ize definovat symetrii a antisymetrii ve vektorovych
argumentech.

UKOL: Definujte tenzor symetricky, resp. antisymetricky, v i-tém a j-tém
vektorovém argumentu, 1 </, j < g. Déle dokaZte, resp. zdivodnéte, Ze
podmnoZina v8ech tenzori symetrickych, resp. antisymetrickych, v i-tém a
Jj-tém kovektorovém, resp. vektorovém argumentu je vektorovym podprostorem
vychoziho tenzorového prostoru.

Symetrie, resp. antisymetrie se miiZe tykat i vétsiho po&tu argumenti.
Vyznamné jsou tzv. (plné symetrické, resp. Uplné antisymetrické tenzory,
at jiz v kovektorovych nebo vektorovych argumentech. Symetrii a
antisymetrii Ize také kombinovat — tenzor miZe byt tfeba symetricky v
kovektorovych argumentech a antisymetricky ve vektorovych
argumentech.

UKOL: Definujte tenzor 7 typu (4,6), tj. 7 € Tg'(Va), ktery je symetricky v
druhém a tfetim kovektorovém argumentu a antisymetricky v prvnim a patém
vektorovém argumentu.
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Vektorové a kovektorové argumenty mezi sebou zaméiiovat nelze.

Daéle se budeme zabyvat Gplné symetrickymi a Gpln& antisymetrickymi
tenzory a jejich zdkladni vlastnosti a po&itani s nimi ukdzeme pro
jednoduchost na Zisté kovariantnich tenzorech, tj. pro 7 € T2(V,).

DEFINICE: Uplné symetrické, resp. antisymetrické, kovariantni tenzory

Tenzor 7 € 7;0(V,,) se nazyvé uplné symetricky, jestlize se jeho hodnota
nezméni p¥i libovolné permutaci argumentd, resp. Uplné antisymetricky,
zméni-li znaménko pfFi liché permutaci argumentd a zlistane beze zmény
p¥i permutaci sudé, tj.

T(as(1)s -+ -5 o(q)) = 7(a1, .- ., aq), resp.
T(as(1), + - +» Ao(q)) = signo - 7(a1, ..., ag),
kde 0 = (0(1), ..., o(q)) € P4 je permutace indexi (1, ..., q)

Cislujicich jednotlivé pozice pro vektorové argumenty.
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VETA: Podprostory symetrickych a antisymetrickych tenzorti

Mnoziny SI(V,), /\Z(V,,) C T2(V,) tipln& symetrickych a tipln&
antisymetrickych (kovariantnich) tenzor( jsou vektorové podprostory

prostoru 72(V,), pritems

dim SY(V;,) = (”+ Z - 1), dim /\Z(vn) = (”)

q

Duakaz: Dikaz tvrzeni, Ze se jednd o vektorové podprostory, je
jednoduchy: je zfejmé, Ze linedrni kombinace symetrickych, resp.
antisymetrickych tenzor(i je opét symetricky, resp. antisymetricky tenzor.
Dimenze podprostorii zjistime jednoduchou dvahou zaloZenou na zndmé
vét& (Ze linedrni zobrazeni je jednozna&ng& urteno obrazy béize), jejimz
dlsledkem je vyjad¥eni obecné slozky tenzoru 7:

Tivoig = 7(€01, -, &)
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Dimenze daného podprostoru je rovna poctu nezavislych slozek kaZzdého
tenzoru, ktery je prvkem tohoto podprostoru.

UvaZujme nejprve o podprostoru symetrickych tenzor(i. Zdmény
argumentil e;, ..., €, se nepoznaji, argumenty se mohou opakovat.
Nezavislych vyb&rii argumentii e;, ..., e (a tedy nezdvislych slozek
tpln& symetrického tenzoru) je tolik, kolik je kombinaci s opakovanim

g-té t¥idy z n prvka, tedy ("+3_1)-

V pfipadé antisymetrického tenzoru je jeho hodnota nulova v pt¥ipadég, Ze
jakékoli dva argumenty jsou stejné. Nezavislych sloZek je tolik, kolik je
kombinaci bez opakovani g-té t¥idy z n prvkii, tedy (Z)

PRIKLAD: UvaZujme o podprostoru S9(V,) C T2(V,). Jak bude
vypadat jeho baze, je-li baze v celém prostoru 7(V,) tvorena prvky
(el ®e/),1<i,j<n, kde (e, ..., e,) je zvolend baze v prostoru V,,?
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Vyjdd¥ime tenzor 7 ve slozkach:

T:T;jei®ej — Tk/:T(ek, e,):T(e/, ek):’T/k,

1 . .1 1. .
ET,je'®eJ+§Tj,-e’®e’:T,-ji(e’®e’+e’®e’).

V&imnéme si, Ze plati nap¥iklad

T =

1 1
E(e1 e’ +elwel) = 5(62 ®e' +e' ®e?), obecnd

1 .
5(e’®e’+e’®e’):E(e’@e’—&-e’@e’),

takZe soubor {3(e' @ &/ + & @ e)}, 1 <i<j<n, jebdzev
podprostoru S9(V,,). (Nerovnosti i < j jsme zajistili to, ¥e se prvky
neopakuji dvakrat.) Poget navzajem nezavislych (riiznych) prvki této
baze je 2(n* —n)+n=3%(n+1)n= (”+;_1). To souhlasi se vztahem
pro dimenzi prostoru S(V,) pro q = 2.
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Podobn& budeme hledat bazi prostoru /\g(V,,) C T2(V,). Ve slozkach:

TZT,'jei®€‘j - Tk/:T(ek, e/):—T(e/, ek):—T/k,

1 : | : ; 1, . . . )
ET;je'®e’—Erj/e’®e’:7';j§(e’®e’—e’®e’).

Plati nap¥iklad

T =

1 1
E(e1 e’ —e®el)= _5(62 ® e' — e' ® e?), obecnd

E(e’®e’—é@e’):—%(e’@)e’—e’@e’),

pricemzpro i =j je L@ e — e ®e') = 072(v,)- Soubor
{3(ef®e —e®e)}, 1<i<j<n, jebdzev podprostoru /\2( )
Potet prvkii této béze je 3(n? — n) = 2(n—1)n = (3), jak vychazi z

obecného vztahu pro dimenzi prostoru /\g(Vn) pro g = 2.
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Vyzkougejme podrobng, jak to funguje pro n = 2, tj. v prostoru T(V5).
Nejprve pro symetrické tenzory. V plivodnim zdpisu, v némZ vezmeme v
Gvahu vztah 7 = 7j;, ktery jsme pred chvili odvodili, dostaneme:

i j 1 1 1 2 2 1 2 2
T=Tje @ =me e +Tne Qe+ me Re + e ®e® =

et ®el + 7'12(e1 ®e’+e*® el) + T €2 ® €°.

P¥i novém zdpisu (indexy i a j nabyvaji v8ech hodnot z indexové mnoZiny
{1, 2}, stejn& jako v zdpisu pdvodnim) dostaneme, opét s vyuZitim
symetrie sloZek 7; = 7j;:

1. N 1 1
Tij (2(e’ @+ e’)) = 5711(el®e1+e1®e1)+§le(e1®e2+e2®e1)+

1 1
+§T21(ez ®e' +e!l ®e?)+ 5722(e2 e’ +e?®e?) =

=me'@e +m(el®e+®el) + e’ ® e

Vysledek je stejny pro oba zapisy, jsou tedy ekvivalentni.
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Jak by vypadal zépis tenzoru 7 ve slozkadch, kdybychom jej rozepsali jen
pomoci nezdvislych prvkil bdze, tj. jako linedrni kombinaci tenzor(i

1 . ) ) .
5(e’®e’+e’®e’) pro 1<i<j<n,

1 1 1
pro n=2 tedy E(el®e1+e1®e1), E(el®ez+e2®el), 5(62®62+e2®e2)?

Slozky p¥i tomto vyjad¥eni mohou byt obecné jiné neZ ve vyjid¥enich
ptedchozich. Také nepiijde pouZit Einsteinovu symboliku — vybér
s¢itacich indexi je nyni omezen nerovnosti i < j. Slozky ozna&ime 7j:

1 . . )
T= > 7"-,-1-(2(el®e’+e’®e’)>:

1<i<j<2

1 1 1
= 57"—11(e1®e1+el®e1)+5%12(e1®62+e2®e1)+5%22(ez®e2+e2®e2).

Porovndnim s pfedchozimi (navzajem ekvivalentnimi) zdpisy vidime:

Ti1 = T11, T12 = T2 + To1 = 2710 = 2721, To2 = Too.
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Ted provedeme podobné tivahy pro antisymetrické tenzory, opét jen pro
n = 2.V pivodnim zdpisu, v némZ vezmeme v Uvahu vztah antisymetrie
7ij = —7ji (tj. 7 = 0), dostaneme:

i j 1 1 1o 22 2 1 2 o 2
T:T,'J'e'@ej:ﬁle Re +Tpe e +me e +me" e =
1o 22 2 1 1 2 2 1
To(e" ®e’) +mu(e"®e) =Tp(e ®e —e"®e).
P¥i novém zdpisu (indexy i a j nabyvaji viech hodnot z indexové mnoZiny

{1, 2}, stejn& jako v zdpisu pivodnim) dostaneme, op&t s vyuZitim
antisymetrie slozek 7; = —7;; = T;; = 0:

1 ..
Tij (2(e’®e’e’®e’)> =

1 1
57'12(61 e’ —e?®el)+ 5721(e2®e1 —el@e?) =m(el®e? - @el).

Vysledek je opét stejny pro oba zapisy, jsou ekvivalentni.
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Tenzor 7 € /\g(V,,) je linedrni kombinaci tenzori

1 . . . )
5(e’®e’—e’®e’) pro 1<i<j<n.

Pro n = 2 je prostor /\g(Vz) jednorozmérny, jediny prvek baze je

1
5( e’ —e?®el).

Slozky v bazi tvorené nezdvislymi prvky opét ozna&ime 7j:

1, ; ; ; 1
T = Z Tij (2(e’ ®e —¢ ®e’)> = 5%312(e1®e2 —-e®el),

1<i<j<2

Tio = T — To1 = 2712 = —2791.
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Zamé&¥ime se nyni na proceduru, pomoci niz Ize ze zadaného obecného
tenzoru T € 7;0(V,,) »Vvyrobit” tenzor symetricky, nebo antisymetricky.
Nejprve opét na ptikladu tenzorl druhého ¥adu.

PRIKLAD: Zvolme libovoln& 7 € T2(V,) a pomoci n&j definujme nova
zobrazenf{

(r(a, b) + 7(b, a)) € R,

N -

SymT: V, x V, > [a, ] — Sym~7(a, b) =

1
Alt7T: V,x V, 3 [a, b] — Alt7(a, b) = 5 (7(a, b) — 7(b, a)) € R.

Predeviim je zfejmé, ¥e Sym T, Alt T € T2(V,). Vyjadrete jesté
Sym (b, a) a Alt (b, a) a uvidite, Ze tenzor Sym 7 je symetricky a
tenzor Alt 7 je antisymetricky.

Pro¢ je v definici faktor % kdyZ by vlastnost symetrie, resp. antisymetrie
zlstala zachovana i bez ng&j, nebo dokonce pfi volbé jakékoli konstanty?
Uvidime pozdgéji.
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VETA: Symetrizace a antisymetrizace
Necht 7 € T2(V,). Zobrazeni

Sym7: Vo x V,3 a1, ..., aq) — Sym7(ai, ..., ag) =
1
e E Z T(aa(l), ey an(q)) €ER,
" oeP(q)
Altr: Vo x Va3 [ar, ..., aq] — Alt7(ar, ..., aq) =
1 .
= o Z signo - 7(ag(1); -+ -5 0(q)) € R,
o€P(q)

je upln& symetricky, resp. tpln& antisymetricky (kovariantni) tenzor.
Zobrazeni Sym : Tf(V,,) 357 — SymrT € SS(V,,) je tzv. symetrizace,

0
zobrazeni Alt: TX(V,) 2 7 — AltT € /\ (V) je tzv. antisymetrizace.
q
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Ndsledujici kol je praktickou ukazkou provedeni symetrizace a
antisymetrizace.

UKOL: Pro 7 € T2(V,) vyjadiete explicitng vyrazy Sym (a1, az, a3) a
Alt (a1, a2, a3).

Navod: Permutace argumentl a1, az, as jsou
SUdé: (317 az, 33)7 (337 ai, a2)7 (327 as, 31)7

liché: (a2, a1, a3), (a3, a2, a1), (a1, a3, a2).

UKOL: Reprodukujte definici symetrizace a antisymetrizace pro tenzory typu
(p, 0), tj. 7 € TP (Va). Pro 7 € T3 (V,) vyjadrete explicitné vyrazy

Sym 7(w1, w2, w3) a Alt 7(w1, w2, w3) pro libovolné argumenty

w1, W2, W3 € \/,,*.

UKOL: Urtete prinik vektorovych podprostorti S3(V,) a /\S(V,,) prostoru
tenzord T (Va).
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VETA: Vlastnosti symetrickych a antisymetrickych tenzorii

UvaZujme o tenzorech prostoru 7;0(V,7) (&ist& kovariantni tenzory g-tého
¥adu). Plati

> pro 7 e SH(V,) je Symr =T, pro o € /\Z(Vn) je Alto = o,

» zobrazeni Sym a Alt jsou projekce, tj. Sym o Sym = Sym,
Alt o Alt = Alt,

» Symo Alt = Alt o Sym = O’Tqﬂ(vn).

Je-li tedy tenzor jiZz symetricky, resp. antisymetricky, dalsi symetrizace,
resp. antisymetrizace, jej nezméni. Véta také ukazuje vyznam faktoru %
ve vyrazech pro symetrizaci a antisymetrizaci. Kdyby tento faktor v
definici chybél, rovnosti v prvni odrdZce by neplatily. Stejné vlastnosti
plati pro symetrizaci a antisymetrizaci kontravariantnich tenzord. V
pfipad& obecnych tenzor(, tj. typu (p, q), lze nezdvisle provadét
symetrizaci a antisymetrizaci jak v kovektorovych, tak ve vektorovych

argumentech.
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Uvedeme typické pFiklady symetrickych a antisymetrickych tenzori s
fyzikalnim vyznamem.

PRIKLAD: Metricky tenzor

O metrickém tenzoru jsme se uz stru¢né zminili v dvodu. Obecné se
jednd o veli¢inu, kterd umoZiiuje ,,mé&fit vzdalenosti“ v prostorech daného
typu. Ndzorné bychom v pt¥ipadé& vektorovych prostorii, také mohli hovofit
o ,odlehlosti vektori*. Obecn& je kovariantni metrika na V), regularni
symetricky kovariantni tenzor druhého ¥adu g € S9(V,), tj.

1) g(a, b) = g(b, a) pro libovolné vektory a, b € V,,

2) g(a, a) # 0 pro libovolny nenulovy vektor a € V,,, a
g(OVn, OV,,) =0.

P¥i vyjadfeni v bazich a ve slozkach
g :g/jei®eja 8ji = 8ij» g(a? b) :gijaiﬁj7 1 < ’a./g n,

p¥itemZ matice G = (gj) je reguldrni.

Linedrni a multilinearni algebra Téma 9: Tenzory



Slozkové vyjid¥eni metriky jako funkce sloZek jejich vektorovych
argument( m3 tvar kvadratické formy (viz Algebra 5). Euklidovskd
metrika je pozitivné definitni kvadratickou formou, Minkowského metrika
je indefinitni kvadratickd forma.

KdyZ do dvah vloZime trochu analyzy, miZeme zjistit, jak bude
euklidovska metrika

g=eRe+ee+efReé

fungovat t¥eba na kulové plose. Sférické soufadnice bodu X ~ (x, y, z)

—
mUZeme chdpat jako slozky vektoru a = OX. Sférické soufadnice tohoto
bodu jsou X ~ (r, 9, ¢), kde

x =rsindcosyp, y=rsindsing, z = rcosd.

Bazi v tomto bodé tvofi te¢né vektory k soufadnicovym k¥ivkam, tj.
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& ~ (sindcosy, sindsinp, cosd),
ey ~ (rcosdcosp, rcosdsing, —rsind),
& ~ (—rsindsing, rsindcosyp, 0).

Slozky t&chto vektori tvofi fadky matice prechodu (e, ey, e,) —
(&, &9, &,) v daném bodg&. Pro dudini bazi (&', &, &) plati

e = (sindcosy)e& + (rcostcosyp) &’ + (—rsindsiny)e&®,
e’ = (sindsing)& + (rcosdsing) &’ + (rsinv cosp) &¥,
e’ = (cos®)& + (—rsinv)é’.

N

Dosazenim do vyrazu pro g (provedte jako dal¥i (kol) dostaneme
g=¢&®é& +re' @&’ + r’sin®¥ e’ @ &v.

Na kulové plo%e K o poloméru R je soufadnice r = R konstantni, takZe
bazi tvofi dva vektory &’ a &°. Metrika indukovand na (dvojrozm&rné)
plose K (trojrozmérnou) euklidovskou metrikou je

g = R?& ® & + R%*sin® 9 &% @ &”.

Linedrni a multilinearni algebra Téma 9: Tenzory



i

PRIKLAD: Kontravariantni metrika, ,cviceni* s indexy

Kontravariantni metrikou odvozenou od kovariantni metriky

g = gje' ® ¢ rozumime tenzor § € S3(V,), & = g & ® e, kde matice
(g¥) a (gj), 1 <, j < n, jsou navzdjem inverzni a baze (e!, ..., e") je
dudlni k bazi (ey, ..., e,). Proved me form3Ini operace (s vyuZitim pravé
uvedené souvislosti matic (g¥) a (gj;) a symetrie tenzoru g):

(g%e") e =(g"gu) g’ =d/g" =g’ = g7,

(gikgi) 8" = g (g18"") = g (g18™) = gid} = gj.
Tim jsme ukazali p¥iklad tzv. zvedani a sniZzovani indexti pomoci metriky.

Tyto operace Ize zobecnit a z tenzord daného ¥adu typu (p, q) vytvéret
tenzory tého? ¥adu, obecné typu (p+r,g—r), —p<r <gq.

UKOL: Necht 7 € T2(V,). Ov&Fenim transformagnich vztahii dokaZte, Ze pro
veli¢iny ¥ a 7' o slozkach

7‘,]‘ = gik&jl Tk/, (7_/)/’: = g,-kaj p|atf T e 762(\/,,), 7'/ € 711(\/”).

Formulujte a ¥eSte dalsi takové (koly pro tenzory 2. ¥adu, tvahy zobecnéte.
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PRIKLAD: Tenzor elektromagnetického pole

Svétlo je elekromagnetické vin&ni a jeho rychlost ve vakuu je zdrovefi
mezni rychlosti pro pfenos hmoty, energie a signalu. Musime pracovat ve
Ety¥rozmérném Easoprostoru Vs Minkowského metrikou
g=gupe*®e’, 0<a, <3, diagg = (1, -1, -1, —1) (viz Uvod).
Pro vektory A ~ (A%, AL, A2 A3) = (A°, A), tzv. ¢tyFvektory, plati

1 0 0 0 A°
_ (A0 Al a2 43 0 -1 0 O A |
0 0 0 -1 A3

— (A0)2 _ (A1)2 _ (A2)2 _ (A3)2.
Tento vyraz je invariantni p¥i Lorentzové transformaci. Veli¢inu

A=A, e® = (gapA’) e™ ~ (Ao, A1, Ag, Az) = (A%, —Al, —A% —A%),

A € V; ve fyzice znatime A ~ (Ay, —A) = (A%, —A) (i kdy? se toto
+historické" znateni pon&kud vymykd dosavadni logické symbolice).
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Tenzor elektromagnetického pole zavedeme, budeme-li zkoumat
pohybovou rovnici nabité &astice v elektromagnetlckem poli o elektrické
intenzité E = E(t, 7) a magnetické indukci B = B(t, 7),

ct ~ (x0), P (xL, 52, X3),

T NN A o
P = qE + q(V x B), E——gmdqb—a7 B =rot A,

kde ¢(t, 7), resp. A(t, ) je skaldrni, resp. vektorovy potencial
elektromagnetického pole. Zavadime tzv. &tyfpotencidl A ~ (c~1¢p, —A)
a definujeme antisymetrické vyrazy

0As  OAq

Fas = Gxa ~ axB”

které se, jak lze ukazat, transformuji jako slozky antisymetrického
kovariantniho tenzoru druhého ¥adu.
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Zapisujeme je do matice

0 c1EY ¢71E?2 1E3

Eo| -t o -B B
> B* 0 B!
- 0

Velitina F = Foge® ® e se nazyva tenzor elektromagnetického pole.

UKOL: Ukazte, e pro A € V4 (prvek Minkowského &asoprostoru),
A~ (clo, Aj spliiuje velitina F transformagni vztahy pro tenzory typu (0, 2),
tj. F e /\2(V4). Pomoci operace zvednuti indexii Minkowského metrikou g
zapiste do matice slozky F®* = g®7gP F_ s odpovidajici velitiny F. Déle
provéfte, Ze pro tenzor elektromagnetického pole plati

OF, OF,s  OFg

ay Ba _ < 3 <
OxP o Ox“ - Ox7 0, 0sa, <3
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Abychom dospéli k souvislosti tenzoru elektromagnetického pole s
pohybovou rovnici nabité &astice v tomto poli, potfebujeme jest& pojem
CtyFrychlost a ¢tyfhybnost. Uvédomme si, Ze v &asoprostoru s
Minkowského metrikou je invariantem Easoprostorovy interval (viz Uvod).
Jeho infinitesimalni tvar je

ds = /c2(dt)? — (dx)? — (dy)? — (dz)? =

dx\? dy 2 dz\?
1- (& i &Y car
() () () ] e
nebo p¥i zapisu (ct, x, y, z) = (x°, x}, x?, x3)

dx1\? dx2\? dx3\? 0
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Vyraz

dx\? dy 2 dz\?
2 _ (94X e =
#= () + (&) + (&)

je Ctverec rychlosti ¢astice. Dostavame

f—dt_c\/ﬁdt =Y —

ds=cy/1 c
dﬁ dp ds dp

= c/1- 32
At ds dt B

Pozor! Nesplette si index 3 s pravé zavedenym faktorem S.

CtyFrychlost a Etyfhybnost &astice definujeme vztahy

. 1 %
e o ) = <¢1_52’ C\/1_52>’

p=mcu, i~ (up, —), p= mci.
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Relativistickd pohybové rovnice &astice ma potom tvar

du,
mc—2 = gF,
“as 7 pu’.

UKOL: P¥imym vypottem (dosazenim do vychozi pohybové rovnice) odvod'te
relativistickou pohybovou rovici nabité ¢3stice.
PRIKLAD: Tenzor energie-hybnosti

Tenzor energie-hybnosti je zavadén jako symetricky kontravariantn{
tenzor na prostoru V4 s Minkowského metrikou takto:

1 1
T = (gyaFMFﬁé + 4g“ﬂFw5F75> L 0<a,8,7.5<3,

kde o je magnetickd permeabilita vakua. Je to elegantni tenzorovy
zapis, ale neni z n&j vidét souvislost s , klasickymi” trojrozmé&rnymi
charakteristikami pole EaB.
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UKOL: Zapiste do matice 4 x 4 slozky tenzoru energie-hybnosti pomoci slozek
veli¢in

w= = (aéﬂﬂié?), s-Llgx B ~ (S, §%, %)
lo

kde w je hustota energie elektromagnetického pole, §je Poyntingliv vektor
(me&Fi tok elektromagnetického pole) a o je Maxwelliv tenzor napéti.

P¥i vypo&tech pozor na dolni a horni p(zlohu indexﬁ_; Tak t¥eba
B~ (B B)=(B° B', B B%), ale B~ (By, —B) = (Bo, B1, Bz, Bs),
B = g.5B”. Nakonec by vam mélo vyjit

w cist 1s? 1g3
—1cl
r—| ¢ S o1 012 013
- —152
c o012 022 023
~1¢3
c 'S 013 023 033

/.

UZ vé&Fite, Ze tenzory jsou ve fyzice viude?
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Vnéjsi soudin, objemovy element

Vnégjsi soulin je v podstaté antisymetrizovany tenzorovy soudin. Motivace
je nasledujici: M&me dva antisymetrické tenzory 7 € /\Z(Vn) a

o€ /\S(V,,). Jejich tenzorovy soutin 7 ® o € T2, (V) obecn& neni
antisymetricky — antisymetrie je zaruéena pouze v prvnich g vektorovych
argumentech a poslednich s vektorovych argumentech, ale zdména
argumentu z prvni g-tice a druhé s-tice neni nijak specifikovdna. Obecn&
jetedyprol <i<gag+1<;<qg+s

TQo(a1, ..., @iy ey jy -vny Agts) =
(a1, ..., ai, ..., ag) - 0(ag4+1, -+, aj, ..., Agys) F
#—7(at, ..., aj, ..., aq) - 0(ag41, ---+dj, .., Agts) =
—T®o0(at, ..., djy, --vy Ajy .., Agts)-

Tenzorovy soudin 7 ® o je tfeba je$té antisymetrizovat.
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DEFINICE: Vnégjsi soutin
Necht T € /\ (Vhw)aoe /\ (V). Vn&jsim soucinem tenzorli T a o
rozumime tenzor

TNO = (q+s)

Alt (7 ® o).

VETA: Vlastnosti vn&jsiho soudinu

Necht 71, 72, 7 € AS(Va), 01, 02, 0 € AJ(Va), x € Ao(Va), jsou
libovolné tenzory a a, B € R libovolné skalary. Pak plati

> (at) Ao =7A(ac) = a(r ANo),

v

(ami 4+ Bm)No=a(rnn Ao)+ B(m Ao),

v

7 N (aoy + for) = a1t A o) + B(7 A 02),
TAo=(-1)%*c AT,

v

v

(tAo)Ax=7A(cAX), plBeme T Ao Ax.
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PRIKLAD: Na argumentech a; = a}el +--t+afe,eV,a

ay = ale; +...+ aje, € V, vypotteme dva vyrazy utvotené z prvki
dudlni baze (e!, ..., e"), indukované zvolenou bazi (ey, ..., e,) prostoru
Vi, konkrétng e! Ae? a $(e? ® &2 — e? @ el):

1

1
5(e1 ®e* —e*®e')(ar, @) ==

2(61(31) e’(a;) — €*(a1) '(a2)) =

1
- Sedod — adad),
1+1
el N e*(ar, @) = ( 1—:—“) Alt (¢! ® €?)(ay, a2) =
1
=21 —[(e' ® e*)(a1, a2) — (e' ® €*)(az, a1)] = aja3 — azal.

21
Plati e? Ne’? =el @ e®> — e’ ®@el, obecné el Nel = ' @ el — e @ €.
Tenzory e’ A e jsou dvojnasobky prvkii bize prostoru /\2( »), S NiZ jsme
pracovali na str. 57 a 58.
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Soubor {e' A e/}, 1 < i< j<n,je jak vyplyvd z predchoziho zavéru,
rovn&% bazi v podprostoru /\g(V,,). Tato baze se pouZiva nejcastdji, také
p¥i ni zlstaneme. Nerovnost i < j ov8em komplikuje pouZiti Einsteinovy
s¢itaci symboliky. Tenzor 7 by v takové bazi mél byt zapsan takto:

T = Z ?Uei/\ej,

1<i<j<n

vinovka odlisi slozky p¥i riiznych zapisech. Tento zapis naptiklad obsahuje
¢len T1o et A €2, nikoli vak uZ &len 721 €2 A el. Einsteinovy symboliky se
v8ak neradi vzddvdme. Zapis T = 7 €’ A €/ znamend, Ze sitaci indexy i a
j nabyvaji vSech hodnot od jedné do n, vyraz tedy obsahuje s¢itance

Tio el A e? i 1 e A el. Protoze podle posledni véty je

e? N el = —el A €2, plati

7112:(7'12—7'21) > 71,:]':7',:]'—7}',' proi<j.
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ProtoZe hodnoty 7j; a 7j; pro i < j tvofi jednu nezdvislou slozku 7y,
klademe 7j; = —7j;, pak 7jj = 27j; = —27j. Standardn{ zapis tenzoru 7 ma

tedy tvar
T=mTje Née, kde T; = —7y.

Vycislime je$té tenzor T na prvcich baze e; a e; pro pevné zvolené indexy
i a j (kdo si chce vypotet usnadnit, miZe tfeba zvolit i =1, j = 2):

2!
T(e;, ej) = Ty e A e'(e;, ej) = Ty - ﬁAlt ek ® e'(e,-, ej) =

2! 1
T o (€4 ele) —ef(e) €'(e) =
= a(070) — 0f0)) = 75 — ;i = 27 = 2

AZ na faktor 2 dostdvdme vycislenim tenzoru na prvcich baze defini¢niho
oboru V,, x V), odpovidajici slozku v indukované bazi tenzorového

prostoru.
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VETA: Béze v prostoru /\g(Vn)
Soubor _ _
{e" AN ..o NEY) 1<h < - <ig<n,
je baze v podprostoru /\g(V,,) C T2(Va).
Alternativni zapisy ve slozkdch:

T = E ’72,'1...,'(7 e"N...Ne",
1<h<..<ig<n

_ i i — o
T =Tiig€ N N9, T, = SIBNO - To(iy)-0(iy)s

aﬂlmiq =signo - To(ir)--o(iy) Pro 1<ih< - < iq <n.

Analogicky miZeme uvaZovat o tenzorech symetrickych (a
symetrizovaném soutinu), a také o symetrickych a antisymetrickych
tenzorech &ist& kontravariantnich — dvahy jsou to velmi podobné.
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PRIKLAD: Vektorovy podprostor /\ (V,) je jednorozmérny, nebot
(Z) = 1. Jediny prvek jeho baze podle pfedchozi véty je

w=e'A ... e Vytislime jej na vektorovych argumentech

ai, ...,an € Vo, ai=cdle;

e'A ... Near, ..., an) -a7(M = det (o),

I
2
(B
=
S
L
A

kde 1 < i, j < n. Antisymetricky tenzor e! A ... A e" p¥ifazuje n
vektorovym argumentdim determinant utvofeny z jejich sloZzek v bazi
(e1, ..., en). Jestlize je v prostoru V,, zaveden skaldrni soutin a bize
(e1, ..., en) je vzhledem k n&mu ortonormalni, pak absolutni hodnota
tohoto determinantu pfedstavuje n-rozmé&rny objem obecného
rovnobé&Znosténu s hranami tvofenymi vektory as, ..., a,. Proto se
tenzor el A ... A e" nazyva objemovy element prostoru V,,.
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