1 Uloha - rieSenie
Napisme pohybovi rovnicu pre j-ty atéom

2,
d*z;

Jrmegy = K —zj-1) - K(zj — 2j41) (1)

Potencidlna energia systému je dand nasledovne
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U(l’l,xg,...,x]v) = iK Z(x] —l'j_l)z. (2)
j=1
Dalej prepisme pohybovu rovnico ako
d?x; ou
ms = “ow; —K(xj —zj1) — K(zj — 2j41) (3)
1.1 Upevnené konce linearneho retiazku
d2ZL‘j
a2 = K- zim) - Kz - @j1) = K(2j-1 — 25 + 2541) pre 20 =2an4+1 =0
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J—ty:m dtQJ =K(xj_1 —xj +xj41)
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N—-1:m gi\; ! =K(zn_—2—2xN-_1+N)
dZay

N : M- = K(xy-1—2zny+2n41) = K(zn—1 — zN)

Nasledujtce rovnice vedu na systém obycajnych diferencialnych rovnic, ktory mé nasledujtci maticovy
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Pozadujeme harmonické rieSenia tejto sustavy v tvare

x(t) = e exp[—iwt]. (5)



Dosadenim vyssie predpokladaného riesenia dostaneme
IX e expl it
m—s = —Mmw-e exp[—iw
at? P
—mw?e exp|[—iwt] = —Ke exp[—iwt]
mw’e = Ke
(K —mw?l)e =0
Vidime, ze problém skonvergoval k ndjdeniu vlastnych ¢isel a vlastnych hodnét matice K. RieSenie je
mozné diskutovat vzhladom k charakteru najdenych vlastnych hodn6t. Obecné riesenie je dané ako E|

N N
x(t) = Z exRe[C) exp(—iwt)] = ... = Z exRe[A) cos(wyt) + By sin(wyt)] (6)
=1 =1

1.2 VolIné konce
Opét zapiseme potencidlnu energiu takéhoto retiazku ako

Ux) = %K[(ml —29)? + (z2 — 23)* + ...+ (zy_1 — zN)?] (7)

1.3 Upevnené konce linearneho retiazku
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d%x
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Maticovo zapisané ako

'Kroky medzi rovnostami st nechané na riesitelovi aby si zopakoval pracu s goniometrickymi funkciami



kde K je dané ako

K —-K 0 . 0
-K 2K K 0 . 0
- 0 —-K 2K -K 0 0
K= 0 0 0 . . . 0 (9)
0 0 . . —K 2K -K
0 0 0 . . —-K K

Opét uvazujeme harmonické riesenie tohoto systému,

N
x(t) = Z e Re[C) exp(—iwt)],
A=1

a teda riesenie sa redukuje na najdenie vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov takéhoto retiazku v tvare

(K — mw?I)e = 0. (10)



1.4 Periodické okrajové podmienky

Okrajovi podmienku zadavame v tvare zy1(t) = z1(t). Opéat aplikujeme vypocet pomocou poten-
cidlnej energie

1 N+1
Ux) =5 > (21— z)".
§=2
d2
1: mﬁ? =—K(z1 —x2) + K(zy — x1)
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Maticovo zapisané ako
d?x A
kde K je dané ako
2K —K O . . . —-K
-K 2K K 0 . . 0
- 0 —-K 2K -K 0 0
K= 0 0 0 . . . 0 (12)
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Opét uvazujeme harmonické riesenie tohoto systému,
N
x(t) = Z exRe[C) exp(—iwt)],
A=1

a teda riesenie sa redukuje na najdenie vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov takéhoto retiazku v tvare

(K — mw?I)e = 0. (13)



2 Zaver

e Pre pevné konce retiazku dostaneme N vlastnych hodnét a N prislusnych vlastnych vektorov.
Taktto situdciu nazyvame normalové mody. Ststava je nedegenerovana.

e VolIné konce. Riesenim vlastného problému dostaneme opéat N vlastnych hodnét ale najnizsiafg-
rekvencia, ktori dostaneme je wi; = 0, tato frekvencia zodpoveda translacnému pohybu celého
retiazka.

e Periodické okrajove podmienky. Obdobne rieSenim vlastného problému ziskame vlastné frek-

eV Ve

zodpoveda translaénému pohybu retiazku. Narozdiel od vyssie uvedenych pripadov dostavame
dvojnasobni degeneraciu, a to vdaka tvaru matice tohoto systému.

2.1 Grafické zobrazenie vysledkov
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Obr. 1: Graf vlastnej frekvencie na poradi atému v retiazku. Okrajovd podmienka pre pevné konce
retiazku.
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Obr. 2: Graf vlastnej frekvencie na poradi atému v retiazku. Okrajovd podmienka pre volné konce.
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Obr. 3: Graf vlastnej frekvencie na poradi atému v retiazku. Okrajova podmienka periodické okrajové
podmienky.
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