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Shrnuti

Diskrétni spektrum:

Vazané stavy se vyskytuji vzdy, pokud ¢astice nemdze uniknout do nekoneéna. Cili €astice je uvéznéna/vazana v omezeném prostoru,
Pohyb Castice je tzv. limitni. V takovém pripadé jsou feSeni SR pouze ta diskrétni. Toto plati napt. pro harmonicky oscilator i
nekonecnou potencidlovou jamu. Jejich vinové funkce jsou kone¢né/nulové pro x jdouci do +- nekonecna. Tyto stavy pak maji energie
mensi nez dany potencial.

Kontinualni spektrum:

Nevazané, Cili volné stavy nastavaji, pokud neni pohyb ¢astice potencidlem omezen/vazan - typicky jde tfeba o volnou ¢astici. Pohyb
takové castice je infinitni.

Re3eni 1D probléma: R reflected current density | ' reflected I Jiransmitted
* Rozdélime x-ovy 1D prostor do vyznaénych interval( | incident current density | | Jipcidenr | | Jincident
* ZapiSeme Schrodingerovu rovnici a vyfeSime ji pro dané intervaly
* Aplikujeme fyzikdlni intuici, standardni podminky na vinové funkce, a feseni specifikujeme
* Normalizujeme vinové funkce )

g . , , . N vw 4 et ih dyrF(x) dyi(x)
* Aplikujeme okrajové podminky (podminky spojitosti) a feSeni dale specifikujeme Tincident = E. (1//,- () C; - l//,-*(x)d—)
* Spocitame koeficient reflexe i transmise, pokud bylo v zadani " * *
Redeni pro harmonicky osciltor: E, = (n + %) hao (n=0,1,2,3, ...).
Regenim SR pro periodicky potencidl je pasova struktura: Yy v

Energy (in units of hv0)




Moment hybnosti

V predchozich prednaskach jsme se zabyvali 1D problémy z kvantové teorie. Logickym dalSim krokem je feseni problému v 3D, jako
napriklad atom vodiku, ovsem k tomu je zapotrebi pochopeni momentu hybnosti a prace s nim.

Moment hybnosti je zapotiebi hlavné k pochopeni pohybu v centrdlnim, kulové symetrickém potencialovém poli, ViF)y=V(r),
nebot z(stava zachovan — je integralem pohybu. Vzpomenme, jiz Bohriv model atomu byl zaloZen na kvantifikaci momentu hybnosti.
Moment hybnosti je tak zdsadnim pro popis pohybu elektronl v atomech, rotaci molekul a jadernych systémech.

Klasické mechanika definuje moment hybnosti jako: [, = 7 X ﬁ — (ypz — Zpy)i + (pr — xpz)j + (xpv — ypx)k_

Jak uz vlastné vime, Ize jej prepsat pro kvantovou mechaniku pouzitim operdtordt R a P = —ihV:
L=RxP=—-ihRxV.
b
V kartézskych soufadnicich tedy: &f{/ef;}\%
o G ““w?%s?’“y
Ly=YP, —ZP, = —ih|Y— — Z7—), e/
0z ay

>

>



Moment hybnosti

A~ A A

Uvédomme si, ze jak komponenty L, Ly, L -, taki mocnina momentu nadruhou [, = Li + L
jsou operatory Hermiteovské.

Protoze X, Y, /  vzijemné komutuji a Px, Py, sz také, a protoze [Xa Px] - ”’7: [Y’ Py] = lh’ [Z’ Z] = lh’

Pak mlizeme psat:

A

[Ly,L,] = [YP,—7ZP,, 7P, — XP;]
(Y P, 2P = [V Py, X P = [ 2Py, 2] + [ 2P, X P,
Y[P.. Z)P + X[Z, PP, = in(XP, — Y )

= ihL..

Jmenovité tedy: ¥, I,;

A ~

b =inle, by bl =inle, (e Bdl=inky.| ws‘y
o

Slozky momentu hybnosti tedy nekomutuji a nejsou soucasné méfitelné.

Vyse uvedené plati pro operatory které jsou odvozeny ze souradnicové reprezentace, ovsem plati pro jakoukoliv, jak uz vime. V dalsim
vykladu se budeme soustiedit na praci s momentem hybnosti bez vztahu k reprezentacim.

A

Uvazujme nyni obecné operator momentu hybnosti J , ktery je definovan nasledujicimi (identickymi, viz vys$e) relacemi:

e, Sy =ihde, [y, el =ihdy,  [Jo o] =ik,

Druha mocnina: J° = sz + jf + jzz, ovsem s jednotlivymi slozkami komutuje: [JZ, jk] = 0, aje dobré si uvédomit, Zze vsechny
Ctyri operatory jsou Hermiteovské, jejich vlastni hodnoty jsou redlné.



Moment hybnosti - vlastni hodnoty

A

Protote J2 komutuje s kazdou komponentou ./, Jy a J, ,ale komponenty vzajemné nekomutuji, vezméme vztah kvadratu
a komponenty jz a uvazujme jejich vlastni stavy (které jsou sdilené) a vlastni hodnoty.

Oznaéme sdilené vlastni stavy: | a, ﬂ) a sdilené vlastni hodnoty hito a hp , nasledujicim zptsobem:
T la, p) = Wala, ),
J2|a5 ﬁ) - hﬁlaa )8>

Redukovana Planckova konstanta je zde uvedena pro bezrozmérnost vlastnich stav(.
Planckova konstanta ma rozmér momentu hybnosti, a tedy: [#2] = energy x time. UvaZzujme také, Ze tyto sdilené vlastni stavy jsou

Ortogonélnl': ((;(/J ﬂ’ | a, ﬂ} = af’aé/)l/’ﬂ_

Vlastni hodnoty mlGzeme ziskat vypoctem pomoci dvou operatord, podobné jako pro harmonicky oscilator, které zvysuji ¢i snizuji stav
systému, tyto operatory jsou ndsleduijici: Ji = J £l

Vypocet vede na: o Ve vysledku tedy: . .
m=p3 o=j(j+1). —j <m < j.

Tato kvantova Cisla znate jiz z mikrosvéta, celkové tedy:

TN jmy=0jG+ 1) j,my a J|j, m)=hm]|j, m),

Vratime se k tomuto vypoctu pfi feSeni momentu hybnosti v centrdlnim poli...



3D problematika

Nyni se budeme zabyvat s problémy v 3D prostoru. Provedeme nékolik vypoctl pro kartézské sourfadnice, abychom pak presli k
prostoru popsanému sférickymi souradnicemi.

V 3D kartézském prostoru pouze generalizujeme nase predeslé vypocty k porozuméni redlnéjsich situaci. Na rozdil od 1D problém{, v
3D jiZz budou vysledné stavy degenerované — coz nastdva, kdyzZ uvazovany potencial vykazuje symetrii.

Obecny postup je nasledujici: nejdfive budeme separovat proménné.

Casové zavisla SR ve 3D pro ¢&astici bez spinu o hmotnosti m vypadd nasledovné:

h? ~
—2—V2‘P(X,y,2,l‘) + V(x: Y, Z, t)‘P(_X‘,y,Z) =in
m

oV(x,y,z, 1)
ot ’

Kde operator V2 je Laplacian definovany nasledovné: V2 = 8% Jox? 4 8% /0y? 4 8% /0z%.  Pro Easové nezdvisly potencial V je
feSenim nasledujici vinova funkce, jak uz jsme si ukazali:

Y, y,2,0) = y(x,y,2e 0,
Kde w(x,y,Zz) jetedeni tasové nezavislé SR: - ~
—%sz/(x,y,z) + V(x,y,z)t//(x,y,z) - Ey/(x,y,z),

Kterou zname ve tvaru: ﬁvj =FEy.

Obecné feseni této rovnice je narocné, ovsem pro pripad, kdy mizeme rozdélit potencial do souctu tfi nezavislych ¢len(:
V(X, ya Z) - Vx(x) _I_ V(y) + VZ(Z)a
Y

mulzeme pouzit techniku separace proménnych. Tedy rozdélime SR do tfi nezavislych 1D SR rovnic:

|+ + 1| w0, 2) = Eyxopa2),



3D problematika

V této rovnici pak jednotlivé ¢leny miZeme zapsat nasledovné (pro vSechny prostorové slozky):

A protozZe jsme rozdélili potencidl do tfi ¢lent, mizeme vyslednou vinovou funkci zapsat nasledovné:

y(x,y,2) = X(x)Y () Z(2).

Vlozenim tohoto predpokladaného feseni do pivodni 3D SR pak:

.,
2 1dx B2 142y Lo
e - v, i il v, N
2de2+ el 2m Yd2+ ) 1’57
h? 1d*z V) -
—— Z _
2m 7 dz2 z

A jako vzdy pfi separaci proménnych: kazdy vyraz v hranatych zavorkdach je vidy zavisly jen na jedné prostorové proménné. A protoze
cely vyraz je roven energii E, pak kazda hranata zdvorka je rovna sloZce energie, napr.:

i d
|: T 22 + ¥ (x)j| X(x) = Ex X(x).

Ve vysledku: Ey + E, + E, = E.

V nasledujicim vykladu si tak zobecnime nékteré dfive uvazované 1D pfipady.



3D problematika

Pripad volné castice:

Pro tento pfipad je potencidl pro viechny slozky v prostoru nulovy a tedy pro x-ovou slozku mizZeme psat:

d? X (x)
a2 _kiX(x)a
Kde k% = szx/}?l2 atedy £, = hzkg/(Zm)_ Normalizované feseni jsou planarniviny: X (x) = ;eik’f"_

V2m

Vyjdeme-li z predchozich vztah(i pro obecné 3D problémy, pak:
I//;(‘(X, y, Z) — (27{)—3/2eikxxeikvyeszz _ (27[)—3/261'1(-1”,
Celkova energie pak je: >

h h
E=E.+FE,+E _——(k2+k2.+k2) =
* Y 2m \ Y Y F 2m

—

k2.

Pficemz plati:

|]?T| = \/k% + k12 + k2 = constant

A protoze, celkovy pocet moznych orientaci vysledného vinového vektoru pro danou velikost je nekoneclny, tak i energie této c¢astice je
nekonecné degenerovana.

Celkové fedeni, i s asové zavislym faktorem, je pak: l{]fc(?’ 1) =y (;)e—ifvf - (27[)—3/261(76'?7—@0 (w= E/h)



3D problematika

Pripad volné castice:

Uvedend vinova funkce Yoo w(F)e ' = (27r)_3/2ei(k'r_wf)

samoziejmé neni normalizovatelnd na
jednicku, ale na delta funkci:

¥ G, ¥ F, 1) dr = f vl O ) d’r = @n)7 f CR e = s -,

Coz v Diracové symbolice mlizeme napsat jako:

(P (D1 (0)) = (yplyy) = ok — k).

Normalizovatelnou vinovou funkci ¢astice, kterou lze popsat v limité i klasicky pfipad jsme si jiz dfive uvadéli ve formé vinového
klubka, pro 3D ptipad zde tedy:

WE ) = Qr) 2 | AR, OPG 0Pk = Qo) Y2 | Ak, e ETo0 B,
k

Kde A(l_é, {) je Fourierova transformace (r, ) : -
Ak, 1) = Qr)™3/? / UG e Y,
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Pripad pravouhlé dutiny:

Uvazujme opét ¢astici beze spinu o hmotnosti m uvéznénou v pravouhlém potencidlu tvaru:

0,
ren )= { 0, jinde

Pro 1D jej mlZeme prfepsat pomoci V' (x, v, z) = Vi (x) + Vy(y) + Vz(2), jako:
A pro ostatni souradnice obdobné (jako nekonecna jama).

VInova funkce musi byt nulova na hranicich dutiny a my jiz vime, Ze feSeni bude:

e - . : hn?
S odpovidajicimi vlastnimi hodnotami energie: £, = ﬁni
' ma

Vx(x) = {

0<x<a, 0<y<bh 0<z<ec,

0,
o0

b

—X

3D problematika

0<x <a,
jinde

w3

X(x) = \/gsin (n;

), ne=1,2,3,...,

oy . v, , . . o . 8
Muazeme pokracovat v feSeni dle obecného predpisu dfive a ziskdme: Wnenon. (X, ¥,2) = /T sin(
T abc

y) sin (HZTEZ) ,

Pro symetrickou krychlovou dutinu, kde @ = b =c¢ = L:

hir?
2T OmL2

2 2 2
Enxn.‘:n (nx—l-?’ly—Fnz), nx5 n}/, nZ:l,2,3,....

nym . Ny
—x) sin (—
a b
2.2 2 2 2
gm0y
T om \Na2 B2 2 )
A
"} S,
N,
\”\?,(2?"’»
"“%,.'?Iv/i".?
S




3D problematika

Pripad krychlové dutiny:

2.2
Pokud k izujeme Ffedeni: | £ —hjr(nz—i—nQ—l—nz) Ny, Ny, N; =1,2,3
okud konkretizujeme reseni: Nylyhz = 2 ¥ z)s xs By, Nz = 1,2,3,....
Pro zékladni stav, kdy n, = n, = n, = 1, pak: 3712k
’ Evl = —— =3E;
2mlL?2 ’

Kde energie E1 = m2h?/(2mL?) e energie zékladniho stavu v 1D potencialu. Cili pro 3D potencidlovou krychli je zékladni stav
energeticky trikrat vyssi, to souvisi s omezenim castice pravé ve vsech tfech dimenzich.

Prvni excitovany stav maze mit tfi rizné sady kvantovych &isel (ny, 1y, n,) = (2,1, 1), (1,2,1),(1,1,2) odpovidajici ttem réiznym

stavim y211(x, ¥, 2), wi121(x, ¥,2), a wi2(x,y,2),  kde: 3 r - -
Y211 (.X', v, Z) = F sin (TX) sin (Ey) sin (ZZ) ;

242
Podobné je to pro ostatni kombinace. Uvédomme si, Ze vSechny tyto stavy maji stejnou energii: Frjl = Eppy = E11p =6 wh = 6F,
L2 '

Rikdme tedy, Ze tato vlastni hodnota energie je tfikrat degenerovand. Toto se nedé&je v 1D piipadech, ani v 3D piipadu nesymetrického
potencidlu, jako pro obecny pravouhly potencial dfive. Druhy excitovany stav je také ttikrat degenerovany se tfemi vinovymi funkcemi

senergii: FEy| = Expp = E1n =9E]. Energetické spektrum je uvedeno v nasledujici tabulce, kde g, = ;;iz
Enxn_1.-n_-/E1 (nx: Ry, nz) n
3 (111) 1
6 (211), (121), (112) 3
9 (221), (212), (122) 3
11 (311), (131), (113) 3
12 (222) 1
14 (321), (312),(231), (213), (132), (123) 6

11



3D problematika

Pripad harmonického oscilatoru:

Zacnéme s pripadem anisotropického oscilatoru, bez symetrie. Uvazuime tedy ndsledujici potencial:
V(E, $,2) = %mmﬁf(z pe %mw}%f’z -+ %ma}gzz.
SR se pak déli na slozky, podobné jako dfive:
h? de(x)
“2m dx?
Vlastni hodnoty energie pak m{izeme vyjadfit: zil/

-+ zma)x 2 X(x) = Ex X(x),

(},‘, e,

Ay,
4

1 1 1
Enxnyn: — Enx + Eny + En: — (nx + E) hwx + (ny + 5) hw}; + (nz + 5) ha)z,

Odpovidajici staciondrni stavy jsou pak: Wy n. (X, ¥, 2) = Xy (x) Y, (1) Z,. (2),

Kde vySe uvedené slozky jsou vinové funkce 1D harmonického oscilatoru. Tyto stavy nejsou degenerované, protoze potencial nema
symetrii. Isotropicky harmonicky oscilator Ize pak definovat dle wy = @, = @; = ®, a potom plati:

3
E??xf?_l:n_- = (nx + ny + nZ —|— E) ha}_

Kde jakakoliv stejnad suma kvantovych Cisel mize dat stav se stejnou energii, tedy degeneraci a to diky symetrii kruhové frekvence.

12
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Pripad harmonického oscilatoru:

Vlastni hodnoty energii tedy:

2

3
Enxn_vn; - (nx +ny +n; + —) ho.

Zakladni stav s energii Eooo = 3%w/2 neni degenerovany.

3D problematika

Prvni excitovany stav je tFikrat degenerovany, protoZe jsou to tFi stavy /100, Y010, Y001, které odpovidaji stejné energii SAw /2.

Lze ukazat, Ze stupen degenerace 2 n-tého excitovaného stavu, ktery je dan poctem zplsobu jak usporadat nulu a positivni celd

¢isla aby v souctu daly n, je dan:

G = 3+ D +2),

Kde samozfejmé plati: n = ny + n, + n;

V nasledujici tabulce jsou uvedeny prvni excitované stavy a jejich stuper degenerace:

n 2E, /(hw) (nynynz) &n

0 3 (000) 1

1 5 (100), (010), (001) 3

2 7 (200), (020, (002) 6
(110), (101), (011)

3 9 (300), (030), (003) 10

(210), (201), (021)
(1209, (102), (012)
(111)




3D problematika ve sférickych soufadnicich

V této Casti se vratime k momentu hybnosti a ukaZzeme si jak jej kvantovat ve 3D ve sférickych soufadnicich — coz nam dale pomUze pfi
feSeni SR pro atom vodiku — fyzikalni systém popsatelny jesté analyticky, a tedy pro nas jesté pristupny.

Pro tyto Ucely je tfeba prepsat operdtor momentu hybnosti do sférickych souradnic: z
i e (s 0 + cot 8 0 0, )
= — = — +cotfcosp— |, L
. Dy — 2Py =1 smapag W&p pilf
i a . ” ( 0 ¢ 0si o ) f:’ i
= 2P, — &P, = —th | cosp—— —cotbsinp— |, P !
¥ a6 Oy B |
R s, / i
= &Py, — UPy = —1h— > : '
Lz = py = yp. ! Ay o . :
. 1 0 3} 1 82 |
2 _ - 2 = — i 9—‘ V% A o°
LP=—1"Rop Bow= 3550 (Sm aa) * nZ0 g7 x
/
Jak jiz jsme si uvedli dfive: o
ooy H) = (L, H] = (Lo, B] =0 12, 8] = 0.
(Lo B) = (L, B = (Lo H] =0 2 (7 H)= 0. "

A A ~ 2V
Operatory L., L? a H  vzajemné komutuji, a existuje tedy spoleény systém vlastnich funkci téchto operatord. Mohli jsme vzit i
dalsi slozky jako vyznacny smér, ovsem s vybranym souradnicovym systémem nam z-osa vyhovuje nejlépe.

A A

Ne? se pustime do vodiku, budeme oviem potiebovat vytesit jinou Ulohu, totiz vlastni hodnoty/¢isla a vlastni funkce operatord L, a L

Ve sférickych souradnicich: LzX — ﬂhX a £2X — Ahzx,

2

Vzpomernme na nastin predchozich vypocta: jz la, B) = Ba | a, B) o = J(] + 1)_
T la, By = hB|a, B). m=pf

Budeme také hledat vlastni funkce X = X{(#,®) a ziskat vinovou funkci v separovaném tvaru: ¥(r,8, ) = R(r)x (8, ¢).

14
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3D problematika ve sférickych soufadnicich

A A 2
Vyjadfeme vlastni problém sz = /\hzx, pomoci L? = -thg,l,CH a Ag, = ——_16—6% (sinH—a—> + — = —a-—-
s

sinf 00

X L ay = 0.
90 +AX

A ziskdme rovnici: 1 0 Sineax) 1 82X
sin® § Op?

Separaci proménnych x(8,¢) = ©(8)®(¢) a vydélenim rovnice soutinem X = ©P ziskime:

1 d (.: pdO® d*a
sinG@(Slngd_B) 1 _d—ﬁ?’f +/\:0
© sin?g @ ' (i)

A protoZe tato rovnice musi platit pro viechny thly # a ¢, pak: 1d2®
— —— = konst.
¢ dp?
Funkce (b(sp) musi byt také jednozna&na v tom smyslu, ze nesmi zménit hodnotu pfi otogeni o Ghel 27T okolo osy z:

®(p) = (¢ + 2m).

Pro danou podminku a feSenim jednoduché dif. rovnice pak (ptiklad z cviceni):

B(p) = ——ei™e, m=0,+1,42,. ...

Vam ’

Faktor 1/v 21 plyne z normovani fce pfi integraci (I’(L,D) pres (0, 27) . Vyslednou funkci dosadime do rovnice (i) a dostaneme:

1 d 2
(smad@)— M 0410 =0,

sinf dé dé sin? 6
A provedeme substituci: £ = cos @, kde —1 < ¢ < 1. Akde pro diferencil plati: dé = —sinfdé. Adostaneme:
2
(1-€2)0" — 2¢O + (A—~ 1m§2) e =0,

Kde ¢arka znaéi derivaci vzhledem k €. Tato rovnice ma dva singularnibodyv £ = +1.
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3D problematika ve sférickych soufadnicich

Diskutujme nejdfive feSeni pro £ = 1. Pomoci substituce z = £ — 1 a po Upravé dostaneme (kde ¢arka znaci derivaci dle z):

2
oy 2:t gy . m ©=0. (i)

+
zz+2 z(z242)  z%(z+2)?
Redeni budeme hledat ve tvaru:
e =_2" (a0+a1z+a222+---).

Pro singuldrni bod ( 5 — 1, tj. 2 — 0 ) budeme uréovat koeficient v exponentu aproximovanou funkci: © = agz”.
Po dosazeni tohoto vztahu do rovnice (i) a zanedbanim ¢len( vyssiho radu nez 2772 dostaneme po Upravé:

m2
[7(7— 1) +v— T} 272 =0.

Z toho plyne: v = & E Podobné Ize postupovat i pro druhy singularni bod, dojdeme ke stejnému vysledku.

|7

00
n| |rn|
2 v=(1- 52)—‘2_'0, avje funkce ve tvaru v = zbyfu.

A tedy Fedeni (i) je tedy ve tvaru: @ = (1 — 5)%(1 + f)

2 v=0
Dosazenim tohoto feseni do rovnice (1 — £¢2)0" — 260’ + ()\ o mgz) © = 0, z pfedchozi stranky (nezapominejme,

reSime rovnici pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru kvadratu momentu hybnosti) i s funkci v, pak dostavame:
v(iv — 1)+ 2(lm|+ 1)y — A+ |m| + \m|2b
(v +2)(v +1)

Pro ¥ — 00 vidime, 7e b,42 = b,. Radav se tedy chova stejné jako geometricka fada s kvocientem !;”2 jejiz soucet je
amérny 1/(1 — £2). To oviem zméni chovani funkce © v okoli bodti & = +1 , kde by divergovala.

/e (ii)

bu+2 ==

Abychom tedy splnili pozadavky na vinovou funkci, musime predpokladat, Zze se fada v redukuje na polynom, tj. existuje k, pro néjz je

koeficient b o roven nule. Ze vztahu (i) tak plyne: k(k _ 1) n 2(Im1 N l)k a4 |m| n Imf2 _o.
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3D problematika ve sférickych soufadnicich

Z predeslého vztahu pro k, m a )\ (opét pripomenme si, Ze vychazime z rovnice f,zx = )\hzx ) je zjevné, Ze nase hledané )\
nemuZe byt libovolné, ale miZe nabyvat jen urcitych kvantovanych hodnot (kde &k = 0,1,2,....):

A= (k+ |m|)(k+ |m|+1),

Toto kvantovani opét vzeélo z podminek kladenych na vinovou funkci. Polozime-li: k + |m| = l, dostaneme vlastni ¢isla )\ v
obvyklém tvaru: A = [(l + 1), kde nové kvantové ¢islo / mize nabyvat hodnot: | = 0,1, 2,... azaroveri plati:

p=m=-l,-l+1,...,1-1,l.
Vidime tedy, Ze vlastni Cisla operatoru kvadratu momentu hybnosti a jeho z-ové komponenty L h jsou v centralnim pole
zX = piX
kvantovany.
Z matematického hlediska se ukazuje, 7e funkce © jsou pFidruzené Legendrovy polynomy (—)(5) = Pllm' (é‘), kde & = cosé.
l
Pridruzené Legendrovy polynomy lze vyjadrit pomoci obycejnych Legendrovych polynom H(g) = ~ll—'d—t (52 - 1)£ pomoci
vztahu: i ,y Lml gim| 21 dg
r— 2
™€) = (1-€) 7 3gmP(e).
Tyto polynomy nejniziho Fadu vypadaji nasledovné: Py(€) = 1, Pi(§) = &, Py(€) = 2 (3¢ -1), Ps(§) = 3 (5& — 3¢)
o , , , . 0
Pfitom plati normovaci podminka: P;(1) = 1. Ataké: P, (€) = P,(€). Py(€) = % (3561 - 30¢2 + 3).

Shrneme-li, vlastnimi funkcemi operator( kvadratu momentu hybnosti a jeho z-ové slozky jsou tzv. kulové funkce:

— Ni-ng'ml (COS g)eivrup I — |m|)!(2 + 1)

_ L
kde normovaci faktor je dan: Nim = \/

}/l'm (91 Lp) (I + |m|)4m Ve v{/sledku tedy:
) ) 7 f@g\ ™
L }/tm =h l(l + 1)}/17111 [ = 07 L, 2: .- Lz}/hn — hmiflma m = _l: v 'JZ' \«gf:{l"’
Kulové funkce tvofi Uplny ortonormalni systém — jsou bazi: ~g
2m oo m=l
/ 2 (8,0) Y1 (8, 0)sin@df de = 61 6mon, a obecnou vinovou funkei miizeme psat: ¥(6.¢) = > > cinYiu (6, ¢).
0 0 =0 m=~
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Z predeslého vztahu pro k, m a )\

3D problematika ve sférickych soufadnicich

(opét pfipomefime si, 7e vychazime z rovnice L2y = )\hzx,) je zjevné, e nae hledané A\

nemuze byt libavalné. ale mii7ze nabvvat ien urcitvch kvantovanv

h hodnot (kde k = 0,1,2,....):

m™ 27
/ (8, 0)Y1rm (8, ¢)sin@dfdy = 8 6pmumr, a
o Jo

obecnou vinovou funkci méizeme psat: ¥(8, ¢)
=0 m=~I1

= Z Z Clelm(Q

Adrien-Marie Legendre D) (k + [m| + 1),
Toto kvanto [Lezandre] nkci. Polozime-li: k + |m| = I, dostaneme viastni &isla A v
obvyklém t\ nabyvat hodnot: [ = (0,1, 2,... azaroven plati:
p=m=-l,-l+1,...,1-1,l.
Vidime tedy sti a jeho z-ové komponenty f;zx = uhx jsou v centralnim pole
kvantovany.
Z matemati né Legendrovy polynomy (—)(5) = Pllm'(g), kde £ = cosé.
1
Pfidruzené | Legendrovych polynoml P;(£) = ~ll—'d—t (52 - 1)£ pomoci
vztahu: 211 d¢
E
1
Tyto polyno [, Pi(§) =&, Pa(¢) = 5 (3¢2-1), P3(¢) = 5 (55 — 3¢)
PFitom plati €) = B(¢). Py(¢) = % (3554 — 3062 4 3).
Shrneme-li, onosti a jeho z-ové slozky jsou tzv. kulové funkce:
=]l + 1)

Yim (0, rje dan: Nien "\/ (I+ |m\)4r Ve vysledku tedy:

) ) 7 f@g\ ™

LYy = h l(l + 1)}/17111 l1=0,1,2,.. L.Yim = hmiflma m = _l: N 2 \\g,(?:;’

NG
Kulové funkce tvofi Uplny ortonormalni systém — jsou bazi: V
oo m=l

;)



Vodiku podobny atom

Jak jiz vite z fyziky mikrosvéta, tak podle klasické mechaniky by atom vodiku nemél byt stabilni. Pfi pohybu elektront kolem jader maji
tyto nenulové zrychleni a tedy by mély vyzarovat elektromagnetické zareni (LarmorQv vztah) a béhem casu kratSiho nez jedna
pikosekunda by elektron spadl na jadro. Existenci stabilnich elektronovych stavli ndm da teprve kvantova mechanika.
h2 1 Zée?
A —
2me dmeg T

Nyni budeme zkoumat stacionarni stavy vodiku podobného atomu s Hamiltonidnem: H=—
pro atom vodikua Z = 2 proion helia He™.

, kde Z =1

Predpokladame pro zacatek, ze elektron s nabojem e- a hmotnosti m se pohybuje v coulombovském poli nehybného jadra o naboji Ze.
Spin elektronu a jadra nyni neuvazujeme a k popisu pohybu pouzijeme necasovou SR.

vvev

vvvvv

vzajemnému pohybu v relativnich soufadnicich. Hamiltonidn ma pak tvar jako vyse, jen elektronovou hmotnost nahradime
redukovanou hmotnosti soustavy jadro a elektron.

Vzhledem k tomu, Ze coulombovsky potencidl jde k nule pro 7 — ©Q , je zfejmé Ze:
- staciondrni stavy pro E > 0 jsou nekvantované stavy odpovidajici spojitému spektru
-stavys £ < 0 jsou diky pfritazlivému coulombovskému potencidlu vazanymi stavy a jsou kvantované, plati ’f,/)(T) — 0 pror — o0

PFi feSeni SR s vy$e uvedenym Hamiltonidnem je vhodné poufzit sférické soufadnice 7, @ a ¢. Coulombovsky potencidl zavisi pouze
na r a jde tedy o pohyb v centralnim poli. Zjevné mizZeme pohyb klasifikovat pomoci kvantovych Cisel / (moment hybnosti na druhou) a
m (z-ova slozka momentu hybnosti), dale také pomoci kvantového Cisla n (kvantovani v radialnim sméru, které je dano

coulombovskym potencidlem): ?;’)(Ta a9, (fg) = ?,’dnlm(”"v 9, cp).

Vzhledem k faktu, Ze coulombovsky potencidl zavisi pouze na r, tak energie vazanych stavl nebudou zavislé nalam: E = F,,.

V centralnim poli uhlova ¢ast pohybu nepfispiva ke kvantovani energii. VSimnéme si, Ze pro 3D pfipad kvantujeme pomoci tfi
kvantovych disel.

18
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Vodiku podobny atom

Diskrétni spektrum atomu vodiku:

!';\""

Hamiltonian ve sférickych souradnicich ma tvar: «\f{;;*\~

i 2 [10 [ ,0 L Doy 1 ze 1L 0 (.02, 1 92 "\fj:;t;y

= — — — r— — 9! =— --'—— —_— e ——— S——smam "’J
2me |72 Or or r2 dmeg T 7 sinf 08 0f sin® @ dp?

Tento operator vytvati spolecné s [? = —h2A9,¢ as IZ; = —?Jﬁ~a—, systém tii vzajemné komutujicich operator(, tak existuje
spolecny systém/sada vlastnich funkci téchto operatord. L4
Vezmeme-li v Uvahu, Ze posledni dvé proménné nezavisi na r, pak m{izeme psat vinovou funkci v separovaném tvaru: (i)

$(r,0,0) = R()Yim (6, ),
Kde R(r) je dosud neuréend radiaini &st vinové funkce a kulové funkce Y7, (€,¢) jsou vlastni funkce operétord I?2al,,
jak jiz jsme spocitali dfive: LzYzm _ hzl(l + 1)Yzm, 1=01.2 ...
L.Yim = bmYi,, m=-l,...,L

~

Dosadime-li predpoklad (i) do ne¢asové SR s vyse uvedenym Hamiltonidnem, a vySeuvedeného stavu pro kvantovani L2 pak:

9 2
h [1g(rzd)_l(Hl)]R_LgiR:ER,

2me |2 dr dr r2 dmeg T

Kde E je vlastni hodnota energie. Redime tedy tuto jednorozmérnou Schrédingerovu rovnici s proménnou r.



Vodiku podobny atom

- 1 Z
SR pror: —i- [—1-—(1 (T2—d—) - M] R— —-—"c;R ER, sijesté ziednodusime substituci: R(r) = u(’r)-

2me |72 dr dr 74 dmeg T r
. 2 2 2
A dostaneme: R du  Rl(l+1) 1 Zé?
_ + u— —u = Bu.
2m, dr? 2mer2 dreg T
Dalsim zjednoduseni bude zavedeni bezrozmérnych délek: r kde h2 je Bohrlv polomér.
p=——, ag = 4meg 3
aB Me€ E
Ciseln& vyjadienoje ap ~ 0,0529177 X 1072 m . Energii budeme podobné vyjadiovat bezrozmémg: € = ﬁ;’
Kde jeden Rydberg je roven: Ciselné pak
jeden Rydberg | 1 & mee P 1Ry ~ 2,17991x 10718 J = 13,605 V.

- dreg 2a 327r2e§h2'

Jak se ukaze dale (a jak uz také vite z mikrosvéta), Bohrlv polomér je vzdalenost od jadra, v nizZ je nejvétsi pravdépodobnost nalézt
elektron v zdkladnim stavu atomu vodiku. Podobné Rydberg (aZ na znaménko) udéva jeho energii. Cili pro atomarni stavy jde o
pfirozené jednotky.

2u L(1
d“u E+2Z_(+1)

Dostavame se tedy k rovnici (i): = + = u =0, tuto rovnici budeme fesit podobné jako pro kvadrat
momentu hybnosti dfive. dp P P

y R : w - d%u
Ur¢ime asymptotické chovani funkce © pro r — o0, tj. p — 00. Dostdvame tak rovnici — + eu = 0, jejiz Feeni

spliujici podminku 4 — 0 pro p — oo zapiSeme: u(p) = konst e™*# kde a = /—¢ . dp
To se nam hodi, protoze pro vazané stavy s energii E< 0 plati: € < (.

Na celém intervalu pak hledédme Fe3eni ve tvaru: u(p) = e~ ¥ f(p), kde f(p) je obecn& n&jaka nova funkce. Dosazenim do
rovnice (i) dostaneme: dzf df 27 l(l n 1)

— — 2« - f=0.

dp? dp p p?

20
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Vodiku podobny atom

2
Redeni rovnice %5); — ZQ%{S + Fpg = l(l; 1)] f =0. (i) Budeme hledat ve formé Fady:f(p) = p" (ao +a1p + a2p2 +--- ) )

o0
Kde 7y a a; jsoudosud neuréené konstanty. Oviem potfebujeme aby byla spInéna normovaci podminka: / |R(7~)}2r2 dr=1,
0
Kde r2dr je radidlni ¢ast objemového elementu ve sférickych souradnicich.

Konstantu Y uréime z podminky konecnosti funkce f pro p — 0. Prop — 0 muazeme tedy predpokladat: f(p) = qagp”.

(pro jinou moznost p — 0 diverguje). A tedy:

o0
Flp) =1 aup”.
v=0
Dosadime-li zpét do rovnice (i), pak:

i[au+1((1/+l+2)(v+l+1)—l(l+1))+

rv=0
ta, (27 = 2a(v + 1+ 1)) p*T = 0.

Pro libovolna O pak musi platit (ii):
2(v+1+1)-22

a, = Ay,
T I+ +I+1) =11 +1)
Pozadavek /OO|R(7~)}2T2 dr =1, ndmtikd, ze  R(p) = &1 P) musijit pro p— o0  knule.
0

p
To opét spIni pozadavek na nahrazeni fady polynomem. To se splni, kdyz Citatel (ii) pGjde k nule, tedy pro toto V' = 1. pak:

204(nr +1+ 1) =27, 38 Ny = 0,1,2,... jecelénezaporné Cislo.

vr=20,1,2,....
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Vodiku podobny atom

Pfedchozi vysledek 2a(nr + 1+ 1) = 27, vespojeni se vztahem = /—€ dava kvantovaci podminku pro hodnoty

V(r)
A

(e')? oznacuje e?/(4meo).

energie: 7
n.+1+1
Misto kvantového ¢isla 72, se obvykle zavadi tzv. hlavni kvantové &islo: 712 = 1 + [+1, kde n=1,2,3,....
Pro mozné hodnoty energie pak dostavame: 72
2
€= —« —__.._..._.2_., n"_13213"
n
A vratime-li se k plivodnim jednotkam skrze vztahy:
E 1 e? mee?
€= — = = :
Ry’ dmeg 2ap  32m2e3h°
Pak pro vazané stacionarni stavy vodiku plati: o
#"427%”‘*
\4.,)0,\:\%
Ly,
1 Z22? 1 ~3y
En:""" _2"., n:1,2’3,....
dmeg 2ap n

Tyto energie, jak uZ vime, jsou zaporné. Mozné hodnoty tzv. orbitalniho kvantového &isla / vyplyvaji z rovnice 1 = 1 + [ + 1,

tedy:il = 0,...,n—1.

Soucasné, tzv. magnetické kvantové Cislo mize nabyvat hodnoty: (177 = =]

y .

L

Energie zdkladniho stavu E1 neni degenerovana, piislusi ji jeden stav s kvantovymi¢isly 12 = 1 a [ = m = (. Naproti tomu
vy33i energie jsou degenerované, protoze jim pfislusi nékolik rdznych stavd s rozdilnymi kvantovymi &isly [ a m.

n—1

Degenerace kazdé energiové hladiny je rovna (pocitali jste v mikrosvété): § (2l 4 1) — n2.

=0
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Vodiku podobny atom

Z

Pouzijeme-li rovnici ¢ = —————————_ A kvantové Cislo n, pak pfedchozi vztah:

nr+1+1 20(v +1+1) - 22

Ayy1 = a,, vr=0,1,2,....
v+l+2)(v+14+1)-1(1+1)
Dostane tvar (i): 92 — (1 1
O.U+1=—£ i (+U+ ) a,, V:0,1,2,....
n (r+1)2l+v+2)

|R(r)|?>r*dr =1,

0 v=0

Hodnota @( je dana normovaci podminkou a po dosazeni (i) do - dostaneme
/ flp) =p"1) aup”

delsi vyraz:

n—1-12Zp (n-1-1)(n-101-2) (22,0)2_*_'

o
f(p) = a0p™ [l TR w2t 2@ 13\ n

‘o (_1)rz—l——l

(n—l—l)(ﬂ,—i-—Q)...l QZP n—1{—17
(n—l—1)1(2l+2)(2l+3)...(n+l)( " ) .

Normované radialni ¢asti vinovych funkci Ize psat ve tvaru: . —£/240 7 20+1 kde _2Zp  2Zr 3
Rﬂl(é) - Nm!e & Ln+i (£)= §= _n—“ = E

Cleny [$ jsou pridruzené Laguerrovy polynomy, které lze ziskat z obycejnych Laguerrovych polynomi Lk
k

k ds
Li(€) = e'f_d_ (e7€*)  pomocivztahu L (&) = & L (§).

dek
o[22V m-1-1) 2
nt (71(1}3 2n[(n + )13

Normovaci koeficient je roven:
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Vodiku podobny atom

h:

Pouzijeme-li rovnici & ™=

Dostane tvar (i):
Ay+1 =

Hodnota @G je danano

delsi vyraz:
fp) = aor

s o (=)
Normované radialni ¢asti

Cleny L3 (f) jsou pridi

Life) = 6 3 (e¢¢

dek

Normovaci koeficient je roven:

Edmond Nicolas Laguerre
[L'gér]

2a(v+1+1)-2Z2

Flr (it ) -1+

azeni (i) do - dostaneme
flp) =p"1) aup”

v=>0
275\ 2
(_P) Lans
T

Zp n—i—1
- .

L2041 kde 2Zp 2Zr a
E Ln-i—i (5)’ §= 7 nag

Laguerrovych polynomti Lz, (£)

2Z\* (n—1-1)1]"
Nn.l: [(7],@8) 2?’1[(71"‘1)']3} .

vr=20,1,2,....
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UkaZme si tedy jak vypadaji tyto normované radialni vinové funkce:

7\ 3/2
Ryo(r) = (*‘“) 2e~Zr/om,

aB

3/2 7
Rulr) = () (2= 2 )2t
B ag

Z\¥?* zr
R _( £ _LT_ ~2zr/(2a8)
21(7) (QGB) aV/3

Pro Uplnost si uvedme i nékteré normované (pres cely prostorovy
Ghel 471) Ghlové &sti vinové funkce:

Vodiku podobny atom

}/l"”(g’ (P) = Nlmﬂlml (COS H)ei"""’, Nim = \/([ — |m|)!(2l + 1).

(I + |m|)ldm

1/2
Yoo (0, ) = ) ,
1/2 |
) sinfe %,
1/2
——) cos
i

1/2 |
) sinfe'’.

Yl,—l (9: @) = (

e

Yio(0,¢) =

VRS
NN

Fe

Y (0,9) = (

01
M’ r [ag]

Rnl(r)
n=1],
R
wl l=0an=2,10=0,1
] 4+
R, (1)
0 1 R, (@) r [ag)
Rnl (I’)
17 = 3
Ry, (@
0’25 * ' l p— 0’ 1’ 2-
Ry, (M)
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Vodiku podobny atom

Celkové vinové funkce vazanych stavi vodiku podobnych atomU pak vypadaji ndsledovné:

¢nl?n(ra 91 ‘10) - Rni (T)}/lm(ga ‘19)

Apro n=1,2,3,...,0l=0,...,n—1am= —I,...,] tvo¥i plny ortonormalni systém funkci, do ného? Ize rozvinout
obecné feSeni ne¢asové SR pro vazané stavy.

U S -

{ s,
Qo]

Pravdépodobnost nalezeni elektronu v objemovém elementu (r,r + dr), (6,60 + df) a (¢, ¢ + de) je rovna:

dp(r,0,¢) = [Ynim(r, 0, )|*r? dr dQ, kde d =sinf dé de.
Integraci tohoto vztahu pres cely prostorovy Uhel dostaneme pravdépodobnost nalezeni elektronu v intervalu (7"1 T+ dr) tedy:

dp(r) = |Ru(r)|*r? dr.

Podobné pravdépodobnost nalezeni elektronu v daném prostorovém dhlu (9, 6 + dg) a ((p, @ + d(p) je rovna:
2
dp(8. @) = |Yim (8, )| d€2.

RadidIni hustoty pravdépodobnosti  Pp(r) = |Rnl|2r2 jsou zobrazeny nize, co z toho mlzZeme fici? Pro vyssi excitované stavy maji
pravdépodobnosti celkem 7. — I — 1 nulovych bodd. S vétsi vzdalenosti od jadra se maxima hustot pravdépodobnosti rozsifuji. S
rostouci energii se bod maxima hust. pravdépodobnosti vzdaluje od jadra. Pro velmi vysokd n mluvime o Rydbergovych stavech. S

rostoucim nabojem jadra Z se maxima posunuji k jadru a |E, | roste.

P o P, (1) P (1)

n::]_,Z:U Z:Oan=1,2,3‘ l=1&n=2,3,4

Py (0

P,(0) P (1)

0,01

0 1

r [ag) 0 2 r[agl 0 10 r[ag)
r = ap (Bohrav polomér)




Vodiku podobny atom

Z fyziky mikrosvéta jiz vite, Ze stacionarni stavy atomu vodiku s kvantovym Cislem | = 0 se nazyvaji s-stavy, podobné / = 1 jsou p-stavy a /
= 2 jsou d-stavy, a dale f-, g-, h-stavy.

Na obrézcich niZe jsou uvedeny kvadraty velikosti kulovych funkci [Yim|?>  pro s-, p- a d-stavy. Jsou zobrazeny v tzv. poldrnich

diagramech.
|Yim|? pro | =0 (s-stavy) al =1 (p-stavy) , |Yim|? pro L = 2 (d-stavy)
z z z / zi z
1=0 1=1 | 1=2 | 1=2 =2
m=0 m=0 m=+] m=0 m=%*]| m=+2
0.15

0,1 0,] 0.1 0.1 0,1

1/“\ (N

NP y 0,1 y A5 Y N\ 015 y 0,15 y 0.2

|}/In\|2 pro l= 3 (f_st_a‘f.\-)

= -
0o
ow

0.2 ¥ m 02 y 0.15 y

26
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Vodiku podobny atom

3D reprezentace hustot pravdépodobnosti a jejich velikost:

(n, I, m)

O existenci diskrétnich energiovych hladin samoziejmé referovala experimentalni fyzika ddvno pred vznikem kvantové mechaniky. Jak
jiz vime z mikrosvéta. Teprve kvantové mechanické vypocty ale dokdzali uspokojivé vysvétlit namérena spektra. Ta se fidila vztahem:
_ IEm - Ert|
—

A pro vodik pak znate jednotlivé série: e n = 1 Lymanova série (v ultrafialové oblasti),
e n = 2 Balmerova série (ve viditelné oblasti),
¢ n = 3 Ritzova-Paschenova série (v infradervené oblasti),

e n = 4 Brackettova série (v infradervené oblasti),

n = 5 Pfundova série (v infracervené oblasti).
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Vodiku podobny atom

Magneticky moment a moment hybnosti:

Pfi pohybu elektronu okolo jaddra atomu vznika podle klasické fyziky proudova smycka a tedy Ize oéekavat vznik magnetického
momentu. Kvantové mechanicky mizeme zapsat celkovou hybnost pomoci vektorovych potencial(:

(p + eA)? = ~h*A ~ 2iehAV — iehdiv A + e?A2.

A , o o . oy . . .
Kde: B=VxA, E=-V¢-— ‘?:?_t , a pro konstantni magnetické pole mifici podél osy z mdzeme vzit vektorovy potencial ve

tvaru: B
A= —{—y, :L'.U].
2
Pro slabd magnetickd pole vynechejme clen A? 3 pro dané podminky také div A = 0 , Hamiltonidn pak vypada nasledovné:
A h? 1 Ze* iehB d ) T
H _ - ;A w— - Y= xr— — a"{{?’%\
2Mee dmeg T 2me Ox Ay N0,
\," {:’
2 3y,
h 1 Ze? eB . nf
= - A - . -

2Mme 4weg T 2me,
Osamostatnime-li energiovou slozku pro dodateéné plisobeni magnetického pole a zapiseme ji: —~B M = —B M, pak pro
operator z-ové slozky magnetického momentu souvisejiciho s jeho orbitalnim momentem hybnosti plati: . e i

L

Pro stacionarni stavy popsané fcemi  ¥nim plati Lonim = mhnim, m =—1,...,1l, amagneticky moment nabyva hodnot —"/pB
kde pp = eh/(2me) je Bohriiv magneton. Obecné: — —

M= - )

2me

Dodatecna energie vodiku ve stavu popsaném funkci Ynlm zavisi na magnetickém kvantovém &isle m: AE = mBug, m=—l,...,L.

Pridame-li vybérové pravidlo (spocitané z prechodovych pravdépodobnosti, viz dfive) Am = 0, £1 uvidime, Ze pGvodni spektralni
¢ara odpovidajici pfechodu mezi dvéma energetickymi hladinami E,, se v magnetickém poli $tépi na tfi hladiny — tzv. normalni
Zeemanuv jev.
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Vodiku podobny atom

Spin elektronu:

Stern-Gerlachiv experiment ukazal, Ze svazek atomU vodiku v zdkladnim stavu, s nulovym momentem hybnosti [ = 0, atedyi
nulovym magnetickym momentem M se v nehomogennim magnetickém poli Stépi na dva svazky.

Podle vztahu m = —I, ..., (. vime, Ze z-ova slozka momentu hybnosti ma celkem 20 + 1 moznych hodnot, kde tato hodnota je
bud' nula nebo liché cislo.

Z tohoto je pak jasné, ze kromé orbitalniho momentu ma elektron jesté néjaky dalsi moment — vlastni magneticky, ktery souvisi s jeho
vnitfnim momentem hybnosti a pro ktery musi platit: | — 1/2’ kdy 21 +1 = 2.

Tento vnitini moment hybnosti se nazyva spin a ptislusny operator je S.

Proto kromé kvantovych ¢&isel 70, [ a m  zavadime i ¢tvrté spinové kvantové &islo s = +1/2.

Z Einstein-de Haasova experimentu pak plyne relace mezi magnetickym momentem a spinem: | - € =

M=-—S8.

Me

. ~ e
Srovnanims | M = —

5 .| vidime, Ze pomér velikosti magnetického momentu a spinu elektronu je dvakrat vétsi nez v pripadé
Me

orbitadlniho momentu hybnosti.

Pro nalezeni operatoru spinu vyjdeme z podobnych vztah( jako pro orbitalni moment hybnosti:

Sz, Sy) = ihS., [Sy,8.] = ihS,, [S,,8,] = ihS,.

A v souladu s pfedeslym vime, Ze hodnota priimétu spinu na libovolnou osu méfenije rovna £h /2 . Operatory S, Sy a s,
oy . ey A h A h
tak maZeme reprezentovat hermiteovskymi maticemi fadu dvé: | S, = —g,, Sy —
kde nové hermiteovské matice 0, 0y a 0, majivlastni 2

Cislarovny 4-1.




Vodiku podobny atom

Spin elektronu:

Pro kvadraty matic 0, 0y a O, obecné plati: o2 =1, 0'5 =1, g-';’ = 1. (i)

Zrovnic | [Sa, 8] = RS, [S,,8.] = ihS,, [S.,8,] = ihS,.|pakplyne [0, 0,] = 2i0,, [0y,0.) = 2i0,, [0.,04] = 2ic,.

A vyuZitim vztahu (i) pak 2i(0,0y + 0y0s) = (0402 — 0,0y)0y + oy(oyo, — 0,0,) = 0.
Platitedy: 020y = —0yOz, 020; = —0:0z, 0Oy0; = —0;0y - matice tedy spolu antikomutuji {A,B} = AB+ BA =0

Adsle dostavame: 0,0y — 0y0, = 20,0y = 2i0,. Atedy: 0,0y = 10, Oy0; =10z, 0;0; = 10y.

Témto vztahlm pak vyhovuji matice: .
pakvynovl . 0 1 0 —i . ( 1 0 )
= o’ - . e
Tzv. Pauliho matice. * 1 0 Y 1 0 “ 0 -1 ’

Tyto se pouzivaji pro reprezentaci spinu v kvantové mechanice.

Lze ukdzat, Ze vlastni funkce operatoru z-ové komponenty spinu Sz odpovidajici vlastnim cisl{im h/2 a —~ﬁ/2 jsou rovny:

1 0
= spin ,,nahoru“a = spin ,,dolu
T = 0 h " l P 1 d I"ll

Y1
Pokud Hamiltonidn obsahuje operator spinu, pak vinovou funkci piSeme ve tvaru dvouslozkové funkce Y = ( Do )

Kde ¢1 odpovida ¢astici s kladnou z-ovou slozkou spinu ﬁ/2 a d’g sloZce opacné s —ﬁ/Z,
Hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v libovolném ze dvou spinovych stav( je rovna:

p(r,t) = 1 (v, O + [a(r, B = v+,

30



Vodiku podobny atom

Spin elektronu:

~ € -
Vezmeme-liv ivahuvztah M = — S mobzeme pak pro pohyb elektronu v konstantnim magnetickém poli B s skalarnim
potencialu V napsat: Me
th— = —eV + —SB| v,
Ot 2Me Me

L
Podle této rovnice tedy zavisi energie vodiku podobného atomu v magnetickém poli nejen na jeho orbitdlnim momentu hybnosti, ale i
na jeho spinu.

Coz je Pauliho rovnice pro vinovou funkci ¢ = ( ¥1 )
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Zobecnéni 1D feSeni SR do 3D pomoci separace proménnych vinové funkce ¥/ (X, v, Z) = X(X)Y()/)Z(Z). S vyslednou energii,
kterd je souctem energii £y + F,, + £, = E.

Vysledkem pro 3D pravouhlou dutinu je h2 2

~ omlL?

a pro 3D anisotropicky

2 2 2
(nx+ny+nz), Ny, Hy, n; =1,2,3,....

Ny

N [ 1 1 |
harmonicky oscilator pak relace: Ennyn: = Eny 4+ En, + Ep, = (nx + z) Aoy + (ny + 5) hoy, + (nz + 5) ho,,

A

Pfi FeSenirovnic pro vlastni hodnoty a vlastni funkce operatord:  L.x = phx  a 12y = M2y, které komutuii s

Hamiltonidnem a tedy ndm pomohou pfi fedeni SR ve sférickych soufadnicich pro centralni pole: ¥(r,8,¢) = R(r)x(8,»).

Kde: x(8,¢) = ©(0)2(¢) a pfi poutiti standardnich podminek pak: &(y) = %eim«o, a m=0,£1,%+2,.... Pro Uhel théta pak
Y

ziskdvame separovanou funkci ©(&) = P)ml(f), ktera je dana
Legendreovymi polynomy. A je spolu s funkcemi ®(¢) zdkladem pro vyjadfeni uhlovych vinovych funkci ve formé funkci kulovych, které

spolu s normalizacnim faktorem jsou: ‘ - (I —m)(2 + 1)
Yim (6, ) = Nim P,™ (cos 0)e™?, | Nim =\ [ o=

A urcuji ndm tak vlastni funkce a hodnoty pro vyse uvedené operatory: 1Y = R+ DY, 1=0,1,2,...| |L,Yim = hmYim, m=—L,...,1L.

Coz jsou také orbitalni/vedlejsi kvantové Cislo a magnetické kvantové Cislo.

SR ndm pak da radidIni slozku vinové funkce R (€) = Nue™¢/2¢' L2 (€), s Laguerreovymi polynomy a normou Ny = [(@ 2T DT

1/2
2Z>3 (n—l—l)!}

Celkova vinova funkce pro vodiku podobné atomy je pak: | ¥nim (7,8, ©) = Rui(r)Yim (0, ©)

. 2 2 2.2
Vlastni hodnoty pro Hamiltonian centralniho pole H = — g — . Z_e’ pakjsou | p — _ 1 Z% i n=1213
2me dmeg T " 4meg 2ap n?’ R
Kvantova ¢islajsou: m =1,2,3,.... [ =0,...,n—1. m=-I,...,L
& > A - € -
Pro magneticky moment a moment hybnosti plati | M = — 2L .| A pokud uvaZzujeme spin, pak: |M = -ES'
Me e




