Elektrony v krystalové mriz

Teorie volnych elektronu a viastnosti kovu




V ramci Bornovy — Oppenheimerovy aproximace nyni feSime pohyb valenénich elektrond
v kKrystalove mrizi tvorene kladnymi nepohyblivymi ionty.

Stacionarni Schrodingerovu rovnici Ize vyjadfrit ve tvaru
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Vyjadfeni {R;} znamena, ze polohy iontu vystupuji v rovnici pouze jako neménné
parametry a nikoliv jako proménné.

Je zcela zfejmé, ze rovnice pohybu fadove Avogadrovo Cislo ¢astic nebude mozné reSit
analyticky a je nutné pristoupit nejprve k analytickym aproximacim, v konkrétnich
pfipadech poté i k numerickému feseni.




Vyznamnou aproximaci je tzv. jednoelektronova aproximace, kdy resime pohyb jednoho
elektronu v tzv. efektivnim ¢asové neproménném poli vSech iontu a ostatnich elektronu.
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Jednoelektronova aproximace, prestoze zcela zanedbava dynamickou interakci mezi
elektrony, dokaze uspokoijivé vysvétlit celou fadu jevl a vzhledem ke své ,hrubosti”
poskytuje prekvapivé dobry popis viastnosti elektronl v pevnych latkach.

Pred tim, nez budeme hledat vhodny tvar efektivniho pole V,, Ize odvodit nektere
dulezité obecné vlastnosti feSeni vyse uvedené Schrodingerovy rovnice.




Vinova funkce v periodickém potencialu, Blochtliv teorém.

N

=2

Ve Schrodingerové rovnici Py V,(r) |@Fr)=EY(r)
2m  ©

je efektivni potencial periodicky s periodou mfize a tedy cely hamiltonial je invariantni
vuci translaci o vektory translacni symetrie T,. Tedy méfitelné veliCiny by také mély
splnovat podminku translacni symetrie:

2, 1D: ‘(ﬂ(x+na)‘2:‘{ﬂ(x)‘2

3D: @+ 1) =)

3D: W@FE+T)=yF) @7, 1D: @(x+na)=y(x)2"

kde je pfirozené oCekavat (a Ize to i dokazat), ze fazovy posuv je umérny translaénimu
vektoru 7.
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pfitom k (k) je vinovy vektor (vinové Cislo).




Pro vinovou funkci (v periodickém potencialu) plati

3D: W) =M u(@), 1D: Ww(x)=e u(x)
kde funkce u je periodicka s periodou krystalové mfize

3D: w(F+T)=u(¥), 1D: u(x+na)=u(x)

Toto tvrzeni se nazyva Blochlv teorém a funkce, které se takto transformuiji se
nazyvaji Blochovy funkce.

Dukaz v 1D:
W(x+na)=e" """ u(x + na)

ale také W(x+na)=e"Y(x)=e"e"u(x)

srovnanim vyraz( zcela vpravo dostaneme u(x +na) =u(x)




Bornovy — Karmanovy okrajové podminky

1D N-Casticovy retezec:

Y(x+Na)=e"™"(x) =¢(x)

eikNa :1
k=2, =21, kde g je celé Gislo
Na L a L délka retézce
3D
27T
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Kazdy stav v k& - prostoru zaujima objem ;
_(2m) 8
K LLL V

kde V je objem vzorku

(Srovnej vySe uvedené s popisem kmitu krystalové mrize.)




Teorie volnych elektront a vlastnosti kovli

Z experimentu oCekavame, ze v kovu existuji volné pohyblivi nositelé elektrickeho
proudu — elektrony. Proto jako nehrubsi moznou aproximaci V,,pro kovy lze
predpokladat:

V,(r) =konst =0

)
Schrodingerova rovnice pak ziska tvar p_w(f) = Ew(;?)
2m

To je Schrodingerova rovnice volné Castice, zde vSak uvazujeme, Ze pohyb elektronu je
omezen pouze na objem latky, tj. velmi rozmérna nekonecne hluboka 3D potencialova jama.

Reseni: 1 1
3D Y. (F)=—=L[", 1D: ¢, (x)=—=0"

Nz JL

kde V' je objem vzorku, resp. L délka 1D vzorku

Index k oznacCuje prislusnost vinové funkce k dané hodnoté k.




Vlastni hodnoty energie
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E(k) =

Funkci E(k) nazyvame disperzni relaci.




Mérné teplo elektronového plynu

Budeme postupovat analogicky jako pfi vypoCtu mérného tepla
krystalové mrize.

O(E)
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V =konst

Stfedni hodnotu energie vyjadfime jako

(E)= [ D(E){(nump(E.T)) EdE

zde vSak je integracni proménna energie a nikoliv uhlova frekvence

kde veligina D(E) je tzv. hustota stavd, tj. vyraz D(E)dE

uréuje podet stavl dN v intervalu (E, £ + dE) dN = D(E)dE




Funkce <nFD(E,T)> je Fermi-Diracovo rozdéleni (elektrony jsou fermiony)
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prevzato z http://www.lcst-cn.org/Solid State Physics/Ch63.html




VeliCina J je tzv.chemicky potencial, ktery je roven energii, pri které je stredni pocCet
castic ve stavu roven 0

<nFD(E9T)> :59

Chemicky potencial zavisi na teploté, ale pfi teplotach, za kterych mohou existovat
pevné latky je tato zavislost slaba. Proto se chemicky potencial pri popisu stavu
elektronu v levnych latkach nahrazuje tzv. Fermiho energii, ktera je definovana jako

E. = u(T =0K).

Fermiho energie je tedy definitoricky nezavisla na teploté. Oznacuje energii
nejvySe obsazenych stavl za teploty 7= OK.

V dalSim musime urcit hustotu stavt D(E). Budeme postupovat obdobné jako pfi
vypoctu fononovych stavla kmitajici krystalové mfize.




Vypocet hustoty stavu D(E). Stav v k-prostoru (reciprokém prostoru) ma

k4 (reciproky) objem
— 3
p— V, = (27) _sm
2T A
z " “LLL
2f ‘ kde V je objem vzorku.
L 2 -
ZL—” L N V dalSim budeme pocitat s objemovou jednotkou
,, vzorku, tedy V = 1.
3 ~
V dal$im budeme znacit k = ‘k‘
kz A

Stavy s kU(k,k+dk)

se nachazeji v kuloveé slupce dle obrazku.

Objem slupky je roven A1tk dk

> pocet stavl

aricdk  Idk

AN, (k) = 87T 277




dN. (k) _ K’

hustota stavu je rovna D(k) = T =
Transformace do proménné E D(k)dk = D(E)dE
dk
D(E)=D(k)—
(E)=D(k) ir
2712
E:hk k= 2mE, dk _ 1 |2m
2m h dE. 2h\ E
3
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Po dosazeni dostaneme D(E 21(23’%) \/E
4 wr

V kazdém stavu se mohou nachazet dva elektrony s opacnym
spinem. Pro vyslednou hustotu stavu tedy mame
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Urc€eni hodnoty Fermiho energie

D(E)
Za teploty T = OK jsou vSechny stavy Occupied at T=0K
az do energie E s jistotou obsazeny.
Je-li objemova koncentrace
vodivostnich elektronu n, musi tedy
platit

ccupied at T=0K

n= Ej D(E)dE = Ej (2m .
0 0 2

3
) = E
3 ]7'2 EdE Obrazek pfevzat z http://www.physicsforidiots.com/condensedmatter2.html

2 2
COZ je rovnice o neznamé E;. Odtud po integraci a Uprave dostaneme E. = 2_(3,/,;72)3
m

Napfiklad v médi kazdy atom poskytne jeden vodivostni elektron, objemova
koncentrace vodivostnich elektronu je tedy rovna objemové koncentraci atomu v
krystalové mrizi

elektront _
n=38,5 [10*® 3 4 po dosazeni dostaneme E. =6,9¢V

m

mé&Fena hodnota je pfitom rovna E, =7,0eV

exp




Meéerné teplo elektronového plynu

nyni muzeme dosadit do vztahu pro mérné teplo

a<E> -9 T%(;l:}]?; \/E E—ElF EdE

0 e kT _|_1

Cel -
or oT

Ne zcela pfimoCarym vypoctem (viz Kittel) Ize v aproximaci nizkych teplot ziskat
vztah

c, :%ﬂznkz—T
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Celkové mérné teplo kovli

Vysledné mérné teplo kovu je souétem pfispévku od kmitajici mfize (= 7°)
a vodivostnich elektront (= T) (oboji v aproximaci nizkych teplot)

Pro nizké teploty ¢len s 77 rychleji klesa k nule (viz c, = yI+ AT’
< o ) Vv

obr.) a tedy mérné teplo kovu, na rozdil od

nekovu, klesa k nule linearné s teplotou.To je v

souladu s experimentalnimi vysledky.
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Termoemise elektronu z kovu.

Na uvod trochu obecnéji

Pokud elektron ziska dostatek energie, mize kov opustit. Tento jev nazyvame
emise, a podle mechanismu, ktery elektronu energii udeli, emisi délime na

nasledujici druhy:

fotoemise — vnéjSi fotoelektricky jev

sekundarni emise — emise po dopadu elektron(

termoemise — emise za zvyseneé teploty

autoemise — emise silnym elektrickym polem,

tunelovani pres energiovou bariéru

P
Extraction-Lens High Voltage

Elnctron-Beam

K-Scan

Y-Scan

“%

silné elektrické pole v blizkosti hrota.

autoemisni trysky: ,bodovy"“ zdroj
elektrond pro elektronovou optiku

r<<G, D N\,

Transmission of

Fl f
elg;t?ons to electrons
F through the barrier
the surface ¢ i
E ' —
 — F~V/r
E; \ ~ \

Field emitter (FE)

Field Emission Process




Termoemise elektronll z kovu.

Doposud jsme uvazovali, ze pohyb elektronl je omezen na vnitfni objem kovu.
Tento model ,velmi Siroké a nekonecné hluboké potencialové jamy“ neni schopen
emisi elektront z kovu vysvétlit. V dalSim budeme uvazZovat kone¢né hlubokou

potencialovou jamu, ktera je ,naplnéna“ elektrony do vysky E..
E

,Rozostfeni“ kolem Fermiho energie ilustruje pribéh
Fermi — Diracovy statistiky pro nenulové teploty.

Eg

»
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V dalsim zjednoduseni prevedeme problém na 1D ulohu predpokladem, ze latka
zaujima cely poloprostor. Vzhledem k tomu, ze stfedni volna draha elektronu je
mnohem mensi, nez jsou realné rozméry makroskopickych vzorku, je tento pfedpoklad

plné opravnény.

Resime tedy nyni interakci elektronu s potencialovym prahem vysky E..




Vime z kvantové mechaniky:
pokud mikrocCastice s energii E nalétava na potencialovy prah vysky E¢pak se

* s jistotou odrazi, je-li E < E

» odrazi s urcitou pravdépodobnosti r(p,) pro E > E , tedy projde s pravdépodobnosti /-r(p,).
Pritom pravdépodobnost zavisi na energii Castice, zde vyjadreno zavislosti na p..

Celkova energie volné 272 2012 422 4 12 2 24 24 )2
castice je rovna E(;;):h k :h (kx ky kz) p _P.TP, TP

= = = F(p
2m 2m 2m 2m (P)

V dalSim budeme pouzivat vyjadfeni energie pomoci
hybnosti namisto dfive pouzivaného vinového vektoru

Mezni podminka pro to, aby Castice vibec méla moznost projit pres :

Py
potencialovy prah a tedy latku opustit, je ve zvoleném 1D pfipadé dana 2k

2m

Oznaéme p,, mezni hodnotu x — ové slozky hybnosti Py




Oznatme  n( px)dpx

pocCet elektronu v objemové jednotce, které maji x — ovou slozku hybnosti v
Intervalu (pxﬂpx +dpx)

Za Cas dt dorazi k plose S na povrchu latky ty elektrony, které nebyly od povrchu
dale nez p

dt
m \
pocCet téchto ele’ktropﬂ je roven (objemova n(p.)dp P S dt
koncentrace krat objem, viz obr.) Y
S
PlosSna hustota termoemisniho proudu realizovana
elektrony s hybnosti (p, p.+dp, ) je tedy rovna }4 #\
P
X dt
i(p) ==L = oy yip Lo1-r(py) "
S Sdt T m ’
a celkovou proudovou . e | — J
hustotu uréime jako L= _‘- —n(p,)p.(1-r(p,))dp,

m
Px,

kde e je naboj elektronu. Uvazili jsme také nenulovou odrazivost potencialového prahu.




Oznacme dale n(p,,p,,p.)dp.dp dp. = n(p)dp.dp dp,
pocCet elektronu v objemové jednotce, které maiji jednotlivé slozky hybnosti

v intervalech (p.,p,+dp.) (py,py + dpy) (p,,p, tdp,)
Je zrejmé, ze

n(p,)dp, = T U n(ﬁ)dpydpzj ap,

—00 —00

Ve shodé s pfedchozimi postupy mizeme psat
n(p)dp.dp dp. = D(p)(n(p,T))dp.dp,dp,

Kde D(p) je hustotastaviv p prostoru a <n(13,T)> je prisludna statistika (spravné F-D)

—

Elektronové stavy jsou v p prostoru rozlozeny homogenné, stejné jako stavy v kK prostoru.

Vypocet hustoty stavii D( p) bude tedy jednoduchy.




Obdobné jako pfi vypoctech mérnych tepel muzeme psat
D(p)dp.dp dp, = D(k)dk dk dk,

-2 2y 2
kde z pfedchoziho Dk)=—= = pro objemovou jednotku = ——
(k) v e pro obj ) 7

pfitom jsme jiz uvazili skute€nost, Ze kazdy stav miaze byt zaplnén dvéma elektrony s opacnymi spiny.

. dk
tedy D(5) = D(F) dk_dk, dk_ _ 2 13
dp, dp, dp. 87T h

Nyni postupné zpéetné dosazujeme do vztahu pro proudovou hustotu

i= | %{j (j n(fo)dpyjdpz}px(l ~(p, ),

—00 —00
Px,

i= %{ j [ j D<ﬁ><n<ﬁ,T>>dpy)dpz}pxa - r(p,))dp,
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Zavedeme dve zjednoduseni, které umozni spocitat trojny integral analyticky.

1) Nahradime odrazivost elektron( od rozhrani stfedni hodnotou r(p.) = <r>

2) Misto kvantové F-D statistiky pouzijeme klasickou M-B.

] ] Bty

-Ep - <nMB(E9T)> = E-Ep =e M
e_%?_-+_1 e kT

<nFD(E9T)> -

Druhou aproximaci muzeme dobfre zdldvodnit takto: Pro teploty, za kterych existuje pevné
skupenstvi, je E— E, >> kT a tedy jedniCku ve jmenovateli F - D rozdeleni Ize zanedbat.

Tedy: .,
pitpy T
E-Ep 2m

<n(13,T)> —e M =, kT

_EF




Po dosazeni do predchoziho vztahu pro proudovou hustotu postupné upravujeme

PRrptPL A
TelflF 21 —m —
I = j% _[ jﬁﬁe ‘T dp, \dp. |p,(1=(r))dp,
Px, —00 | —o0o
i J
i pitpatpl |




Integral 7, 1ze spocitat analyticky substituCni metodou

2
jo _Eg

[, =mkTe 2T = pfTe M

Integral /,a I; jsou identické. S pouzitim vztahu pro Gaussuv-Laplaceuv integral

2
(0] X

I, =1, = je_?dx =adm

—00

dostaneme I, U, =2mmkT

a vysledna hustota termoemisniho proudu je rovna

_ES_EF
. 22
i = 27723(1 (ME’T?e ¥




Rozdil E,— E nazveme vystupni prace ¢ 4
E

¥
A=(rNk’T? e ¥

[ =

2772713

Pokud zahrneme multiplikativni konstantni Cleny do jediné konstanty A, dostaneme
slavnou Dushmanovu Richardsonovu rovnici, za kterou dostal v roce 1928 Owen

Willians Richardson Nobelovu cenu.
i= AT e ¥

Dulezity vyznam ma veliCina vystupni prace ¢ , definovana jako rozdil Eq— E ..
Termoemisni proud nezavisi na vysce potencialového prahu ale pouze na vySce prahu

nad Fermiho energii.

Analogie: prace potrebna k vyzvednuti vedra s vodou ze studny je umérna vzdalenosti
usti studny od hladiny a nikoliv celkové hloubce studny.




termoemisni proudova hustota (A/cmz)
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