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FI Dudkaz toho, Ze existuji nerozhodnutelné problémy a
nevycislitelné funkce, je jednim z nejvétsich vydobytkl v této
oblasti.
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FI Dudkaz toho, Ze existuji nerozhodnutelné problémy a
nevycislitelné funkce, je jednim z nejvétsich vydobytkl v této
oblasti.

Sifrovaci systém, jehoz desifrovani je zaloZeno na vypoétu
nevycislitelnych funkci, by mél vyhodnou pozici. Mizeme vSak
snadno ovéfit, ze takovéto zbozné prani nemuize byt spinéno:
vSechny takovéto systémy jsou konecné a tedy mohou byt
naru$eny provefenim vSech moznosti.
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Piklady |

FI Dudkaz toho, Ze existuji nerozhodnutelné problémy a
nevycislitelné funkce, je jednim z nejvétsich vydobytkl v této
oblasti.

Sifrovaci systém, jehoz desifrovani je zaloZeno na vypoétu
nevycislitelnych funkci, by mél vyhodnou pozici. Mizeme vSak
snadno ovéfit, ze takovéto zbozné prani nemuize byt spinéno:
vSechny takovéto systémy jsou konecné a tedy mohou byt
naruseny provérenim v§ech moznosti.

Teorie vypocetni sloZitosti se tyka tridy problémda, které Ize v
principu vyresit: ale vzhledem k této tfidé se teorie pokousi
klasifikovat problémy podle jejich vypocetni obtiznosti v
zavislosti na mnozstvi asu nebo paméti pottebnych pro toto
reseni.
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Priklady I

Porozuméni zakladnim pojmum teorie slozitosti je podstatné
pro kryptografii a v této kapitole se budeme snazit pokryt
podstatu problému teorie slozitosti. Nejprve zacnéme
informalné s nékolika priklady.
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Priklady I

Porozuméni zakladnim pojmum teorie slozitosti je podstatné
pro kryptografii a v této kapitole se budeme snazit pokryt
podstatu problému teorie slozitosti. Nejprve zacnéme
informalné s nékolika priklady.

Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel)

Uvazme problém nasobeni dvou binarnich n-bitovych Cisel x a
y.Je-lix=x{...Xxpay =y ...yn, miZeme provést standardni
metodu "dlouhého nasobeni”, ktera je u¢ena na zakladni skole
nasledovnym zpusobem:
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Priklady I

Porozuméni zakladnim pojmum teorie slozitosti je podstatné
pro kryptografii a v této kapitole se budeme snazit pokryt
podstatu problému teorie slozitosti. Nejprve zacnéme
informalné s nékolika priklady.

Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel)

Uvazme problém nasobeni dvou binarnich n-bitovych Cisel x a
y.Je-lix=x{...Xxpay =y ...yn, miZeme provést standardni
metodu "dlouhého nasobeni”, ktera je u¢ena na zakladni skole
nasledovnym zpusobem:

Postupné nasobme x cCisly yi, y» atd., posurime a pak prictéme
vysledek. KaZzdé nasobeni x cislem y; nas stoji n jednoduchych
bitovych operaci. Podobné secteni n soucinu nam zabere

O(n?) bitovych operaci. Je tedy celkovy pocet operaci O(n?).
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Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel - pokracovani)
MudZeme vyse uvedené jesté zlepsit? Tj., existuje rychlejsi
algoritmus v tom smyslu, Ze provede podstatné méné bitovych
informaci. Presnéji, jsou-li dana 2 n-bitova cisla, n sudé,
piseme

X=a2z+b, y=c2z+d,

pak soucin z Ize ziskat pomoci tfi nasobeni % n-bitovych Cisel
pouZzitim reprezentace

z=xy =(ac)2" +[ac+ bd — (a— b)(c — d)]25 + bd.
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Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel - pokracovani)
MudZeme vyse uvedené jesté zlepsit? Tj., existuje rychlejsi
algoritmus v tom smyslu, Ze provede podstatné méné bitovych
informaci. Presnéji, jsou-li dana 2 n-bitova cisla, n sudé,
piseme

X=a2z+b, y=c2z+d,
pak soucin z Ize ziskat pomoci tfi nasobeni % n-bitovych Cisel
pouZzitim reprezentace
z=xy =(ac)2" +[ac+ bd — (a— b)(c — d)]25 + bd.
Oznacime-li T(n) Cas, ktery nam zabere ndsobeni podle této
metody, mame, proZe nasobeni 2" je rychlé, Ze

n

el O
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Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel - pokracovani)
Po vyreseni vyse uvedené rekurentni nerovnosti obdrzime, Ze

T(n) < An°® + Bn,

kde A a B jsou konstanty.
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Priklady 1V

Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel - pokracovani)

Po vyreseni vyse uvedené rekurentni nerovnosti obdrzime, Ze
T(n) < An°® + Bn,

kde A a B jsou konstanty.

ProtoZe log3 ~ 1.59, mame k dispozici algoritmus o ¢asové
sloZitosti O(n'-%%) v porovnani se standardnim O(n?)
algoritmem. V soucasnosti ma jeden z nejlepSich znamych
algoritmi (Schénhagen, Strassen) sloZitost O(nlog nloglog n).
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Ptiklady V
Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty)

Uvazujme nasledujici dva vypocetni problémy. Pro kaZdy vstup
sloZeny z binarni matice A typu n x n chceme vypocitat
@ determinant matice A, piseme pak detA,

© permanent matice A, piseme pak perA, permanenent je
definovan jako

perA = Z A1r(1)@27(2) - - - Bnn(n)s

kde scitame pres vSechny permutace = na mnoZiné
{1,2,...,n} a aj znaci (i, j)—tou komponentu matice A.
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Ptiklady V
Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty)

Uvazujme nasledujici dva vypocetni problémy. Pro kaZdy vstup
sloZeny z binarni matice A typu n x n chceme vypocitat
@ determinant matice A, piseme pak detA,

© permanent matice A, piseme pak perA, permanenent je
definovan jako

perA = Z A1r(1)@27(2) - - - Bnn(n)s

kde scitame pres vSechny permutace = na mnoZiné
{1,2,...,n} a aj znaci (i, j)—tou komponentu matice A.

v v

Zdanlivé je permanent mnohem jednodus$si funkce matice A
neZ jeji determinant; jedna se o soucet toho samého systému
termu, ale bez toho, Ze bychom davali pozor na + znaménka
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Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokraCovani)

Avsak z hlediska vypocetni sloZitosti plati opak: zatimco
determinant je relativné snadna funkce k vypoctu, u
permanentu se prokazalo, Ze se témér vzdy jedna o neobvykle
obtiznou zaleZitost.




Priklady U] JcCh]
Nasobeni Prvociselnost
Permanenty Euklides
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Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokraCovani)

Avsak z hlediska vypocetni sloZitosti plati opak: zatimco
determinant je relativné snadna funkce k vypoctu, u
permanentu se prokazalo, Ze se témér vzdy jedna o neobvykle
obtiznou zaleZitost.

Upresnéme vyse uvedené (za predpokladu ohrani¢enosti délky
vstupu v nasi matici): standardni Gaussova eliminacni metoda
vypoétu determinantu matice n x n potfebuje O(n®) bitovych
operaci, pricemz V. Strassen zkonstruoval, ktery potrebuje

O(nlog,7) = O(n?81-+)

bitovych operaci.
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Ptiklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokraCovani)
Redukce exponentu pod hranici log,7 se prokazalo byt velmi
obtizné a jeden z nejrychlejsich soucasnych algoritmu
(Coppersmith, Winograd) potfebuje O(n?-2%78) operaci.
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Ptiklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokraCovani)

Redukce exponentu pod hranici log,7 se prokazalo byt velmi
obtizné a jeden z nejrychlejsich soucasnych algoritmu
(Coppersmith, Winograd) potfebuje O(n?-2%78) operaci.

Snadno je vidét, Ze vSechny vstupy matice musi byt nacteny a
tedy
P < tyey(n) < Cr23976.

kde t41(n) 0znacuje casovou sloZitost problému vypoctu
determinantu a C je néjaka konstanta.
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Ptiklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokraCovani)
Redukce exponentu pod hranici log,7 se prokazalo byt velmi
obtizné a jeden z nejrychlejsich soucasnych algoritmu
(Coppersmith, Winograd) potfebuje O(n?-2%78) operaci.

Snadno je vidét, Ze vSechny vstupy matice musi byt nacteny a
tedy
P < tyey(n) < Cr23976.

kde t41(n) 0znacuje casovou sloZitost problému vypoctu
determinantu a C je néjaka konstanta.

Pro permanent vsak oproti vyse uvedenému Zadny takovy
algoritmus neni znam. Nejrychlejsi doposud znamy algoritmus
je pouze o néco lepsi nez secteni vsech n! termd nasi sumy.
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Priklad 1.3 (TFidéni)

Predpokladejme, Ze chceme sestrojit algoritmus, ktery, obdrZi-li
na vstupu n celych cisel ay, ..., an, setridi tyto v rostoucim
poradi. Snadny, témér instinktivni pFistup je nasledujici
algoritmus, znamy jako Bubblesort.
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Priklad 1.3 (TFidéni)

Predpokladejme, Ze chceme sestrojit algoritmus, ktery, obdrZi-li
na vstupu n celych cisel ay, ..., an, setridi tyto v rostoucim
poradi. Snadny, témér instinktivni pFistup je nasledujici
algoritmus, znamy jako Bubblesort.

Postupné porovnavejme a; s kazdym s prvki ao, ..., an. Pro
maximalni index i takovy, Ze a; < a; umistéme a; za a; a
obdrzime pak nové usporadani. Po n — 1 porovnanich
obdrZzime usporadani by, ..., by, je okamzite videt, Ze se jedna
0 vzestupné usporadany seznam. Jednoduchy vypocet
ukazuje, Ze k vyse uvedenému je tfeba O(n?) porovndni.
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Priklad 1.3 (TFidéni - pokracovani)

Poznamenejme, Ze mame nékolik rekurzivnich algoritmu
zaloZenych na principu rozdel a panuj tim, Ze tfidime 2 polovice
mnoZiny a pak spojime setfidéné seznamy k sobé, coZ nam
zabere pouze O(nlogn) srovnani. Pro ndzornost uved'me
nasledujici tabulku
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Priklad 1.3 (TFidéni - pokracovani)

Poznamenejme, Ze mame nékolik rekurzivnich algoritmu
zaloZenych na principu rozdel a panuj tim, Ze tfidime 2 polovice
mnoZiny a pak spojime setfidéné seznamy k sobé, coZ nam
zabere pouze O(nlogn) srovnani. Pro ndzornost uved'me
nasledujici tabulku

n  nlog,n n?

50 ~300 2500
500 ~ 4500 250000
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Priklad 1.3 (TFidéni - pokracovani)

Poznamenejme, Ze mame nékolik rekurzivnich algoritmu
zaloZenych na principu rozdel a panuj tim, Ze tfidime 2 polovice
mnoZiny a pak spojime setfidéné seznamy k sobé, coZ nam
zabere pouze O(nlogn) srovnani. Pro ndzornost uved'me
nasledujici tabulku

n  nlog,n n?

50 ~300 2500
500 ~ 4500 250000

Ovsem, vyraz O(nlogn) muZe skryt velké konstantni vyrazy, ale
tak jako tak se jedna o velky rozdil, obzviasté proto, Ze trideni
je Casto pouzivany algoritmus a velikost seznamui je ¢asto
velmi velka.

—_ —
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Priklady IX

Ptiklad 1.3 (Trideni - pokraCovani)
Jiny fascinujici pohled na tfideni je ten, Ze existuje spodni mez
stejného fadu pro kazdy algoritmus zaloZeny na tfideni.
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Priklady IX

Ptiklad 1.3 (Trideni - pokraCovani)
Jiny fascinujici pohled na tfideni je ten, Ze existuje spodni mez
stejného fadu pro kazdy algoritmus zaloZeny na tfideni.

Casto mluvime o informaéné-teoretické spodni mezi, ale
nejedna se o nic jiného, nez o pfimy dusledek pozorovani, Ze
kaZdy algoritmus zaloZeny na srovnani Ize reprezentovat
pomoci binani stromové struktury a protoZe musime pokryt
v8ech n! moznych usporadani, kaZdy takovyto strom musi mit
alespori n! listd.
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Piiklad 1.4 (Test prvociselnosti)

Bezprostredné se zda, Ze testovat, zda prirozené cislo N je
prvocislo, Ize vyresit velmi rychlym a snadnym algoritmem:
testujeme, zda je N délitelené 2 nebo néjakym lichym cislem z
intervalu [3, N 2 ].
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Priklady IX

Piiklad 1.4 (Test prvociselnosti)

Bezprostredné se zda, Ze testovat, zda prirozené cislo N je
prvocislo, Ize vyresit velmi rychlym a snadnym algoritmem:
testujeme, zda je N délitelené 2 nebo néjakym lichym cislem z
intervalu [3, N 2 ].

ProtoZe se jedna pouze o %N 2 deleni, jedna se o polynomialni
algoritmus v proménné N a tudiz rychly algoritmus.




- Uvod Tridéni
Priklad
v Nasobeni Prvociselnost
Permanenty Euklides

Priklady IX

Piiklad 1.4 (Test prvociselnosti)

Bezprostredné se zda, Ze testovat, zda prirozené cislo N je
prvocislo, Ize vyresit velmi rychlym a snadnym algoritmem:
testujeme, zda je N délitelené 2 nebo néjakym lichym cislem z
intervalu [3, N 2 ].

ProtoZe se jedna pouze o %N 2 deleni, jedna se o polynomialni
algoritmus v proménné N a tudiz rychly algoritmus.

AvSak dalsi uvahy ukazuji, Ze reprezentace cisla N v pocitaci
by byl binarni fetézec délky [log N| a tudiz, abychom mohli
algoritmus na testovani prvociselnosti povaZovat za rychly,
jeho vypocetni sloZitost musi byt polynomialni v n = [log N].
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Priklad 1.4 (Test prvociselnosti - pokracovani)

V soucasnosti jsou k dispozici algoritmy se slozZitosti
t(N) — O(In N)Cln/n InN’

kde c je kladna konstanta.
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Piiklady X

Priklad 1.4 (Test prvociselnosti - pokracovani)

V soucasnosti jsou k dispozici algoritmy se slozZitosti
t(N) — O(In N)Cln/n InN’

kde c je kladna konstanta.

V roce 2002 byl poprvé nalezen M. Agrawalam, K. Neerajem a
N. Saxenou deterministicky test na prvociselnost. Jejich test na
prvodiselnost mél sloZitost O((logn)'?). Nasledné Lenstra a
Pomerance predstavili verzi testu, kterd bézi v éase O((logn)®).
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Priklady XI

Priklad 1.5 (Nejvétsi spolecny délitel a Euklidtv algoritmus)

Uvazujme problém nalezeni nejvétsiho spolec¢ného délitele
(nsd) dvou prirozenych cCiselu a v.
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Priklad 1.5 (Nejvétsi spolecny délitel a Euklidtv algoritmus)

Uvazujme problém nalezeni nejvétsiho spolec¢ného délitele
(nsd) dvou prirozenych cCiselu a v.

Zrejma metoda je faktorizace obou Cisel na prvocisla
u=2%3ges% | v=2"3%5% .|
pak Ize zjistit jejich nejvétsi spolecny délitel nasledovné

w = nsd(u,v) = 2"3"%5"%

kde w; = min{u,-, V,‘}.
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Priklady XI

Priklad 1.5 (Nejvétsi spolecny délitel a Euklidtv algoritmus)

Uvazujme problém nalezeni nejvétsiho spolec¢ného délitele
(nsd) dvou prirozenych cCiselu a v.

Zrejma metoda je faktorizace obou Cisel na prvocisla

u=2u3gksls  y=2"3%5%
pak Ize zjistit jejich nejvétsi spolecny délitel nasledovné

w = nsd(u,v) = 2"3"%5"%

kde w; = min{u,-, V,‘}.

Jedna se vsak o velmi neefektivni postup. Potfebujeme totiZ

faktorizovat obé Cisla a tento postup nelze rychle provést pro
velka pfirozena cisla.
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Priklad 1.5 (Eukliduv algoritmus - pokraCovani)

Metoda, jiz tento postup mizeme obejit, je znama jako
Euklidav algoritmus.
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Priklady XII

Priklad 1.5 (Eukliduv algoritmus - pokraCovani)

Metoda, jiz tento postup mizeme obejit, je znama jako
Euklidav algoritmus.
Predpokladejme, Ze u > v > 0. Pak obdrZzime posloupnost

déleni:
u=aiv + by, 0< by <,
v=apby + b, 0< b < by,

by=azbo + bs, 0 < b3 < by,

byx_2=axbk_1 + bk, 0 < b3 < by,

ktera skonci bud’ by = 0 nebo by = 1. Pokud by = 1, jsou Cisla
u a v nesoudélna; pokud by = 0, je nsd(u, v) = by_1.
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Priklad 1.5 (Euklidav algoritmus - pokraCovani)

O tomto algoritmu Ize snadno dokazat, Ze je korektni a detailni
analyza jeho ucinnosti ukaze, Ze nejhorsi pripad (méreno
poctem déleni) nastane, jsou-li u a v za sebou nasledujici
Fibonacciho Cisla Fp, .2 a Fp. 1. Pak v tomto pripadé

Fiy2 = Fr1 + Fy,
a to vede k nasledujicimu Lamého vysledku (1845)
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Priklady XIII

Priklad 1.5 (Euklidav algoritmus - pokraCovani)
O tomto algoritmu Ize snadno dokazat, Ze je korektni a detailni
analyza jeho ucinnosti ukaze, Ze nejhorsi pripad (méreno
poctem déleni) nastane, jsou-li u a v za sebou nasledujici
Fibonacciho Cisla Fp, .2 a Fp. 1. Pak v tomto pripadé

Fiy2 = Fr1 + Fy,
a to vede k nasledujicimu Lamého vysledku (1845)

Véta 1.6
Je-li0 < u,v < N, pak pocet déleni pfi pouZiti Euklidova
algoritmu na u a v je nejvyse

[log,,(vVBN)] -2,
kde ¢ je zlaty fez 3(1 + /5).
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Priklad 1.5 (Euklidav algoritmus - pokraCovani)

Ted sloZitost bude tvaru O(log(u + v)) za pfedpokladu
konstantnich algebraickych operacich, pokud budeme uvaZovat
velka cela Cisla, bude nutné O((log(u + v))?), protoZe kazda
algebraicka operace bude provedena se sloZitosti

O(log(u + v)).
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Polynomialnost Slozitost

Motivace |

Zakladni mirou obtiznosti vypoctu je mnozstvi doby, které nam
vypocet zabere. Zformulovani presné definice, co to je Cas, je
netrivialni zalezitost; pfesna formulace pozaduje velmi precizni
definici strojového modelu, jednotky ¢asu atd.




P=polynomialni ¢as Uvod Tfida P
Polynomialnost Slozitost

Motivace |

Zakladni mirou obtiznosti vypoctu je mnozstvi doby, které nam
vypocet zabere. Zformulovani presné definice, co to je Cas, je
netrivialni zalezitost; pfesna formulace pozaduje velmi precizni
definici strojového modelu, jednotky ¢asu atd.

V prikladech z predchoziho paragrafu jsme méfili sloZitost
vypoctu v pojmech poctu zakladnich operaci, které byly
provadény. Mohlo se jednat o soucet bitll, srovnani nebo
cokoliv jiného.
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Motivace |

Zakladni mirou obtiznosti vypoctu je mnozstvi doby, které nam
vypocet zabere. Zformulovani presné definice, co to je Cas, je
netrivialni zalezitost; pfesna formulace pozaduje velmi precizni
definici strojového modelu, jednotky ¢asu atd.

V prikladech z predchoziho paragrafu jsme méfili sloZitost
vypoctu v pojmech poctu zakladnich operaci, které byly
provadény. Mohlo se jednat o soucet bitll, srovnani nebo
cokoliv jiného.
KliGové pojmy jsou nasledujici:
@ slozitost je funkce velikosti vstupu (obvykle ji znacime
jako n),

@ pro danou velikost vstupu n je slozitost doba nejhorsiho
mozného pFipadu béhu algoritmu.
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Motivace Il

Pripomenme si, Ze pfi testovani prvocCiselnosti pfirozeného
Cisla N jsme obdrzeli jinou sloZitost v pfipade, Ze jsme
povazovali vstup velikosti N nebo vhodnéji pomoci
reprezentace n = [log N| binarnich Cislic.
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Motivace Il

Pripomenme si, Ze pfi testovani prvocCiselnosti pfirozeného
Cisla N jsme obdrzeli jinou sloZitost v pfipade, Ze jsme
povazovali vstup velikosti N nebo vhodnéji pomoci
reprezentace n = [log N| binarnich Cislic.

Na zakladé tohoto disledku bude velikost vstupu vzdy
povazovana za "pfirozenou" délku ekonomického vstupu.
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Motivace Il

Pripomenme si, Ze pfi testovani prvocCiselnosti pfirozeného
Cisla N jsme obdrzeli jinou slozitost v pfipadé, Zze jsme
povazovali vstup velikosti N nebo vhodnéji pomoci
reprezentace n = [log N| binarnich Cislic.

Na zakladé tohoto disledku bude velikost vstupu vzdy
povazovana za "pfirozenou" délku ekonomického vstupu.

Co se tyCe definice slozitosti jako nejhor§iho mozného pripadu,
jind moznost — "prumeérny pripad' — se potyka s obtizemi, a to
jak teoretickymi tak praktickymi.
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Motivace Il

Pripomenme si, Ze pfi testovani prvocCiselnosti pfirozeného
Cisla N jsme obdrzeli jinou sloZitost v pfipade, Ze jsme
povazovali vstup velikosti N nebo vhodnéji pomoci
reprezentace n = [log N| binarnich Cislic.

Na zakladé tohoto disledku bude velikost vstupu vzdy
povazovana za "pfirozenou" délku ekonomického vstupu.

Co se tyCe definice slozitosti jako nejhor§iho mozného pripadu,
jind moznost — "prumeérny pripad' — se potyka s obtizemi, a to
jak teoretickymi tak praktickymi.

Ne posledni obtiZznost je rozhodnout citlivé o pravdivostnim
rozdéleni na vstupu.
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Polynomialnost |

Nejprve budeme postupovat neformaliné. Rekneme, ze
algoritmus .4 ma polynomialni slozitost, jestlize existuje
polynom p(x) tak, ze

ta(n) < p(n),

pro vSechna pfirozend Cisla n, pficemz t,(n) je maximalni doba
potiebna algoritmem k vypoctu pres v§echny vstupy velikosti n.
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Polynomialnost |

Nejprve budeme postupovat neformaliné. Rekneme, ze
algoritmus .4 ma polynomialni slozitost, jestlize existuje
polynom p(x) tak, ze

ta(n) < p(n),

pro vSechna pfirozend Cisla n, pficemz t,(n) je maximalni doba
potiebna algoritmem k vypoctu pres v§echny vstupy velikosti n.

Problém Ize provést v polynomialnim case, pokud existuje
nejaky algoritmus, ktery ho fesi a ma polynomialni slozitost, v
tomto pripadé tvrdime, Zze problém lezi v tridé P.
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Polynomialnost |

Nejprve budeme postupovat neformaliné. Rekneme, ze
algoritmus .4 ma polynomialni slozitost, jestlize existuje
polynom p(x) tak, ze

ta(n) < p(n),
pro vSechna pfirozend Cisla n, pficemz t,(n) je maximalni doba
potiebna algoritmem k vypoctu pres v§echny vstupy velikosti n.

Problém Ize provést v polynomialnim case, pokud existuje
nejaky algoritmus, ktery ho fesi a ma polynomialni slozitost, v
tomto pripadé tvrdime, Zze problém lezi v tridé P.

Porovnejme nasi definici s pfiklady 1-5 z pfedchoziho
paragrafu.



P=polynomidini ¢as Uvod Ttida P
Polynomialnost Slozitost

Polynomialnost Il

Priklad 2.1 (Polynomialni slozitost nasobeni - Pfiklad 1.1)

Nasobeni prirozenych cisel je operace provadéna v
polynomialni dobé.
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Polynomialnost Il

Priklad 2.1 (Polynomialni slozitost nasobeni - Pfiklad 1.1)

Nasobeni prirozenych cisel je operace provadéna v
polynomialni dobé.

Pfiklad 2.2 (Determinanty a permanenty - Pfiklad 1.2)

Vypocet determinantu je problém, ktery urcite lezi v P. U
vypocCtu permanentu nevime, zda tento problém leZi v P.

A
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Polynomialnost Il

Priklad 2.1 (Polynomialni slozitost nasobeni - Pfiklad 1.1)

Nasobeni prirozenych cisel je operace provadéna v
polynomialni dobé.

Pfiklad 2.2 (Determinanty a permanenty - Pfiklad 1.2)

Vypocet determinantu je problém, ktery urcite lezi v P. U
vypocCtu permanentu nevime, zda tento problém leZi v P.

Predpoklada se, Ze zde nelezi, a dukaz jakékoliv implikace by
mel velkou duleZitost v teorii sloZitosti. je operace provadena v
polynomialni dobé.

A
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Polynomialnost Il

Priklad 2.3 (Polynomialni slozitost tfidéni - P¥iklad 1.3)

Tridéni /ze provést pomoci O(nlogn) srovnani a protoZze
srovnani Ize provést v polynomialnim case, leZi tfridéni v P.
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Polynomialnost Il

Priklad 2.3 (Polynomialni slozitost tfidéni - P¥iklad 1.3)

Tridéni /ze provést pomoci O(nlogn) srovnani a protoZze
srovnani Ize provést v polynomialnim case, leZi tfridéni v P.

Priklad 2.4 (Testu prvocCiselnosti - Priklad 1.4)
O testu prvociselnosti od roku 2002 vime, Ze leZi v P.
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Polynomialnost Il

Priklad 2.3 (Polynomialni slozitost tfidéni - P¥iklad 1.3)

Tridéni /ze provést pomoci O(nlogn) srovnani a protoZze
srovnani Ize provést v polynomialnim case, leZi tfridéni v P.

Priklad 2.4 (Testu prvocCiselnosti - Priklad 1.4)
O testu prvociselnosti od roku 2002 vime, Ze leZi v P.

Tento vynikajici vysledek prof. Manindry Agrawala spolu s jeho
dvéma studenty (Neeraj Kayal a Nitin Saxena) dava
polynomiaini algoritmus pracujici v éase O(n®°) (pfi konstantni
sloZitosti aritmetickych operaci).
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Polynomialnost Il

Priklad 2.3 (Polynomialni slozitost tfidéni - P¥iklad 1.3)

Tridéni /ze provést pomoci O(nlogn) srovnani a protoZze
srovnani Ize provést v polynomialnim case, leZi tfridéni v P.

Priklad 2.4 (Testu prvocCiselnosti - Priklad 1.4)
O testu prvociselnosti od roku 2002 vime, Ze leZi v P.

Tento vynikajici vysledek prof. Manindry Agrawala spolu s jeho
dvéma studenty (Neeraj Kayal a Nitin Saxena) dava
polynomiaini algoritmus pracujici v éase O(n®°) (pfi konstantni
sloZitosti aritmetickych operaci).

Tento algoritmus je pomérné komplikovany a odhad jeho
slozitosti vyZaduje dosti netrivialni véty z teorie Cisel.
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Polynomialnost IV

Priklad 2.5 (Euklidav algoritmus - Priklad 1.5)

Nalezeni nejvétsiho spolec¢ného délitele dvou pfirozenych
cisel velikosti < N a proto velikosti vstupu log N bitt Ize provést
v ¢ase O(log N) a proto tento problém leZi v P.

Ttida P je v souCasnosti nejdulezitéjsi tfidou v matematice a
computer science, to, ze néjaky problém lezi v P, Ize obvykle
povazovat za to, Ze se jedna o vypocetné dobry problém.
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Polynomialnost IV

Priklad 2.5 (Euklidav algoritmus - Priklad 1.5)

Nalezeni nejvétsiho spolec¢ného délitele dvou pfirozenych
cisel velikosti < N a proto velikosti vstupu log N bitt Ize provést
v ¢ase O(log N) a proto tento problém leZi v P.

Ttida P je v souCasnosti nejdulezitéjsi tfidou v matematice a
computer science, to, ze néjaky problém lezi v P, Ize obvykle
povazovat za to, Ze se jedna o vypocetné dobry problém.

Ackoliv posledni uvedené obecné zcela neplati (problém
nalezeni klik v grafu), nasledujici tvrzeni nam ukazuji, ze se
jedna o atraktivni a efektivni pojem.
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Trida P

@ Trida P je robustni vzhledem k rliznym reprezentacim
vstupnich hodnot za predpokladu, Ze tyto zmény jsou vUci
sobé& polynomialné korelovany.! Napfiklad to, zda
uvazujeme vstup matice typu n x n velikosti n nebo n?,
nedéla zadny rozdil.

'Dvé funkce f a g jsou vi&i sob& polynomialné korelovany, pokud existuji
polynomy p; a p» tak, ze f(n) < pi(g(n)) a g(n) < p=(f(n)) pro vSechna
dostate¢né velka n.
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Trida P

@ Trida P je robustni vzhledem k rliznym reprezentacim
vstupnich hodnot za predpokladu, Ze tyto zmény jsou vUci
sobé& polynomialné korelovany.! Naptiklad to, zda
uvazujeme vstup matice typu n x n velikosti n nebo n?,
nedéla zadny rozdil.

@ Trida P je robustni vzhledem k pouzitému modelu
vypocetniho stroje. Jinak feceno, zda pouzijeme Pentium
nebo stroj s nahodnym pfistupem nebo Turinglv stroj,
nase tfida zUstane nezménéna. Toto Ize celkem snadno
dokéazat. Je pouze nutno oveéfit, Ze doby pro simulaci
zakladnich operaci na obou strojich, jsou polynomialné
korelovany.

'Dvé funkce f a g jsou vi&i sob& polynomialné korelovany, pokud existuji
polynomy p; a p» tak, ze f(n) < pi1(g(n)) a g(n) < p=(f(n)) pro vSechna
dostate¢né velka n.



Uvod Ttida P

P=polynomialni ¢as
Polynomialnost Slozitost

Trida P |

Pfipomenme stru¢né formalni definici tfidy P.

Turingovy stroje — formalni definice tridy P

Turinguv stroj sestava z 2-smérné nekonecné pasky
rozdélené do Ctvercu. Kazdy Ctverec mize obsahovat symbol z
konecné abecedy ¥ obsahujici prazdny symbol x. AZ na
konecné mnoho Ctvercl vSechny obsahuji prazdny symbol x.
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Pfipomenme stru¢né formalni definici tfidy P.

Turingovy stroje — formalni definice tridy P

Turinguv stroj sestava z 2-smérné nekonecné pasky
rozdélené do Ctvercu. Kazdy Ctverec mize obsahovat symbol z
konecné abecedy ¥ obsahujici prazdny symbol x. AZ na
konecné mnoho Ctvercl vSechny obsahuji prazdny symbol x.

Paska je snimana rychlosti 1 ¢tverec za jednotku ¢asu tzv.
Cteci i zapisovaci hlavici.
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Pfipomenme stru¢né formalni definici tfidy P.

Turingovy stroje — formalni definice tridy P

Turinguv stroj sestava z 2-smérné nekonecné pasky
rozdélené do Ctvercu. Kazdy Ctverec mize obsahovat symbol z
konecné abecedy ¥ obsahujici prazdny symbol x. AZ na
konecné mnoho Ctvercl vSechny obsahuji prazdny symbol x.

Paska je snimana rychlosti 1 ¢tverec za jednotku ¢asu tzv.
Cteci i zapisovaci hlavici.

Stroj muze byt v jednom z kone¢né mnoziny I stavd,
=1{qo,q1,...,9m} aprisludna akce stroje v dandm Case je
jednoznacné urcena jeho vnitinim stavem a symbolem v
soucasné snimaném Ctverci.
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Trida P 1l

Akce provede libovolnou z nasledujicich operaci:
@ zméni (pfepiSe) snimany symbol na jiny symbol ze ¥,
@ posune &teci hlavici o jeden Etverec doprava (—) Ci
doleva (+—),
© zméni svdj soucasny stav z g; na g;.
Vypocet Turingova stroje je tedy fizen prechodovou funkci

0:TXE =T XXX {+— —}

Control
unit

Read-write head

2[[0]1]0]0[0[0] 1] 1]0[1]s] s[5 [s[x]

2—way infinite tape
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Vypocet Turingova stroje sestava z nasledujicich kroku:

@ reprezentace vypoctu konec¢nym fetézcem x € X7, kde
Yo = X\ {x}, ktery je umistén ve Ctvercich 1 — n, kde n je
pocet symboll obsazenych v x,
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Trida P IV

Vypocet Turingova stroje sestava z nasledujicich kroku:

@ reprezentace vypoctu konec¢nym fetézcem x € X7, kde
Yo = X\ {x}, ktery je umistén ve Ctvercich 1 — n, kde n je
pocet symboll obsazenych v x,

@ odstartovani ¢innosti Turingova stroje z jeho pocatecniho
stavu (obvykle qg) s prepisovaci hlavou na ¢tverci 1 a jeho
pokracovani se zakladnimi operacemi (Cetni, zapsani a
zmeény stavu) az do doby, kdy stroj skonci v koncovém
stavu (qgy).
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Trida P IV

Vypocet Turingova stroje sestava z nasledujicich kroku:

@ reprezentace vypoctu konec¢nym fetézcem x € X7, kde
Yo = X\ {x}, ktery je umistén ve Ctvercich 1 — n, kde n je
pocet symboll obsazenych v x,

@ odstartovani ¢innosti Turingova stroje z jeho pocatecniho
stavu (obvykle qg) s prepisovaci hlavou na ¢tverci 1 a jeho
pokracovani se zakladnimi operacemi (Cetni, zapsani a
zmeény stavu) az do doby, kdy stroj skonci v koncovém
stavu (qgy).

Vystup stroje M po jeho aplikovani na stav x je obsah pasky
dosazeny v koncovém stavu.
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Trida P IV

Vypocet Turingova stroje sestava z nasledujicich kroku:

@ reprezentace vypoctu konec¢nym fetézcem x € X7, kde
Yo = X\ {x}, ktery je umistén ve Ctvercich 1 — n, kde n je
pocet symboll obsazenych v x,

@ odstartovani ¢innosti Turingova stroje z jeho pocatecniho
stavu (obvykle qg) s prepisovaci hlavou na ¢tverci 1 a jeho
pokracovani se zakladnimi operacemi (Cetni, zapsani a
zmeény stavu) az do doby, kdy stroj skonci v koncovém
stavu (qgy).

Vystup stroje M po jeho aplikovani na stav x je obsah pasky

dosazeny v koncovém stavu. Jeden krok vypoctu stroje
sestava z jedné akce 1-3 uvedenych vySe a délka neboli cas
pouzity pii vypoctu je pocet takovychto krokl. Pokud M
oznacuje nejaky Turinglv stroj , oznacime tuto dobu t(x).
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TridaP V
Funkce f : X5 — X je vycislitelna pomoci Turingova stroje
M, jestlize pro vSechna x € X3, x je vstup pro M, v pfipadé
ukonceni vypoctu stroj zastavi s hodnotou f(x) na jeho
vystupni pasce.
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TridaP V
Funkce f : X5 — X je vycislitelna pomoci Turingova stroje
M, jestlize pro vSechna x € X3, x je vstup pro M, v pfipadé
ukonceni vypoctu stroj zastavi s hodnotou f(x) na jeho
vystupni pasce.
Tedy Turinglv stroj je pfesna analogie pocitace — kazdy
vypocet, ktery Ize vykonat modernim pocitacem, Ize provést i
Turingovym strojem.
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TridaP V

Funkce f : X5 — X je vycislitelna pomoci Turingova stroje
M, jestlize pro vSechna x € X3, x je vstup pro M, v pfipadé
ukonceni vypoctu stroj zastavi s hodnotou f(x) na jeho
vystupni pasce.

Tedy Turinglv stroj je pfesna analogie pocitace — kazdy
vypocet, ktery Ize vykonat modernim pocitacem, Ize provést i
Turingovym strojem.

Ov8em v praxi je konstrukce Turingova stroje schopného i
pouze jednoduchych vypoctl velmi ¢asové naro¢na. Proto byl
vyvinut soubor zakladnich Turingovych stroju, které provadi
odpovidajici ulohy.
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TridaP V

Funkce f : X5 — X je vycislitelna pomoci Turingova stroje
M, jestlize pro vSechna x € X3, x je vstup pro M, v pfipadé
ukonceni vypoctu stroj zastavi s hodnotou f(x) na jeho
vystupni pasce.

Tedy Turinglv stroj je pfesna analogie pocitace — kazdy
vypocet, ktery Ize vykonat modernim pocitacem, Ize provést i
Turingovym strojem.

Ov8em v praxi je konstrukce Turingova stroje schopného i
pouze jednoduchych vypoctl velmi ¢asové naro¢na. Proto byl
vyvinut soubor zakladnich Turingovych stroju, které provadi
odpovidajici ulohy.

Konstruujeme-li pak slozity Turinguv stroj, pouzivame stroju jiz
drive zkonstruovanych, podobné jako kdyz pouzivame
subrutiny v obvyklych pocitacovych programech.
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Slozitost |

Muzeme pak formalné definovat ¢asovou slozitost. Je-li M
TuringUv stroj, ktery zastavi pro vSechny vstupy x € ¥, casova
sloZitost Turingova stroje M je funkce ty, : Z* — Z* uréena
vztahem

tv(n) = max{t: existuje x € Xj tak, ze |[x| = n
a Cas ubéhly strojem M pfi vstupu x je t}.
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Slozitost |

Muzeme pak formalné definovat ¢asovou slozitost. Je-li M
TuringUv stroj, ktery zastavi pro vSechny vstupy x € ¥, casova
sloZitost Turingova stroje M je funkce ty, : Z* — Z* uréena
vztahem

tv(n) = max{t: existuje x € Xj tak, ze |[x| = n
a Cas ubéhly strojem M pfi vstupu x je t}.

Funkce f je vycislitelna v polynomialnim ¢ase nebo ma
polynomialni sloZitost, pokud existuje néjaky TuringQv stroj
M, ktery vypocte f a jisty polynom p tak, ze ty(n) < p(n) pro
vSechna n.
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Slozitost |

Muzeme pak formalné definovat ¢asovou slozitost. Je-li M
TuringUv stroj, ktery zastavi pro vSechny vstupy x € ¥, casova
sloZitost Turingova stroje M je funkce ty, : Z* — Z* uréena
vztahem

tv(n) = max{t: existuje x € Xj tak, ze |[x| = n
a Cas ubéhly strojem M pfi vstupu x je t}.

Funkce f je vycislitelna v polynomialnim ¢ase nebo ma
polynomialni sloZitost, pokud existuje néjaky TuringQv stroj
M, ktery vypocte f a jisty polynom p tak, ze ty(n) < p(n) pro
vSechna n.

V praxi vétSinou neuvazujeme s Turingovym modelem, ale
pracujeme na mnohem vy$si Urovni.
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