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Vlastnosti: e ohrani¢enost
® monotonnost
e periodicita (s pfirozenou periodou)

Operace: aritmetické

Zadavani posloupnosti: @ obecnym predpisem
e rekurentné

Rekurentni zapis posloupnosti: predpis pro vypolet n-tého &lenu posloupnosti pomoci
jednoho (nebo nékolika pfedchozich) souasné se zadanim po&ateéniho &lenu (nebo

né&kolika pocatecnich &leni)
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Nazev rekurentni vztah obecny ¢&len a, poznamka

aritmeticka Ap41 = an + d ag + nd d — diference,
an = %(an—l +ant1)

d > 0 neohrani€end rostouci
d < 0 neohrani¢end klesajici,

d = 0 ohraniéena stacionarni




rekurentni vztah

obecny ¢&len a,

poznamka

aritmeticka Ap41 = an +d ag + nd

geometricka Ap41 = qan

d — diference,

an = %(an—l +ant1)

q — kvocient,

An = {/An—10n41




Priklady posloupnosti

Nazev rekurentni vztah obecny &len a, poznamka

aritmeticka Ap41 = an +d ag + nd d — diference,
an = %(an—l +an+t1)

geometricka Ap41 = gan q - ap q — kvocient,

An = {/An—10n41

q>1,a0#0 neohraniéend, ag > 0 rostouci, ag < 0 klesajici
qg=1 ohrani¢end (stacionarni)

0<qg<1,a9#0 ohrani¢end, ag > 0 klesajici, ag < 0 rostouci
q=20,a9#0 ohrani¢ena, ag > 0 nerostouci, ag < 0 neklesajici
—1 < q <0, ag # 0 ohraniéend, ,,tlumené oscilace”

q=—1,a0 #0 ohrani¢end, periodickd s periodou 2

q<—1,a09 #0 neohranienad, ,,netlumené oscilace"
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Nazev

rekurentni vztah

obecny ¢&len a,

poznamka

aritmeticka

geometricka

Fibonacciho

Ap+1 = an +d

npn41 = 4an

Apn42 = An41 + an,
ag=1,a1 =1

ag + nd

1+ VB! — (1 - vE"H

2n—|—1\/5

d — diference,
An = %(an—l + an—l—l)

q — kvocient,

An = {/An—10n41




Nazev rekurentni vztah obecny ¢&len a, poznamka
aritmeticka Ap41 = an + d ag + nd d — diference,

an = 2(an—1+ ant1)
geometrickd Ap4+1 = qan q" ag q — kvocient,

An = {/An—10n41
Fibonacciho Ap42 = Gp41 + an, (1+ \/g)nq-l (- \/5)77,4-1

ag =1,a1 =1

2n—|—1\/5

pro ,velka” n ,se chova” jako geometricka s kvocientem 1 (1 + /5) a potate¢nim ¢lenem L (5 + V/5)




Nazev

rekurentni vztah

obecny ¢&len a,

poznamka

aritmeticka

geometricka

Fibonacciho

logisticka

Ant+1 = an +d

An41 = gan

Ap42 = aGpt1 + an,
ag =1,a1 =1

r—1

aAnpt1 = rap (1 —
r

QAn

K

)

ag + nd

(1+ VB — (1 — VB!

2n—|—1\/5

d — diference,
An = %(an—l + an—l—l)

q — kvocient,

An = {/An—10n41

r — rlstovy koeficient,

K — kapacita (4zZivnost)




Priklady posloupnosti

Nazev

rekurentni vztah

obecny &len a,

pozndmka

aritmeticka

geometricka

Fibonacciho

An4+1 =an +d
An+1 — 4an

Ap42 = api1 + an,
ag =1,a1 =1

r—lan)
T K

Anpt1 = Tran (1 —

ag + nd

ao

1+ vH" T —a - vt

2715

d — diference,

an = %(an—l +an+t1)

q — kvocient,

An = {/An—10n41

r — rastovy koeficient,

K — kapacita (dzivnost)

=

=

logisticka
K — %1 a”l’L
K — %1 an

1 (1 (- 2a0)2”)

= [sin (2" arcsin \/%)]2
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Prvni diference vpred: Aa,, = a,11 — an




Prvni diference vpred: Aa, = a,11 — an

(Vn)Aa, >0 = posloupnost je rostouci,
(Vn)Aa, < 0 = posloupnost je klesajici
(Vn)Aa, > 0 = posloupnost je neklesajici
(Vn)

Vn)Aa, <0 = posloupnost je nerostouci




Diference a jeji vyznam

Prvni diference vpfed: Aa,, = ap11 — anp

(Vn)Aa, >0 = posloupnost je rostouci,
(Vn)Aa, < 0 = posloupnost je klesajici
(Vn)Aa, > 0 = posloupnost je neklesajici
(Vn)Aa, <0 = posloupnost je nerostoucfi

Aa,, |ze chapat jako n-ty ¢len né&jaké posloupnosti;
diferenci lze chapat jako posloupnost.

{an},—o = {Aan},
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Diference a jeji vyznam

Prvni diference vpfed: Aa,, = ap11 — anp

(Vn)Aa, >0 = posloupnost je rostouci,

(Vn)Aa, < 0 = posloupnost je klesajici

(Vn)Aa, > 0 = posloupnost je neklesajici
)Aa, <0 = posloupnost je nerostouci

Aa,, |ze chapat jako n-ty ¢len né&jaké posloupnosti;
diferenci lze chapat jako posloupnost.

{an},—o = {Aan},

Rekurentni formuli lze pfepsat pomoci diference:

v/ - 1
P¥iklad: Goi1 = ran (1 T C”_”)
r K
0,2

An+1 — A =Tan — (r — 1)}” — an

Aanp = (r — Dan (1 — %)
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Iim a, = o
n—oo
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n—oo
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Limita

lim a, = «
n—oo

Cleny posloupnosti se p¥iblizuji k &islu

Vzdalenost mezi &isly a,, a a: |a,, — @

.G, je blizko k a*: a: |a, — a| je mensi neZ ,, méFitko malosti”, «; |a,, — a| < €.

Proces: zvétSovani indexu n

Kdyz zvétSujeme index n tak dojde k tomu, ze ¢leny posloupnosti jsou blizko k Cislu a

At zvolime , mé&¥itko malosti* € jakkoliv, tak po dostate¢ném zvétéeni indexu n budou
¢leny posloupnosti ,,blizko™ ¢&isla «.
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lim a, = o0
n—0o0

Cleny posloupnosti neomezené rostou.

KdyZ zvétSujeme index n tak ¢leny posloupnosti rostou nade vSechny meze




Nevlastni limita

lim a, = o0
n—oo

Cleny posloupnosti neomezené rostou.
Kdyz zvétSujeme index n tak ¢leny posloupnosti rostou nade véechny meze

At zvolime ,hranici velikosti” H jakkoliv, tak po dostate¢ném zv&tSeni indexu n budou
¢leny posloupnosti vétsi nez hranice H a pri dalSim zvétSovani indexu jiz pod tuto hranici
neklesnou.

(VH € R)(3Ing € N)(Vn > ng) a, > H
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Nevlastni limita
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n—oo
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lim a, = o0
n—0o0

(VH € R)(3dng € N)(Vn > ng) a, > H

Posloupnost {a, }°° , diverguje do nekonecna.




lim a, = o0
n—0o0

(VH € R)(3dng € N)(Vn > ng) a, > H

Posloupnost {a, }°° , diverguje do nekonecna.

lim a, = —c0
n—o0




lim a, = o0
n—0o0

(VH € R)(3dng € N)(Vn > ng) a, > H

Posloupnost {a, }°° , diverguje do nekonecna.

lim a, = —c0
n—o0

(VH € R)(Ing € N)(Vn > ng) a, < H

Posloupnost {a, }°>° , diverguje do minus nekonecna.
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e Existuje nejvyse jedna nevlastni limita posloupnosti.
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Nevlastni limita neni limita
e Existuje nejvyse jedna nevlastni limita posloupnosti.

e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim a, =00, {b,}>2, jeohrani¢end = lim (a, £b,) = 0
n—oo n—oo
lim a, = —o00,{b, }°2, je ohrani¢end = lim (a, £b,) = —oc
n—oo n—oo




Vlastnosti nevlastni limity

Nevlastni limita neni limita
e Existuje nejvySe jedna nevlastni limita posloupnosti.
e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim a, =00, {b,}>2, jeohrani¢end = lim (a, £b,) =

n—00 n—o0
lim a, = —o00,{b, }°2, je ohrani¢end = lim (a, £b,) = —oc
n—00 n—o0

e lim a, =*+00,b,>0>0= lim a,b, = £

n—oo n—oo
lim a, = +00,b, <0< 0= lim a,b, = Foo
n—oo n—oo
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e lim a, =*+00,b,>0>0= lim a,b, = £
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lim a, = +00,b, <0< 0= lim a,b, = Foo
n—oo n—oo
: 1 :
an =mn, lim a, =00, b, = —, lim a,b, =1
n— oo n n— oo
2 1. 1 : .
a, =n", lim a, =00, b, = —, lim a,b, = lim n = oo
n— 00 n n— 00 n— 00
. 1 , 1
a, =mn, lim a, = oo, bn:—Q, lim a,b, = lim — =0
n— oo n n— oo n—oo M,
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Vlastnosti nevlastni limity

Nevlastni limita neni limita

e Existuje nejvyse jedna nevlastni limita posloupnosti.

e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim q,
n—oo
lim a,
n—oo

o Ilim a,
n—oo

lim a, = +00,b, <0< 0= lim a,b, = Foo

n—oo

e lim a, = +o0, {b,}>2, je ohranitend = nh_)rrgo .
n

n—oo

—00, {b, }5% 4 je ohrani¢end = lim (a, £ b,) = —¢

+00,b, >0 >0= lim a,b, = oo

n—oo

n—oo

¢ |ma,=0a,>0= lm — =

n—oo

n—00 O,

lim a, =0, a, <0= lim — =

n—oo

n—00 Ay,

=00, {b,}>2, je ohrani¢end = lim (a, £b,) = ©

n—oo

n—o0o

br,
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Operace na R* = RU {—o00, >0} (rozsifené mnoZin& redlnych &isel)




Operace na R* = RU {—o00, >0} (rozsifené mnoZin& redlnych &isel)

ceR,c#0
® CH+OXN=00,C—00=—0
e ¢>0= coo=00, c(—0)=—00
c <0 = coo=—00, ¢(—00) =00
e S __°% _p
00 —00
i
] — = O
0




Operace na R* = RU {—o00, >0} (rozsifené mnoZin& redlnych &isel)

ceR,c#0
® CH+OXN=00,C—00=—0
e ¢>0= coo=00, c(—0)=—00
c <0 = coo=—00, ¢(—0) =00
R
00 —00
i
° —| = 00
0
e OO0+ 00 =00
e 00-00=00, 0 (—00)=(—0) 00=—00, (—00) - (—00) =00
0 oo

Neurcité vyrazy: —, —, 0 - 00, 00 — 00
0 oo




Vlastnosti nevlastni limity

Operace na R* = RU {—o00, >0} (rozsifené mnoZin& redlnych &isel)

ceR,c#0
@ CH+OXN=00,C—00=—00
e ¢>0= coo=00, ¢c(—0)=—0

c <0 = coo=—00, ¢(—x) =00

c c
[ ] —:—:O

00—

1
° —| =00

0
e O0+00 =0
e 00 00=00, X" (—00)=(—00):-00=—00, (—0) - (—00) =00

1

: 0 0 1 0 1 1 0-0 O
N cité Y —— E:g:— . = . — = — — = —- — - = = —
eurcite vyrazy (OO % O,Ooo 0 0 O,oo o0 070 02 O)
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= pro g <1

= rog=1
lim n® =00, k €N, lim ¢" < Pro-4
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1




= pro g <1

=1 rog=1
lim n® =00, k €N, lim ¢" < Pro-4
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

lim (4 — 3n + 2n? — n?)

n— 00




= pro g <1

=1 rog=1
lim n® =00, k €N, lim ¢" < Pro-4
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

lim (4—3n+2n?—n?) = lim (5 - 5+2-1)n¥=—¢
n—oo n—oo




= pro g <1

=1 rog=1
lim n® =00, k €N, lim ¢" < Pro-4
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

n?+2n+1

lim

n— 00 1 —n2




= pro g <1

= rog=1
lim n® =00, k €N, lim ¢" < Pro-4
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

2 1 on + 1 1)2 1 9
i ottt (et D) m T ' ( -—Q

Nn— 00 1 — ’n,2 Nn— 00 (1 + ’n,)(]_ — ’n,) B n—oo 1 —n Nn— 00




(=0 pro |¢q| < 1
, 1 , L) =1 proqg=1
lim n” =00, k€N, lim ¢" <
n— 0o n— oo = 00 prog > 1
| neexistuje pro g < —1
242 1 1)2 1 2
lim nTrent = lim (n+1) = lim o = lim —1)=-1
n— 00 —’n,2 n— 00 (1—|—’n,)(1—’n,) n—oo 1 —n n— 00 —n
14245 140+0
= lim nn = = —1




lim n”
n—oo

In*—3n3+5

lim

n—oo 3n® +4n + 1

=00, keN,

lim ¢" <
n—oo

_heexistuje

pro g <1

proqg=1
prog > 1
pro g < —1




lim n* = oo, k €N, lim ¢" <
n— 00 n— 00 = 00

_heexistuje

ot =3+ . 234+ 3% 0-0+40
lim = lim - 7}1 q — —
nsoo 3NS 4+4n+1 noco 3+ AL 4+ L 34040

pro |q| < 1

proqg =1
proqg > 1

prog < —1



lim n”
n—oo

In*—3n3+5

lim

n—oo 3n3 +4n + 1

=00, keN,

lim ¢" <
n—oo

_heexistuje

pro g <1

proqg=1
prog > 1
pro g < —1




= pro g <1

= rog=1
lim n® =00, k €N, lim ¢" < Pro-4
n— 00 n—00 = 00 proq > 1

| neexistuje pro g < —1

2t —3n3 45 , om—3+ 2
lim = lim




lim n® = 0o, k €N, lim ¢" <

pro g <1

proqg =1

n— 0o n— oo = 00 prog > 1

. aknk + ak_lnk_l + -+ ap
lim =

=00 by + by n™— 1 4 - 4+ by

\

| neexistuje pro g < —1

rsgn(g—ﬂ’fb)oo, kE>m




Posloupnosti

Aplikace: Rist homogenni populace
Riist homogenni populace
Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Aplikace: Rust homogenni
populace
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x(t) — velikost populace v &ase t, ktery plyne v , pFirozenych" jednotkach




x(t) — velikost populace v &ase t, ktery plyne v , pFirozenych" jednotkach

x(t + 1) = x(t) + narozeni — uhynuli




Rist homogenni populace

x(t) — velikost populace v Case t, ktery plyne v , pFirozenych" jednotkach

x(t + 1) = x(t) + narozeni — uhynuli
z(t+1) =x(t) + bx(t) — dz(t)

d — imrtnost (pravdépodobnost timrti b&éhem &asové jednotky), d € (0, 1)
b — porodnost (primérny polet potomki jedince), b > 0
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Rist homogenni populace

x(t) — velikost populace v Case t, ktery plyne v , pFirozenych" jednotkach

x(t + 1) = x(t) + narozeni — uhynuli
r(t+1)=a(t)+bx(t) —dx(t) = (1 +b—d)x(t) = rx(t)

d — amrtnost (pravdépodobnost dmrti b&hem ¢asové jednotky), d € (0,1)
b — porodnost (primé&rny polet potomki jedince), b > 0
r=1+0b— d — ristovy koeficient, r > 0

r(t+1) =rx(t)

Rekurentni formule pro geometrickou posloupnost

Thomas R. Malthus 1766-1834
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Rist homogenni populace

x(t) — velikost populace v Case t, ktery plyne v , pFirozenych" jednotkach
x(t + 1) = x(t) + narozeni — uhynuli
x(t+1)=x(t)+ bx(t) —dx(t) = (1 + b — d)x(t) = rz(t)

d — amrtnost (pravdépodobnost dmrti b&hem ¢asové jednotky), d € (0,1)
b — porodnost (primé&rny polet potomki jedince), b > 0
r=1+0b— d — ristovy koeficient, r > 0

r(t+1) =rx(t)
x(0) = xo — pocatelni velikost populace

x(t) = xort

Thomas R. Malthus 1766-1834
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Rist homogenni populace

x(t) — velikost populace v Case t, ktery plyne v , pFirozenych" jednotkach
x(t + 1) = x(t) + narozeni — uhynuli
x(t+1)=x(t)+ bx(t) —dx(t) = (1 + b — d)x(t) = rz(t)

d — amrtnost (pravdépodobnost dmrti b&hem ¢asové jednotky), d € (0,1)
b — porodnost (primé&rny polet potomki jedince), b > 0
r=1+0b— d — ristovy koeficient, r > 0

r(t+1) =rx(t)
x(0) = xo — pocatelni velikost populace
t

x(t) = xor

(> 1, tj. b > d, populace roste

s =1, tj. b=d, populace ma konstatntni velikost
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ristovy koeficient




ristovy koeficient

zavisi na velikosti populace




z(t+ 1)

x(t




z(t+ 1)

x(t

Malthus: r @
x(t+ 1) = ra(t)




- z!roy

1)

Malthus:
x(t+ 1) = ra(t)

Maynard Smith, May:

x(t+1) = (r—(r—l)@

K

) 2(t)

r

x(t +
x(t




z!roy

z(t +1)
x(t
Malthus: r
x(t+ 1) = ra(t)

Maynard Smith, May:

2(t+1) = (r —(r— 1)%) 2(t)

Beverton-Holt, Pielou:
x(t+1) =

x(t)
14+ (r— 1)%




z!roy

z(t+ 1)
x(t

Malthus: r
x(t+ 1) = ra(t)

Maynard Smith, May:

T =(r—(r— z(?) T
0= (r-c-05d)a
Beverton-Holt, Pielou:
z(t+1)= x(t)
14 (r— 1)% Ricker: )
r(t+1)=r'""K z(t)




Rist homogenni populace s omezenymi
zdroji

Malthus: r
z(t+ 1) =rx(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May:

2(t+1) = (7" (- 1)%) ()

Beverton-Holt, Pielou:
z(t+1) = x(t)

Ricker:
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Rist homogenni populace s omezenymi
zdroji

Malthus: r
z(t+ 1) =rx(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May:
z(t+1) = (r — (r — 1)?) x(t)

Beverton-Holt, Pielou:
z(t+1) = x(t)

Ricker:
z(t+1)

x(t)
ri= i x(t)
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Rist homogenni populace s omezenymi
zdroji

Malthus: r
z(t+ 1) =rx(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May:
z(t+1) = (r — (r — 1)&) x(t)

Beverton-Holt, Pielou:
z(t+1) = x(t)

Aw(t) =— "=V 0 (1 - %) 2(t)

1+(r—1)%
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Rist homogenni populace s omezenymi
zdroji
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Malthus: r
z(t+ 1) =rx(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May:
z(t+1) = (r — (r — 1)?) x(t)

r(t+1)= x(t)

Ricker: )
r(t+1)=r'""K z(t)
Ax(t) =" ! (1 - %) (t+ 1) Az(t) = (rl—%(? —1) (1)

14 / 14



z(t+ 1)




Zakladni rovnice:

r(t+1) =

Az (t) = i 1az(t)>ﬁ (1 (SBI(?)B> x(t) = T;1 (1 — (”}(?)B> r(t+1)

1+ (r—1) (?




z(t + 1)

Rovnice se zpoZzdénim:

/'4

1+ (r—1) (x(t}; k)>

z(t+1)=

7(t)




z(t+ 1)

AK (1—ﬂ
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