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Ur&it obsah S obrazce pod grafem spojité funkce na intervalu (a, b)
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Ur&it obsah S obrazce pod grafem spojité funkce na intervalu (a, b)

Oznaleni: F(x) obsah obrazce pod grafem funkce f na intervalu od a do x
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Uvod

Neurcity integral

Primitivni funkce a jeji vlastnosti
,» Tabulkové integraly*
Substituéni metoda

Integrace ,,per partes”

P¥iklady

Urdity integral a jeho uziti

Nevlastni integral

Neurdity integral
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Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a,b), je-li na tomto intervalu spojitd a pro
kaZzdé = € (a,b) plati




Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a,b), je-li na tomto intervalu spojitd a pro
kaZzdé = € (a,b) plati

Oznadeni:

Fe / f(2)da.




Primitivni funkce a jeji vlastnosti

Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a,b), je-li na tomto intervalu spojitd a pro
kazdé x € (a,b) plati

Oznacent:

F:/f(x)dx.

Alternativni ndzvy: Funkce F' je neurcity integral z funkce f.
Funkce F' je antiderivace k funkci f.
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Primitivni funkce a jeji vlastnosti
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Primitivni funkce je aditivni:

[ )+ g@)ar= [ s@ar+ [ g
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Primitivni funkce a jeji vlastnosti

Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a,b), je-li na tomto intervalu spojitd a pro

kazdé x € (a,b) plati

Vlastnosti primitivni funkce:

o Ke kazdé funkci spojité na intervalu (a, b) existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

Primitivni funkce k dané funkci, pokud existuje, neni uréena jednoznadné.

[
Je-li F' primitivni k f, pak také F' + c je primitivni k f pro libovolnou konstantu c.

e Primitivni funkce je homogenn

/ (cf (2))da = / f(2)da.
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Primitivni funkce a jeji vlastnosti

Funkce F' je primitivni k funkci f na intervalu (a,b), je-li na tomto intervalu spojitd a pro

kazdé x € (a,b) plati

Vlastnosti primitivni funkce:
o Ke kazdé funkci spojité na intervalu (a, b) existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

e Primitivni funkce k dané funkci, pokud existuje, neni uréena jednoznacné.
Je-li F' primitivni k f, pak také F' + c je primitivni k f pro libovolnou konstantu c.

e Primitivni funkce je linearni:

/ (af(2) + bg(x))dz = a / F(@)dz + b / g(2)dz.
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Inzdr = z(lnz — 1)

sinxzdx = —cosx

cosxdxr = sinx

/
f
/
fow-i
/
/
/

/
/
/

1

(cos7)? dez =tgx

1
(5inz)? dxr = —cotgx

L dx = arctgx = — arccotgx
1+22 B




a o1 1
x'dr = n pro a #* —1 /(cosa:)2dx:tgx

ld:zr; = In |z| / ! dxr = — cotg x
x

(sinx)?

edr =e / 1 dx = arctg x = — arccotg x
N 14+ 22 N &L = &

/ a’dx = a” / #daz — arcsin x = — arccos x
~ lna V1 — 12 N N




a o1 1
x'dr = n pro a #* —1 /(cosa:)2dx:tgx

ld:zc = In |z| / ! dxr = — cotg x
x

(sinx)?

edr =e / 1 dx = arctg x = — arccotg x
N 14+ 22 N &L = &

1+ x
1l —=x

In

Inzdr = xz(lnz — 1) /1_1x2da::

DO | —

/ a’dx = a” / #daz — arcsin x = — arccos x
~ lna V1 — 12 N N




a o1 1
x'dr = n pro a #* —1 /(cosx)2dx:tgx

ld:zc:11r1|ac| / ,1 dxr = — cotg x
x

(sinx)?

edxr = e” / 1 dx = arctg x = — arccotg x
N 14+ 22 N &L = &

1+ x
1l —=x

In

Inzdr = z(lnx — 1) /1_1x2da::

DO | —

/ dx—ln‘m—l—\/azzzl: ‘ —ln| \/562:|:1|
Va2 +1

/ a’dx = a” / #daz — arcsin x = — arccos x
~ lna V1 — 12 N N




,» Tabulkové integraly“

Inzdr = z(lnx — 1)
sinxdxr = — cosx

cosxdxr = sinx

/
/
/
fow-i
/
/
/

1
(cos2)? dez =tgx

/ ! dxr = — cotgx
(sinxz)2 8

1
/1 s dx = arctgx = — arccotgx

dx = arcsinx = — arccosx

1
/\/1—332
1
/1_x2da::21n
dx—ln‘az—i—\/a:Qj: ‘_ ln’
/\/:UQi
/\/1 —z?2dx = % (a:\/l — z2 —arccosaz)

1+ x
1l —=x

| —

\/£C2:|:1’
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Ptiklady:




Ptiklady:
/ (3565 R 2) dzx




Ptiklady:
/(3x5—2x3+x2—2)dx:3x——2x—+——2x:

6 4 3

x
26 — %x4+ %xQ — 2z

1
6 4 3 2




Ptiklady:

/(3x5—2x3+x2—2)dx:3%—2%+§—2x:%

6 4 23
lpd 1,2 9,

6 _
L 2 3

202 — 2 —
/x T+ 2x+/x \/de

va+1




Priklady: 5 4 3
$:3x——2x—+x__2x:%x6_2 3

5 0.3 2 _
/(Sx 223 + 22 —2)d 6 4 ' 3

208 —wt 2wy —Vr o (aVE(VEr ) - VEa(VE+D)

txt + L2

5
2 i

J A

2

Vo +1
/(2:8%—5’3%)(1”3:2:65 ~ 3

— 2z
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6 4 x3

6 4 3

/2x2—x+2xﬁ—ﬁdx: 20/ (Ve +1) - Ve (Ve +1)
Vo +1 Ve +1

S
2

:/(2x%—x%)dx:2x§ —x§ =
2

2

— 2z
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Ptiklady:
x
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Derivace sloZené funkee: [F(p(t))] = =F(¢(t)) = f(¢@))¢'(t)




Derivace sloZené funkee: [F(p(t))] = =F(¢(t)) = f(¢@))¢'(t)

Odtud: / (o)) (1)dt = F (1))




Derivace sloZené funkee: [F(p(t))] = =F(¢(t)) = f(¢@))¢'(t)

Odtud: / (o)) (1)dt = F (1))

PouZiti vzorce:




Derivace sloZené funkee: [F(p(t))] = =F(¢(t)) = f(¢@))¢'(t)

Odtud: / (o)) (1)dt = F (1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(p(z))¢'(z)dx




Derivace sloZené funkee: [F(p(t))] = =F(¢(t)) = f(¢@))¢'(t)

Odtud: / (o)) (1)dt = F (1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(p(z))¢'(z)dx
substituce: p(x) = s, dp(x) =

¢ (x)dx = ds




Derivace sloZené funkee: [F(p(t))] = =F(¢(t)) = f(¢@))¢'(t)
Odtud: / F (o)) (1)dt = F (1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(p(z))¢'(z)dx
substituce: p(x) = s, dp(x) = ¢'(x)dz = ds

/ F (@) ¢ (z)de = / f(s)ds = F(s) = F(g(z))




Derivace sloZené funkee: [F(p(t))] = =F(¢(t)) = f(¢@))¢'(t)
Odtud: / F (o)) (1)dt = F (1))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(p(z))¢'(z)dx
substituce: p(x) = s, dp(x) = ¢'(x)dz = ds

/ F (@) ¢ (z)de = / f(s)ds = F(s) = F(g(z))

2. Vypolet integrélu [ f(x)dx




Substituéni metoda

Derivace sloZené funkce: [F(gp(t))}/ = —F(p(t) = f(o®t)¢'(t)
Odtud: /f(gp(t))gp’(t)dt = F(¢(t))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(o(z))¢ (z)dz
substituce: p(z) = s, dp(x) = ¢'(z)dxr = ds

/f(sﬁ(x))@/(x)dx = /f(S)dS = F(s) = F(e(@))

2. Vypolet integrélu [ f(x)dx
substituce: x = p(s), dz = dp(s) = ¢/'(s)ds
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Substituéni metoda

Derivace sloZené funkce: [F(gp(t))}/ = —F(p(t) = f(et))¢'(t)

Odtud: /f(gp(t))gp’(t)dt = F(¢(t))

PouZiti vzorce: 1. Vypolet integralu [ f(o(z))¢ (z)dz
substituce: p(z) = s, dp(x) = ¢'(z)dxr = ds

/f(sﬁ(x))@/(x)dx = /f(S)dS = F(s) = F(e(@))

2. Vypodet integrélu ff
substituce: x = ©(s) dx = dgp( ) = ¢'(s)ds

[ f@z= [ 1o F(p(s) = F(x)
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/ (In x)? e

: 1
substituce: Inx = s, —dxr = ds
x




Ptriklady:
(In x)?
/ dz = [ s*ds = 55 = S (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dx = ds
x




Ptriklady:
(In x)?
/ dz = [ s*ds = 55 = S (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dx = ds
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/ re® dz




Ptriklady:
(In x)?
/ dz = [ s*ds = 55 = S (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/xe“"zdx = %/er"”zdx




Ptriklady:
(In x)?
/ dz = [ s*ds = 55 = S (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/xewzdx = %/2xe*’”2dx

substituce: 2 = s, 2zdz = ds




Ptriklady:
(In x)?
/ dz = [ s*ds = 55 = S (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/xe‘”zdx = %/2xe*’”2dx = %/esds =

substituce: 2 = s, 2zdz = ds

2
e:c

s __ 1
€ =3

N |—




Ptriklady:
(In x)?
/ dz = [ s*ds = 55 = S (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/xe‘”zdx = %/2xe"’2dx = %/esds =

substituce: 2 = s, 2zdz = ds

3
/:c +xdx
xt +1

s __ 1 22

N |—




Ptriklady:
(In x)?
/ dz = [ s*ds = 55 = S (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/a:e“"zda: = %/2xe"’2dx = %/esds =

substituce: 2 = s, 2zdz = ds

3+ x 43 2x
der = 1 d l/ d
/x4+1x 4_/:U4+1 T3 A1

s __ 1 22

N |—




Ptriklady:
(In x)?
/ dz = [ s*ds = 55 = S (Inx)?

X

: 1
substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/a:e“"zda: = %/2xe"’2dx = %/esds =

substituce: 2 = s, 2zdz = ds
3+ x A3
d 1 d
/:c4 F1Y 4_/:64 1

substituce 1: z* + 1 = s, 423dz = ds

s __ 1 22

N |—




Ptriklady:

/(lnx)de = /82(18 = % 0=
x

substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/a:e“"zda: = %/2xe“’2dx = —/ 5ds =

substituce: 2 = s, 2zdz = ds
3+ x A3
d 1 d
/:c4 F1Y 4_/564 1

substituce 1: z* + 1 = s, 423dz = ds

(Inx)3

Wl

1
2



Ptriklady:

/(lnx)de = /32d8 = % 0=
x

substituce: Inx = s, —dx = ds
x

2 2 2
/:zze“’ dx=%/2xe“’ dx——/ Sds—; —%ex

substituce: 2 = s, 2zdz = ds
3+ 1 423 1 2T 1
/x4+1dx Z/x4+1dx+§/x4+1dx_1/ ds

substituce 1: z* + 1 = s, 423dz = ds
substituce 2: 2 =t, 2zdx = dt

(Inx)3

Wl




Ptriklady:

/(lnx)de = /32d8 = % 0=
x

substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/a:e‘”zda: = %/2xe“’2dx = —/ Sds = % —

substituce: 2 = s, 2zdz = ds

3+ Ax3 2x 1
d 1 d l/ dx = /d / dt =
/x4+1x 4/x4+1 Traf T T e

= 2 In|s| + 5 arctgt

(Inx)3

Wl

x2

e

N |—

substituce 1: z* + 1 = s, 423dz = ds
substituce 2: 2 =t, 2zdx = dt




Ptriklady:

/(lnx)de = /32d8 = % 0=
x

substituce: Inx = s, —dx = ds
x

/a:e‘”zda: = %/2a:e“’2da: = —/ Sds = % —

substituce: 2 = s, 2zdz = ds

3+ 1 43 1 2x ; [1 1

= 2 In|s| + 5 arctgt = | In(z* + 1) + £ arctga?

(Inx)3

Wl

x2

e

N |—

1

substituce 1: z* + 1 = s, 423dz = ds
substituce 2: 2 =t, 2zdx = dt




Ptiklady:

1—5
/ xd:c
3 — dx




Ptriklady:

1 — — — 2 1 —
/ 5xdx:/3 o dx:/ldx—Z/ dxzx#—%/ 0 dz
3 — dx 3 — dx 3 — dx 3 — dx




Ptriklady:

1 — — — 2 1 —
/ 5xdx:/3 o dxz/ldx—2/ dxzx#—%/ 0 dz
3 — dx 3 — dx 3 — dx 3 — dx

substituce: 3 — 5x = s, —bdx = ds




Ptriklady:

1 — — — 2 1 —
/ 5xdx:/3 o dxz/ldx—2/ dxzx#—%/ 0 dr=
3 — dx 3 — dx 3 — dx 3 — dx

1
:x+%/gds:xqt%1n|s|:x+%ln|3—5:c|

substituce: 3 — 5x = s, —bdx = ds




Ptriklady:

1 — — — 2 1 —
/ 5xdx:/3 o dxz/ldx—2/ dxzx#—%/ 0 dr=
3 — dx 3 — dx 3 — dx 3 — dx

1
:x+%/gds:xqt%1n|s|:x+%ln|3—5:c|

substituce: 3 — 5x = s, —bdx = ds

/(Sin r)%dw




Ptriklady:

1 — — — 2 1 —
/ 5xdx:/3 o dxz/ldx—2/ dxzx#—%/ 0 dr=
3 — dx 3 — dx 3 — dx 3 — dx

1
:x+%/gds:xqt%1n|s|:x+%ln|3—5:c|

substituce: 3 — 5x = s, —bdx = ds

1 - 2 1
/(Sinx)2dx :/ 0208 o /§dx — %/cos 2xdr =

N

€T — %/COS2xd£C




Ptriklady:

1 — — — 2 1 —
/ 5xdx:/3 o dxz/ldx—2/ dxzx#—%/ 0 dr=
3 — dx 3 — dx 3 — dx 3 — dx

1
:x+%/gds:x+%1n|s|:x+%ln|3—5:c|

substituce: 3 — 5x = s, —bdx = ds

1 - 2 1
/(Sinx)2dx :/ 0208 o /§dx — %/cos 2xdr =

substituce: 2 = s, 2dx = ds, dz = %ds

N

€T — %/COS2xd5L’




Substituéni metoda

Priklady:

1 — — — 2 —
/ 5xdx:/3 o dx—/ldx—Q/ der =x + 2 / > dor=
3 — dx 3 — dx 3 — dx 3 — dx

:x—l—%/—ds:x—l—%1n|3|:x—|—%ln\3—5az\
s
substituce: 3 — 5x = s, —bdx = ds

1 — 2 1
/(sinx)de :/ (;OS Tde = /§dx — %/cos 20de = 50 — l‘/cos 2xdr=

—1.._1 — 1. 1 — 1, 14 _
= 5T 4/Cossds—2x (sins = 5w sin 2x =

N |—
[\

(r —sinx cos )

N

2 4

Lds

substituce: 2z = s, 2dr = ds, dz = 3
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Ptiklady:
/ VT =2 da




Ptriklady:
/ VT =2 da

r V2 — 2

substituce: x = rcoss, dr = —rsinsds

/12 — (rcoss)? = \/r2 (1 — (coss)?) =rsins




Ptriklady:
/\/de — —TQ/(Sin S)2d8 = %T2(SinSCOSS — S)

r V2 — 2

substituce: x = rcoss, dr = —rsinsds

/12 — (rcoss)? = \/r2 (1 — (coss)?) =rsins




Ptriklady:
/\/de — —TQ/(Sin S)2d8 = %T2(SinSCOSS — S)

r V2 — 2

substituce: x = rcoss, dr = —rsinsds

/12 — (rcoss)? = \/r2 (1 — (coss)?) =rsins

T . T 2 r2 — 2
S =arccos —, sins =4/1—(—| =
r r r




Ptriklady:
/\/rz —x?2dx = —TQ/(sin s)?ds = r2(sinscoss — s)=

L V2 —x2 g T . 5 5 1.9 T
= 5T — —arccos — | = zxVr? —x° — 577 arccos —
r r r r
substituce: x = rcoss, dr = —rsinsds

/12 — (rcoss)? = \/7“2 (1 — (coss)?) =rsins

T . T\ 2 r2 — 2
S =arccos —, sins =4/1—(—| =

T T r




Ptiklady:

/1;/5\/5(156




Ptriklady:
/ Ve dz

1++x

substituce: z = s2, dz = 2sds




Ptriklady:

2 2_1 1
/ VT dx:/ > 28d8:2/8 ds:2/8 + ds =
1+ 1+s 1+s s+1

1
:/(23_2+2 +1>dS:SQ—28+21nls+1|=x—2ﬁ+1n<1+ﬁ>2
S

substituce: z = s2, dz = 2sds




Linearni substituce:

/f(ax + b)dx




Linearni substituce:

/f(ax + b)dx

1
substituce: ax + b = s, adx = ds, dx = —ds
a




Linearni substituce:

/fa:c—l—b /f ):EF(aaH—b)

substituce: ax + b = s, adx = ds, dx = —ds
a




Linearni substituce:

/f(ax +b)dzr = 2F(aa: +b)




Linearni substituce:

/f(a:v +b)dzr = éF(aa: +b)

Logaritmicka substituce:

/ J;((f >) o




Linearni substituce:

/f(ax +b)dzr = éF(aa: +b)

Logaritmicka substituce:

/ J;((f >) o

! f'(x)dz = ds

f(z)

substituce: In |f(x)| = s,




Linearni substituce:

/f(ax +b)dzr = éF(aa: +b)

Logaritmicka substituce:

/];/((;U))dx:/ds:s:lnﬁ(xﬂ

1
f ()

substituce: In |f(x)| = s, f'(x)dz = ds




Linearni substituce:

/f(ax +b)dzr = éF(aa: +b)

Logaritmicka substituce:

[ £ = mis@)

flz)







Derivace souéinu funkci:




Derivace souéinu funkci:

odtud




Derivace souéinu funkci:

odtud

tedy




Ptiklady:




/u(a:)v'(a:)da: = u(z)v(x) — /u'(x)v(a:)da:
Priklady:

/(2 — 3z)el%dx




/u(a:)v'(a:)da: = u(z)v(x) — /u'(x)v(a:)da:

Priklady:

/(2 — 3z)el%dx

u=2—3x
,U/:el—x




Priklady:

/(2 — 3z)el%dx

u=2-3x u =-3

?), — el—x v = _el—x




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3el_xd:c = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®

u=2-3x u =-3
’U’:e V= —

1—x l—x

e




/u(a:)v'(a:)da: = u(z)v(x) — /u'(x)v(a:)da:
Priklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3el_xdx = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =

= 3z +1)el™®
/ln xdx




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3el_xd:c = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3el_xd:c = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®

/lnxdx :xlnx—/ldx =zlnz —z=2xz(lnzx —1)




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3el_xd:c = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®

/lnxdx :xlnx—/ldx =zlnz —z=2xz(lnzx —1)

/:1:2 cosx dx




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3el_xd:c = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®

/lnxdx :xlnx—/ldx =zlnz —z=2xz(lnzx —1)

/:1:2 cosx dx

'U/:xQ ’U,/:2gj

vV =cosx v=-sinx




Ptiklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3el_xd:c = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®

/lnxdx = xlnx—/ldx =zlnz —z=2xz(lnzx —1)
/xQCosxdx — r2sinx — Z/xsinxdx

'U/:xQ ’U,/:2gj

vV =cosx v=-sinx




Priklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3el_xd:c = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®

/lnxdx :xlnx—/ldx =zlnz —z=2xz(lnzx —1)

/xQCosxdx — 22sing — Z/xsinxdx




Priklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3e1—xdx = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®

/lna:da: :xlnx—/ldx =zlnz —z=2xz(lnzx —1)

/:c2cos:cd:c — 22sing — Z/xsinxdx — x2sing — 2 (—:ccosx+/cosxdx)

U=2=x u =

vV =sinx v = —cosz




Priklady:

/(2 —3z)el™%dr = —(2 — 3x)el ™% — /3e1—xdx = (32 — 2)el™ 4 3el—7 =
= 3z +1)el™®

/lna:da: :xlnx—/ldx =zlnz —z=2xz(lnzx —1)

/:c2cos:cd:c :x2sinx—2/xsinxdx:xQSinx—2 (—:ccosx+/cosxdx) =

— 22sing + 2xcosz — 2sinx = (:c2 — 2) sinx + 2x cosx




/xQ\/de

o










W
—_

2 _
/x \/de = [ 2?t35dx = /x_%dxz -

o

6
/ <7e‘” — —> dz = 7e* —61In|z|= 7e® — In "

I

|
ol
w ‘

(o] [OV)

i

X




W
—_

2 —
/x \5/5(:133 = x2+%_5dx:/x_%d$= & 3 _%

T 6 6

Te - dr =7e* —6Iln|z|=T7e" — Inx

/ (cotg z)” da




3
/x2\5/5dx — [ 2tz 5 = /x_%dxz & 32 = _§ 1
T —3 23
T 6 6
Te - dr =7e* —6Iln|z|=T7e" — Inx

/ (cotgr)”di = / (:?3)2‘1"”: / : Zsi(ji;l)f)de: / ((sinlx)z - 1) dr =

— —cotgxr —x




2 3
2 1
/x \S/de = x2+%_5dx:/x_%d$= & 3 :_§
T —3 23
T 6 6
7" — — |dx =7e" —61ln|x|=Te" —Inx
T
2 1 — (s 2 1
/(COtgxfdx:/(C?Sx) dx:/ '(smx) dzz:z/ : —1)dz =
sin (sinx)? (sinx)?

— —cotgxr —x

72
/ dax
V1 — 22




2 _3
/QIj \/Eda:: x2+%_5dx:/x_%dx= S :_§ 1

o —3 23
T 6 6
7" — — |dx =7e" —61ln|x|=Te" —Inx
T
5 CoS T\ 2 1 — (sinz)? / 1
/(CO g) du /(sinx) g / (sinx)? g (sinx)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22 -1 1
—dz = dr = | ——=dz — [ V1 —22dx =
,/\/1—332 V1 — 22 ./\/1—x2 /

— —arccosx — %x\/l —x? 4+ % arccos xr — —% (arccos:c + xv1 — :c2)




2 _3
/QIj \/Eda:: x2+%_5dx:/x_%dx= S :_§ 1

o —3 23
T 6 6
7" — — |dx =7e" —61ln|x|=Te" —Inx
T
5 CoS T\ 2 1 — (sinz)? / 1
/(CO g) du /(sinx) g / (sinx)? g (sinx)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22 -1 1
—dz = dr = | ——=dz — [ V1 —22dx =
,/\/1—332 V1 — 22 ./\/1—x2 /

— —arccosx — %x\/l —x? 4+ % arccos xr — —% (arccos:c + xv1 — :c2)
/Se_xd:c




2 _3
/QIj \/Eda:: x2+%_5dx:/x_%dx= S :_§ 1

o —3 23
T 6 6
7" — — |dx =7e" —61ln|x|=Te" —Inx
T
5 CoS T\ 2 1 — (sinz)? / 1
/(CO g) du /(sinx) g / (sinx)? g (sinx)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22 -1 1
—dz = dr = | ——=dz — [ V1 —22dx =
,/\/1—332 V1 — 22 ./\/1—x2 /

— —arccosx — %x\/l — x? + % arccos xr — —% (arccos:c + xv1 — :c2)

/Se_xdx = —3e 7%




2 _3
/QIj \/Eda:: x2+%_5dx:/x_%dx= S :_§ 1

o —3 23
T 6 6
7" — — |dx =7e" —61ln|x|=Te" —Inx
T
5 CoS T\ 2 1 — (sinz)? / 1
/(CO g) du /(sinx) g / (sinx)? g (sinx)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22 -1 1
—dz = dr = | ——=dz — [ V1 —22dx =
,/\/1—332 V1 — 22 ./\/1—x2 /

— —arccosx — %x\/l — x? + % arccos xr — —% (arccos:c + xv1 — :c2)

/Se_xdx = —3e 7%

/ (3z — 7)dz




2 _3
/QIj \/Eda:: x2+%_5dx:/x_%dx= S :_§ 1

o —3 23
T 6 6
7" — — |dx =7e" —61ln|x|=Te" —Inx
T
5 CoS T\ 2 1 — (sinz)? / 1
/(CO g) du /(sinx) g / (sinx)? g (sinx)? ’

— —cotgxr —x

x> 1+22 -1 1
—dz = dr = | ——=dz — [ V1 —22dx =
,/\/1—332 V1 — 22 ./\/1—x2 /

— —arccosx — %:1:\/1 — x? + % arccos xr — —% (arccos:c + xv1 — :c2)

/Se_xdx = —3e %

ST l(3x—7)15 Bz =)t
/(33: 7) dr = 5 5 = =










T 1 2x
/xQ—ldxzﬁ/xQ—ldx

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds




:1: _1 2x T B
/x2_1d£€—§/x2_1dx—§/;ds_§ln|3|_ln |£U2—]_|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds




:1: _1 2x T B
/x2_1d£€—§/x2_1dx—§/;ds_§ln|3|_ln |£U2—]_|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tg xdx




:1: _1 2x T B
/x2_1d£€—§/x2_1dx—§/;ds_§ln|3|_ln |£U2—]_|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tgxdx Z/Smxdx
COS T




:1: _1 2x T B
/x2_1dx—§/x2_1dx—§/gd3_§1n|3|_1n |.CC2—1|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tgxdxzfsmxdx
COS T

_ —sinx
substituce: In | cos z| = s,

dz = ds

COsS T




:1: _1 2x T B
/x2_1dx—§/x2_1dx—§/gd3_§1n|3|_1n |.CC2—1|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tgxdxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx|
COS

—sinx
dx = ds

substituce: In | cos z| = s,

COsS T




x _1 2x T B
/x2_1d£€—§/x2_1d$—§/;ds_§ln|3|_ln |.CC2—1|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tgxdxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx|
COS

—sinx
dx = ds

substituce: In | cos z| = s,
COS

sin x
V2 + cos

dz




x _1 2x T B
/x2_1d£€—§/x2_1dx—§/;ds_§ln|3|_ln |.CC2—1|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:dxzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx|
COS

—sinx
dx = ds

substituce: In | cos z| = s,
COS

sin x
V2 + cos

dz

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdzx = ds




:1: _1 2x T B
/x2_1d£€—§/x2_1dx—§/gd8_§ln|s|_ln |£C2—1|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:dazzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx|
COS

—sinx

substituce: In | cos z| = s, dr = ds
COS T
Sin x 1 52
1
de = — | —ds=— | s 2ds= —— = —2¢/s= —2/2 + cosx
V2 + cosx /\/5 / 5 Vs v

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdzx = ds




:1: _1 2x T B
/x2_1d£€—§/x2_1dx—§/gd8_§ln|3|_ln |.CC2—1|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:dazzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx\
COS

—sinx

substituce: In | cos z| = s, dr = ds
COS T
Sin x 1 52
1
de = — | —ds=— | s 2ds= —— = —2¢/s= —2/2 + cosx
V2 + cosx /\/5 / 5 Vs v

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdzx = ds

/ eQa:
———dx
ver —1




:1: _1 2x T B
/x2_1d£€—§/x2_1dx—§/gd8_§ln|3|_ln |.CC2—1|

substituce: 2 — 1 = s, 2xdx = ds

/tga:dazzfSmxdx=—/ds=—s=—ln|cosx\
COS

—Ssinx

substituce: In | cos z| = s, dr = ds
COS T
Sin x 1 52
1
de = — | —ds=— | s 2ds= —— = —2¢/s= —2/2 + cosx
V2 + cosx ,/\/5 / 5 Vs v

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdzx = ds

/ eQa:
———dx
ver —1

substituce: e* — 1 = s, e*dx = ds




Priklady

T 2T 1
/ﬁ—ldx:%/x2—1dx:%/§d3:%1n|8|=1ﬂ 22 — 1]

substituce: 22 — 1 = s, 2zdx = ds

/tgxdxz/smxdxz—/ds:—s:1n\cosx|
COS &

—sinx
dx = ds

substituce: In | cosz| = s,
COS T

Sin & 1 1 s%
V2 + cosx ’ /\/E i /S i x Vs V2+cosw

substituce: 2 +cosx = s, —sinxdx = ds

e2m S—I—l 1 1 S
——dz = ds = (§+ —i)d =

substituce: e* — 1 = s, e*dx = ds

_|_
I
wIN
»

N|=

(s+3) =
ver —1(e” + 2)

Wl
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/x3exdx













/x3exdx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe"” — Q/xe“’dx) =

— 3¢ — 3z%e” + G/xe“’dx




/x3exdx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe"” — Q/xe“’dx) =

— 3¢ — 3z%e” + G/xe“’dx

u=z u =1
vV =e" wv=¢"




/x3e‘”dx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe"” — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (Cﬁex - ex) —

:(:1:3—3:1324—633—6)6“;
U=2zx uw =1
vV =e" wv=¢"




/x3e‘”dx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe"” — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (Cﬁex - ex) —

/xQIdex

— (:1:3—3:1324—633—6)6‘”




/x3e‘”dx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe"” — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (Cﬁex - ex) —

— (:1:3—3:1324—633—6)6‘”

/xQIdex




/x3e‘”dx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe"" — Q/xe“’dx) =

r3e® — 3x%e® + 6

/xQIdex

re®dr = z3e® — 3x°%e® + 6 (ze® — %) =

— (x3—3x2—|—6x—6)ex

1.3 _ 1 2 1.3 _1,3_ 1.3 3 _
3T In 3/30 da:—3:1: Inx 5T = T (lnx 1)




/x3e‘”dx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe"" — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (CUex - ex) —

— (x3—3x2—|—6x—6)ex

/:1:2 Inxdx = %x?’ Inx — %/xde = %x?’ Inx — %x?’:

I:/sinlnxdx




/x3e‘”dx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe“’ — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (xex - ex) —

— (333—33:24—6&:—6)65”

/xQIdex = %x?’lnx — %/xde = %x?’lnx — %x?’:

I:/sinlnxdx

u=sinlnx v = —coslnx

vV =1 V=2




/x3e‘”dx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe“’ — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (xex - ex) —

— (333—33:24—6&:—6)65”

2 1.3 1 21.._ 1.3 _1,3_1.3 3
/:1: ln:cd:c—S:c In 3/xdx—3x Inx 5T = T (ln:c 1)

I:/sinlnxdx:xsinlnx—/coslnxdx

u=sinlnx v = —coslnzx

vV =1 V=2




/x3e‘”dx = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe“’ — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (xex - ex) —

— (333—33:2—|—6913—6)e5C
/x2 Inxdx = %:c:)’ Inx — %/xde = %x?’ Inx — %x?’: %x?’ (1n:c3 — 1)

I:/sinlnxdx:xsinlnx—/coslnxdx

/ 1 .
u=coslnhxr v =——sinlhzx
€T

v =1 V=2




/a:3e"”d:1: = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe“’ — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (xex - ex) —

— (x3—3x2—|—6x—6)ew

2 1.3 1 21.._ 1.3 _1,3_1.3 3
/:1: lnxdx—Sx In B/xdx—Bx Inx 5T = T (ln:c 1)

I:/sinlnxda::xsinlnx—/coslnxdx =
= xsinlnx — (:Ucoslnx+/sinlnxdx) = xsinlnx —zcoslnx — [

/ 1 .
u=coslnhxr v =——sinlhzx
€T

v =1 V=2




/a:3e‘”d:1: = 3% — 3/x2e“’dx — x%e® — 3 (:I:Qe“’ — Q/xe“’dx) =

— 2%e® — 32%e® + 6 [ ze®dr = 23e® — 32%e* + 6 (xex - ex) —

— (x3—3x2—|—6x—6)ew
/x2 Inxdx = %x?’ Inx — %/xde = %x?’ Inx — %x?’: %x?’ (1n:c3 — 1)

I:/sinlnxda::xsinlnx—/coslnxdx =

= xsinlnx — (:Ucoslnx+/sinlnxdx) =xsinlnx —xzcoslnx — [

Tedy 2] = zsinlnz — zcoslnz, odtud / = L (sinlnz — cosln )






/ eVedyr

substituce: z = t2, dx = 2tdt




/eﬁdx = Q/tetdt

substituce: z = t2, dx = 2tdt







/eﬁdx = Q/tetdtz 2 (telt — /etdt) = 2(t — 1)et




/eﬁdx = Q/tetdtz 2 (telt — /etdt) = 2(t — 1)et

substituce: z = t2, dx = 2tdt




/eﬁdx = Q/tetdtz 2 (telt — /etdt) =2(t—1)et =2 (/o —1)evV®

substituce: x = t2, dx = 2tdt

t

u=-t =1
vV =et W t

= c




Uvod

Neurdity integral

Urcity integrdl a jeho uzZiti
Definice a zadkladni vlastnosti
Obsah obrazce

Délka rovinné kFivky

Objem télesa (exhaustivni metoda)

Nevlastni integral

Urcity integral a jeho uziti
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Necht f je spojitd funkce na (a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(z) = f(x) pro véechna = € (a,b).
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Necht f je spojitd funkce na (a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(z) = f(x) pro véechna = € (a,b).

Newtoniiv urcity integral z funkce f v mezich od a do b je definovan jako

Oznaceni: F'(b) — F'(a)

I
1
I
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8
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| I
8
|
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Necht f je spojitd funkce na (a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(z) = f(x) pro véechna = € (a,b).
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Oznaceni: F'(b) — F'(a)
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Necht f je spojitd funkce na (a,b) a F je funkce primitivni k f,

F'(z) = f(x) pro véechna = € (a,b).

Newtoniiv urcity integral z funkce f v mezich od a do b je definovan jako

Oznaceni: F'(b) — F'(a)

I
I
—~
8
—
8
|
S|
I
o
~—~
8
—
S|







[ f@dz = F®) - F@) = [F@)),




o ff(x)dx =0, ff(zz:)dx = — [ f(z)dz

e Linearita vzhledem k integrované funkci:




a

o ff(x)dx =0, ff(x)dx = — [ f(z)dz

b

e Linearita vzhledem k integrované funkci:
b

b b
aditivita: [ (f(z) + g(z))dz = [ f(z)dz + [ g(z)dz

a




a

o ff(x)dx =0, ff(x)dx = — [ f(z)dz

b

e Linearita vzhledem k integrované funkci:
b b b
aditivita: [ (f(z) + g(z))dz = [ f(z)dz + [ g(z)dz

a
b

homogenita: [ c¢f(x)dx = cff(x)dx

a




Definice a zakladni vlastnosti

a b a
o [f(x)dz =0, [ f(z)dz = —bff(flf)dfv

e Linearita vzhledem k integrované funkci:
b

aditivita: [ (f(z) + g(z))dz = ff () dx—i—fg(x)dx

homogenita: f cf(z)dr = cff
e Aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru:

b c b
€ (a,b) = [ f(x)dz = [ f(z)dz+ [ f(z)dx

11 / 17



b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) = [F(x))"

e Integrace , per partes” pro urcité integraly:
b

b
[u(x)v' (x)de = [u(a:)v(x)]z — [/ (x)v(z)dx

a




Definice a zakladni vlastnosti

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) = [F(x)]"

e Integrace , per partes” pro urcité integraly:
b

b
[u(x)v'(z)de = [u(x)v(x)]z — [/ (z)v(z)dz

a

e Substituéni metoda pro urdité integraly:
b @ (b)
[ F(p@) (@)da= [ f(s)ds
a ¢(a)
substituce: p(z) = s, ¢'(x)dz = ds
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Definice a zakladni vlastnosti

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) = [F(x)]"

e Integrace , per partes” pro urcité integraly:
b

b
[u(x)v'(z)de = [u(x)v(x)]z — [/ (z)v(z)dz

a

e Substituéni metoda pro urdité integraly:
b @ (b)
[ F(p@) (@)da= [ f(s)ds
a ¢(a)
substituce: p(z) = s, ¢'(x)dz = ds

b o~ (b)
J f(@)dx = f( )f(SO(S))SO’(S)dS
a 90—1 a
substituce: © = ©(s), tj. o 1 (z) = s, ¢’ (x)dr = ds
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Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).




Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

b—a

n € N, polozime Ax = ar;,=a+1tAz,1=0,1,2,...,n— 1.

n

a xl oo :BZ .. xn_l b w




Obsah obrazce

Obrazec ohraniéeny osou x, pfimkami x = a, * = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

n € N, poloZime Ax =

b—a

ar,=a+1Az,1=0,1,2,...,n— 1. Pak je

r Tpn—1 P .CE‘V
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Obsah obrazce

Obrazec ohraniéeny osou x, pfimkami x = a, * = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

n € N, poloZime Ax =

7

b_ .
a ar,=a+1Ax,1=0,1,2,...,n— 1. Pak je
n
b
nlggOZf i) A —/f(x)dx,
a
yA
[0 A T
Ax ;
a Ti o Tno1 b 2
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Obsah obrazce

Obrazec ohraniéeny osou x, pfimkami x = a, * = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

b — .
n € N, polozime Ax = ¢ a i =a+1Ax,1=0,1,2,...,n— 1. Pak je
n
n—1 b b
S~ f)Ar,  lm Zf w)da= [ fw)de, = [ f@)do
1=0 0 0
-
G R A SRS B S
Ax R
T TR
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Obrazec ohranieny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

Priklady:




Obrazec ohranieny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S:/bf(x)dx

Priklady: Vypocitejte obsah parabolické usece, ktera ma vysku v a délku zakladny
a.




Obsah obrazce

Obrazec ohraniceny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

b
S = /f(a:)da:
a
Priklady: Vypocitejte obsah parabolické usece, ktera ma vysku v a délku zakladny

a.
f(x) = (1 — %a?) Y+

D=
N~
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Obsah obrazce

Obrazec ohraniceny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypocitejte obsah parabolické usece, ktera ma vysku v a délku zakladny

D=
N~
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Obsah obrazce

Obrazec ohraniceny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypocitejte obsah parabolické usece, kterda ma vysku v a délku zakladny

IS
S
S
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Obrazec ohranieny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S:/bf(x)dx

Priklady: Vypocditejte obsah elipsy s poloosami a a b.




Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S:/bf(x)dx

Priklady: Vypocditejte obsah elipsy s poloosami a a b.

33'2 y2

—|—b—2:1

D
N




Obrazec ohranieny osou z, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S:/bf(x)dx

Priklady: Vypocditejte obsah elipsy s poloosami a a b.

2 2
x y° b
——I—b—2—1 - Y= a? — x?

D
N




Obsah obrazce

Obrazec ohranieny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypoditejte obsah elipsy s poloosami a a b.

n

I

W
o\
Q| o

)

N
T

8

N

o,

)

/\@%

_
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Obsah obrazce

Obrazec ohraniceny osou x, pfimkami x = a, © = b (a < b) a grafem spojité
funkce f definované na intervalu (a,b).

S = /b f(x)dz

Priklady: Vypoditejte obsah elipsy s poloosami a a b.

2 2 b

a:_+y_:1 —  y=—+va* —x?
a? b2 a
[ b » 7 2
S=4/— a? — x2dxr = —/az(coss)2d324ab/ OS2 s —
a a 2
0 0 0 )
' 2
= 2ab [s Ssz} — mab
2 s=0

substituce: z = asins, dz = acossds, a’—z° =a’(1— (sins)’) = a’(cos s)?
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KFivka je grafem spojité funkce na intervalu (a, b).




KFivka je grafem spojité funkce na intervalu (a, b).
b—a

Ay; :f?xi+1)_f(xi)v t=1,2,...,n.

X0 = a, x; = a+ 1Az,

n € N, poloZzime Ax =

f(@it1)
f(zi)




Délka rovinné krivky

K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

) b—a
n € N, polozime Ax =
n

Ayz = f(aji—l—l) — f(ﬂ?@), 1= 1, 2, ey 1. Pak je

X0 = a, x; = a+ 1Az,

A A
i, By =0 tedy Zp~ S
Ayz ? — 2
ENZ\/AQU Ayz2—z ( )Aajzz\/l—l—(f’(a:i)) Ax
i=0
n—1
Jim ) \/1 + (f' ()" Az = /\/1 + (f'(z))*dx .

o =a X1 e xT; IZ+1 . e bzxnx
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Délka rovinné krivky

K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu {(a,b).

b—a .
, To=a, T; = a+ 1Az,

n € N, polozime Ax =
n
Ayz = f(aji—l—l) — f(ﬂ?@), 1= 1, 2, ey 1. Pak je

i f'(w:)

lim 2V
111 =~
Ax

Ax—0 Aa: f (CEZ) tedy

zwz\/m Ayﬂ—z (Ay") Aa:NZ\/l b (F(2:)?

nh_}rrgoqil \/1 + (f(z:))* Az = / \/1 + (f'(x))°dz, tedy

b

/ :/\/1 - (F(2))2da

a
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K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b). Jeji délka je dana integrdlem

b
(= [Vi+ (@) s




KFivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [Vi+ (@) s

Priklad:




KFivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [Vi+ (@) s

Ptiklad: Vypocitejte délku kruznice o poloméru r.




KFivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [Vi+ (@) s

Ptiklad: Vypocitejte délku kruznice o poloméru r.

f(x) = vVr? —x?




KFivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [Vi+ (@) s

Ptiklad: Vypocitejte délku kruznice o poloméru r.
2

fla) = VT2, () = = (F@)) =

/72 _ 22 r2 _ o2




KFivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [Vi+ (@) s

Ptiklad: Vypocitejte délku kruznice o poloméru r.

2

f(ZB) = VTQ_:BQ' f/(ZB) - m' (f/(il?)) - r2 _ 22

T x2
6:4/ 1+r2_x2dx
0




KFivka je grafem spojité funkce na intervalu (a,b).

b
(= [Vi+ (@) s

Ptiklad: Vypocitejte délku kruznice o poloméru r.

2

f() = V=, () = S (/@) = s

N — r2 _
(=114 7
0

x—4/\/—

substituce: x = rsins, dr = rcos sds




Délka rovinné krivky

K¥ivka je grafem spojité funkce na intervalu {(a,b).

b
/ :/\/1 - (F(2)da

Ptiklad: Vypocitejte délku kruznice o poloméru r.

2

f£) = VIT= 22, /@) = S, (@) = s

/12 — 12 r2 —
i i
0

VB

COS S

dx—4 dx:4r2/ ds =
/\/ J ry/1— (sin s)2

0

substituce: * = rsins, dr = rcossds

13 / 17



Té&leso umisténé v souradné soustavé.




Té&leso umisténé v souradné soustavé.
UvaZujeme jeho fezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Azx.




Objem télesa (exhaustivni metoda)

Téleso umisténé v soutadné soustavé.
UvaZujeme jeho fezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.

Necht roviny protinaji osu v bodech zg = a, 2, 22,...,x, = b.
P¥itom x;11 — x; = Ax, celé téleso se nachazi mezi 0-tou a n-tou rovinou.
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Objem télesa (exhaustivni metoda)
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Obsah ¥ezu (priniku) télesa i-tou rovinou ozna&ime S(x;).
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Necht roviny protinaji osu v bodech zg = a, 2, 22,...,x, = b.
P¥itom x;11 — x; = Ax, celé téleso se nachazi mezi 0-tou a n-tou rovinou.
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Objem (tenké) vrstvy télesa mezi (¢ — 1)-ni a i-tou rovinou je pFiblizn& roven S(x;)Ax.
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Téleso umisténé v soutadné soustavé.
UvaZujeme jeho fezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.

Necht roviny protinaji osu v bodech zg = a, 2, 22,...,x, = b.
P¥itom x;11 — x; = Ax, celé téleso se nachazi mezi 0-tou a n-tou rovinou.

Obsah ¥ezu (priniku) télesa i-tou rovinou ozna&ime S(x;).

Objem (tenké) vrstvy télesa mezi (¢ — 1)-ni a i-tou rovinou je pFiblizn& roven S(x;)Ax.

Pro objem té&lesa tedy plati: V =~ Z S(x;)Ax

1=1
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Téleso umisténé v soutadné soustavé.
UvaZujeme jeho fezy rovinami kolmymi k ose x, které jsou od sebe vzdaleny o Ax.

Necht roviny protinaji osu v bodech zg = a, 2, 22,...,x, = b.
P¥itom x;11 — x; = Ax, celé téleso se nachazi mezi 0-tou a n-tou rovinou.

Obsah ¥ezu (priniku) télesa i-tou rovinou ozna&ime S(x;).
Objem (tenké) vrstvy télesa mezi (¢ — 1)-ni a i-tou rovinou je pFiblizn& roven S(x;)Ax.
Pro objem té&lesa tedy plati: V =~ Z S(x;)Ax

1=1

Limitnim pfechodem n — oo dostaneme

14 / 17






V:/bS(:c)dx

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.




V:/bS(:c)dx

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.
2 y? oz
+ = + <L

a? b2 2




V:/bS(:c)dx

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.
2 2
x

Y z
a? + b2 + c? =1
2 22 72
Obvodova kfivka fezu rovinou kolmou k ose z: == + — =1 — —, tj.
p2 o2 a2
2 2




V:/bS(:c)dx

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.
2 2
x

Y z
a? + b2 + c2 =1
2 22 72
Obvodova k¥ivka ¥ezu rovinou kolmou k ose z: == + — =1 — —, t].
b2 2 a2
2 2
z
y:v2 2 22\ 2 1
1-%5) (1-&)c




Objem télesa (exhaustivni metoda)

b

V= / S(z)dx

a

Priklad: Vypocitejte objem trojosého elipsoidu s poloosami a, b, c.
2

Y 2
a? i b2 i 2 =1
2 22 72
Obvodova kfivka fezu rovinou kolmou k ose z: == + — =1 — —, tj.
b2 2 a?
2 2

Y 2z
-2y (1-2Z)e

x? 23 1 a’ 4
V = /7TbC (1 — ?> dx = 27mbc [x— &7]0 = 2mbc (a— &7) = gmabc
0
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V:/bS(:c)dx

Specialni p¥ipad: téleso vzniklé rotaci ,,podgrafu’ funkce y = f(x) definované na intervalu
(a, b) kolem osy x.

S(z) = 7 (f(x)), 4. b
V= 7T/ (f(x))de







P¥iklad: Vypotitejte objem kulové vrstvy tloudtky h s polomé&ry podstav R a r.




P¥iklad: Vypotitejte objem kulové vrstvy tloudtky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

V=7T/ (92—x2)dx

a




= w/ (f(x))’da

P¥iklad: Vypotitejte objem kulové vrstvy tloudtky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

V:W/ (Q2—€I32) deW(Q2[5I3]Z+h— [%x?»]z-l-h) —

=7 (0*h — 3(3a®h + 3ah?® + h?))

—

.
AN
rd




P¥iklad: Vypotitejte objem kulové vrstvy tloudtky h s polomé&ry podstav R a r.
a+h

V:';T/ (Q2—€I32) deW(Q2[5I3]Z+h— [%x?»]z-l-h) —

=7 (0*h — 3(3a®h + 3ah?® + h?))

—

.
AN
rd




Objem télesa (exhaustivni metoda)

Ptiklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky i s polomé&ry podstav R a r.
a+h

Ver [ (¢ -a)do—r (2] - [107)0) -
=7 (QQh — %(Sth + 3ah? + h3))

——

>
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

V= w/ (f(x)) da

0

Ptiklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky i s polomé&ry podstav R a r.
a+h

V=7T/ (QQ_QUQ) dx:ﬂ_(QQ[x}Z‘Fh_ [%xS]ZJrh) —

= 7 (0*h — 5(3a®h + 3ah® + h?))

ra R2 _ 2 _ 2
a2=Q2—R2 2 2 2 - 2h
(a—|—h2:Q2—T2 } — 2ah +h" = R" —r — \ 2_(R2—7“2—h2)2 R2
\Q N 4h? +
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Ptiklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky i s polomé&ry podstav R a r.
a+h

V=7T/ (QQ_QUQ) dx:ﬂ_(QQ[x}Z‘Fh_ [%xS]ZJrh) —

a

= 7 (0*h — 5(3a®h + 3ah® + h?))

¢ R2 _ 2 _ 2
a2=Q2—R2 2 2 2 “= 2h
(a+h>2202—’]"2 } _> 2CLh—|—h —R —7“ _> < 2 (Rz_,’az—hz)z 2
0" = + R
X 4h?

Celkem: V = i7wh(3(R? + r?) + h?)
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Objem télesa (exhaustivni metoda)

Ptiklad: Vypoditejte objem kulové vrstvy tloustky i s polomé&ry podstav R a r.

a+h
_ 2 2 _ 2r,19th 1,.370th) _
Ver [ (¢ -a)do—r (2] - [107)0) -
¢ = 7 (0*h — 5(3a®h + 3ah® + h?))
r R2 _ 2 _ 2
a®=p° — R? 2 2 2 “= 2h
(a—|—h>2:Q2—’r2 } — 2ah+h =R —r — < , (R2—’]"2—h2)2 ,
\Q - 4h? + R

Celkem: V = i7wh(3(R? + r?) + h?)

Specieln& — Kulovd dse¢ (r = 0): V = ¢wh(3R* + h?)
Polokoule (r =0, h = R): V = 27 R?
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Uvod
Neurdity integral

Urdity integral a jeho uziti

Nevlastni integral
Integral na neomezeném intervalu
Integral z neohrani¢ené funkce

Nevlastni integral
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Funkce f spojitd na intervalu {(a, 00):




b—o0

00 b
Funkce f spojitd na intervalu {(a, 00): /f(:z:)d:z: = lim /f(:z:)d:z:,

pokud tato limita existuje a je vlastni.




00 b
Funkce f spojitd na intervalu {(a, 00): /f(x)dx = lim /f(x)dx,

b—o0

pokud tato limita existuje a je vlastni.

b b
Funkce f spojitd na intervalu (—oo, b): / f(x)dz = lim f(x)dz,

a——0o0
a

pokud tato limita existuje a je vlastni.




Integral na neomezeném intervalu

00 b
Funkce f spojitd na intervalu (a, 00): /f(a:)da: = lim /f(a:)da:

b— 00

pokud tato limita existuje a je vlastni.

b b
Funkce f spojitd na intervalu (—oo, b): / f(z)der = lim f(x)dex,

a— —0oQ
pokud tato limita existuje a je vlastni.

Funkce f spojita na intervalu (—oco, c0):
0

/f(x)dx:agmoo f(x dx+b1i>rgo/f

— 0 a
pokud obé limity existuji a jsou vlastni.
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Integral na neomezeném intervalu

Funkce f spojitd na intervalu (a, 00): /f(a:)da: = lim /f(a:)da:

b— 00

pokud tato limita existuje a je vlastni.

b b
Funkce f spojitda na intervalu (—oc, b): / f(x)dx = lim f(x)dex,
a— —0oQ
pokud tato limita existuje a je vlastni.
Funkce f spojita na intervalu (—oco, c0):
0

/f(x)dx:agmoo f(x dx+b1i>rgo/f

— 0 a
pokud obé limity existuji a jsou vlastni.

Rikdme, ze nevlastni integral konverguje.
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Ptriklady:




Ptriklady:

oo

/e_“’dx

0




Ptriklady:

o0 b

e dxr = lim e Ydx
b— o0
0 0




Ptriklady:

o0 b

/e_“’dx = lim e dx = lim [—e‘x]
b— o0 b— o0
0 0

b
0




Ptriklady:

o0 b

/e_“’dx = lim e dx = lim [—e‘x]
b— o0 b— o0
0 0

b

;= lim (—e7"+1)

b— o0




Ptriklady:

o0 b

/e_“’dx = lim [ e *dz = lim [—e‘x]

b

o= lim (—e7"+1) =

b— o0 b— o0 b— o0

0 0




Ptriklady:

o0 b

/e_“’dx = lim [ e *dz = lim [—e‘x]

b

o= lim (—e7"+1) =

b— o0

b— o0 b— o0

0 0
T
d
/xz—l—lng
1




Priklady:

oo b

b

/e_“’da: — lim [ e *dx = lim [_e_x]o

b— o0 b— o0

e (b
—bhm( e’ +1)=1
0

x? +1 b— 00 2 41 b—s 00

0
/ dr = lim dz = lim [arctgz], =
1 1

= lim (arctgb — arctgl) = T
b— o0 2

T
4 4




Ptriklady:
0 b
/e_“’da: = lim e ’dxr = lim [—e“’”]g = lim (—e_b + 1) =1
b— o0 b— o0 b— o0
0 0
T Fo
: . b
/ x? + 1013j - bli>I£>lo x? + 1d:][j - bli>I£>lo arctg o)y =
1 1
T T T
= i teb — tel) = — — — = —
jm (arctgh —arctgl) = 5 — 7 = 7

1
a>1, /—da:
xa

1




Ptriklady:
0 b
/e_‘”da: = lim e ’dxr = lim [—e“’”]g = lim (—e_b + 1) =1
b— o0 b— o0 b— o0
0
T ro
: b
/ x? + 1d:1: - blggo x? + 1dx - blggo arctg o)y =
1 1

w|=1
N
N

= lim (arctgb — arctgl) =

b— o0

x—a—l—l ]b
—a+ 1],

1 I 1 | 1
= m [——1]| =
1 — @ booo \ bo—1 a—1

b—)oo T b— 0o

—da:— lim —dx— lim [




Ptriklady:

1
/—dx
T

1




Ptriklady:

1
/—dx
T

1

b

1
lim | —dz = lim [1nx]? = lim Inb =
b— o0 X b— o0 b— o0

1




Ptriklady:

1
/ —dzx nekonverguje
x

1

b

1
lim | —dz = lim [1nx]? = lim Inb =
b— o0 X b— o0 b— o0

1




Funkce f spojitd na intervalu {a,b) a neohranicena:




Funkce f spojitd na intervalu {a,b) a neohranicena:

b B
/f(x)dx = éirr%)/f(:c)d:c pokud tato limita existuje a je vlastni.
%




Integral z neohranic¢ené funkce

Funkce f spojitd na intervalu (a,b) a neohraniéena:

b B
/f(x)dx = éin%)‘/f(x)dx pokud tato limita existuje a je vlastni.
—

Funkce f spojitd na intervalu (a,b) a neohraniéena:
b

b
/f(a:)da: = lim [ f(x)dx pokud tato limita existuje a je vlastni.

«
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Integral z neohranic¢ené funkce

Funkce f spojita na intervalu (a, b) a neohranicena:

/f )dx = hm /f )dx  pokud tato limita existuje a je vlastni.

Bod b se nazyva smgu/ar/ta funkce f.

Funkce f spojitd na intervalu (a,b) a neohraniéena:
b

f(zx)dx = lim [ f(x)dx pokud tato limita existuje a je vlastni.

a—ra
o :
Bod a se nazyva singularita funkce f.

Rikame, Ze nevlastni integral konverguje.
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Ptriklady:




Ptriklady:




Ptriklady:

dz = lim dz = lim [arcsin x]g

1 B
/\/ : /\/ :
1 — 22 B—1 1 — 22 B—1
0 0




Ptiklady:

dz = lim dz = lim [arcsin x]g =

1 8
[ e=tr=tm | =
1 — 22 B—1 1 — 22 B—1
0 0

= arcsin 1 — arcsin




Ptiklady:

dz = lim dz = lim [arcsin x]g =

1 8
[ e=tr=tm | =
1 — 22 B—1 1 — 22 B—1
0 0

s

= arcsin 1l — arcsin() =




Ptriklady:

dz = lim dz = lim [arcsin x]g

1 B
/\/ : /\/ :
1 — 22 B—1 1 — 22 B—1
0 0

/

. . v
— arcsinl — arcsin(Q) = —

In zdx




Ptriklady:

B _
0 =

r = lim r = lim [arcsin x|

1 B
/\/ s /\/ s
1 — 22 B—1 1 — 22 B—1
0 0

. . v
— arcsinl — arcsin(Q) = —

1 1
/ Inzdr = lim | Inzdx
0




Ptriklady:

B _
0 =

dz = lim dz = lim [arcsin x|

1 B
/\/ : /\/ :
1 — 22 B—1 1 — 22 B—1
0 0

i . T
— arcsinl — arcsin(Q) = —

1

1
/lnxdx = lim | Inxzdz = lim [a:(lnx - 1)]1

a—0 a—0 «
0 o"




Ptriklady:

B _
0 =

1 B
1 1
—dx = lim —dx = lim |arcsinx
/\/1—562 ﬁ—>1/\/1—$2 B_”[ |
0 0

. . v
— arcsinl — arcsin(Q) = —

1 1
/lnxdx = lim [ Inzdz = lim |z(Inz — 1)]1 = —1—lim a(lna—1)
0

a—0 a—0 O a—0
Qa




Ptiklady:

B _
0 =

dz = lim r = lim [arcsin x|

1 B
V1 — 22 B—=1 ) /1 — x2 B—1
0 0

i . T
— arcsinl — arcsin(Q) = —

1 1
/lnxdx = lim [ Inzdz = lim |z(Inz — 1)]1 =—1—lima(lna—1)=
0

a—0 a—0 O a—0

= —1—limaxlnx
x—0




Ptiklady:

B _
0 =

dz = lim r = lim [arcsin x|

1 B
V1 — 22 B—=1 ) /1 — x2 B—1
0 0

i . T
— arcsinl — arcsin(Q) = —

1 1
/lnxdx = lim [ Inzdz = lim |z(Inz — 1)]1 =—1—lima(lna—1)=
0

a—0 a—0 O a—0

Inx

= —1—limaxlnx = —1 — lim —
x—0 r—0 =

x




Ptriklady:

B _
0 =

dz = lim r = lim [arcsin x|

1 B
V1 — 22 B—=1 ) /1 — x2 B—1
0 0

. . v
— arcsinl — arcsin(Q) = —

1 1
/lnxdx = lim [ Inzdz = lim |z(Inz — 1)]1 =—1—lima(lna—1)=
0

a—0 a—0 o a—0
(0%
1
Inz =
= —]1—limxzlnxz = —1 — lim — = —1 — lim xl
xz—0 z—0 P z—0 ——3




Ptiklady:

B _
0 =

dz = lim r = lim [arcsin x|

1 B
V1 — 22 B—=1 ) /1 — x2 B—1
0 0

— arcsin1 — arcsin0 = —
1 1
/lnxdx = lim [ Inzdz = lim |z(Inz — 1)]1 =—1—lima(lna—1)=
a—0 a—0 o a—0
0 o
] 1
=—1—-limzhz=-1- limg =—1—Ilim 5 = -1
xz—0 z—0 P z—0 ——3
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