Spojité deterministické modely I
1. cvicna pisemka

I. cast .
1. Najdéte obecné feSeni rovnice tx’ —x = ttg —.
2. Rozhodnéte, zda pocatecni tloha o' = —t /x, x(0) = 0 je jednoznacné fesitelnd. Odpoved
zduvodnéte.
3. Najdéte prvni tii ¢leny Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci feSeni tlohy
" —2' =0, 2(0) =0, 2/(0) = 1.
4. Odhadnéte teseni problému

T
x/:t‘i‘m, ,’L‘(O):O,

tj. najdéte funkce @, ¥ takové, ze p(t) < x(t) < ¢(t) pro viechna t > 0 z definiéniho oboru
feseni x.

5. Zjistéte, zda autonomni systém

r = 2x—uy,

y o= —x+2y

ma nekonstantni periodické Teseni.

1
6. Urcete, pro které hodnoty parametru a je feseni x(t) = — rovnice @’ = ax — 1 stejnomeérné
a
asymptoticky stabilni.
II. cast
1. Najdéte feseni pocatecniho problému
1 1
2" + 2" + 22 + 22 = 3, z(0) =1, 2/(0) = 3 2"(0) = ~5

2. Vyvoj dvou populaci o velikostech z = z(t), y = y(t) je modelovan systémem rovnic

o = x—(z—k)y,

y = —ay+k(r—k)y;

parametry a, k, x jsou kladné. Urcete, o jaky typ interakce (vztahu populaci) jde, najdéte
rovnovazné velikosti populaci a vySettete jejich stabilitu.

3. Model epidemie SEI bez vitalni dynamiky je tvaru

S = —pIS,
E = BIS—SE,
I' = JF,

S(0) =N —1, E(0) =0, I(0) = 1.

N oznacuje velikost populace, na pocatku je jeden infekéni jedinec a zadny nakazeny v latentnim
stadiu. Nacrtnéte fazové portréty a popiste vyvoj epidemie.

Cas na vypracovéani: I. édst 90 minut, II. ¢4st 60 minut.
Bodovani: 1. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnocenti: 1. ¢ast: dosdhnout alespon 3 bodu.

I1. eést: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Vysledky:
1. z(t) = tarcsin Ct
12. Ano; feseni je x = 0 a feSen{ jednoznacné feSitelné ulohy s pocdteéni podminkou z(tg) = a # 0 pro to # 0 neni

feSenim zadané tlohy.
2

13. 20(t) = 0, 21 () = t 2a(t) = ¢ + %
t? t?

15. Redlné casti vlastnich ¢éisel matice jsou nenulové, imagindrni nulové; proto nestaciondrni periodické feSeni nemuze

existovat.

16. a < 0.

1. £ (3—e").

2
I12. Dravec-kofist; uzivnost prostiedi pro populaci kofisti je neomezena a obsahuje tikryt, ktery pojme populaci kofisti
o velikosti k£ a ochrani ji pfed dravcem; koeficient imrtnosti dravce bez potravy je a, efektivita, s niz pfeméni zni¢enou

. o . . . f s~ a RK . . s
kofist na rust své populace je k. Staciondrni feseni x = k + —, y = 1 + — je asymptoticky stabilni. (Pro kk <
K a

1 1
2a° <1 +4/14 a) se jednd o ohnisko, pro kk > 2a* <1 +4/1+ E) se jednd o uzel.)

8. (S+E+1)=S+E+I'=0 = S+E+I1=N =const
Stavov;’rprostorﬂ:{(&EJ)GRS:5207E2071207S+E+I:N}
e E=N-I1-5Q={(S,])eR*: §>0,1>0,S+I<N}

I
S = —BIS N o
I' = §(N-I-29)
S-nulkliny: 7 =0, S =0
I-nulklina: I = N — S
>
0 N
e S=N-E-1.Q={(B,])eR*: E>0,I>0,E+I<N} I
E' = BI(N—-E-1I)-6E N ¢
I' = 6E
FE-nulklina: £ = %ﬂ_]n
I-nulklina: £ =0
JN
0 N
e I=N-S-E:Q={(S,E)eR*: S>0,E>0,S+E<N} B
S = —-B(N-S-E)S N
E' = B(N-S—E)S—E <_l
S-nulkliny: S =0, E=N—-S
I-nulklina: E = B(]g\;%a)s
R S

0 N

Pocet zdravych jedinci monotonné klesd k nule, pocet infekénich monotonné roste k IV, poc¢et nakazenych v latentnim
stadiu nejdfive roste a po dosazeni jistého maxima klesa k nule.



Spojité deterministické modely I
2. cviéna pisemka

I. cast
1. Najdéte obecné feSeni rovnice 3 sinz = ylny.
2. Zjistéte, zda je lokalné jednoznacné teSitelnd pocatecni tiloha
x
2 +2'sin2t+ ——— =0, z(0)=1, 2/(0)=0.
T 0) =1, 2/(0)
3. Ukazte, ze funkce z1(t) =t a xo(t) = €' tvori fundamentalni systém Feseni homogenni rovnice
pridruzené k rovnici
(t—1)a" —ta' +x=(t — 1)
na jakémkoliv intervalu, ktery neobsahuje 1. Pak najdéte feseni této nehomogenni rovnice
s pocatecnimi podminkami z(0) = 0, 2/(0) = 0.

4. Najdéte maximdlni a minimdlni feseni tlohy 2’ = E, z(0) = 0.
5. Urcete parametr a tak, aby autonomni systém !

¥ = 2z -5y

Yy = r+4ay

mel periodické Tesent.
6. Zjistéte, zda feSeni = 3 rovnice ' = 23 — 27 je stabilni nebo asymptoticky stabilni.

I1. ¢ast

1. Najdéte feseni pocatecniho problému
" + 82" + 162 = cost, z(0) = =, 2/(0) =0, 2"(0) = —=, 2"(0) = 0.

2. Uvazujte model konkurence dvou populaci takovych, ze pro druhou z nich je kapacita

prostiedi neomezena:
dN- N
L = r1 Ny <1 St CL12N2) )

dt K
dN.
d—t2 TQNQ (1 —CL21N1).

Najdéte nezdporna stacionarni feseni a urcete jejich typ a stabilitu. Urcete podminky, za kterych
muze druhd populace vyhynout.

3. Autonomni systém
S = mS—dS—pIS+~I,

I' = BIS —~I —dsl,

(vSechny parametry jsou kladné a m > d;) predstavuje model epidemie SIS s vitdlni dynamikou
za predpokladu: Potomky mé pouze zdrava cast (S) populace; dmrtnosti ve zdravé (S) a
infekéni (1) éasti populace mohou byt rozdilné; omezenost zdroju (vnitrodruhové konkurence)
se neprojevuje, tj. zdravd populace by rostla neomezené (exponencialné).

Muze epidemie tohoto typu stabilizovat populaci? Jaka musi byt umrtnost infikovanych
jedincu, aby se rust populace zastavil?

Cas na vypracovani: I. édst 90 minut, II. é4st 60 minut.
Bodovéani: 1. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnocent: 1. ¢ast: dosdhnout alesponi 3 bodu.

IL. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Vysledky:
I1.y = exp{Ctgg}.
12. Ano. Jednd se o linearni rovnici se spojitymi koeficienty.

1
x’ +

13. Kazd4 z funkef z1(t) = t, x2(t) = e’ je fesenim homogenni rovnice druhého fadu =’ — =1 1

x = 0. Dale je
t el
t

’1 (t—1)e" #0 prot#1.

Regeni dané tlohy je ' —t* — ¢ — 1.

14. Uloha mé feseni z(t) = Ct, kde C je libovolnd reslnd konstanta, a toto feenf je definovano na intervalu [0, c0) nebo
(—00,0]. Pro t > 0 a libovolné ¢ > 0 plati ¢t < (2¢)t a podobné. Maximalni ani minimAln{ feSeni tedy neexistuje.

I5. Systém ma vzdy feSeni © = 0, y = 0, tj. feSeni konstantni tedy periodické s libovolnou periodou. Pro a = —2 mé
nekonstantni periodické feseni.

I6. Resen{ je nestabilni.

II1. z(t) = % cost.

I12. Pokud a21 K1 < 1, existuje jediné staciondrni feseni: sedlo (K1,0) a druhd populace nemuze vymiit, roste nade

C s, o, 1 anK;—1
vSechny meze. Pokud a21 K1 > 1, existuj{ dvé staciondrni feseni: stabiln{ uzel (K1, 0) a sedlo (—, 2171K)7 v tomto
a1 aiza21f

piipadé tedy muze druhd populace vymfit, pokud jeji po¢atecni velikost je ,dostatecné mald“ a pocdteéni velikost prvni
populace je ,,dostateéné blizko“ kapacité prostiedi K;.
II3. Systém ma jediny rovnovéazny bod

(’y+dz (m — dl)(7+d2)>
B Bda2 ’
ktery je pro

2d2\?
m—d; > (Tz) (v + do)
stabilnim uzlem a pro
2d>\?
m—d; < <T> (’Y+d2)

stabilnim ohniskem. Epidemie, ktera potlacuje plodnost, tedy muze zastavit rust malthusovské populace bez ohledu na
to, jaky vliv méd na umrtnost.



Spojité deterministické modely I
3. cviéna pisemka

I. cast .

1. Najdéte obecné feSeni rovnice tr’ — x = xln —.

2. Urcete parametr a tak, aby pocatecni uloha ta’ = z, 2(0) = a méla alespon jedno feseni
definované na intervalu [0, 00).

3. Najdéte prvni tii cleny Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci feseni poc¢atecni ilohy

zii?i’ﬁt @ggg) N (8)

4. Najdéte maximalni a minimaln{ fesenf tlohy 2’ = 3v/x2, 2(0) = 0 na intervalu [0, 00).
5. Najdéte invariant (prvni integrél, tvar trajektori{) autonomniho systému

y/ — 1,2.
6. Necht x = x(t) je feSeni pocdtecni tlohy z' = 222 — (23 + z), z(1) = a. Urcete, pro které
hodnoty parametru « je funkce x rostouci, pro které hodnoty je klesajici a pro které hodnoty
je periodicka.

II. cast
1. Najdéte feseni pocatecniho problému

= Y
Z = —x—y—z+2cost,

2. Zdroj podléhajici rozkladu je pravidelné dodavan konzumentovi. Tato situace muze byt
popsana modelem

¥ = a—x—ay,

y = zy—by,

kde x oznacuje mnozstvi zdroje a y velikost populace konzumenta, parametry a, b jsou kladné.
Najdéte podminky, za jakych muze dojit k dynamické rovnovaze zdroje a konzumenta;

pritom mnozstvi zdroje i velikost populace konzumenta maji byt nenulové. Je tato rovnovaha

dlouhodobé udrzitelna?

3. Pokud relativni zména mezd zavisi na relativni zaméstnanosti linearné, lze dynamiku mezd
a zameéstnanosti pri vhodné volbé jednotek popsat autonomnim systémem

W= w3,

Vo= v (l=-2u),

(jedné se o speciélni piipad Goodwinova modelu). Rozhodnéte o stabilité vSech staciondrnich
bodu tohoto systému a najdéte invariant (prvni integrél) tohoto systému.

Cas na vypracovani: I. éast 90 minut, IT. ¢Ast 60 minut.
Bodovéani: 1. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnocent: 1. ¢ast: dosdhnout alesponi 3 bodu.

I1. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Vysledky:
I1. z(t) = te*.
12. Obecné fesen{ rovnice je z(t) = Ct. Pro feseni rovnice tedy vzdy plati z(0) = 0. Mus{ tedy byt a = 0.

zo(t)\ (0 () [0 z2(t)\ _ [t z3(t)) i’

w@®) \0)7 \wm@®))  \3t?)7 \w®))  \3t?)" \ws@®))  \-zt"+3*)"
T4. z.(t) = 0, x*(t) = t*.
5. Uz,y) = 2 +4°
I6. Prava strana dané rovnice f(z) = 222 — (2® + z) = —z(2® — 22 4+ 1) = —x(x — 1)? je nulovd pro z = 0 nebo = = 1,
je kladnd pro z < 0 a zdporna pro = € (0,00) \ {1}. To znamend, ze pro pocatetn{ hodnotu v < 0 je FeSen{ dané tlohy
(ryze) rostouct, pro pocateéni hodnotu v € (0,1) U (1,00) je FeSeni (ryze) klesajici a pro poc¢éteéni hodnotu « € {0, 1} je
feSeni konstantni (tedy periodické).

I11. Dan4 uloha je ekvivalentni s po¢dte¢ni tilohou pro linedarni rovnici tfetitho fadu
" + 2" + 2+ 2 =2cost, x(0)=0, 2'(0) =—-1, 2”(0) = 1.

Obecné feseni piidruzené homogenni rovnice je z(t) = Ae ™' + Bcos(t) + Csint, partikuldrni fesenf nehomogenni rovnice
1

je &(t) = 5t(sint — cost), fedeni lohy pro rovnici tiettho fadu tedy je
z(t)=1(e7"+ (1 —t)cost+ (1 +t)sint).
Tato funkce je prvni slozkou feSeni dané tlohy. Jeji druhd a tfeti slozka jsou

y(t) = a'(t) = —3 (" —tcost —tsint), =z(t)=vy'(t)=1(e"+ (1+¢t)cost+ (1 —1t)sint).

. - " . . . L
I12. Systém ma4 jediny stacionarni bod (b7 aT> Ten lezi uvniti prvniho kvadrantu, pokud a > b. Variacni matice je

) 1 b—a
(-1 -y _ a— o - b
b

a—2>b

a plati pro ni trJ* = —1 < 0, det J* =

> 0, takze staciondrni bod je stok (stabilni uzel nebo ohnisko).

K dynamické rovnovaze zdroje a konzumenta dojde, pokud b < a (transformovand umrtnost konzumenta je mensi
nez intenzita doddvéani zdroje). Tato rovnovdha je stejnomérné asymptoticky stabilni, tedy udrziteln4.

113. Invariant systému:

dv  2v(1 —2u)

du — w(2v-1)
2vd— 11) _ 21 — Qudu
2v—Inv = 2Inu— 4u + const

Invariant systému tedy je V(u,v) = 4u + 2v — Inu?v.
Staciondrni body: (0,0)  sedlo, tj. nestabiln{
(3.1) stied, tj. stejnomérné stabilni (nikoliv asymptoticky)



