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Princip vérohodnosti

f(x|8) ...hustota rozdéleni £(8)
L(0|x) ...funkce v&rohodnosti

o [(0]|x) = c(x)f(x|#), kde c € R je nezdvisla na 6 a f(x|0) =[], f(xi]0).

£(6]x) ...logaritmus funkce v&rohodnosti
o /(0|x) = In(L(0]x)) = In(c(x)) + In(f(x|0)
5(0) ...skére funkce (prvni derivace logaritmu funkce vé&rohodnosti)

o S(0) = Z51(0]x)
6 ...MLE odhad parametru 6

® lIze jej ziskat maximalizaci fce vérohodnosti L(6|x) resp. log. fce v&rohodnosti £(6|x)

e odpovida koFenu skére funkce 5(#); ten miZeme vypoditat explicitné (je-li to mozné),

nebo vhodnou numerickou metodou. Pro nalezeni jednorozmérného parametru 6
pouzijeme napf. Newton-Raphsonovu metodu, metodu secen, nebo metodu bisekce.

I(g) ... Fisherova mira informace (minus druha derivace logaritmu vérohodnostni funkce
vyjadfend v MLE odhadu parametru 0)

-~ 2
o Z(0) = — 25 1(01x) 4_5

Var[f] ... MLE odhad rozptylu odhadu parametru 6

e Var[f] = ﬁ
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Dataset 6: 03-paired-means-clavicle2.txt

e Datovy soubor obsahuje osteometrické daje o délkach kli¢nich kosti (clavicula). Data
pochdzi z anglického souboru dokumentovanych skeletl (Parsons, 1916). V souboru se
nachdazi délky kli¢nich kosti na pravé a levé strané téla v parovém usporadani. Jednotlivé kosti
bez druhostranné kosti nebyly do souboru zafazeny.

e Ptehled proménnych v datasetu:

e id ...ID jedince;

e sex ...pohlavi jedince (m - muZ, f - Zena);

e length.L ...délka kli¢ni kosti z levé strany (v mm);
e length.R ...délka kli¢ni kosti z pravé strany (v mm).
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Priklad 10.1 Maximalné vérohodné odhady parametri 1 a o2 v normalnim modelu

Naététe datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht ndhodnd prom&nnd X popisuje délku
kliéni kosti z levé strany u muzi. Za predpokladu, Ze ndhodnd veli¢ina X pochazi z normdlniho
rozd&leni, tj. X ~ N(u, o?):

1. Odvodte

a. tvar jadra v&rohodnostni funkce L((u, o) |x) normalniho modelu;

tvar jadra logaritmu vérohodnostni funkce £((jz, o%)" |x) normainiho modelu;
skére funkci pro parametr 1 + MLE odhad parametru p;

skére funkci pro parametr o2 + MLE odhad parametru o2

tvar Fisherovy informaéni matice.

© 0 O

2. Dosazenim do vzorci stanovte pfesnou hodnotu maximalné vérohodného odhadu parametri
2 L] —~ A2
Hao,t. uao.
3. Pomoci maximalizace logaritmu v&rohodnostni funkce £((1, o?)"|x) normalniho modelu
naleznéte maximalné vérohodny odhad parametri u a o2. Maximalizaci provedte

a. pomoci funkce optim();
b. pomoci vlastnorué¢né& naprogramované dvourozmérné Newton-Raphsonovy metody
NRnorm();

c. pomoci vlastnoru¢né naprogramované Broydenovy metody BMnorm().

4. Vykreslete (a) vrstevnicovy diagram; (b) 3D-diagram logaritmu dvourozmé&rné vérohodnostni
funkce normélniho modelu spolu s maximaln& v&rohodnymi odhady parametri p a o
odhadnutymi pomoci funkce optim(). K vykresleni pouZijte (a) funkce image() a contour(),
(b) funkci persp().
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Reseni pt¥ikladu 10.1

1. Odvodte
a. tvar jadra v&rohodnostni funkce L((u, o%)" |x) normalniho modelu

b. tvar jadra logaritmu v&rohodnostni funkce £((1, )" |x) normalniho modelu

c. skore funkci pro parametr . + MLE odhad parametru p
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d. skére funkci pro parametr o? + MLE odhad paramertu o’

e. tvar Fisherovy informaéni matice
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2. Dosazenim do vzorcil stanovte pfesnou hodnotu maximalné vérohodného odhadu parametri

wao?, tj. 4ao-.

Poznamka k pseudokddu: V celém pseudokddu této prezentace je promé&nnymi sigma i
sigma2 myglena hodnota parametru o?. Nézev sigma pouZivdme zejména proto, aby
naprogramované funkce byly pfehledné&jsi. TaktéZ promé&nna theta[2] ve funkci Inormo()

reprezentuje parametr 2.

data <- read.delim(...) # nacteni dat

cla.L <- datal..., ...] # vyber delek leve kl. kosti muzu
data <- na.omit(...) # odstraneni NA hodnot

n <- ... # delka vektoru cla.L

mu <- ... # MLE odhad parametru mu

sigma2 <- ... # MLE odhad parametru sigma ~ 2

tab <- data.frame(...) # souhrnna tabulka vysledku

mu sigmaZ2
1 153.6 96.96
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3. Pomoci maximalizace logaritmu v&rohodnostni funkce ¢((i, )" |x) normalniho modelu
naleznéte maximalné€ vérohodny odhad parametri u a o?. Maximalizaci proved'te

a. pomoci funkce optim()

10 lnormo <- function(theta, x){ # log. veroh. fce rozd. N(mu, sigma ~ 2)
11 n <- ... # delka vektoru x

12 like <- ... # log. fce veroh. rozdeleni N(thetal[l], thetal[2])

13 return(...) # vystup; promenna 1like

14 %

15 OPTtheta <- optim(c(145, 100), lnormo, x = cla.L,

16 control = list(fnscale = -1)) # MLE odhad vektoru

17 # parametru theta = (mu, sigma =~ 2) ~ T
18 max.m <- OPTtheta$par[1] # MLE odhad parametru mu
19 max.s <- OPTtheta$par[2] # MLE odhad parametru sigma ~ 2

mu sigma?2
1 153.6043 96.97404

20
21
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23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

b. pomoci vlastnorué¢né naprogramované dvourozmérné Newton-Raphsonovy metody

NRnorm();

lnorm <- function(mu, sigma, x){ # log. veroh. fce rod.
n <- ... # delka vektoru x
like <- # logaritmus veroh. fce rozd. N(mu, sigma
return(...) # vystup; promenna like

¥

snorm <- function(mu, sigma, x){ # vektor skore funkci U
n <- # delka vektoru x
skore.mu <- # skore fce pro par. mu
skore.sigma <- # skore fce pro par. sigma 2
U <- ¢c(..., ...) # vektor U = (S(mu), S(sigma 2)) ~

return(...) # vystup;

vektor U

N (mu,

T

2)

sigma

2)
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66

hnorm <- function(mu, sigma, x){ # Fisherova inf. matice I

n <- ... # delka vektoru x
I11 <- ... # I_{11}
I12 <- ... # I_{12} = I_{21}
I22 <- ... # I_{22}
I <- matrix(...) # Fisherova informaci matice I
return(...) # vystup; matice I
}
NMnorm <- function(x01l, x02, t){
# iniciacni faze funkce; x = (mu, sigma =~ 2) ~ T
x <- c(x01, x02) # poc. nastaveni vektoru x v kroku 1
fl1 <- ... # poc. nastaveni f1 v kroku 1: f1 = 0
f2 <- 1norm(...) # poc. nastaveni f2 v kroku 1: f2 = 1(x[1], x[2] | t)
k <- ... # poc. nastaveni pocitadla k: k = 0

# telo funkce; proces probiha, dokud podminka while(...) plati
while (abs(f1 - £2) > 0.00001 & k < 1000){

k <- ... # zvetseni pocitadla o 1
U <- snorm(..., t) # vektor skore fci U = (S(x[1]), S(x[2]1))"T
H <- hnorm(..., t) # FIM v hodnotach mu = x[1] a sigma~2 = x[2]

x <- x + solve(H) %x*) U # aktualizace vektoru x
fl1 <- £f2 # aktualizace f1
f2 <- lnorm (..., t) # aktualizace f2: log. veroh. fce v novem x
}
return(list(mu = x[1], sigma2 = x[2], like = f2,
k = k)) # vystup; seznam o 4 polozkach

}
NMres <- NMnorm(x01 = ..., x02 = ..., cla.L) # MLE odhad (mu, sigma“2)°T
# x01 a x02 je treba zvolit vhodne, napr. x01 = 150 a x02 = 90
max.nm <- NMres$... # MLE odhad par. mu
max.ns <- NMres$... # MLE odhad par. sigma =~ 2
mu sigma?2 67
1 163.6 96.36093 68
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c. pomoci vlastnoru¢né naprogramované Broydenovy metody BMnorm()

BMnorm <- function(x10, x11, x20, x21, t){
# iniciacni faze funkce; x1 = (mu, sigma ~ 2)°T v kroku 1;
# x2 = (mu, sigma 2)"T v kroku 2

x1 <- c(x10, x20) # poc. nastaveni vektoru x v kroku 1
x2 <- c(x11, x21) # poc. nastaveni vektoru x v kroku 2

fl1 <- 1lnorm(x1[1],

x1[2], t) # log. veroh. fce v kroku

f2 <- lnorm(...) # log. veroh. fce v kroku 2
k <- ... # poc. nastaveni pocitadla k: k = 0

B <- diag(2) # poc.

nastaveni matice B (jednotkova m.

1

dimenze

2x2)
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# telo funkc
while (abs (
k <-

e; proces probiha, dokud podminka while(...) plati
f1 - £2) > 0.00001 & k < 1000){

# zZvetseni pocitadla o 1

Ul <- snorm(x1[1], x1[2], t) # vektor skore fci v kroku 1
U2 <- snorm(...) # vektor skore fci v kroku 2

B <- B + c(((...) - B %x% (...)) /

# aktualizace matice B

x <- (x2
f1 <-

x1l <-
x2 <-
+

return(lis

+

BMres <- BMnorm(...,

# x10, =x11

- solve(B) Y%x*J U2) # vypocet vektoru x

sum ((...)

# aktualizace f1 (nyni £2)
f2 <- lnorm(...) # aktualizace f2 (log. veroh.
# aktualizace x1 (nyni x2)

# aktualizace x2 (nyni x)

t(mu = x[1], sigma2 = x[2],

like = £2,

-~

2)) %x% t(c(...))

fce ve vektoru x)

k = k)) # vystup; seznam o 4 polozkach

max.bm <- BMres$mu # MLE odhad par. mu
max.bs <- BMres$sigma2 # MLE odhad par.

t = cla.L) # MLE odhad (mu,
, X20 a x21 je treba zvolit vhodne,

sigma ~ 2

sigma = 2)°T
napr. 147, 157, 90 a 100.

mu

sigma2

1 153.6039 96.46132

Tabulka: Odhady parametri p a o normélniho rozd&leni

L o’
exaktni vypocet 153.600000  96.960000
funkce optim() 153.604298  96.974037
Newton-Raphsonova metoda 153.600000  96.360928
Broydenova metoda 153.603912 96.461318

99
100
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3. Vykreslete (a) vrstevnicovy diagram; (b) 3D-diagram logaritmu dvourozmé&rné vérohodnostni
funkce normdalniho modelu spolu s MLE odhady parametri p a o? odhadnutymi pomoci
v8ech t¥ funkci. K vykresleni pouZijte (a) funkce image() a contour(), (b) funkci persp().

101 N <- 50

102 mu <- seq(...) # posl. bodu osy x; od 146 do 157 o delce N
103 sigma2 <- seq(...) # posl. bodu osy y; od 80 do 120 o delce N
104 M <- matrix(NA, N, N) # prazdna matice dimenze (N x N)

105 for(i in 1:1length(mu)){

106 for(j in 1:length(sigma2)){

107 M[i, j] <- lnorm(muli], sigma2[j], cla.L)
108 b

109 } # hodnoty log. veroh. fce

110

111 k <- ... # pocet barev; k = 15

112 par(...) # okraje grafu 4, 4, 2, 2
113 image(..., asp = F, ylim = c¢(75, 120), col = terrain.colors(...),

114 xlab = expression(...), ylab = expression(...),

115 breaks = seq(min(M), max(M), length = k + 1),

116 las = ..., ) # vrstevnicovy diagram log. veroh. fce

117 contour (..., levels = ..., add = T) # konturovy diagram log. veroh. fce

118 points(...) # cerny bod; MLE odhad (mu, sigma ~ 2); fce optim
119 points(...) # cerveny bod MLE odhad (mu, sigma ~ 2); N-R metoda
120 points(...) # modry bod MLE odhad (mu, sigma ~ 2); Br. metoda

121 legend (’bottom’, horiz = T, ...) # legenda
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122
123
124
125
126
127
128
129

130

131

nrz <- nrow(M) #

ncz <- ncol (M) #

color <-

stredy <- (M[-1, -1] + M[-1,

# matice stredu site
stredy.col <- cut(stredy,
# intervalu a kazde hodnote

pocet radku matice M

pocet sloupcu matice M
terrain.colors(...) # paleta k barev
-ncz] + M[-nrz,

-1] + M[-nrz, -ncz]) / 4

k) # rozdel rozpeti hodnot do k ekvidistantnich

prirad interval, do ktereho mnalezi

par(...) # okraje grafu 1, 1, 1, 1
persp(..., col = color[stredy.col], ticktype = ., xlab = ., ylab = .y
zlab = ., s phi = 40, theta = 130)) # 3D-diagram log. veroh. fce
120
110 Vit
100
sls 88
90 AR
5|4 %\ 23 % g5
80 R \ (I j° 1 {
e optim() * N-R * Broyden
| T | | T T
146 148 150 152 154 156
i

Obrazek: (a) Vrstevnicovy diagram (vlevo); (b) 3D-diagram (vpravo) logaritmu dvourozmérné
vérohodnostni funkce normalniho modelu spolu s maximalné vérohodnymi odhady parametrii

uaaz
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