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Pojem algoritmu

Algoritmus je metoda, kterd pro jisty typ vstupl da po konecné
dobé vystup, tedy odpovéd na zadany problém.

PFi zadani algoritmu je nutno provést:
» dokdzat spravnost vystupu,
» odhadnout ¢asovou narocnost,
» odhadnout pamétovou naroc¢nost.

Casovou naroénosti rozumime zavislost délky vypoctu na délce
vstupu, pritom délku vstupu mérime poctem bitli potfebnych pro
zapis zadani a délkou vypoctu rozumime, jak dlouho trva nejdelsi
vypocet pro danou délku vstupu.

Priklad. Pro vstup jednoho pfirozeného Cisla N je tfeba
1 + [log, N] bitd.

Pamétovou naroénost budeme také méfit v bitech (u vétsiny
algoritmi, se kterymi se setkdme, nebude nutné se ji zabyvat,
nebot bude konstantni a zanedbatelné mald).



Asymptoticky odhad

Necht (a,)22;, (bn)52; jsou posloupnosti. Rekneme, Ze
posloupnost (a,)7; je fadu O(b,), jestlize plati
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Rekneme, ze posloupnost (a,)°%; je Fadu o(b,), jestlize existuje

Jm g = O

Protoze se budeme zabyvat algoritmy, jejichz cilem je rozlozit
prirozené Cislo na prvocinitele, bude vstupem pro nas algoritmus
jediné ptirozené Cislo N.

Dohodnéme se, ze In“ N bude znamenat (In N)¥. Kupfikladu tedy
In> N = (In N)2, nikoli InIn N.



Definice. Rekneme, Ze algoritmus je polynomiélniho &asu, jestlize
cas, po ktery algoritmus pobézi, najde-li na vstupu pfirozené Cislo
N, je ¥adu o(Ink N) pro né&jaké pirozené &islo k.

Rekneme, Ze algoritmus je linedrniho ¢asu, je-li tento ¢as ¥adu
O(In N). Rekneme, Ze je kvadratického &asu, je-li tento ¢as Fadu
O(In2 N), ale neni linedrniho ¢asu. Rekneme, e je kubického casu,
je-li tento &as ¥adu O(In® ), ale neni kvadratického &asu.

Je-li tento ¢as fadu o(N®) pro kazdé kladné redlné &islo a a pritom
algoritmus neni polynomialniho Casu, fekneme, Ze algoritmus je
subexponencidlniho Casu.

Konecné, jestlize existuji kladnd redlna ¢isla o > ( tak, Ze tento
¢as je radu O(N®), ale neni fadu O(N?), fekneme, Ze algoritmus
je exponencialniho c¢asu.

Priklad. Pozdéji se setkdme s algoritmy, jejichz Cas je Fadu

O(ec(ln N)2(InIn N)b)

)

kde a, b, c jsou kladna redlna Cisla, pficemz a+ b = 1. Tyto
algoritmy jsou subexponencidlniho ¢asu.



Pravdépodobnostni algoritmy

Budeme pracovat s algoritmy, jejichz pribéh vypoctu zavisi na
jistém zdroji ndhodnych Cisel. Je zde moznost (pravdépodobnosti
nula), Ze jejich béh nikdy neskondi, presto zkuSenosti ukazuji, ze
tyto algoritmy jsou Casto efektivnéjsi nez ostatni a mnohdy jsou
jediné, které mame k dispozici.

Na druhé strané rozhodné nebudeme nazyvat algoritmem metodu,
produkujici vysledek, ktery je s vysokou pravdépodobnosti spravny.
Je podstatné, Ze algoritmus v okamziku zastaveni dava pouze
spravné vysledky (odhlédneme-li od pfipadnych chyb ¢&lovéka &i
pocitace pfi provadéni vypoctu).



Poditani s velkymi Cisly

Budeme predpokladat, Ze mame k dispozici software, ve kterém je
mozné provadét zdkladni algebraické operace s Cisly, majicimi
reknéme 1000 dekadickych cifer (MATHEMATICA, MAPLE,
PARI-GP a podobné).

Takova Cisla jsou zapsana v pozi¢ni soustavé o vhodném zakladu a
operace jsou provadény podobné jako jsme to zvykli délat na
papire s dekadickymi Cisly. Vhodny zaklad je mocnina dvou: ¢as
potfebny pro vstup a vystup je pouze zanedbatelna ¢ast celkové
doby vypoctu a obvykle je dominovan ¢asem pro fyzicky zapis.
S¢itani a odcitani m3 linedrni ¢asovou narocnost.

Nasobeni malou konstantou ma také linedrni ¢asovou ndrocnost.
Obecné nasobeni a déleni se zbytkem m3 kvadratickou ¢asovou
naro¢nost. (Jsou znamy algoritmy pro nasobeni a déleni nbitovych
Cisel, které dosahuji mensi ¢asové narocnosti nez ,metoda tuzky a
papiru®. Schonhage a Strassen popsali metodu jen s
O(n-Inn-Inlnn) bitovych operaci. Jednu pomérné jednoduchou
metodu nasobeni velkych Cisel si vysvétlime.)




Nasobeni velkych Cisel rychleji nez kvadraticky

a <€ n=a-2" znadi Cislo a posunuté o n pozic doleva,

a> n = |a/2"| oznauje a posunuté o n pozic doprava,

aV n je Cislo tvofené poslednimi n bity ¢isla a, tj. zbytek po déleni
Cisla a cCislem 2",

Dana dvé 2m-bitova Cisla x, y rozlozme jako x = a < m+ b,
y=c<m+d, kde 0<a,b,c,d <2 Pak
x-y=(a<m+b)(c<Km+d)=

= (ac < 2m) + ((ad + bc) < m) + bd.
Soucin x - y jsme tedy schopni spocitat pomoci ¢tyf soucind
tvrtinové velikosti (ac, ad, bc, bd) — to nam, zda se, nepomohlo.

Ovsem vyuzijeme-li identitu (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd,
dostavame

x-y=(ac < 2m)+ (((a+ b)(c+ d) — (ac + bd)) < m) + bd.
Stadi ndm tak spocitat tfi souciny Ctvrtinové velikosti (ac, bd,
(a+ b)(c+d)).

Tato myslenka vede na jednoduchy rekurzivni algoritmus.



Nasobeni velkych Cisel rychleji nez kvadraticky

Predpokladali jsme, ze pocet bitl nasobenych Cisel je vzdy sudy.
Proto pfedem doplnime oba Cinitele zleva nezbytnym poctem nul
tak, aby se jejich délka stala mocninou dvojky. Pak bude velikost
nasobenych cisel vZzdy mocninou dvou, a tedy sudd az do doby, kdy
mame vynasobit jednobitova Cisla, coz uz zvladneme primo.

DalSi komplikace: soucty a + b a ¢ + d mohou pretéct. Lepsi nez
pokouset se nasobit tato (potencialné vétsi) &isla tedy bude
spocitat ((a+ b)V m) - ((c + d)V m) a p¥ipadné pretedeni vyresit
zvlast: plati

b je-li b<2m
pronafoE | mreaen

a+b—2" jinak,

podobné pro (¢ + d) ¥ m.



Algoritmus Mult(x, y, k) na nasobeni 2%-bitovych &isel x, y

Algoritmus (Rychlejsi nasobeni velkych ¢&isel). Pro dand
nezapornad celd Cisla x < 22" y < 22 algoritmus spocita soucin
Mult(x,y, k) = x - y.

1. [Je k malé?] Je-li k = 0, pak vrat x - y a skonci.

2. [Vytvor z danych Cisel jejich horni a dolni &dst.] Poloz
me«—2kt acx>mbexV¥Ym c—y>m d«—yVm.
Pak priprav a_b <— a+ b, c.d + c+d.

3. [Rekurentni aplikace algoritmu:] Ziskej ac +— Mult(a, c, k — 1),
bd < Mult(b, d, k — 1), r < Mult(a_bV m, c.dV¥ m, k —1).

4. [Vyres preteceni.] Pokud a_b > 2™, poloZ r < r + c.d < m.
Pokud c_d > 2™, poloZ r + r+ a_b < m. Pokud a_b > 2™ |
c.d>2", poloZ r+ r— 22m,

5. [Dokon¢i vypoéet.] PoloZ r + r — (ac + bd), pak vrat
(ac < 2m) + (r < m) + bd a skonci.



Asymptotickd Casovd narocnost

Necht T (k) oznaduje pocet kroku, které nas algoritmus vykond pfi
nasobeni dvou 2X-bitovych &isel. Pro k = 0 algoritmus skondi
okamzité. V opacném pripadé vykona nékolik konstantnich operaci
(<, >, V; i porovnani s 2™), nékolik linedrnich operaci (4, —) a
trikradt se rekurzivné zavoldme s parametrem k zmenSenym o 1.

At uz tedy , krokem" rozumime cokoli, urcité existuje konstanta «
takovd, ze T(0) < aa T(k) <a-2Kk+3-T(k—1)pro k >1.Po
k-nasobném dosazeni tak dostaneme nasledujici odhad shora:

T(k) < a(2432K7 143206724 .4 3K) = (3K -2KF1) < 33K

takze T € O(3X).
Vzhledem k velikosti n obou Cinitelll je tak nds algoritmus Casové
naroénosti v O(3'°8"), pricemz

3Iogn — (2Iog3)logn — 2Iog3~|ogn — 2|og n-log3 _ (2Iog n)log3 _ nlog3’

log 3 = 1,58.



Praktické vyuziti

Mame algoritmus, jehoz asymptotickd Casova slozitost je lepsi nez
kvadraticka, ale zatim jsme nefesili, co to znamena pro jeho
aplikovatelnost. Praktické vysledky ukazuji, Ze tento pristup se
stavd vhodnéj$i az pro 16-ciferna &isla (v 232-4rni soustavé, tedy
¢isla majici alespori 155 dekadickych cifer).

Nasledujici tabulka ukazuje, jak dobre si nékteré algoritmy vedly pfi
nasobeni velkych &isel (n je podet bitd obou Cinitelt). Pouzité
algoritmy byly:

>

Al: primocara implementace klasického Skolského nasobeni bit
po bitu

A2: nasobeni bit po bitu s pouZivanim libovolné vysokych
Cislic v mezivysledcich

A3: jako Al, ovSem v (pouzitému stroji nejpfirozenéjsi)
232_4rni soustavé

A4: nas rychly algoritmus v 232-3rni soustavé

A5: A4 pro aspon 16-cifernd (512-bitova) ¢isla, A3 pro mensi



Namérend doba vypoctu

n 128 256 512 1024 2048
Al | .11ms | 43ms | 1.7ms | 6.9ms | 27.ms
A2 | 44. us | 17ms | .67ms | 2.7ms | 11.ms
A3 | 77 us | 1.5 us | 4.2 us | 14. us | 54. us
A4 | 1.6 us| 41 pus| 11. us | 34. us | .10ms
A5 | 77 us | 1.5 us | 4.0 pus | 12. us | 35. us
n 4096 8192 | 16384 | 32768 | 65536
Al | .11 s| 45 s|18 s|7.1 s|29. s
A2 | 43.ms | .18 s|.71 s|29 s|11. s
A3 | 21ms | .85ms | 3.4ms | 13.ms | 54.ms
A4 | 31ms | 92ms | 2.8ms | 8.4ms | 25.ms
A5 | .11ms | .33ms | 1.0ms | 3.0ms | 9.1 ms

Pomér dvou sousednich ¢asti (u velkych vstupi, kde je jiz vliv

dalSich ¢lenii pfesného vzorce Casové slozitosti nepatrny), je

u prvnich t¥i algoritm priblizné (2n)2/n? = 22 = 4, zatimco

u poslednich dvou (2n)'83/plog3 = 2log3 — 3,




Vypocet nejvétsiho spolec¢ného délitele

Nejvétsiho spolecného délitele dvou celych Cisel a, b budeme znacit
(a, b). Z kontextu bude jisté vzdy jasné, zda mame na mysli
usporadanou dvojici anebo nejvétsi spolecny délitel.

Potrebé spocitat nejvétsi spole¢ny délitel dvou danych prirozenych
Cisel budeme Celit asto.

Naivni FeSeni: rozloz obé Cisla na soucin prvocisel a poté vyndsob
spolecné Cinitele.

Tento postup je vhodny jen pro velmi mala &isla (feknéme do 100)
nebo v pfipadé, Ze vime, ze nékteré z danych &isel je prvodislo (pak
stadi provést jen jedno déleni se zbytkem).

Mnohem vyhodnéjsi je vypoclet nejvétsiho spolecného délitele
pomoci Euklidova algoritmu, ktery je nejen nejstarsi, ale asi i

vvvvvv



Euklidlv algoritmus
Algoritmus (Euklidiv). Pro dand nezdporna celd Cisla a, b
algoritmus najde jejich nejvétsi spoleCny délitel.
1. [Jsi hotov?] Je-li b =0, pak vytiskni a jako odpovéd a skonci.
2. [Euklidovsky krok] PoloZ r +— amod b, a <— b, b+ r
ajdinal.

Véta. 1. Je-lil < a< N, 1< b<N, pak pocet Euklidovskych
krok(i v pfedchozim algoritmu je roven nejvyse

In(v5N
["(\f )| —2~2.078InN 11,672

In 1+/5

2. Priimérny pocet Euklidovskych kroki v predchozim algoritmu
pro a, b€ {1,..., N} je roven priblizné

12In2
2

InN+0,14 ~ 0,843In N + 0, 14.




Casova narocnost Euklidova algoritmu

Podle véty je pocet kroki algoritmu linearni v In V.

Kazdy krok vyzaduje dlouhé déleni, které je kvadratického Casu.
Proto se zda, Ze je tento algoritmus kubického Casu.

V pribéhu vypoctu jsou vsak a, b stdle mensi a mensi, proto je
mozné pribézné snizovat potrebny pocet cifer v pozi¢ni soustavé.
Pri vypoctu Euklidovského kroku a = bg + r je Casova narocnost
O((Ina)(1+1Ingq)), tedy celkovy ¢as je omezen fadem

O((InN)((D_Inq) + O(In N))).

Ale
ZlnqzlanglnN,

a tedy pri peclivém naprogramovani jde o algoritmus kvadratického
casu.



Binarni verze Euklidova algoritmu

Misto dlouhého déleni je uZito od¢itani a déleni 2 (realizované
posunem). Zakladem poziéni soustavy musi byt mocnina 2.

Algoritmus (Binarni NSD). Pro dand nezdporna cela &isla a, b
algoritmus najde jejich nejvétsi spolecny délitel.

1.

[Jednou zredukuj velikost] Je-li a < b, vyméri a s b. Je-li b =0,
pak vytiskni a jako odpovéd a skon¢i. Jinak (tj. pro b # 0)
poloZz r < amodb, a< b, b+ r.

. [Spocitej mocninu 2] Je-li b = 0, pak vytiskni a jako odpovéd a

skonci. Jinak poloz k <— 0 a dokud budou a i b sudd, opakuj
k< k+1,a<a/2, b+ b/2.

[Odstrari prebyte¢né mocniny 2] Je-li a sudé, opakuj a < a/2,
dokud bude a sudé. Jinak, je-li b sudé, opakuj b <— b/2, dokud
bude b sudé.

[Odecti] (Nyni jsou obé a i b lichd.) PoloZ t < 252, Je-li t = 0
vytiskni 2% - a jako odpovéd a skondi.

[Cyklus] Dokud bude t sudé, opakuj t <— t/2. Pak, je-lit >0,
poloZ a < t, jinak poloZ b < —t a jdi na 4.

’



Rozsirena verze Euklidova algoritmu
Oznaéme d nejvétsi spolecny délitel celych Cisel a, b, pak existuji
celd Cisla u, v tak, Ze d = ua + vb (tzv. Bezoutova rovnost).
V nékterych aplikacich budeme potrebovat spocitat nejen d, ale i
Cisla u, v, proto si uvedeme algoritmus pro jejich vypocet.

Algoritmus (Rozsifeny Euklidiv). Pro dand nezdpornd celd &isla
a, b algoritmus najde trojici celych Cisel (u, v, d) takovou, Ze d je
nejvétsi spoleCny délitel Cisel a, b a plati d = ua + vb.

1.

[Inicializace] Poloz u <1, d < a. Je-li b =0, poloZ v < 0,
vytiskni (u, v, d) jako odpovéd a skoni. Jinak poloz v < 0 a
V3 < b.

[Jsi hotov?] Je-li v3 = 0, pak poloZ v +
jako odpovéd a skond.

[Euklidovsky krok] Sou¢asn& q < [£], t3 < d mod vs.

Pak poloZ t; < u—qvi, U< vy, d < v3, vi < t1, v3 < 13
a jdi na 2.

d—au

, vytiskni (u, v, d)

Hodnoty proménnych d, v3, t3 nezavisi na hodnotach ostatnich
proménnych. Preznacime-li je a, b, r, dostaneme plvodni Euklidiv
algoritmus, tedy tento algoritmus vzdy skondi, a to se spravhym d.



Diikaz spravnosti rozsirené verze Euklidova algoritmu

Zavedeme proménné v», to, v, které nebudou nikdy pouzity pro
vypocet hodnot plivodnich proménnych. Pred krokem 2 vzdy plati

at; + bty = ts, au+ bv =d, aviy + bvy, = vs.

Algoritmus (Upraveny rozsifeny Euklidiv). Pro dand

nezaporna celd C&isla a, b algoritmus najde trojici celych Cisel

(u, v, d) takovou, Ze d je nejvétsi spole¢ny délitel &isel a, b a plati

d = ua+ vb.

1. [Inicializace] Poloz u <+ 1, d < a. Je-li b =0, poloz v + 0,
vytiskni (u, v, d) jako odpovéd a skonéi. Jinak poloz vi + 0,
v3< b, t1 <0, tp <+ 0,3+ 0, v+ 0, vop < 1.

2. [Jsi hotov?] Je-li vs = 0, pak poloz v + % 524, vytiskni (u, v, d)
Jjako odpovéd' a skondi.

3. [Euklidovsky krok] Soucasné q <— [‘%] t3 < d mod v3.
Pak poloz t; < u— qvi, u < v, d < v3, vi < t1, v3 < t3,
h <~ V—qw, V< v, vp < tp ajdi na 2.



Nezbytny aparat z algebry a elementarni teorie Cisel
Kongruence

Definice. Necht m € N, a, b € Z. Rekneme, ?e a je kongruentni s b
podle modulu m, piseme a = b (mod m), jestlize m | a — b.

Véta 1. Necht m € N, a, b,c,d € Z. Jestlize a= b (mod m),

c = d (mod m), pak platia+ c = b+ d (mod m),

a—c=b—d (modm), ac = bd (mod m).

Véta 2. Necht m, k € N, a, b € Z. Pak plati a = b (mod m) pravé
tehdy, kdyZz ak = bk (mod mk).

Véta 3. Necht m € N, a, b, k € Z. Jestlize ak = bk (mod m) a
navic (m, k) =1, pak plati a = b (mod m).

Véta 4. Necht a, b € Z. Pak existuje x € Z splriujici kongruenci
ax = b (mod m) prdvé tehdy, kdyz (a, m)|b.

Vé&ta 5 (Cinskd zbytkovd véta). Necht my, my € N, (my, mp) = 1.
Pak pro libovolna x1, x> € Z existuje x € 7. spliiujici
x = x1 (mod my), x = xp (mod my).




Okruh zbytkovych tfid modulo m

Definice. Pro libovolné m € N a libovolné a € Z definujeme
zbytkovou tfidu modulo m obsahujici Cislo a predpisem

[a]m ={b€Z; b= a (modm)},

jde tedy o mnozinu vsech celych Cisel davajicich stejny zbytek po
déleni cislem m jako Cislo a. Mnozinu vSech téchto tfid znacime

Z/mZ = {[a]m; a € Z}.

Z véty 1 plyne, ze na Z/mZ lze definovat operace + a - pomoci
reprezentantd, tj.

[a]m + [b]m = [a + b]m, [a]m - [b]m = [a+ b]m,

a ze vidi témto operacim tvofi Z/mZ komutativni okruh o m
prvcich, ktery nazyvdme okruh zbytkovych tfid modulo m.




Eulerova funkce ¢
Definice. Je-li R okruh, oznaéme R* jeho (multiplikativni) grupu
jednotek (neboli invertibilnich prvki), tj.
R*={a€R;3beR: ab=1},

kde 1 zna¢i jedni¢ku okruhu R. Charakteristika okruhu R je
nejmensi n € N splfiujicin-1=14+1+---+1 =0 (tj. souéet n
N———

n
kopii 1 € R je roven 0 € R), pokud alespor jedno takové n existuje.
V opacném pripadé fekneme, ze R je okruh charakteristiky nula.

Definice. Pro libovolné m € N je ¢(m) definovano jako pocet Cisel
z mnoziny {1,2,..., m}, kterd jsou nesoudéInd s m. Tato funkce
¢ : N — N se nazyva Eulerova.

Priklad. Charakteristika okruhu Z/mZ je m. Podle véty 4 plati

(Z/mZ)* ={[alm; a € Z, (a,m) =1},

je tedy @(m) = |(Z/mZ)*|.



Vlastnosti Eulerovy funkce ¢

Véta 6. Pro libovolnd my, mp € N takovd, ze (my, my) = 1, plati
p(mmy) = o(m)e(m).

Dikaz. Zobrazeni {1,2,...,m1} x {1,2,...,mx} — {1,2,..., mimy}
prifadi dvojici (x1,x2) € {1,2,...,m1} x {1,2,...,my} &islo

y €4{1,2,...,mmy} spliiujici y = x; (mod my), y = xo (mod my)
(¢islo y je kongruentni s Cislem x z véty 5 modulo mymy). Toto
zobrazeni je bijekce a plati (y, mymy) = 1 pravé kdyz (xi,m;) =1

a (X27 m2) =1.

Véta 7. Pro libovolné m € N plati

p(m)=m[[(1-3)
plm

kde p probihd v soucinu vsechna prvocisla délici m.

Dikaz. Zrejmé, je-li m mocninou prvodisla. Pro obecné m plyne
z véty 6 indukci vzhledem k poctu prvocisel délicich m.



Lagrangeova, Eulerova a mald Fermatova véta

Definice. Necht G je grupa, a € G. Pokud neexistuje zddné n € N
s vlastnosti a” = 1, fekneme, Ze ¥ad prvku a je co. V opacném
pripadé nejmensi n € N s touto vlastnosti se nazyva rad prvku a.
Naproti tomu fadem grupy G rozumime pocet |G| jejich prvki
(je-li koneéna).

Véta 8 (Lagrangeova véta). Je-li G konecnd grupa, pak rad
libovolného prvku a € G je prirozené Cislo, které je délitelem radu
|G| grupy G. Plati tedy al®| = 1.

Dusledek (Eulerova véta). Pro libovolnd m € N, a € 7, takovd, Ze
(a,m) =1, plati

a?(m =1 (mod m).

Ddasledek (mald Fermatova véta). Pro libovolné prvoéislo p a
libovolné a € 7 nedélitelné p plati

a7 =1 (modp).



Rad disla a modulo m

Véta 9. Necht jsou m € N, a € Z, takovd, Ze (a, m) = 1. Oznaéme
e=min{ne€N; a" =1 (mod m)}.
Pak pro libovolnd r, s € NU {0} plati

a" = a° (modm), pravé kdyz r=s (mode).
Dikaz. Lze predpokladat, ze r > s. Vydélme r — s Cislem e
se zbytkem: r —s=qge+z proq, z€ Z, 0 < z < e. Pak
a"* = (a%)9 - a* = a* (mod m). Odtud plyne a"~* =1 (mod m),
pravé kdyz z = 0.
Definice. Cislo e z predchozi véty se nazyva ¥ad &sla a modulo m.
Je to vlastné ¥ad prvku [a], v grupé (Z/mZ)*.



Konec¢na télesa

Véta 10. Charakteristika konec¢ného télesa je prvocislo.

Vé&ta 11. Bud R konecéné téleso charakteristiky p. Pak pocet prvkii
télesa R je mocninou prvocisla p.

Véta 12. Necht p je prvocislo a n € N. Pak existuje téleso o p"
prvcich.

Véta 13. Libovolnd dvé konelna télesa o stejném pocltu prvkil jsou
izomorfni.

Véta 14. Bud' R kone&né téleso o p" prvcich. Pak R* je cyklickd
grupa o p" — 1 prvcich. Kazdy prvek r € R je jednoduchym
korenem polynomu xP" — x € Fp[x].

Definice. Pro libovolné prvocislo p a libovolné n € N ozna¢me F»

téleso o p" prvcich.

Pozndmbka. Pro libovolné prvodislo p je Z/pZ téleso, mizeme tedy
polozit F, = Z/pZ. Avsak Z/p"Z je téleso pouze pro n = 1. Proto
pro zadné n > 1 nejsou Fpn a Z/p"Z izomorfni!



Konstrukce konecnych téles I¥,» pro prvocislo pa n >'1

Zvolime libovolny normovany ireducibilni polynom h € F,[x]
stupné n. To, Ze takovy polynom existuje pro kazdé prvocislo p a
kazdé prirozené Cislo n, Ize dokazat pomoci vét 12 a 14; to, Ze neni
podstatné, ktery z nich vybereme, plyne z véty 13. Pak [Fyn
konstruujeme jako faktorokruh okruhu polynomii F,[x] podle
idedlu generovaného polynomem h. Prvky tohoto faktorokruhu jsou
tfidy rozkladu mnoziny polynomii Fp[x]. V kazdé tfidé lezi pravé
jeden polynom stupné mensiho nez n. Proto, oznacime-li « tridu
obsahujici polynom x, lIze psat

For = {g(a); g(x) € Fp[x],stg < n}.

V télese Fyn pak scitdme a ndsobime prvky jako polynomidlni
vyrazy v « s tim, Ze po ndsobeni musime nékdy eliminovat vyssi
mocniny «. To délame tak, Zze " vyjadfime pomoci nizSich mocnin
a vyuzitim toho, ze h(a) = 0.



Grupa jednotek okruhu zbytkovych tfid (Z/mZ)*

Je-li p prvocislo, je Z/pZ téleso, a tedy podle véty 14 je (Z/pZ)*
grupa cyklickd. Pro n > 1 v8ak neni Z/p"Z téleso, a proto nelze
véty 14 pouZzit.

Véta 15. Je-li p liché prvocislo a n € N libovolné, pak (Z/p"Z)* je
cyklicka grupa.

Pozndmka. Pro p =2 a n > 2 cyklickou grupu nedostavame:
napfiklad (Z/8Z)* je necyklicka ¢tyfprvkova grupa.

Definice. Necht p je liché prvocislo, n € N, [g],» generator grupy
(Z/p"Z)*. Pak g nazyvame primitivni kofen modulo p".

Poznamka. Libovolné g € 7Z je primitivni kofen modulo p” pravé
tehdy, kdyz plati: pro kazdé a € Z nedélitelné p existuje jediné
ke{1,2,...,(p—1)p" 1} tak, ze a = g* (mod p").

Véta 16 (Wilsonova véta). Necht n € N, n > 1. Pak n je prvocislo,
pravé kdyz plati (n — 1)! = —1 (mod n).




Rozklad pfirozeného Cisla na soucin prvocisel

Pripomenme, Ze hleddme co nejrychlejsi algoritmus, ktery dané
prirozené Cislo N rozlozi na soucin prvocisel.
Rozdélme nas problém na tfi Gkoly:

1. Test na slozenost: Pro dané N € N rychle rozhodnout, zda
N spliuje néjakou podminku, ktera je splnéna kazdym
prvocislem, a tedy rozhodnout, zda je to urcité Cislo slozené
anebo zda je to asi prvocislo.

2. Test na prvociselnost: Je-li N asi prvocislo, dokdzat, ze N
skutecné prvocislem je, nebo to vyvratit.

3. Nalezeni délitele: Je-li N slozené, nalézt netrividlniho délitele
d cisla N.

Celé rozkladani je pak rekurzivni proces: mame-li délitele d Cisla N,
, v . . , v N
ktery splfiuje 1 < d < N, opakujeme cely postup pro Cisla d a 5.



Metoda pokusného déleni
Zkousime délit N postupné vsemi prvocisly 2, 3, 5, 7, 11, ... az do
Jjisté hranice. Pokud jsme schopni to provést pro vsechna prvocisla
p < VN, provedeme tim viechny tfi (ikoly soucasné.
V pripadé, kdy N je natolik velké, Ze déleni N vSemi prvocisly
p < VN by bylo pfili§ zdlouhavé, miizeme N délit viemi prvocisly
az do jisté hranice, abychom se zbavili malych faktord (¢im je
prvocislo mensi, tim vétsi je pravdépodobnost, Ze déli nahodné
zvolené pfirozené &islo).
Budeme predpokladat, ze mame ulozenu tabulku prvocisel
pll] =2, p[2] =3, p[3] =5, p[4] =7, ..., p[k]. Po vylerpani
této tabulky budeme pokracovat v déleni N Cisly z jistych
zbytkovych t¥id (napf. &isly davajicimi zbytek 1 nebo 5 po déleni 6,
resp. Cisly davajicimi zbytek 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 nebo 29 po
déleni 30 apod.). Tim sice néktera déleni provedeme zbytec¢né, ale
vysledek bude stéle spravny (testovat, zda &islo, kterym hodlame
délit, je prvocislo, nema smysl).
Zvolme horni hranici B, v niz prestaneme délit, abychom
algoritmem neztratili pfiliS mnoho casu.



Algoritmus (Pokusné déleni). Je ddna tabulka prvocisel

pll] =2, p[2] =3, p[3] =5, p[4] =7, ..., plk] (kde k > 3), Cislo
B > plk|, vektor t = [6,4,2,4,2,4,6,2], islo j tak, Ze j =0
(resp. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), pravé kdyz p[k] =1 (mod 30) (resp. 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29). Pro dané N € N algoritmus hleds rozklad
Cisla N. Jen nejvétsi Cinitel tohoto rozkladu nemusi byt prvocislo,
ale v tom pripadé mize byt délitelny jen prvoCisly vétsimi nez B.

1.

2.

[Inicializace] Je-li N <5, pak vytiskni odpovidajici rozklad N a
skonci. Jinak poloZ i <+— —1, m < Q.

[Dalsi prvocislo] Poloz m <— m+ 1. Je-li m > k, poloz i < j —1
a jdi na 5, jinak poloz d < p[m].

[Zkus délit] Soucasné spocitej r < Nmod d, q < [X]. Je-li

r =0, vytiskni d jako Cinitele v hledaném rozkladu a poloz

N % a opakuj krok 3.

[Prvocislo?] Je-li d > q, vytiskni N jako posledniho Cinitele a
zpravu, Ze rozklad je uplny a skondi. Jinak, je-li i < 0, jdi na 2.
[Dalsi délitel] Poloz i < (i + 1) mod8, d < d + t[i]. Je-li

d > B, vytiskni N jako posledniho Cinitele a zpravu, Ze posledni
Cinitel v rozkladu nemusi byt prvociselny a skonci. Jinak jdi na 3.



Metoda pokusného déleni

Jestlize v kroku 4 nastane d > g, uz vime, ze N neni délitelné
zadnym prvocislem p < d. Navic

N=qgd+r<(q+1)d <(d+1)d,
a tedy VN < d + 1. Proto uz musi byt N prvodislo.

Pro Gplny rozklad N se metoda pokusného déleni hodi jen pro
mald N (feknéme N < 108), protoze pro vét$i N existuji lepsi
metody. Kazdopadné je uZiteCna pro odstranéni malych faktord.

Vhodnou tabulkou prvocisel by mohla byt tabulka prvocisel
mensich nez 500 000, mame-li na ni dost mista v paméti (je to
41538 prvodisel). Vhodnéjsi nez ulozeni vlastnich prvodisel maze
byt uloZeni diferenci mezi nimi nebo dokonce poloviny diferenci
(diferenci p[k] — p[k — 1] miZeme ulozit do jednoho bytu pro
plk] < 1872851947, jeji polovinu dokonce pro

plk] <1999066711391).

Obsahuje-li nase tabulka prvocisla aspon do 500000, je asi lepsi po
vycCerpani tabulky v déleni nepokracovat, ale uzit jinou metodu.



Testy na slozenost

Zvolme néjakou podminku, které vyhovuje kazdé prvocislo a které
slozend Cisla vétsinou nevyhovuji, pricemz je treba, aby bylo mozné
podminku pro dané prirozené Cislo rychle ovérit.

Na prvni pohled se zda byt vhodnou podminkou Wilsonova véta:
Vn>1: n je prvoCislo < (n—1)! = —1 (mod n)

To je dokonce nutnd a dostate¢nd podminku prvodiselnosti a byla
by tedy nejen testem na slozenost, ale také testem na
prvociselnost. Avsak nikdo nevi, jak spocitat pro velkda N
dostateéné rychle &islo (N — 1)! mod N.

Vyhodnéjsi podminku dava Fermatova véta, nebot je mozné rychle
pocitat mocniny prvkd v libovolné grupé.

Predpokladejme, ze je dana grupa (G, ) s neutrdlnim prvkem 1 a
Ze umime prvky této grupy uchovavat v paméti a také s nimi
poditat (ndsobit je a poditat jejich inverzni prvky).



Vypocet mocniny v grupé

Algoritmus (Binarni umociovani zprava doleva). Pro dané

g € G a dané celé &islo n algoritmus pocitd g" v grupé (G, -).

Proménné y a z slouZi k uchovavani prvki grupy G.

1. [Inicializace] Poloz y < 1. Je-li n = 0, pak vytiskni y a skonci.
Je-lin <0, poloz N < —n, z < g~L. Jinak poloZ N < n,
zZ+ g.

2. [Ndsob?] Je-li N liché, poloZy < z - y.

3. [Polovi¢ni N] Poloz N < [3]. Je-li N =0, vytiskni y a skondi.
Jinak poloz z <— z - z a jdi na 2.

Dukaz spravnosti algoritmu. Vzdy pred zapocetim kroku 2 plati

y - zN = g". Jisté to platilo pfi prvnim vstupu na krok 2.

Oznaéme N, y’ a Z’ nové hodnoty proménnych N, y a z po

provedeni krokd 2 a 3.

Je-li N sudé, pak y' =y, N

y (@)W =y =y
Je-li N liché, pak y' =y -z, N' = ML 2/ = 22, tedy
V(@)W =y z22% =y 2N



Odhad casové narocnosti algoritmu

Grupové nasobeni se provadi a + b — 1 krat, kde a je pocet cifer ve
dvojkovém zapise Cisla n a b je pocet jednicek v tomto zapise.
Jisté plati a+ b — 1 < 2[log, |n|] + 1.

Je-li napfiklad G = (Z/mZ)*, je jedno nasobeni ¢asové nirolnosti
O(In2 m), proto cely algoritmus je ¢asové naroénosti

O(In> mIn|n|).

V predchozim algoritmu jsme prochazeli cifry dvojkového zapisu
Cisla n zprava doleva. Zcela analogicky mizeme tyto cifry
prochazet ovsem zleva doprava. Musime vSak znat polohu
»nejlevéjsi jednicky v tomto zapise, tj. znat e € Z s vlastnosti
2¢ < |n| < 281,



Algoritmus (Binarni umocriovani zleva doprava). Pro dané

g € G a dané celé Cislo n algoritmus pocita g" v grupé (G, -). Je-li

n # 0, musi byt ddno e € Z s vlastnosti 2¢ < |n| < 2¢+1,

1. [Inicializace] Je-li n = 0, pak vytiskni 1 a skon¢i. Je-li n < 0,
poloZ N <— —n, z < g~L. Jinak poloZ N < n, z < g. Konecné
(tj. v obou prfipadech) poloz y < z, E <— 2¢, N < N — E.

2. [Konec?] Je-li E =1, vytiskni y a skonéi. Jinak polo? E + 5.

3. [Ndsob] Polozy <y -y. Je-li N > E, poloz N < N — E,

y <+ y-z. Jdina?2

Dukaz spravnosti algoritmu. Vzdy pred zapocetim kroku 2 plati

yE . zN = g". Jisté to platilo p¥i prvnim vstupu na krok 2, kdy

YE gN = 720 jN=2° _ N _ gn
Oznaéme E’, N" a y’ nové hodnoty proménnych E, N a y po

provedeni krokd 2 a 3.

Jelli N < E/, pak E' = 5, y’E:yz, N' = N, tedy
W)E -2V = ()72 =y 2N
Je-li N > E’, pak E' = gy’:é/z-z, ILI’:N—E’,tedy

WE -2V = (2 2)7 2V = yF 2N

Vzdy pred krokem 2 je 0 < N < E. Proto pri skonceni je N = 0.



Porovnani obou algoritmd
Nevyhody oproti pfedchozimu algoritmu: je tfeba predem spocitat
e, to v8ak (je-li zaklad nasi pozi¢ni soustavy pro uchovavani
wvelkych” &isel mocnina 2) je velmi rychlé. Patrné totiz budeme
znat pozici nejvyssi nenulové cifry v nasi pozi¢ni soustavé a pak
uréeni e zabere ¢as ohraniceny konstantou. Zddnlivou nevyhodou
je i uchovavani velkého cisla E a vypocet rozdilu N — E. Avsak pfi
implementaci budeme uchovavat e a test N > E i vypocet N — E
provedeme manipulaci s bitem obsahujicim e-tou dvojkovou cifru
Cisla N (zde je podstatné, aby skute¢né byl zdklad nasi poziéni
soustavy mocnina 2).
Vyhoda: jedno ze dvou néasobeni, které se provadi v kroku 3, je
vzdy proménnou z, ve které je v pribéhu celého vypoétu g (nebo
g1 je-li n < 0). Je-li tedy naptiklad G = (Z/mZ)*, v pripadé, Ze
g = a-+ mZ pro |a| ohrani¢ené konstantou (tfeba zdkladem nasi
pozi¢ni soustavy), je ndsobeni g pouze linedrniho ¢asu a ne
kvadratického. Pak se tedy v kroku 3 provede jedno ndsobeni radu
O(In? m) a nejvyse jedno ¥adu O(In m). Cely algoritmus je sice
stale ¢asové naro¢nosti O(In> min|n|), ale s men$i O-konstantou.




Vyuziti umocnovani pro test na slozenost

Pro test na slozenost uzijeme malou Fermatovu vétu: mame tedy
dano prirozené &islo N, o kterém chceme védét, zda je to Cislo
slozené. Budeme to védét jisté, nalezneme-li celé Cislo a,

1 <a< N, pro které plati aV=1 # 1 (mod N).

Takové a se nazyva svédek slozenosti Cisla N. Pokud vsak pro
takové a plati V=1 =1 (mod N), nemiizeme z toho usoudit nic.

Cely algoritmus tedy bude vypadat takto: budeme nahodné volit
acZ, 1<a<N,apotitat aV=1 mod N. Pokud pro nékteré a
bude spInéno aV~! # 1 (mod N), jsme hotovi a vime, ze N je
opravdu slozené &islo (zminéné a si mizeme zapamatovat pro
pfipad, Ze bychom chtéli presvéd¢it nékoho dalsiho o slozenosti ).
Pokud pro véechna a budeme dostavat aVN=1 = 1 (mod N), po
jistém poctu pokusi algoritmus ukoncime a usoudime, Ze patrné je
N prvodislo. Jestli je vSak opravdu N prvodislo, takto zjistit
nem(izeme.

Nevyhodou popsaného algoritmu je, Ze témér jisté neodhali jisty
typ slozenych Cisel, nazyvanych Carmichaelova disla.



Carmichaelova disla

Definice. Slozené Cislo N se nazyva Carmichaelovo Cislo, jestlize
pro vSechna celd Cisla a, ktera jsou nesoudélna s N, plati
a1 =1 (mod N).

Carmichaelovo cislo by nas algoritmus oznadil za sloZzené pouze
tehdy, kdyby za a zvolil Cislo soudélné s N, coz je vsak velmi
nepravdépodobné. Pritom plati:

Vé&ta (Alford, Granville, Pomerance). Existuje nekone¢né mnoho
Carmichaelovych Cisel.

Priklad. N =561 = 3-11-17 je Carmichaelovo ¢islo.

Dikaz. Pro libovolné celé Cislo a nesoudélné s 561 z Fermatovy
véty dostdvame a?> =1 (mod3), a'® =1 (mod11) a

al® =1 (mod 17). Protoze 2, 10 i 16 jsou délitelé &isla 560, je 561
Carmichaelovo ¢islo.

Vyhodnéjsi neZ testovat Fermatovu vétu je proto testovani
nasledujiciho zesileni Fermatovy véty.



Vyuziti zesileni malé Fermatovy véty

Véta. Pro libovolné liché prvocislo p a libovolné celé Cislo a
nedélitelné p plati

p—1

a2z =41 (modp).

Dikaz. Z Fermatovy véty

p—1 p—1

pl(Pt-1)=(a"7 ~1)- ("7 +1).
Protoze je p prvocislo, musi délit nékterého z uvedenych ciniteld.

Priklad. Test, zda a'r = +1 (mod N), by mohl vylou¢it i 561,
nebot

5280 — 5l017H8 — 58 — 754 — g% — 16% = (—1)3 = —1 (mod 17)

a zaroven
5280 = (52)140 = 1(mod 3),

a proto 5289 neni kongruentni modulo 561 ani s 1 ani s —1.



Dalsi zesileni malé Fermatovy véty

Priklad. Test, zda a'z= = +1 (mod ), neodhali naptiklad

N =1729 =7-13-19, nebot % =864 = 25.33 je délitelné 6,
12 i 18 a tedy z Fermatovy véty plyne, Ze pro vSechna celd Cisla a
nesoudélnd s N plati ar =1 (mod N).

Véta. Necht p je liché prvolislo. Pisme p —1 =2t . q, kde t je
prirozené Cislo a q je liché. Pak pro kaZdé celé Cislo a nedélitelné p
bud plati a9 = 1 (mod p) nebo existuje e € {0,1,...,t —1}
spliiujici a*°9 = —1 (mod p).

Dikaz. Z Fermatovy véty

t—1

pl@ -1 ="-1 [[("+1).

e=0

Protoze je p prvocislo, musi délit nékterého z uvedenych Ciniteld.



Teoreticky zaklad testu Millera a Rabina

Vé&ta. Necht N > 10 je liché sloZené &islo. Pisme N —1 = 2. q, kde
t je prirozené Cislo a q je liché. Pak nejvyse Ctvrtina z Cisel mnoZiny
{a€eZ;1<a< N, (a,N) =1} spliiuje nasledujici podminku:

a? =1 (mod N)
nebo existuje e € {0,1,...,t — 1} splriujici

a*'9 = —1 (mod N).

Pro dané N algoritmus otestuje podminku véty pro 20 ndhodné
zvolenych a. Pokud pro nékteré takové a neni podminka splnéna,
vytiskne zpravu, ze N je slozené. Pokud je splnéna podminka pro
kazdé takové a, vytiskne zpravu, ze N je asi prvocislo.

Podle predchozi véty je pravdépodobnost, Ze bude vytisténa tato
zprdva, ackoli je N slozené, mensi nez 420



Algoritmus Millera a Rabina

Algoritmus (Miller - Rabin). Pro dané liché N > 3 algoritmus
s vysokou pravdépodobnosti objevi, Ze N je sloZzen€. Pokud se mu
to nepodari, vytiskne zpravu, Ze N je asi prvocislo.

1. [Inicializace] Poloz q <— N — 1, t < 0. Dokud je q sudé, opakuj
q < 3, t< t+1. PoloZ c + 20.

2. [Zvol a] Pomoci generdtoru ndhodnych Cisel zvol ndhodné
acZ,1<a<N. Pak poloze <+ 0, b+ a9 modN. Je-li
b=1, jdi na 4.

3. [Umocriuj na druhou] Dokud je b# N — 1 a e < t — 2, opakuj
b< b2 modN, e« e+1. Je-li b # N — 1, vytiskni zpravu, Ze
N je sloZené a vytiskni svédka sloZenosti a. Skondi.

4. [Uz probéhlo 20 pokusii?] Poloz ¢ <— ¢ — 1. Je-li ¢ > 0, jdi na
2. Jinak vytiskni zpravu, Ze N je asi prvocislo a skonci.

Odhad casové narocnosti. Algoritmus je Fadové stejné Casové

naro¢nosti jako umocriovani v ném pouzité (predpokladame, ze

generovani nového a je fadové rychlejsi), proto jde o kubickou
¢asovou naroénost.



Testy na prvociselnost

Vime, Zze N je asi prvocislo (napfiklad proslo testem Millera a
Rabina).

Chceme dokadzat, ze N skutecné prvocislem je, nebo to vyvratit.
Na nasledujici vété je zalozen N — 1 test Pocklingtona a Lehmera.

Véta. Necht N je prirozené Cislo, N > 1. Necht p je prvocislo délici
N — 1. Predpokladejme ddle, Ze existuje a, € 7 tak, Ze

a;)vfl =1(modN) a (apT —1,N) =1.

Necht p®r je nejvyssi mocnina p délici N — 1. Pak pro kazdy
kladny délitel d ¢&isla N plati

d =1 (mod p*).



Dikaz véty Pocklingtona a Lehmera

Véta. Necht N je prirozené Cislo, N > 1. Necht p je prvocislo délici
N — 1. Predpokladejme ddle, Ze existuje a, € 7 tak, Ze

N—-1

a;)vfl =1 (modN) a (apT —1,N) =1.

Necht p®» je nejvyssi mocnina p délici N — 1. Pak pro kazdy
kladny délitel d ¢&isla N plati d =1 (mod p®?).

Dikaz. Kazdy kladny délitel d Cisla N je soucinem prvociselnych
délitel cisla N, vétu dokazme pouze pro d prvocislo. Podle
Fermatovy véty plati ad~* = 1 (mod d), nebot (ap, N) = 1.

N—-1 N—-1
Protoze (a,” —1,N) =1, plati a,” # 1 (mod d).
Proe=min{neN; aj =1 (modd)} platie|d—1,e|N—-1a
et %. Kdyby p®» t e, ze| N —1 by plynulo e | %, spor. Je
tedy p®» | e, a tedy i p® | d — 1.



Uziti véty Pocklingtona a Lehmera

Véta. Necht N je prirozené Cislo, N > 1. Necht p je prvocislo délici
N — 1. Predpokladejme ddle, Ze existuje a, € 7 tak, Ze

N—-1

a;)vfl =1(modN) a (apT —1,N) =1. (1)

Necht p®r je nejvyssi mocnina p délici N — 1. Pak pro kazdy
kladny délitel d ¢&isla N plati d =1 (mod p®r).

Dasledek. Necht N € N, N > 1. Predpokladejme, ze mizeme psat
N—1=F- U, kde (F,U)=1a F >+/N, p¥icem? zname rozklad
¢isla F na prvocinitele. Pak plati:

> jestlize pro kazdé prvocislo p | F mizeme najit a, € Z
spliujici (1) z pfedchozi véty, pak je N prvodislo;

» je-li N prvocislo, pak pro libovolné prvocislo p | N — 1 existuje
ap € Z spliujici (1).



Zesileni uziti véty Pocklingtona a Lehmera

Ddsledek. Necht N € N, N > 1. Predpokladejme, Ze miizeme psat
N—1=F-U, kde (F,U) =1, pfi<emz zname rozklad ¢isla F na
prvocinitele. Ddle predpoklddejme, Ze vsechna prvocisla délici U
jsou vétsi neZ B € N a Ze plati B- F > /N.
Pak plati: jestlize pro kaZdé prvocislo p | F miiZeme najit a, € Z
splriujici (1) z predchozi véty a jestliZze navic existuje ay € Z
spliiujici

ay '=1(modN) a (afj—1,N)=1,
pak je N prvocislo.
Je-li naopak N prvocislo a U > 1, pak poZadovand ap, ay € 7 existuji.

Diikaz. Pro kazdé prvolislo d | N vime, ze d = 1 (mod F). Protoze
(au, N) =1, existuje e = min{n € N; a; =1 (mod d)}. Odtud
eld—1e|N—1laetF.Kdyby (e,U)=1,ze|N—-1= FU by
plynulo e | F. Je tedy (e, U) > 1 a protoze U je délitelné pouze
prvocisly vétsimi nez B, plati (e, U) > B. Protoze (F,U) =1,
zd=1(mode)ad=1(modF) plyne d =1 (modF - (e, U)) a
tedy d > F - (e, U) > FB > v/N.



Priklad uziti véty Pocklingtona a Lehmera — Pépinliv test
Pro k € Z, k >0, se Fr = 22 + 1 nazyva k-té Fermatovo &islo.
Pépintv test: Fy je prvodislo, pravé kdyz 3(Fk=1)/2 = —1 (mod Fy).

Dikaz. <" z disledku véty Pocklingtona a Lehmera.
,=" z kvadratického zdkona reciprocity: 3(Fk=1)/2 = (F%) =
3-1 Rt

= (%) (D777 = (%) =(3) =1 (mod F).

» f[o=3, L =5, I, =17, F3 =257, F4 = 65537 jsou
prvodisla.

» Rozklad &isla Fx na prvocinitele je znam jen pro k < 11.

> Fy jsou sloZena pro kazdé k = 5,6,...,32 (ackoli u Fyp ani
F24 neni znam zadny prvodiselny délitel).

> Nejvétsi Fy, pro které je zndm prvociselny délitel, je Fas43548
délitelné prvocislem 9 - 22543551 1 1 (objeveno 22. 6. 2011).

» Otevrené problémy: Existuje nekone¢né mnoho slozenych
Fermatovych Cisel? Existuje nekone¢né mnoho Fermatovych
Cisel, ktera jsou prvodisla?



Implementace algoritmu (tzv. N — 1 test)

Vstupem je Cislo N, které jiz proslo testem Millera - Rabina, tedy
Cislo, o kterém s vysokou pravdépodobnosti plati, Ze je to
prvodislo. Je tfeba to vSak dokazat.

V prvni ¢asti algoritmu rozkladame Cislo N — 1 na soucin F- U a to
tak, Ze podrobime N — 1 algoritmu pokusného déleni, ukladame
ziskané délitele a skoncime, az plati BF > V/N, nebo a¥ je B ,dost
velké", abychom si byli jisti zastavenim v ,rozumném* &ase (zde
B, F, U znadi totéz, co v predchozi vété).

Pak ndhodné volime celd Cisla a, v intervalu 1 < a, < N a
N—1

pocitdme b, = apT mod N a ¢, = by mod N do té doby, nez
cp=1(modN)a(bp,—1,N)=1.

Je-li N opravdu prvodislo, podminku (b, — 1, N) = 1 spliiuje

vétsina z Cisel ap, presnéji pravé p;pl(N — 1) Cisel z N — 1 Cisel
1,2,..., N—1. Mizeme tedy ocekdvat, ze takové a, brzy najdeme.
Pokud by v3ak N bylo ,velké" Carmichaelovo Cislo, algoritmus by

se s velkou pravdépodobnosti nezastavil (zastavi se jen kdyz
ndhodné volené a, bude soudélné s N).



Casova narocnost algoritmu

Neni-li N prvodislo, algoritmus se nemusi zastavit.

Ani pro prvocisla nelze stanovit odhad: zalezi na tom, jak snadno
Ize rozkladat ¢islo N — 1. Ndsledné hledani isel a, je velmi rychlé
(kontrola, zda zvolené a, spliiuje podminku (1) je kvadratické
¢asové ndrocnosti, navic lze volit ap »mald").

Je mozné nerozlozenou cast U podrobit testu Millera a Rabina a

v pripad€, Ze test zjisti, Ze U je asi prvocislo, dokazat nejprve
prvociselnost U (a tedy pracovat rekurzivné).



Zobecnéni algoritmu

Je-li N prvodislo, pak existuje téleso Fp2 o N? prvcich. Jeho

multiplikativni grupa je cyklicka ¥adu N2 — 1 = (N — 1)(N + 1).

Existuje tedy o € Fpe ¥adu N + 1, tj. spliiujici oV ! = 1, aviak
N+1

as = 1 pro libovolné prvodislo p délici N + 1.

Tuto myslenku je mozno vyuzit pro tzv. N 4 1 test analogicky
N — 1 testu. V ném vystupuje faktorizace ¢isla N + 1 misto N — 1.

Pro dlikaz prvociselnosti ¢isla N Ize pak vyuzit informace
o délitelich ¢isla N, ziskané z obou testu.

Podobné Ize vyuzit téleso s (a tedy faktorizovat

NN3 L— N2+ N +1), téleso Fye (a faktorizovat %;‘—} =N2+1)

nebo téleso F s (a faktorizovat m = N2 — N +1).

Vzdy ndm v8ak uz vychdzeji Cisla podstatné vétsi nez N a tedy
pravdépodobné obtizné rozloZitelna.



Nékteré nezbytnosti z algebraické geometrie
Necht K je téleso.

Definice. n-rozmérnym afinnim prostorem nad K rozumime
kartézskou mocninu K. Budeme jej znadit A"(K), tj.

A"K) ={(x1,...,xn); X1,...,xn € K}

Definice. n-rozmérnym projektivnim prostorem nad K rozumime

rozklad na mnoziné K"+ — {(0,...,0)} pfisluiny ekvivalenci ~,
kterou definujeme takto: pro libovolné (n + 1)-tice (xi,. .., Xp+1),
(Y1, Yns1) € K" polozime (x1,. .., Xpt1) ~ (V1) Ynt1)

pravé tehdy, kdyz existuje A € K*, které pro kazdé
i€{l,...,n+ 1} spliiuje podminku x; = Ay;. Tento n-rozmérny
projektivni prostor nad K budeme znadit P"(K), tfidu rozkladu (tj.
bod projektivniho prostoru) obsahujici (n + 1)-tici (x1, ..., Xp+1)
budeme znadit [xi, ..., Xpt+1]-



Afinni ¢ast projektivniho prostoru

Necht xi, ..., Xp11 jsou z télesa K, pficemz alespon jedno z nich je
rizné od nuly.

Xpt1? ") X::-l’ ]’

) € A"(K).

Jestlize naopak xpt+1 = 0, uréuje [x1, ..., x,+1] jednoznaéné bod
[x1,...,x.] € P"71(K).

Lze tedy n-rozmérny projektivni prostor ,,rozdé€lit“ na n-rozmérny
afinni prostor, ktery povazujeme za mnozinu ,vlastnich bodid" a na
mnozinu ,nevlastnich bodd", kterd tvofi (n — 1)-rozmérny
projektivni prostor.

Jestlize x,+1 # 0, pak pIati [x1, .. x,,+1] = [
¢imz je pevné dan bod (-

+1""’X+1

MlZzeme si predstavovat, ze nevlastni body ,leZi v nekonec¢nu."
Toto rozdéleni vsak neni kanonické — lze to provést mnoha
zplsoby. Tedy to, zda je bod vlastni nebo ne, je véc nasi volby.



Nadplochy projektivniho prostoru

Mame-li homogenni polynom F(ti,...,th1) € K[t1,. .., thti]

o n+1 proménnych nad K stupné k a bod [x1,...,xs1+1] € P"(K),
ma smysl| se ptét, zda F(xi,...,Xxp+1) = 0. Je-li totiz

[x1,. ..y Xn+1] = 1, - - -, Ynt1], pak existuje A € K*, které pro
kazdé i € {1,...,n+ 1} spliiuje podminku x; = Ay;. Pak ovSem
F(x1,. . %n41) = FOW1, - Ang1) = A Fya, .o, Yaga), a
tedy F(x1,...,%p+1) =0, pravé kdyz F(y1,...,ynt1) = 0.

Definice. Necht F(ti,...,th+1) € K[t1, ..., ta+1] je homogenni
polynom stupné k. Mnozina

C=A{[x1,...,xnt1] € P"(K); F(x1,...,%Xn+1) = 0}

se nazyva nadplocha stupné k v P"(K). Je-li n = 2, hovofime také
o kiivce stupné k v projektivni roviné P?(K).



Singularni bod nadplochy projektivniho prostoru

Parcidlni derivaci homogenniho mnohodlenu je opét homogenni
mnohoclen. Ma proto smysl nasledujici definice.

Definice. Necht F(ti,...,th+1) € K[t1, ..., tht1] je homogenni
polynom stupné k a

C={[x1,....,xny1] € P"(K); F(x1,...,%n41) =0}

pFislusna nadplocha. Bod [x, ..., xs11] € C se nazyva singularni,
jestlize pro kazdé j € {1, ..., n+ 1} plati

OF

—(x1,...,X =0.

8X,'( 1, ’ n-‘rl)

Nadplocha C se nazyva singularni, existuje-li alespon jeden jeji
singularni bod.



Priklad

Uvazme redlnou projektivni rovinu P2(R).
Abychom se vyhnuli indexdim, budeme psat x, y, z misto t;, to, t3.

Kubicky mnohoélen Fi(x,y,z) = x3 + x?z — y?z nam definuje
kubickou kfivku Cy (tj. k¥ivku stupné 3)

1= {lx,y,2] € P*(R); Fi(x,y,2) = 0}.
Jisté [0,0,1] € C3. Tento bod je singularni, nebot

ok 2 ok ok 2 2
— =3x"+2 — =2 — =Xx" -y~
~ X Xz, Y yz, . X —y

Je tedy C; singuldrni kfivka.



Dalsi priklad

Opét pracujme s redlnou projektivni rovinu P?(RR).

UvaZme nyni mnohoclen F(x,y, z) = x3 + xz? — y2z a pfislu$nou
kubickou krivku

Co = {[x,y,z] € P?’(R); Fa(x,y,z) =0}.

Hledejme singularni body na C,. Plati

an 2 2 8,:2 8"—2 5
Ox X"+ z°, dy vz, 97 Xz — y
Z%’?ZoplyneXZOaz:O, pakalez—%iz =0 plyneiy =0.

Ale trojice nul nedava zadny bod projektivni roviny. Singuldrni bod
na Cy tedy neexistuje a proto C> neni singuldrni krivka.



Eliptické krivky
Definice. Eliptickad kfivka nad télesem K je usporadana dvojice
(€, 0), kde & je nesinguldrni kubicka kiivka v P2(K) a O € £.

Poznamka. Je mozné zavést pojem biracionalni ekvivalence dvou
kfivek, spocivajici v tom, Ze existuji transformace prostoru
prevadéjici jednu k¥ivku na druhou a obracené, pficemz tyto
transformace jsou ,,pékné" v tom smyslu, ze transformacni rovnice
jsou dany homogennimi polynomy téhoz stupné nad K.
Véta. Libovolna elipticka kfivka nad K je biraciondlné ekvivalentni
s néjakou eliptickou kfivkou (£, O) nasledujiciho tvaru (pficemz
transformace prevadéji vyznaceny bod jedné kfivky na vyznaceny
bod druhé kfivky)

€ ={lx.y,2] € PX(K): F(x.y,2) =0},

kde

F(x,y,z) = y?z 4 aixyz + aoyz® — x> — azx?z — agxz® — asz°,

ai,...,as € Ka0O=10,1,0].



Eliptické krivky dané Weierstrassovou rovnici

V projektivni roviné zvolme za afinni ¢ast mnozinu téch bod,
které maji nenulovou treti soufadnici, tedy bodu [x, y, 1].

Kazd3 eliptickd kfivka ve tvaru z predchozi véty ma jeden nevlastni
bod (totiz O = [0,1,0]) a v afinni &asti je dana rovnici

y2 + ai1xy + axy = x3 + a3x2 + agx + as.

Tato rovnice se nazyva Weierstrassova rovnice.

V dal$im textu budeme predpokladat, Ze charakteristika télesa K
neni ani 2 ani 3, tj. ze 2 i 3 jsou invertibilni prvky v K.
Davodem je to, ze pro nase tcely eliptické kfivky nad télesy
charakteristiky 2 a 3 nejsou zapottebi a Ze tento predpoklad dale
zjednodusuje Weierstrassovu rovnici.

Mdzeme pak totiz predpokladat, Ze a; = a» = a3 = 0, a tedy
Weierstrassova rovnice je tvaru y2 = x3 + agx + as.



Kdy Weierstrassova rovnice zadava eliptickou krivku?

Véta. Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a, b € K.
Rovnice y? = x3 4 ax + b je Weierstrassovou rovnici néjaké
eliptické krivky, pravé kdy? plati 4a3 + 27b% # 0.

Diikaz. Polozme F(x,y,z) = y?z — x3 — axz? — bz3. Plati

?9/; = —3x% — az?, gl; = 2yz, Z':
Predpokladejme, Ze [x,y, z] je singularni bod. Pak z = 0 implikuje
x =y =0, spor. Je tedy z # 0. Proto y = 0 a pro v = 7 plati
372 = —a, 2ay = —3b. Jestlize a = 0, pak také b = 0. Naopak pro
a=b=0 je bod [0,0,1] singulérni Zab)'/vejme se dale pfipadem
a#0.Platiy=—32 12 =—2 =95 + 453 +27b2 = 0. Naopak,
je-li 423 +27p% = 0, a # 0, ovéfme, ze pro v = —32 Je [v,0,1]

singuldrni bod, co? je snadné, naptiklad 72 = ?1’;2 = —%, dale

Y4+ay+b=(-3L)(-2)+a(-3L)+p=L-31p=0.

= y? — 2axz — 3bz°.



Elipticka krivka dand Weierstrassovou rovnici

Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a,b € K,
433 + 27b% +# 0. Pak Weierstrassova rovnice

yzz = x3 + axz? + b23

spolu s vyznaénym bodem O = [0,1, 0] zadava v projektivni roviné
P2(K) eliptickou kfivku &.

Tento vyznacny bod O je jedinym bodem na nevlastni pfimce

z = 0. Plati dokonce, Ze nevlastni pfimka z = 0 ma s eliptickou
kfivkou & trojnasobny bod dotyku O, nebot dosazenim z = 0 do
rovnice kfivky dostaneme x3 = 0.

Ostatni body eliptické kfivky jsou vlastni a jsou v afinni roviné
A%(K) = K2 uréeny rovnici y?> = x3 + ax + b.

Je-li A= [a,8,1] € €, paki B = [a,—f,1] € E. Piimka AB m4
v P2(K) rovnici x = az a obsahuje je$té tfeti bod na &, totiz O.



Eliptickd kFivka € : y?z = x> + axz> + bz3, O = [0, 1, 0]

Jsou-li A= o, 5,1 € €, B=1y,0,1] € &, pfi€emz o # 0, pfimka
, 2 - _ _ 5_ﬁ

AB ma v P%(K) rovnici y = Bz + (x — az)k, kde k = P

Hledejme priseciky prfimky AB s eliptickou kfivkou &.

Dosazenim této rovnice za y do rovnice y?z = x3 + axz? + bz3 a

vydélenim z3 dostaneme kubickou rovnici pro s koeficienty z K:

3 2
(2)"+aZ+b— (B+(2—a)k)"=0.
Jde o normovany kubicky polynom v 7, jehoz dva kofeny o a v uz
zname. Proto ma jesté treti kofen o € K a z Viétovych vztahi
zjistime, Ze plati o + v + 0 = k2.

Pfimka AB a eliptickd kfivka & maji tedy jesté treti prasecik
C=lo,7,1],kdec =k?> —a—~, 7= B+ k(c—a).

Nékdy mize bod C splynout s nékterym z bodi A, B, v tom
prépadé mluvime o dvojnasobném priseciku.



Eliptickd kFivka € : y?z = x> + axz> + bz3, O = [0, 1, 0]

Podobné se odvodi, ze pokud sestrojime kfivce £ v jejim bodé A
teCnu, protne tato tecna kfivku & jesté v jednom bodé. Mame tedy
operaci: pro libovolnou dvojici bodll A, B € £ je jejim vysledkem
treti prasecik, ktery nazveme A x B. Tato operace vsak neni
»P€kna“: nema neutralni prvek, neni asociativni.

Proto operaci jesté trochu pozménime pomoci pevné zvoleného
bodu O. Definujeme soudet bodii A, B € £ predpisem

A+B=(AxB)xO.

Tato operace s¢itani bodd je zfejmé komutativni, (€, +) ma
neutralni prvek O a libovolny bod A = [a, 3,1] € £ ma opaénd
bod —A = [a, —3,1] € £. Je mozné dokazat, ze operace s¢itani
bodu je také asociativni, je tedy (£, +) komutativni grupa.
Dikaz asociativity je mimo moznosti této prednasky.



Explicitni popis operace scitani bodil

Véta. Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a,b € K,
42% +27b° # 0. Necht & je eliptickd kfivka dand Weierstrassovou
rovnici y?z = x3 + axz® + bz3 s vyznaénym bodem O = [0, 1,0].
Operaci + na £ je mozZné popsat takto:

1. Pro libovolné A € £ klademe A+ O = 0+ A= A.

2. Pro libovolné A = o, 3,1] € € je také B = [a,, —f3,1] € € a
klademe A+ B = O. (Tento bod B pak oznacujeme —A.)

3. Pro libovolné A = [a, 3,1] € €, B = [v,0,1] € £ takové, Ze
B # —A, poloZzme

k= o je-li A+ B,
i? Jjelli A=B,

o= k2—a—'y,
T = —f+ k(o —0),

pak plati [o,7,1] € £ a klademe A+ B = [o,7,1] € €.



Véty o eliptickych krivkach nad konecnymi télesy

Projektivni rovina nad kone¢nym télesem md kone¢né mnoho bodi,
proto eliptickd kfivka nad konecnym télesem je konecna grupa.

Véta. (Hasse)

1. Necht p je prvocislo a (€, O) je elipticka kfivka nad F,. Pak
|E| = p+ 1 — ap, kde celé Cislo ap, spliiuje |ap| < 2,/p.

2. Oznacme o, € C kofen rovnice x2 — apx +p=20. Pro

libovolné n € N necht (£,, O) je eliptickd krivka nad IF pn

uréend stejnou Weierstrassovou rovnici jako (£, 0) (to md

smysl, nebot F, C Fn ). Pak plati |E,| = p" + 1 — 2R(ay),

kde R znali redlnou &dst komplexniho ¢isla.

Véta. Necht (€, O) je elipticka kfivka nad konecnym télesem F,
kde q je mocnina prvocisla. Pak (£,+) je cyklickd grupa nebo
soucin dvou cyklickych grup. Navic, ve druhém pripadé, je-li (€,+)
izomorfni se soucinem cyklickych grup o di a d» prvcich, pficemz
di | da, pak platidi | g — 1.



Véty o eliptickych krivkach nad Q

Véta. (Mordell) Necht (€, O) je elipticka kfivka nad Q. Pak (€, O)
Je koneéné generovand grupa. Jinymi slovy: oznaéme (€', +)
podgrupu prvki kone¢ného radu v grupé (€,+) (tzv. torzni
podgrupa); pak existuje (jednoznacné urcené) nezaporné celé &islo
r tak, Ze (€,+) je izomorfni se soucinem (E£',+) x (Z,+)".

Véta. (Mazur) Necht (£, O) je elipticka kfivka nad Q. Pak jeji
torzni podgrupa je izomorfni s nékterou z nasledujicich 15 grup:

(Z/mZ,+) prol < m <10 nebo m = 12

(Z)2Z,+) x (Z/2mZ,+) prol<m<4

(a kazdd z uvedenych grup je torzni grupa nékteré eliptické kfivky
nad Q).



Proc¢ si poviddme o eliptickych krivkach?

Eliptické krivky se vyuZivaji v nékterych testech na prvociselnost i
v algoritmech hledani netrividlniho délitele.

Za tim (cCelem je tfeba pracovat také s ,eliptickymi kfivkami“ nad
okruhem Zp = Z/NZ zbytkovych tfid modulo N i v pfipadé, ze
prirozené Cislo N neni prvocislo. Ovéem projektivni prostor je
definovédn jen nad télesem, coz v tomto pfipadé Zy neni (proto ty
uvozovky).

Proto budeme definovat pojem projektivniho prostoru i nad
okruhem Zy pro libovolné prirozené Cislo N.



Projektivni prostor nad okruhem Zy

Definice. Necht N je pfirozené Cislo (ne nutné prvocislo). Pak
n-rozmérnym projektivnim prostorem nad okruhem Zp rozumime
rozklad na nasledujici mnoziné (n+1)-tic zbytkovych tfid modulo N

M = {([a1]n; - - -, [ans1]n); @1, -y ant1 € Z, (N, a1, ..., a041) = 1}

prislusny ekvivalenci ~, kterou definujeme takto: pro libovolné

(n -+ 1)-tice ([31]/\/, ey [an+1],v), ([bl]N; ey [bn+1]/\/) eM
polozime ([a1]n, - - -, [ant+1]n) ~ ([b1]ns - - -, [Bnt1]n) pravé tehdy,
kdyz existuje A € Z, (A, N) = 1, které pro kazdé i € {1,...,n+ 1}
spliuje podminku [a;]y = [Abi]n-

V tomto n-rozmérném projektivnim prostoru P"(Zy) nad Zy
budeme tfidu rozkladu (tj. bod projektivniho prostoru) obsahujici
(n+ 1)-tici ([a1]n, - - -, [ans1]n) znadit [[a1]w, - - -, [@nt1]n]-

Pozndmka. Pro libovolné d | N homomorfismus okruht Zy — Zg4
uréeny predpisem [a]y — [a]q pro kazdé a € Z indukuje zobrazeni
n-rozmérnych projektivnich prostord P"(Zy) — P"(Zq).



Test na prvociselnost
Déno ptirozené Cislo N > 1, o kterém jsme testem Millera a
Rabina zjistili, Ze N je asi prvocislo. MiZeme také predpokladat, ze
vime, Zze N neni délitelné malymi prvocisly. Test na prvodiselnost
ma dokazat, ze N skutecné prvoclislem je, anebo to vyvratit.

Zndme uz N — 1 test Pocklingtona a Lehmera. Ten pracuje dobfe,
pokud jsme schopni dostatecné rozlozit Cislo N — 1. Pokud vsak
neexistuje dost velky délitel F|N — 1, ktery jsme schopni rozlozit na
prvocinitele, tato metoda neuspéje. Pak miZeme jesté zkusit N + 1
test, ten vSak vyzaduje rozlozit dost velkého délitele ¢isla N + 1,
coz se vSak Casto také nemusi podafrit a skoncime nezdarem.

Regeni nabizi teorie eliptickych k¥ivek: je-li N skute¢né prvodislo,
mame spoustu eliptickych krivek nad Zy. Jejich rady jsou rovny
prirozenym Cislam v intervalu (N + 1 — 2\/N, N+1+ 2\/N) Je
pravdépodobné, Zze nezanedbatelnou ¢ast z téchto Cisel budeme
schopni rozlozit na prvocinitele.

Sila metody eliptickych kfivek je v jejich poctu: pokud nevyhovuje
nékolik konkrétnich krivek, nevadi, vezmeme dalsi.



Opakovani N — 1 testu Pocklingtona a Lehmera
Predpoklddame, Zze zname prvocislo p délici N — 1, pfitom p®» je
nejvyssi mocnina p délici N — 1.

Daéle oznac¢me d libovolné neznamé prvocislo délici N.

Mame homomorfismus okruhti f : Zy — Zg, kde f([a]n) = [a]4
pro kazdé a € Z. Homomorfismus f je dobfe definovan, nebot

d | N. Protoze je d prvodislo, je druhy okruh téleso Fy = Z.
Predpoklddame existenci a, € Z, které splfiuje

N—-1

aLVfl =1(modN) a (ap® —1,N)=1.

N—
Oznatme b = f([ap]n) € Fy. Pak bN-1 =1, b'% # 1, a tedy F4d
prvku b je délitelny p®», odkud p® | |F| = d — 1, tedy
d =1 (mod p®»). Ziskali jsme tim informaci o nezndmém d.

Kli¢em k aspéchu zde byl homomorfismus f : Zy — Zg.
Prestoze jsme neznali d, a tedy nebyli schopni v Z4 pracovat,
pocitali jsme ve zndmém okruhu Zy a vysledky vypoctl jsme do
Z.4 zobrazili homomorfismem f.



Test na prvociselnost pomoci eliptickych krivek

Prejdéme k eliptickym krfivkdm, opét d znadi libovolné neznamé
prvocislo délici dané N, (N,6) = 1. Zvolme libovolné a, b € Z
takovd, ze (4a® + 27b% N) = 1. Rovnice y?z = x3 + axz? + bz3
nam dava ,eliptickou kfivku“ £y, na niz mame definovanu
CasteCnou operaci, a eliptickou kfivku £y, coz je komutativni
grupa. Z Hasseho véty vime, e ||E4] — d — 1| < 2V/d.

Prestoze v £, nejsme schopni pocitat (vzdyt nezndme d), mame
¢asteény homomorfismus f : En — &y, kterym mizeme vypodlet
provedeny v Ey zobrazit do £4. Vime, ze f([[0]n, [1]n, [0]n]]) = O
a ze pro libovolny P = [[u]n, [V]n, [1]n]] € En plati f(P) # O.
Je-li g prvocislo a bod P = [[u]n, [V]n, [1]n]] € En takovy, ze
mame definované q- P =P+ P+ ---+ P = [[0]n, [1]n, [0]n]], pak
¥ad bodu f(P) v grupé &4 je q, a tedy (Vd +1)2 > [E4] > q.
Najdeme-li takovy bod P pro prvocislo g > (v/N + 1)?, plyne
odtud d > /N, a tedy N je prvodislo.

Problém je, jak volit ¢isla a, b a jak najit prvocislo g a bod P € &y
s potrebnymi vlastnostmi. ..



Goldwasser - Kilian, 1986

Redeni navrzené Goldwasserem a Kilianem ma spide teoreticky

vyznam; je mozné dokazat, ze plati-li jistd hypotéza o rozloZeni
prvocisel v kratkych intervalech, pak ocekdvany cas vypocltu je
O(In'? N), tedy polynomialni.

Existuje algoritmus Schoofa, ktery pro prvoéislo p poditd rad (tj.
poclet bodii) dané eliptické kiivky nad F,, v case O(In8 p).

Zvolime nahodné a, b € Z tak, aby (4a% + 27b% N) = 1. Pomoci
Schoofova algoritmu uréime pro kfivku (€, O) uréenou rovnici
y?2=x3+ax+ bapro p= N jeji Fdd m (jestlize N neni prvoéislo,
nema m zadny vyznam). Ziskané m zkousime délit malymi
prvolisly s nadéji, ze poté, co odstranime malé faktory, z(stane
nam q > (W+ 12, g< % o kterém test Millera a Rabina zjisti,
ze ¢ je asi prvocislo. Pokud se nam to nepodafi, zaCneme znovu

s jinymi a, b € Z.

Existuje algoritmus, ktery pro prvocislo p a celé Cislo e hleda v Case
O(In* p) tedeni kongruence x> = e (mod p) a to, e takové Fedeni
neexistuje, zjisti dokonce v ¢ase O(In? p).



Goldwasser - Kilian, 1986, pokracovani
Najdeme bod P na kfivce: ndhodné zvolime ¢ € Zy a hleddme
d € Zy tak, aby d? = c3 4 ac + b (jde o kongruenci modulo N;
d hleddme jako by bylo N prvodislo, pak udélame zkousku, pokud
nevyjde, nebylo N prvocislo a jsme zcela hotovi). Neexistuje-li
takové d, zkusime jiné c. Pak za P zvolime 7-ndsobek bodu
[c,d,1] v (€,+). Je-li P =0,1,0], zvolime jiné c atd. Je-li
P #10,1,0], pak plati P = [x,y, 1] pro néjaké x, y € Zy.
Spoditdme g-nasobek bodu P v (€, +). Neni-li definovan, nasli
jsme netrividlniho délitele ¢&isla N. Jestlize nedostaneme [0, 1, 0],
neni m rad kfivky (€, O), Schooftiv algoritmus tedy nedal spravny
vysledek a proto N neni prvodislo. Jestlize g-nasobek bodu P je
[0,1,0], pak je N prvocislo, pokud g je prvocislo. To zjistime
rekurzivné (No = N, Ny je g pro No, N je g pro Ny, ...).
S rekurzi skon¢ime v okamziku, kdy N; je dost malé na to,
abychom ové¥ili jeho prvociselnost pokusnym délenim (to nastane
v O(In N) krocich vzhledem k Niy1 < SN;). Je tieba si uvédomit,
Ze neni-li N; prvodislo, skon¢ime jen v pfipadé /i = 0, pro i < 0 je
treba se vratit k i — 1 a najit nové N;.



Atkin, 1990

Tato metoda je zaloZena na teoretickych vysledcich, které bohuzel
notné prevysuji moznosti nasi prednasky. Nevoli kfivky nahodné,
ale voli specidlni pripad eliptickych krivek, tzv. eliptické k¥ivky

s komplexnim nasobenim. Vyhoda metody je v tom, Ze je mozné
snadnéji spocitat rad téchto kfivek (vyhne se Schoofové algoritmu,
ktery byl na predchozi metodé ¢asové nejndrocnéjsi).

Atkinlv test byl implementovan Atkinem a Morainem v roce 1990
a byl schopen dokazovat prvociselnost Cisel o zhruba 1000
dekadickych cifrach v fadové tydnech strojového ¢asu na Sparc
station (pfi tehdejsi rychlosti pocitaéd, nyni by $lo o hodiny).

| v tomto pfipadé je olekdvany cas vypoctu polynomidlni (pfesnéji
O(In® N)). Nejhor$i mozny &as vypoltu neni mozno stanovit,
protoZe jde o pravdépodobnostni algoritmus.

Deterministicky algoritmus AKS polynomialniho ¢asu objevili v
roce 2002 panové Agrawal, Kayal a Saxena z Kanpuru v Indii.
Jejich algoritmus je zaloZen na pomérné jednoduché myslence a
nepracuje s eliptickymi krfivkami. AvSak ditkaz jeho polynomidlnosti
vvzaduije vvsledky analvtické teorie &isel.



Funkce 7(x)

Pro libovolné kladné redlné ¢islo x ozna¢me m(x) pocet prvocisel
neprevysujicich x. Je tedy

7(x) =0 pro x € (0,2),

m(x) =1 pro x € [2,3),

m(x) =2 pro x € [3,5),

m(x) =3 pro x € [5,7), atd.

Nasledujici duilezitou, hlubokou a slavnou vétu uvedeme bez
dikazu. Jeji formulaci objevil Gauss v 18. stoleti, avSak dikaz
nenasel.

Byla dokéazana az na konci 19. stoleti (v roce 1896 objevili dikaz
nezdvisle na sobé Hadamard a de la Vallée Poussin).
PFripomerime, ze In x znadi pfirozeny logaritmus.

Véta.

lim ——=
X—>00

m(x) 1

In x



Cebysevova véta

Pro (cely dikazu polynomidlnosti algoritmu AKS bude stacit
nasledujici vysledek, ktery uz budeme schopni dokazat.
Vétu tohoto typu dokdzal poprvé Cebysev v roce 1852.

Véta (Cebysev). Pro libovolné celé &islo N > 2 plati

N 3N
-2 N
oz, N <m(N) <

log, N

Pro redlné Cislo x znadi [x] jeho celou &ast, kterd je jednoznacéné
uréena podminkami [x] € Z, 0 < x — [x] < L.

Déle pro libovolné prirozené Cislo n a libovolné prvocislo p je vp(n)
pocet prvocinitel(l v rozkladu &isla n, které jsou rovny p, neboli
plati p*»(") | pa pttve(n) 4 p.

Je zfejmé, Ze pro libovolné m, n € N plati v,(mn) = vp(m) +vp(n).



Lemma 1. Pro libovolné prirozené Cislo n a libovolné prvocislo p

plati N
vp(n) =3 [”k}

k=1 P

Dikaz. Nejprve si vSimnéme, Ze suma na pravé strané je jen
n

formalné nekoneéna: je-li pX > n, plati [?] = 0.

Dale je tfeba si uvédomit, ze [p—”k] znadi pocet téch Cisel z mnoziny
{1,2,...,n}, ktera jsou délitelna Cislem p.

A odtud plyne i ditkaz: nejprve (pro k = 1) zapo¢itdme jednou
vsechny ty Cinitele v n! =1-2----. n, ktefi jsou délitelni p.

Pak (pro k = 2) zapocitdme podruhé vSechny ty Cinitele, ktefi jsou
délitelni p?.

Poté (pro k = 3) zapoditame potreti vSechny ty Cinitele, ktefi jsou
délitelni p3 atd.

Libovolny cinitel s sou¢inunl=1-2-..-- n je tedy zapocitan
pravé vp(s)krat a tedy prava strana dokazované rovnosti je rovna

> e—1Vp(s) = vp(nh).



Lemma 2. Pro libovolné prirozené Cislo n a libovolné prvocislo p
plati: je-li £ = yp((2n")), pak p* < 2n.

Dikaz. Podle lemmatu 1 plati

=y (@) — up((2n)1) — 2up((n1)2) = idz”] - 2[”})

e\ (nz) T - PRI = 2 [ pF okl )
Pro libovolné redlné x takové, e x — [x] < 3, plati [2x] = 2[x].
Je-li naopak x — [x] > 1, plati [2x] = 2[x] + 1. Libovolny s&itanec
v predchozi sumé je tedy 0 nebo 1. Pfitom scitance pro k takové,
ze p¥ > 2n, jsou ziejmé& nulové. Je tedy £ < max{k € N; pk < 2n}
a proto p’ < 2n.

Lemma 3. Pro libovolna prirozena Cisla n, k takova, Ze 1 < k <

plati (") < (%)
Ditkaz. Plati

NS

(") n (k=D n—k+ D! n—k+1 0241

(") Ki(n—k)! nl k = nj2

1.



Lemma 4. Pro libovolné prirozené &islo n plati (2n") < (2n)Cm.

Dikaz. Rozlozme uvazovany binomicky koeficient na prvocinitele
(2:) = Ei’,’)); = pit ... pkr. Libovolné prvotislo p;, které se zde
vyskytuje, déli (2n)! a je tedy mensi nez 2n. Proto r < 7(2n) a

podle lemmatu 2 kazdé pf" < 2n. Odtud plyne lemma.

. Ve v s v/ Ve 2"
Lemma 5. Pro libovolné€ prirozené ¢&islo n plati 22—,7 < (2n”) < 22n,

. . e e, . 2n 2nm\ _ 2n _ 92
Diikaz. Z binomické véty vime, ze > " ( l-) =(1+1)=" =2°",
odkud plyne prava nerovnost.

Ukazeme-li, Ze v tomto souctu je scitanec (2n”) nejvétsi, dostaneme

. , 02n . . . , o v v/
i levou nerovnost, nebot 227 je aritmeticky primér 2n Cisel

(20n) + @Z) =2, (21n)' (22n)' s (2321)'
Ale to je snadné: plati (2521) = (2,.") a pro libovolné 1 < i < n plati

(,.2_”1) < (2i”) podle lemmatu 3.



Dolni odhad z CebySevovy véty: Iogl\2lN —2 < 7(N)

Z lemmat 4 a 5 plyne
2n\ _ 2%
(2n)7r(2") > >
~\n/) ™ 2n’
odkud zlogaritmovanim a vydélenim log,(2n) dostaneme
2n
m(2n) > — —1
(2n) log,(2n)

a dolni odhad Cebygevovy véty je dokazan pro suda N = 2n.
Je-li naopak N = 2n + 1 liché, uZijeme odvozeny odhad pro 7(2n):

2n 2n 2n+1
2n+1) > w(2n) > ——-1> -
m(2n+1) 2 7(2n) 2 log,(2n) log,(2n + 1) ~ logo(2n+1)

coz je dolni odhad CebySevovy véty pro N = 2n + 1.



Lemma 6. Pro libovolné prirozené Cislo N > 1 plati

[Ip<4¥T

p<N
kde v soucinu p probihd vsechna prvocisla neprevysujici N.

Dikaz. Pro prirozené Cislo m oznaéme

bm = (2mH1) = CmELCH.(m42) e tedy by, délitelné viemi

prvocisly p spliujicimi m+2 < p < 2m + 1, nebot tato prvocisla
se vyskytuji v Citateli a nedéli jmenovatele.

Proto b, > Hm+2gpg2m+1 p.
V souctu 3077 (271) = 22m+1 — 2 se stitanec
b = (*™F1) = (3™H1) objevi dvakrét, proto by, < 22™.

m m—+1
Celkem tedy

H p < 22m.
m+2<p<2m+1




Dokazujeme: [, p < 4"!

fma- 2m
Vime: [, 0<p<omi1 P <277

Nyni mdzeme lemma dokazat indukci: lemma ziejmé plati pro

N = 2. Predpokladejme tedy, ze N > 3 a ze lemma bylo dokdzano
pro vSechna 2 < m < N. Je-li N sudé, neni N prvocislo a z
indukéniho predpokladu pro m = N — 1 plyne

Hp: H p < 4N=2 < 4N-1,

p<N p<N-1

Je-li naopak N =2m + 1 liché, uzijme indukéni predpoklad pro
m+1 (vzdyt 2 < m+1 < N) a odvozenou nerovnost

Hp: H p- H p < 4m.4m=4N-1

p<N p<m+1 m+2<p<2m-+1



Lemma 7. Necht p1 =2, pp =3, p3 =5, ... je rostouci
posloupnost vsech prvocisel. Pak pro kazdé k > 9 plati
P1... Pk 22kk|

Dikaz. Pfimym vypocltem lze ovérit, ze
pL...po=2-3-5---19.23 = 233092870 > 185794560 = 2° - 9!.
Pro k > 9 uzijeme indukci: predpokladejme, ze kK > 9 a Ze pro k
lemma plati. Z¥ejmé pyy1 > 2(k + 1), a tedy

p1...pri1 > 2K k- 2(k+1) =251 (k+ 1)1,

coz jsme méli dokazat.
Lemma 8. Pro libovolné prirozené &islo k plati k! > (k/e)k.

Dikaz. Vzpomenme si z analyzy na Tayloriv rozvoj funkce X v
Dukaz. Vzp yzy y )

nule:
o
-y
il
i=0

Proto plati & k, <32 ’I‘,' = ek, odkud plyne lemma.



Horni odhad z Ceby3evovy véty: m(N) < |0‘Z/2VN

Ukazeme nyni sporem, ze w(N) < 2N/In N. Pak totiz

3/logyb N =3In2/InN >2,07/InN>2/InN > m(N)/N, coz
chceme ukazat. Predpokladejme, ze N > 27 (pfipad 2 < N < 26 se
rychle ovéfi vypoctem) a ze plati m(N) > 2N/ In N.

Necht k = w(N), pak p1, ..., pk jsou pravé viechna prvocisla
neprevysujici N. Lemmata 6, 7 a 8 davaji

N> T p=pre.pe =28 k> 25 (K)-
p<N

Zlogaritmovanim
(2In2)- N> k-((Ink)+(In2) —1).
Dosazenim predpokladu k > 2N/ In N do predchozi nerovnosti

dostaneme
2N
(2In2)-N > N (In2)+(InN) = (InIn N) + (In2) — 1),
a tedy

(I=In2)InN —(InInN)+(2In2) =1 < 0.



Dostali jsme
(1—=In2)InN—=(InInN)+(2In2) =1 < 0.
pficemz N > 27.

Ovsem funkce f(x) = (1 —1In2)Inx — (In |n x)+(2In2) — 1, kterd
je definovana pro x > 1, spliuje f(27) > 5 a ma derivaci

f(x) =102 — L Z¥ejmé f'(xo) = 0 jediné pro

xo = et/(1= “in2) - = 26,02 a plati f/(x) > 0 pro x > xg.

Plati tedy f(N) > 0, ale to je spor a CebySevova véta je dokazana.



Véta o rozlozeni prvodisel

Véta. Pro libovolné prirozené &islo n > 2 plati [] p<2n P > 2", kde
v soucinu p probihd vSechna prvocisla neprevysujici 2n.

Dikaz. Jako v dikaze lemmatu 4 rozlozme binomicky koeficient
(2:) na prvodinitele (Qn”) = pfl ... pk. Vime, Ze libovolné prvocislo,
které se zde vyskytuje, je mensi nez 2n. Je-li p; < v/2n, uzijeme
odhad p,{(" < 2n z lemmatu 2. Je-li naopak p; > +/2n, plati

p,-2 > 2n, a odhad pf" < 2n z lemmatu 2 dava k; = 1. Uzitim

lemmatu 5

22n 2n
— < < 2n .
(M) < M2 11 »
p<V2n  V2n<p<2n
(v)znaéme Sp = Hp§2n p. Pak predchozi nerovnost spolu s
Cebysevovovu vétou davaji
2n

227 < (2n)w(‘/ﬂ) Sy < (2n)3m/l°g2m - Sp-



Dostali jsme

2n
227 < (2n)"V2) ., < (2n)3V20 V20 g

Protoze (2n)1/log2\/ﬁ — (2n)?/1%822n — 22 7 posledni nerovnosti
plyne
> 227 /(2n - 20V2m),

Abychom dokézali vétu, musime ukézat, ze 27 > 2n - 26V27 neboli
po zlogaritmovani

n—1—logy,n—6v2n>0.

Uvazme funkci f(x) = x — 1 — log, x — 64/2x. Plati

f(100) = 99 — Iog2 100 6v200 > 7 a derivace

flx)=1- \/—Je V&tsi nez 1 — 15dis 10\[>0pro
x > 100. Tim jsme dokazali lemma pro n > 100. Nerovnost

sp > 2" pro hodnoty 2 < n < 100 je mozné ovéfit numericky.



AKS test na prvociselnost

M. Agrawal, N. Kayal a N. Saxena, Indian Institute of Technology
Kanpur, Indie (2002)

Prvni test na prvociselnost, ktery je

» obecny - na vstupu mize byt libovolné prirozené Cislo, ne jen
Cisla specidlniho tvaru,

» polynomialni - ¢as vypoctu (nikoliv jen pravdépodobny, ale
skute¢ny) je omezen polynomem v poctu cifer vstupu,

» deterministicky - neni pravdépodobnostni, v jeho priibéhu se
nic ndhodné nevoli,

» nepodminény - spravnost vystupu i polynomidlnost ¢asu
vypoctu jsou dokazany, nejsou na ni¢em zavislé (napfiklad na
platnosti obecné Riemannovy hypotézy a podobné).



Zakladni myslenka

Véta 1. Necht a,n € Z, n > 1, (a,n) = 1. Pak n je prvocislo, pravé
kdyz v okruhu Zn(x], tj. okruhu polynomu nad okruhem
zbytkovych trid modulo n, plati (x + a)" = x" + a.

Diikaz. Z binomické véty (x + a)" = x" + a" + S0 (7)alx" .
Je-li n prvodislo, pak z Fermatovy véty plyne a” = a (mod n).
Dale pro libovolné i =1,2,..., n— 1 ma binomicky koeficient
1) = w prvoaslo n v Citateli a n{ /!, tedy ( ) =0
(mod n). Proto (x+a)"=x"+ a.
Je-li naopak n slozené Cislo, zvolme prvodislo p délici n. Necht
s = vp(n), tj. pfirozené Cislo s je uréené podminkami p® | n,
pst1 4 n. Pak koeficient u x"~P v (x + a)" je

(n) P — n(n—l)‘.,.)(!n—p—i-l) . ap7

coz neni délitelné p* (vzdyt ptaapt(n—1)...(n—p+1)), a
tedy ani n. To znamena (x + a)"” # x" + a.



Vyuziti véty 1

Véta 1 nabizi jednoduchou metodu na testovani, zda je celé Cislo n
prvocislo: zvolime celé Cislo a nesoudélné s n (napriklad a =1) a
spocitdme pomoci rychlého umocriovani v okruhu polynomii Z,[x]
mocninu (x + a)".

Tato metoda vSak neni tak rychld, jak se zda na prvni pohled:

v pribéhu umocnovani vznikd u polynomt, které jsou mezivysledky,
mnoho nenulovych koeficientd. Vzdyt stupen polynomu, ktery ma
byt naposledy umocnovan na druhou, je nejméné "%1 a tedy muize
mit az %1 nenulovych koeficienti. To znamena, Ze pocet
provadénych operaci nemiize byt omezen shora ni¢im lepSim nez

O(n), a tedy tato metoda je horsi nez metoda pokusného déleni.



Efektivni vyuziti véty 1
Misto rovnosti (x + a)” = x” + a budeme kontrolovat jen
kongruenci (x + a)" = x" + a (mod x" — 1) pro vhodné r. Zbytek
po déleni mocniny (x + a)” polynomem x" — 1 pak spoéitame
algoritmem rychlého umocnovani, ale po kazdém nasobeni
polynomti bude kazd4 mocnina x* nahrazena mocninou x°', kde s’
je zbytek po déleni Cisla s Cislem r. Pfitom pracujeme v Zp[x]
takto: pocitdme s polynomy ze Z[x| a po kazdém provedeném
vypoltu redukujeme celodiselné koeficienty modulo n. Slozitost
vypoétu bude polynomialni, jestlize r = O((log, n)€) pro néjaké c.
Je-li n prvodislo, davaji (x + a)"” a x" + a stejné zbytky po déleni
polynomem x" — 1, at je r jakékoli.
Obtizné bylo dokazat, Ze pro libovolné n, které neni mocninou
prvocisla, existuje prvocislo r (ohrani¢ené polynomidlné), pro které
(x 4+ a)" a x" + a dévaji rizné zbytky po déleni x" — 1 pro alesporni
jednu hodnotu &isla a v jistém intervalu (jehoz délka je opét
ohrani¢ena polynomialné). To, Ze metoda ,,nepoznd* mocniny
prvocisel, nevadi: tato n pozna jednoduchy polynomialni
algoritmus, ktery provedeme hned na zacatku metody.



Test na mocninu

Timto testem bude AKS test zadinat:

Algoritmus (Test na mocninu). Pro dané celé &islo n > 3
algoritmus rozhodne, zda n = ab, kde a,beN, b>1.

1.
2.

[Inicializace] Poloz b < 2, a+ 1, ¢ < n.

[Vypocet mocniny] PoloZ m < [25€] a rychlym umociiovanim
spocti d < min{m® n+1}.

[Aktualizace mezi a, c] Je-li d = n, vytiskni zpravu, Ze n = m®
Jje mocninou a skonci. Jinak, je-li d < n, poloz a <— m,

v opacném pripadé poloz ¢ <— m. Je-li c — a > 2, pokracuj
bodem 2, jinak bodem 4.

[ZvysSeni exponentu b] Nejmensi prvocislo vétsi nez b uloz do b.
Je-li 22 > n, vytiskni zpravu, Ze n neni mocninou a skonci.
Jinak poloZ a <— 1, ¢ +— n a pokracuj bodem 2.

Algoritmus je jisté spravny: v pribéhu vypoctu neustdle plati

ab

< n < cP a rozdil ¢ — a se zmensuje, dokud neni ¢ — a = 1.



Test na mocninu - odhad ¢asové narocnosti

Vypocet mocniny v kroku 2 se provadi bindrnim umocnovanim,
jakmile se vsak v pribéhu vypoctu objevi Cisla vétsi nez n, vypoclet
se prerusi a vraci se hodnota n+ 1.

Protoze pro dané b se rozdil ¢ — a pdli pfi kazdém priichodu kroky
2 a 3, provedou se tyto kroky zhruba log, n krat. Rovnéz pocet
kontrolovanych b je mozné omezit shora Cislem log, n (tato mald
prvocisla budou ulozena v tabulce, takze ¢as pro provedeni kroku 4
je konstantni, jakmile se jednou provzdy spocita horni hranice
[log, n] pro b).

V pribéhu celého algoritmu je tedy treba provést

O((logy n)? log, log, n) ndsobeni ¢isel mensich nez n, polet
potfebnych bitovych operaci Ize odhadnout shora

O((logz n)* log, log, n).



Algoritmus AKS

Algoritmus (Agrawal, Kayal, Saxena). Pro dané prirozené &islo

n > 1 algoritmus rozhodne, zda je n prvocislo nebo sloZené.

1. [Mocniny] Pokud je n = a®, kde a,b € N, b > 1, vytiskni, e n
je sloZené a skonci. Jinak poloZ r < 2.

2. [Prvni cyklus] Jestlize r > n, pak vytiskni, Ze n je prvocislo a
skonci. JestliZze r|n, pak vytiskni, Ze n je sloZené a skonci. Jinak
pro kazdé i od 1 do [4(log, n)?] provétuj: jestlize pro vsechna
takovd i plati n" 21 (mod r), pokracuj krokem 3, jestlize
naopak pro néjaké takové i platin' =1 (mod r), pak nejmensi
prvocislo vétsi nez r uloz do r a znovu provadéj krok 2.

3. [Druhy cyklus] Pro a od 1 do [2+/rlog, n] provddéj: jestlize
pro nékteré takové a plati

(x+a)"# (x"+a) (modx"—1) vZx],

pak vytiskni, Ze n je sloZené a skonci.

4. [Zavér] Viytiskni, Ze n je prvocislo a skond.



Algoritmus AKS - dikaz spravnosti algoritmu
Nejprve si promysleme, Ze nikdy na zacatku kroku 2 nemize byt
r > n. Protoze r prochazi postupné vsechna prvocisla, znamenalo
by to, ze n je slozené, ale pak by se algoritmus musel zastavit jiz
dfive, kdyz r se rovnalo nejmensimu prvocislu, které déli n. Je tedy
jasné, ze pokud algoritmus skonci v kroku 1, 2 nebo 3, jisté odpovi
spravné. Zbyva dokdzat, Ze i pFi zastaveni v kroku 4 je odpovéd
spravna.

Ve druhém kroku jsme hledali nejmensi prvocislo r, pro které je fad
&isla n modulo r vétsi nez 4(log, n)2.

Pokud jsme se dostali az do kroku 4, musi pro kazdé prirozené

a < 2y/rlog, n platit (x + a)" = (x" + a) (mod x" — 1) v Z,[x].
Protoze probéhl krok 2, vime, Ze n neni délitelné zadnym
prvocislem mensim nebo rovnym r. Pak je n podle nasledujici véty
mocnina prvocisla.

Vzhledem k tomu, Ze probéhl krok 1, vime, Ze n neni druhou nebo
vy$$i mocninou pfirozeného disla, a tedy n je prvodislo a odpovéd
ve kroku 4 je spravna.



Algoritmus AKS - ditkaz spravnosti algoritmu - véta

Véta 2. Necht n a r jsou cela Cisla spliujici vSechny nasledujici

podminky:

(«) r je prvocislo a r < n;

(B) pro kazdé a splriujici 2 < a < r plati at n;

(v) Fad &isla n modulo r je vétsi nez 4(log, n)?;

(0) (x+a)"=(x"+a) (mod x" — 1) v Z,[x] pro vSechna
1<a<2yrlog,n.

Pak n je mocninou prvocisla.

Dikaz provedeme pozdéji.

Pro dikaz polynomidlni ¢asové naroénosti algoritmu AKS
potrebujeme pro kazdé celé n > 2 dokazat existenci ,,malého*
prvocisla r takového, ze bud r | n anebo (pokud r t n) ¢islo n ma
modulo r Fad v&tsi nez 4(log, n).

Zde ,malé" znamend, Ze prvocislo r < f(log, n) pro néjaky vhodny
polynom f nezavisejici na n. Nasledujici véta ukaze, Ze tuto
podminku spini f(x) = 20x°.



Algoritmus AKS - odhad ¢asové narocnosti - véta

Véta 3. Pro libovolné prirozené Cislo n > 2 existuje prvocislo

r < 20(log, n)® takové, Ze bud'r | n anebo plati r { n a soucasné

rad &isla n modulo r je vétsi nez 4(log, n)?.

Dikaz. Mizeme predpokladat, ze n > 4, nebot pro mensi n véta

zfejmé plati. Ozna¢me L =logyna P = H[4L ](ni —1). Ztejmé
[4L?]

P < H ol — plaLPAL+1]/2 ~ oL(4L%)(4L2+1)/2 ~ o8L+2L3

i=1

Z véty z Gvodu prednasky plyne dolni odhad pro soucin vsech

prvocisel p neprevysujicich 201°

H p> H p > 2l10L°] - p10L°—1
p<[20L7] p<2[10L%]
Oviem L > 2 a tedy 21% — 1 > 213, odkud P < Hp§[20L5] p.
Existuje tedy prvoéislo r < [20L°] takové, Ze r { P, a tedy pro
vechna prirozend &isla i < 4L2 plati r{ n' — 1. Pokud r { n, je ¥ad
&isla n modulo r vét$i nez 412 a jsme hotovi.



Odhad casové narocnosti vytvoreni tabulky prvocisel
Potiebujeme tabulku prvocisel neprevy3ujicich 20(log, n)°. Mame-li
pripravit tabulku prvocisel mensich nez m pomoci Eratosthenova
sita, sestavime tabulku vSech prirozenych &isel od 2 do m a
opakujeme toto: prvni neskrtlé Cislo p vyznacime jako prvocislo a
vSechny jeho ndsobky pocinaje p - p aZ po p - [%] Skrtneme. To
délame az do doby, kdy je prvni neskrtlé Cislo vétsi nez \v/m; pak
vSechna zbyld neskrtld Cisla jsou prvodisla. Zrejmé f:l—l % >1/i
(stadi funkci 1/x nahradit jejim minimem na tomto intervalu).
Pocet skrtani (a tedy i aritmetickych operaci) Ize proto odhadnout
shora cislem

Vm] . [vm]
d d
Zm<m2/ X:m/ —X:mln[\/ﬁ]gmlnm.
p — Ji-1 x 1 x 2
p<yv/m =2

Pocet bitovych operaci potrebnych k tvorbé této tabulky je tedy
O(m(logy m)?). V nagem pripadé je m = 20(log, n)°, a tedy
casova narocnost tvorby tabulky v bitovych operacich je

O((log, n)>(log; log, n)?).



Algoritmus AKS - odhad ¢asové narocnosti

V kroku 2 pro kazdé r, kterych je O((log, n)®), provadime
O((log, n)?) nasobeni &isel neprevysujicich r, ¢asova narocnost
kroku 2 v bitovych operacich je proto O((log, n)’(log, log, n)?).
V kroku 3 pro vypocet n-té mocniny v okruhu Z,[x]/(x" — 1) je
zapotfebi O(log, n) okruhovych ndsobeni, kterd jsou provadéna
jako nasobeni polynomd, jejichz stupen je mensi nez r; kazdé
takové okruhové ndsobeni znamena O(r?) nasobeni a s&itani v Z,,.
O(r(log, r)(log, log, r)) operaci (s vétsi O-konstantou). Casovd
naroc¢nost obycejného umocnéni polynomu v bitovych operacich je
proto O(r?(log, n)?), téchto umocnéni musime provést celkem
O(+/r log, n). Casova naro¢nost kroku 3 v bitovych operacich je
O(r®/?(log, n)?), po dosazeni O((log, n)31/2). Casova naro&nost
celého algoritmu v bitovych operacich je proto O((log, n)31/?).

vvvvvv

polynomii, dosdhli bychom jesté lepsiho vysledku
O((log n)*/2(log, log, n)(log, log, log, n)).



Dikaz véty 2
Predpokladejme tedy, Ze celd Cisla n a r spliuji podminky véty, a
zvolme libovolné prvocislo p délici n. Je-li p = n, neni co
dokazovat, proto predpokladejme, ze p < n, odkud plyne p < 7.
Oznaéme ¢ = [2y/rlog, n]. Z podminky () ihned plyne
r > 4(log, n)?, tj. \/r > 2log, n a tedy z () dostdvame

p>r>/{ a rin. (2)

Budeme se zabyvat souc¢iny mocnin polynomt x + a € F,[x] pro
1 < a </, zavedme proto oznadeni

¢
P = {H(x +a) b, eZ, by > 0} C F,[x].
a=1
Pro struénost vyjadfovani zavedme vyrok /(u, f) znamenajici
vueN, felFpx], (f(x))"=f(x") (modx"—1) vIFp[x].

Napfiklad pro f = x + a, kde 1 < a </, plati /(n,f) diky p| n a
podmince (&) a soudasné plati téz /(p, ) diky vété 1.



I(u,f) < ueN,fel,x],(f(x))"=f(x")(mod x" —1)
Lemma 1. Z I(u,f) a I(v,f) plyne I(uv,f).
Diikaz. Umocnénim kongruence z /(u, f) dostavdme
(FO)™ = (F(x")” (mod x" —1).
Dosazenim x" za x do kongruence z I(v, f) dostdvame
(F(x") = (f(x")) (mod x"" —1).

Protoze x" — 1 | xY" — 1, plati tato kongruence i modulo x" — 1, a
proto odtud plyne /(uv, f).

Lemma 2. Z I(u,f) a I(u,g) plyne I(u, fg).

Diikaz. Staci vynasobit obé kongruence, které dostavame z /(u, f)
a I(u, g) a vyuzit toho, ze (f - g)(x¥) = f(x") - g(x).

Disledek. Oznaéme U = {n'p/; i,j € Z, i > 0, j > 0}. Pak I(u, f)
plati pro vsechna f € P a vsechna u € U.



Konstrukce télesa F
Polynom x"1 + x"=2 + ... 4+ x + 1 € Fp[x] rozlozme v F,[x] na
normované ireducibilni faktory; jeden z nich oznaéme h.
Je tedy h € F,[x] normovany ireducibilni polynom délici
x4 x' 24 ... 4+ x+1atedyix"— 1. Oznaéme d stupen
polynomu h. Té&leso F = Fp[x]/(h) ma tedy p? prvki a jeho prvek
¢ = x + (h) je kofenem polynomu h, a tedy i polynomu x" — 1.
Protoze p 1 r, neni 1 kofenem polynomu X x4 x4,
atedy ( #1. Proto¥ad (v F* je r.
Ozna¢me G mnozinu hodnot polynom( z P v (, tj.

¢
6 ={f(Q); fe P ={[](C+a)* bcZ b= 0} CF.
a=1
Lemma 3. Pro1 < a < /{ jsou x + a rizné polynomy z F,[x].

Dikaz. Je-lil1 <a< ad </, pak0<ad —a</{<ppodle(2)a
tedy skute¢né a a & jsou riizné prvky télesa F, = Z/pZ.



Lemma 4. Pro kazdé f € P a kazdé u € U plati f(¢)" = f(¢").

Dikaz. Z disledku lemmat 1 a 2 vime, Ze existuje polynom
q € Fp[x] spliujici

(F(x))* = F(x") + (x" = 1) - a(x).
Dosazenim ( za x dostdvdme dokazované.

Oznaéme T ={¢(*; uc U} C F*at=|T|.

Lemma 5. Plati r > t > 4(log, n)?.

Ditkaz. Protoze ¢ ma ¥ad r, plati T C {1,¢,...,¢"1}. Oviem pro
kazdé u € U plati r { u dle definice U a (2), atedy 1 ¢ T. Proto

t <r. Jisté ¢" e T pro kazdé i > 0. Protoze ( ma fad r, plati
¢" = (" pravé tehdy, kdyz n' = n/ (mod r), coz je ekvivalentni s
i=j (mod e), kde e je ¥ad ¢isla n modulo r. Proto

¢ ¢™, ..., ¢™ " jsou riizné prvky T a predpoklad () déva

t > e > 4(log, n)?.



T={C"uecU}CF* t=]|T]|

Lemma 4. Pro kazdé f € P a kazdé u € U plati f(¢)" = f(¢).

Lemma 6. Jsou-li f; a f, rizné polynomy z P a oba maji stuperi
mensi nez t, pak f(¢) # f(¢).

Diikaz. Pfedpoklddejme naopak, ze f1(¢) = f(¢). Pak pro kazdé

u € U z lemmatu 4 plyne f1(¢") = A(Q)Y = H(C)Y = ~(¢Y), a tedy
libovolny prvek z T je kofenem polynomu f; — f,. Tento polynom
ma tedy alespon t kofen( a stupen mensi nez t, proto f; = f.



P={ITos(x+a) by >0}, G={f((); feP}CF
Lemma 5. Plati r > t > 4(log, n)?.

Lemma 6. Jsou-li f; a fo rizné polynomy z P a oba maji stupen
mensi nez t, pak f1(¢) # ().

Lemma 7. Plati |G| > %nz‘/?.

Dikaz. Necht pn = min{¢,t — 1}. Z véty o jednoznaéném rozkladu

polynomt v F,[x] na ireducibilni faktory a z lemmatu 3 plyne, Ze
H_(x+ a)b, kde b, € {0,1}, jsou rizné polynomy z P stupné

mensiho nez t. Podle lemmatu 6 jsou jejich funkéni hodnoty v ¢

rizné a z toho plyne odhad |G| > 2. Jsou dvé moznosti: je-li

pu =t — 1, plati diky odhadu t > 4(log, n)? z lemmatu 5

p=t—1>2/tlogyn—1.
Je-li naopak p = ¢, plati diky odhadu r > t z lemmatu 5
1= [2v/rlogy n] > 2¢/rlogy n — 1 > 2v/tlogy n — 1.

V obou pfipadech dostévame |G| > 2+ > 22Vtlogan-1 %nz‘ﬁ
a lemma je dokdzano.



G={f(¢);feP}CF
Lemma 4. Pro kazdé f € P a kazdé u € U plati f(¢)" = f(¢Y).

Lemma 7. Plati |G| > %nz‘ﬂ.
Oznaéme Uy = {n'p/; i,j € Z,0 < i < [V1], 0 <j < [V1]} C U.

Lemma 8. Pro riiznd u,v € Uy plati ¢" # (V.

Dikaz. Z p < 5 plyne np < %nz, a tedy pro kazdé u € Uy je

u< (%nz)\/E < %n2‘/E < |G| podle lemmatu 7.

Sporem: predpokladejme, Ze pro riiznad u,v € Uy plati (¥ = (V.
Libovolné g € G je tvaru g = f(() pro néjaké f € P. Podle
lemmatu 4 plati g¥ = f({)" = f(¢Y) = f(¢Y) = f({)" = g" a tedy
kazdé g € G je kofenem polynomu x" — x". Na zadatku tohoto
diikazu jsme ukazali, Ze u a v jsou mensi nez |G|. Ovéem u # v, a
tedy nenulovy polynom x" — x¥ ma vice kofen( nez je jeho stupen.
To je spor.



Dokonceni dikazu véty 2

T={C"ueU}CF*, t=|T|
Uo=A{n'piijeZ 0<i<[Vt],0<j<[Vi]} CU

Lemma 8. Pro riiznd u,v € Uy plati ¢" # (V.

Pocet dvojic (i,j), kde i,j € Z, 0 <i < [Vt], 0 <j < [Vt], je
roven ([vt] +1)% > VE = t, na druhou stranu z lemmatu 8 plyne
|Ug| < |T| = t. Znamen3 to, ze existuji rizné dvojice (i,/) a

(k, m) takové, 2e i, j, k,m € {0,1,...,[\t]} a ze np/ = nkp™.
Lze navic predpokladat, ze i > k. Kdyby i = k, muselo by platit i
Jj = m a dvojice by nebyly rizné. Je tedy i > k a plati

n'=k = p™=J_Odtud plyne, Ze v rozkladu &isla n na prvodinitele se
nevyskytuji jind prvodlisla nez p, a tedy n je mocninou prvocisla p.
Véta 2 je dokazana.



Hledani netrividlniho délitele

Predpokladejme, ze mame dano prirozené Cislo N, o némz vime, Ze
je sloZzené. Nasim Gkolem je nalézt netrividlniho délitele cisla N.

Odhadnéme nejprve ¢asovou naro¢nost metody pokusného déleni:
je tfeba Cislo N postupné vydélit vSemi prvocisly neprevysujicimi
V/N. Kazdé takové déleni zabere &as ¥adu O(In? N), celd metoda je
tedy ¥adu O(Nz In2 N).

Prvni metoda, jejiz Cas je lepsi nez pravé uvedeny, byla navrzena
Lehmannem. Je zaloZena na nasledujici vété.



Lehmannova metoda

Véta (Lehmann). Necht N je liché prirozené Cislo, N = pq, kde

VN < p < q jsou prvocisla. Pak existuji x,y, k € 7 spliujici
(1) x2—y?=4kN, 1<k<I[VN];
(2) 2k = x=1(mod2); 2tk = x=k+ N (mod4);

(3) 0§x2—4kN<%, x> 0.

Jestlize naopak pro dané liché prirozené Cislo N = pq, kde p, q
Jsou prvocisla, mame celd &isla x, y, k spliujici podminky (1), (2)
a (3), pak jeden z nejvétsich spole¢nych déliteld (x + y, N) a

(x — y, N) je roven p a druhy q.

Rovnéz plati, Ze je-li N liché prvocislo, pak Zadnd trojice celych
Cisel x, y, k spliiujicich podminky (1), (2) a (3) neexistuje.

Dikaz. Pozdéji si ukazeme dilkaz pomoci teorie dobrych
aproximaci, ktery objevil Don Zagier.



Pouziti véty

Mé&jme déno liché prirozené &islo N, o kterém je zndmo, Ze to neni
prvocislo. Metodou pokusného déleni ovéfime, Ze N neni délitelné
prvodisly neprevysujicimi v/N, anebo najdeme netrividlniho délitele.
Tato &ast algoritmu je tedy Fadu O(N% In? ). Pokud N nema
prvoliselného délitele mensiho nez /N, musi byt tvaru N = pg,
kde p, g jsou prvocisla.

Budeme pak postupné volit k € {1, 2, ..., [V/N]} a pro kazdé
takové k nechame x probéhnout vsechna cela Cisla spliujici
podminky (2) a (3) z pfedchozi véty. Pro kazdé takové x pak
testujeme, zda x2 — 4kN je druha mocnina prirozeného disla.
Pokud ano, oznalime y = v/x? — 4kN a spolitame (x + y, N), coZ
je p nebo g. Je jasné, Ze Casova narocnost algoritmu zavisi na tom,
jak rychle jsme schopni rozhodnout, zda pfirozené Cislo je nebo
neni druhou mocninou. Cesta vedouci pres vypocet redlné
odmocniny, zaokrouhleni a zkousku jisté neni ta prava.



Algoritmus (Celociselna druha odmocnina). Pro dané
prirozené Cislo n algoritmus najde pfirozené cislo m splriiujici
m? <n<(m+1)>2
1. [Inicializace] PoloZ x < n (viz téz diskusi za algoritmem).
2. [Krok] Pomoci celociselného déleni a posunu spocitej
y [0+ 20)/2].
3. [Konec?] Je-li y < x, poloZ x <y a jdi na 2. Jinak vytiskni x a
skonci.
Dukaz algoritmu. Podle kroku 3 hodnota proménné x kles3,
algoritmus se tedy zastavi. Ukazme, ze vysledek, ktery dava, je
spravny. Protoze x € Z, je [(x + [2])/2] < (x +[£])/2 <
(x+2)/2 < (x+[2] +1)/2 < [(x+ [2])/2] + 1, a tedy plati
[(x+[2])/2] = [(x + 2)/2]. Ozname q = [\/n]. Protoze
He- \f) >0 pro libovolné t > 0, plati (t+ 2) > /n, tedy
x > q je splnéno v pribéhu celého algoritmu. PFedpokIédejme ze
se algoritmus zastavil, tj. ze y = [(x + )/2] > x a dokazme
x = q. Pfedpoklddejme x > g + 1. Pak x > +/n a plati

y—x=[30c 2] —x = [3(2 0] = [(n )] <0, spor



Casova narocnost celociselné odmocniny

V kroku 1 je jisté€ vyhodné&jsi misto n zvolit &islo blizsi /n. Vhodné
mUze byt napf. zjistit fad e nejvyssi dvojkové cifry n, tj. pfirozené

&islo e spliujici 2¢ < n < 2811 a polozit x 2145]. Pak totiz

x? <2812 < 4n, x?> > 2t > n tj. /n < x < 2/n. Po provedeni
kroku 2 pak plati

x—y = =) 2 (0 - ) =

= L0+ V) (x = v/n) > A (x+ 5)(x = V) = 3(x = Vn).

V kazdém dalsim provedeni kroku 3 se hodnota x — \/n zmensi
alespoft &tyfikrat, nebot y —/n = (x —/n) — (x —y) < 2(x — /n)
a tedy krok 3 provadime fadové O(In n)-krat. ProtoZe celociselné
déleni je ¥adu O(In? n), je cely algoritmus ¥adu O(In3 n).



Zkraceni Casu vypoctu

Pokud nds, podobné jako v pfipadé Lehmannova algoritmu, zajima
jen to, zda n je &i neni druhou mocninou pfirozeného Cisla, je
mozné rozhodovani zrychlit: zjistime, zda je n kvadratickym
zbytkem modulo néjaké zvolené ¢islo m (tj. zda m3 FeSeni
kongruence x> = n (mod m) — pokud n je druhou mocninou
prirozeného Cisla, tato kongruence feSeni mit musi). Budeme
postupovat takto: vydélime Cislo n Cislem m se zbytkem a ziskany
zbytek porovname s tabulkou vSech kvadratickych zbytk( modulo
m, kterou budeme mit predem spocitanu v paméti. Vhodnym
modulem muZe byt napiiklad &islo 1989 = 32 - 13- 17 nebo

1925 = 52 .7 - 11. Pravdépodobnost, 7e néhodné zvolené prirozené

Cislo je kvadraticky zbytek modulo 1925 je % 161 = 12745, pro
modul 1989 dokonce j Je l 197 = 221 Provedeme li test pro oba

moduly, pobézi predch02| algorltmus jen s pravdépodobnosti
tedy jen asi v 1,7% ptipadd.

Toto vylepseni nebude mit vliv na asymptotickou ¢asovou
naro¢nost, snizi vsak vyznamné O-konstantu.

5525 !



Algoritmus (Naplnéni tabulek kvadratickych zbytku).

Algoritmus sestavi vektory T1 o délce 1989 a T, o délce 1925 tak,

Ze pro kazdé 0 < i < 1988 plati T1[i] = 1, pravé kdyz kongruence

x? =i (mod 1989) m4 reeni, a pro kazdé 0 < i < 1924 plati

To[i] = 1, prdvé kdy# kongruence x*> = i (mod 1925) m4 Feseni.

1. [Napli T1] Pro i od 0 po 1988 poloz T1[i] <— 0. Pak pro i od 0
po 994 poloz T[i? mod 1989] + 1.

2. [Naplii Ty] Pro i od 0 po 1924 poloz T,[i] +— 0. Pak pro i od 0
po 962 poloZ T[i? mod 1925] + 1.



Algoritmus (Test na Etverec). Pro dané prirozené Cislo n

algoritmus zjisti, zda je n druhd mocnina prirozeného Cisla, a

pokud ano, vytiskne \/n.

1. [Test na 1989] Poloz r <— nmod 1989. Je-li T1[r] = 0, odpovéz,
Ze n neni druhd mocnina prirozeného cisla a skonci.

2. [Test na 1925] Poloz r <~ nmod 1925. Je-li T2[r] = 0, odpovéz,
Ze n neni druhda mocnina prirozeného cisla a skonci.

3. [Spocitej odmocninu] Algoritmem celociselné druhé odmocniny
spocitej m = [\/ﬁ] Je-li n # m?, odpovéz, Ze n neni druha
mocnina pfirozeného Cisla a skonci. Jinak odpovéz, Ze n je
druha mocnina prirozeného Cisla m a skonci.



Casova narocnost Lehmannova algoritmu

Odhadnéme pocet hodnot, které musime za x dosazovat pro pevné
zvolené k € {1, 2, ..., [V/N]}. Odhadneme-li x + 2v/kN > 4/ kN
pomoci (3) ve vyrazu

x? — 4kN N 1 1 N
X‘2W2x+zm< [em]'wm:qem]'\/;

dostavame, ze x spliuje

1 N
2\/WSX<2\/W+4[3\W]-\/:,

patfi tedy x do intervalu délky 4[\31W] \/g Délka intervalu je radu

O(k_%N%), pro pevné k je tedy asovd nadro¢nost algoritmu ¥adu
O(k~2 N5 In3 N).



Sectenim pres véechna k dostavame, ze celkovad ¢asova narocnost
je Fadu

(N6 In® N Z k”)

Pritom [] k=2 dk = [2k%]£ = 2,/r — 2, volbou r = v/N upravime
rad c¢asové narocnosti hledani Cisel k, x, y do tvaru

o(N% In® N - N%) = O(N3 In3 N).

Protoze ¢asova narocCnost prvni Casti algoritmu, totiz metody
pokusného d&leni &isly neprevygujicimi ¥/N, je ¥adu O(N3 In? N),
je celkova Casova naroc¢nost Lehmannova algoritmu fadu

O(N% In3 N). Lehmannova metoda je tedy asymptoticky vyrazné
lepsi nez algoritmus pokusného déleni, jehoz Casova narocnost je
¥adu O(Nz In? N).



Dalsi metoda hledani netrivialniho délitele:
Pollardova p metoda

Predpokladejme, ze M je kone¢nd mnozinaa f: M — M
zobrazeni. Zvolme xg € M a pro kazdé n € N polozme

Xp = f(Xp—1). Protoze je M konecnd, v posloupnosti (x,)52
nemohou byt vSechny prvky riizné.

Necht i € NU {0} je nejmensi index, pro ktery existuje néjaky
index n > i s vlastnosti x; = x,. Déle oznaéme j nejmensi takové n.
Pak i nazyvdme predperioda a j — i perioda posloupnosti (x,)%% .

Je mozné dokazat, ze stfedni hodnota predperiody i periody
(maji-li véechny dvojice (xo, f) € M x MM stejnou
pravdépodobnost) je fadu O(\/|M]).



Zakladni myslenka Pollardovy p metody

Necht f(x) je mnohoclen s celymi koeficienty. Hleddme
(neznamého) prvociselného délitele prirozeného &isla N, o kterém
vime, Ze je slozené. Zvolme celé Cislo xp a pocitejme

Xp = f(xp—1) mod N. Pak ovSem y, = x, mod p vyhovuje téze
rekurzi modulo p. Pokud se f chova jako ndhodné zobrazeni (coz
nevime, ale budeme to pfedpokladat), je predperioda a perioda
posloupnosti (y,)ie, fadu O(,/p), kdeZto pfedperioda a perioda
posloupnosti (x,)5 je Fadu fadu O(V/N). D4 se tedy ekat, ze
existuji i < j tak, ze y; = yj, ale x; # x;. Pak ovSem je (x; — x;j, N)
netrivialni délitel cisla M.

Je nutné néjak zvolit xg a f. Volba xg se zda byt nepodstatna, ne
vSak volba f. Je vhodné, aby f byl jednoduchy polynom pro
vypocet, konstantni ani linearni vsak nejsou vhodné. Budeme tedy
volit f jako co nejjednodussi kvadraticky polynom. Je ovéreno
experimentélné, e polynomy f = x? a f = x®> — 2 nejsou vhodné,
kde?to f = x% + ¢, kde ¢ # 0 a ¢ # —2, pracuje docela dobre, i
kdyZ nejsme schopni urcit ani periodu ani predperiodu.



Implementace Pollardovy p metody

Je jasné, Ze uchovavani vsech jiz vypoctenych ¢Elend posloupnosti
(xn)5 a jejich neustdlé porovnavani s nové vypoctenou hodnotou
by bylo velmi zdlouhavé. Jednoduchou metodou, jak se tomuto
zdlouhavému vypoctu vyhnout, je porovnavat postupné x, a xo,.
Pak totiz prvociselného délitele p Cisla N objevime nejpozdéji po k
krocich, kde k je soulet predperiody a periody posloupnosti
modulo p. Znamena to pocitat iterace dvou posloupnosti: poloZit
2y = xp, iterovat x, = f(x,—1) mod N a z, = f(f(z,—1)) mod N a
pocitat (xp, — zn, N).

Za (nedokdzaného) predpokladu, ze f se chové jako ndhodné
zobrazeni, je pocet nutnych krokli O(,/p). V kazdém kroku
pocitame trikrat f, dvakrat zbytek po déleni N a jednou nejvétsi
spoleny délitel, vée je O(In? N) Celkova &asova naro¢nost je tedy
O(y/pIn? N), coz vzhledem k p < v/N dévd O(v/NIn? N). Je
vhodné si uvédomit, ze podobné jako metoda postupného déleni je
i tato metoda citlivd k velikosti prvocliselnych déliteldl — ,,malé”
délitele Cisla N odstranuje rychleji nez ,velké".



Dalsi metoda hledani netrivialniho délitele:
Pollardova p — 1 metoda

Tato metoda je schopna najit i znacné velké prvociselné délitele p
¢isla N, pokud p — 1 neni délitelné prilis velkou mocninou prvodisla.

Definice. Necht B je pfirozené &islo. Rekneme, Ze pfirozené &islo n
je B-hladké, jestlize pro libovolné prvodislo p a libovolné prirozené
Cislo k plati

p¥In = pk<B.

Priklad. Vime, ze pro kazdé n € N plati, ze (2n") je 2n-hladké.
Dokazali jsme totiz uz dfive, ze plati

Lemma 2. Pro libovolné prirozené Cislo n a libovolné prvocislo p
plati: je-li ¢ = yp((2n")), pak pt < 2n.



Zakladni myslenka Pollardovy p — 1 metody

Prepokladejme, ze pro néjaky prvociselny délitel p ¢isla N plati, Ze
Cislo p — 1 je B-hladké pro néjaké nepfilis velké prirozené Cislo B.
Zvolme libovolné 1 < a < N. Je-li (a, N) > 1, jsme hotovi. Budeme
proto predpokladat, ze (a, N) = 1. Pak podle definice &islo p — 1
déli nejmensi spolecny nasobek Lg Cisel 1,2,3,..., B. Z Fermatovy
véty pak plyne at® =1 (mod p) a tedy (at® — 1, N) > 1. Budeme
tedy testovat posledni podminku pro zvysujici se hodnoty
exponentu e | Lg (budeme postupné umocriovat na faktory

z kanonického rozkladu &isla Lg). Je velmi nepravdépodobné, ze
poprvé, kdy plati (a® — 1, N) > 1, je tento nejvétsi spoleny délitel
roven N. M{ze se ovsem stejné stat, ze metoda selze, jestlize pro
zadné prvocislo p | N Cislo p — 1 neni B-hladké.

PFi vypoctu zabere nejvice ¢asu vypocet nejvétsiho spole¢ného
délitele, proto budeme postupovat tak, ze budeme uchovavat
souciny a pocitat nejvétsi spolecny délitel jen Cas od Casu.



Algoritmus (Pollardova p — 1 metoda, prvni stadium). Dano

slozené N a hranice B, hledame netrividlniho délitele N. Mame

tabulku p[1], p[2], ..., p[k] vSech prvolisel mensich nebo rovnych B.

1. [Inicializace] Poloz x <2,y +— x, P+ 1,¢c«0,i« 0, j < i.

2. [Dalsi prvocislo] Poloz i <— i+ 1. Je-li i > k, spocti nejvétsi
spolecny délitel g < (P, N). Je-li g = 1, napis, Ze jsi neuspél a
skondi, jinak poloZ i < j, x < y a jdi na 5. Jinak (tj. pro i < k)
poloz q < pli], g1 + q, £ + [g].

3. [Spocti mocninu] Dokud g1 < ¢, délej g1 < q1 - q. Pak poloz
X+ x"modN, P+ P-(x—1)modN, c < c+1 ajeli
¢ <20, jdi na 2.

4. [Nejvétsi spole¢ny délitel] Poloz g <— (P, N). Je-li g = 1, poloz
c+0,j« i,y xajdina2 Jinak poloZi<+ j, x < y.

5. [Pocitej znovu] Poloz i < i + 1, q < pli], g1 < q.

6. [Skonil jsi?] Poloz x <— x9mod N, g < (x —1,N). Je-lig =1,
poloZ q1 < q- q1 a je-li q1 < B, jdi na 6, jinak jdi na 5. Jinak
(tj. pro g > 1), je-li g < N, vytiskni g a skonci. Konecné, je-li
g = N (velmi nepravdépodobné), napis, Ze jsi neuspél a skonci.



Pokud algoritmus selhal v bodé 6, znamena to, ze vSechna
prvocisla p délici N byla nalezena soucasné, coz je zna¢né
nepravdépodobné. Miize proto mit smysl zkusit tentyz algoritmus
s jinou pocateéni hodnotou (napf. x < 3).

| v této jednoduché formé jsou vysledky algoritmu plsobivé.
Samoziejmé, jsou-li p < g prvocisla zhruba stejné velka takova, ze
i2p+1a2qg+1jsou prvocisla, pro N = (2p+ 1)(2g + 1) by
algoritmus rozlozil N jen pro B > p. Uspél by tedy za dobu
srovnatelnou s algoritmem pokusného déleni.

Obvyklé hodnoty B jsou mezi 10° a 10°.



Druhé stadium Pollardovy p — 1 metody
Pozadavek, aby existovalo prvocislo p | N takové, ze p — 1 je
B-hladké, je pomérné silny. Ma proto smysl jej zeslabit a
pozadovat jen, aby bylo p — 1 zcela rozlozeno po pokusném déleni
do hranice B, tj. pozadovat, aby p—1 = f - g, kde f je B-hladké a
g je prvocislo vétsi nez B (ale zase ne prilis velké). Pro nase Gclely
budeme predpokladat, ze f je Bi-hladké a prvocislo g spliuje
B1 < g < By, kde B; je nade staré B a By je o dost vétsi
konstanta. Samozrfejmé, ze bychom p objevili i pfedchozim
algoritmem pro B = By, ale to by trvalo pfilis dlouho.
Podobné jako predtim nyni plati (a9-8 — 1, N) > 1. Budeme
postupovat takto: po ukonceni prvniho stadia (tj. pfedchoziho
algoritmu) mame spocitano b = a8 mod N. Predpokladejme, Ze
mdame ulozeny rozdily prvocisel od By do B;. Tyto rozdily jsou
malé a je jich nemnoho. Mazeme proto snadno predpoditat b? pro
vSechny mozné rozdily d a ziskat b9 postupnym donasobovanim
pivodni mocniny b predpoéitanymi hodnotami b. Znameni to, Ze
pro kazdé prvocislo mezi B; a B, nahradime umocnovani pouhym
nasobenim, které je samozifejmé mnohem rychlejsi.



Algoritmus (Pollardova p — 1 metoda, druhé stadium). Da&no sloZené N a

hranice By a B>, hledime netrividlniho délitele N. Mame tabulku

pl1l, p[2],. .., plki] vsech prvoéisel mensich nebo rovnych By a tabulku

d[1], d[2],..., d[kz] vSech diferenci prvoéisel mezi By a B, tak, ze

d[1] = plki + 1] — p[ki] atd.

1. [Prvni stadium] Pro B = By (a k = ki) zkus rozloZit N pomoci pfedchoziho
algoritmu. Jestlize tento algoritmus uspéje, skonci. Jinak tento algoritmus
dal x. Poloz b+ x, P+ 1,c+0,i+0,j+ 1.

2. [Predpocitani] Pro vsechny hodnoty rozdili d[i] (které jsou malé a je jich
maélo) spocitej a uloz b, Poloz x + xPll mod N, y « x.

3. [Vpfed] Poloz i + i+ 1, x + x - b (pomoci predpocitané hodnoty b?),
P+ P-(x—=1)modN, c < c+1. Je-lii > ke, jdi na 6. Jinak, je-li ¢ < 20,
Jdi na 3.

4. [Nejvétsi spole¢ny délitel] Poloz g <— (P, N). Je-li g =1, poloZ ¢ + 0,

Jj+ i, y<4 xajdina3.

5. [Pocitej znovu] Poloz i «+ j, x + y. Pak opakuj x < x - b, i « i +1,

g < (x — 1, N) dokud nenastane g > 1 (coZ musi nastat). Je-lig < N,
vytiskni g a skonéi. Jinak (tj. je-li g = N, coZ je velmi nepravdépodobné),
napis, Ze jsi neuspél a skondi.

6. [Neuspél jsi?] PoloZ g + (P, N). Je-li g > 1, jdi na 5. V opa&ném pripadé
(4. je-li g = 1), napis, Ze jsi neuspél a skonci.



V pripadé nepravdépodobného neiispésného konce v kroku 5 by
také bylo mozné zacit znovu prvni stadium pro x <— 3 misto x < 2
v kroku 1.

V této formé je algoritmus mnohem efektivnéjsi nez ve formé
pouze prvniho stadia. Obvyklé hodnoty konstant jsou B; = 2 - 10°,
B, = 108.

Algoritmus je zaloZen na aritmetice grupy ;. Podobné Ize
pracovat i v IE‘;/IF;, v tomto pripadé je pozadovana B-hladkost
Cisla p+ 1 misto p — 1.

Bylo by mozné samoziejmé pracovat i v F;/F; nebo IF;/F;
nebo F;6/(IF;2 -F;) s pozadavkem B-hladkosti &isla p? + 1 nebo
p> 4+ p+ 1 nebo p> — p+ 1. To uZ jsou ale mnohem vétsi ¢isla a
splnéni pozadavku B-hladkosti téchto Cisel je méné
pravdépodobné. Potrebujeme proto dalsi grupy, jejichz rad je
zhruba p, ve kterych jsme schopni pracovat (aniz zndme prvocislo
p). Takovymi grupami jsou grupy eliptickych kfivek nad IFp.



Hledani netrividlniho délitele pomoci eliptickych krivek
Mé&jme opét dano slozené prirozené Cislo N, které chceme rozlozit.
Je pfirozené predpokladat, ze (N,6) = 1. Zvolme a, b € Z tak, aby
(4a% +27b%, N) = 1. Pak rovnice
yzz = x3 4 axz® + bz3
nam uréuje ,eliptickou kfivku" (€, O) nad Zy, pfi¢emz
O = [0,1,0] € P?(Zp). Necht p je n&jaké (neznamé) prvocislo
délici N. PFedchozi rovnici je zaddna elipticka kfivka (£p, Op),
pricemz O, = [0,1,0] € P?(F}).
Pripomenime, Ze (€, +) je komutativni grupa a podle Hasseovy
véty plati |E,] = p+ 1 — ap, kde celé Cislo a,, spliiuje |ay| < 2,/p.
Na mnoziné £ mame definovanu ¢asteCnou operaci +, pricemz
kdykoli zndme néjaké body P = [a1, (1,1], Q = [a,52,1] € €
takové, ze P + Q neni definovano, snadno najdeme netrividlniho
délitele cisla N.
Navic existuje ¢aste¢ny homomorfismus f, : £ — &, takovy, ze
jestlize je pro P, Q € £ definovano P + @, pak plati
fo(P + Q) = f,(P) + £(Q).



Lenstrova metoda eliptickych krivek
Predstavme si, Ze zname néjaky bod P = [a, 3,1] € € a ze |Ep] je
B-hladké pro néjaké neprilis velké prirozené Cislo B.
Oznacme Lg nejmensi spolecny nasobek Cisel 1, 2, ..., B.
Pak oviem |&,| | L a plati tedy Lg - fp(P) = Op.
Predpokladejme, Ze je definovano Lg - P (pfitom si p¥i provadéni
algoritmu budeme prat samozrejmé opak).
Pak musi pro Lg - P = [/, 8',9] platit p | &/, p| B =1, p |+
Protoze nase vzorce pro scitani bodl ve treti slozce davaji vzdy 0
nebo 1, musi platit Lg - P = O. To ale znamen3, ze
Lg - f4(P) = Oq pro kazdé prvocislo q | N.
Pritom budeme Lg - P poditat postupné , dondasobovanim*
Jjednotlivymi prvodisly z rozkladu Lg, a tedy kazdy mezivysledek
musi mit ve tfeti sloZzce bud 0 nebo 1.
Protoze dondsobovani prvocisly délicimi Lg provadime podle
velikosti od nejmensich k nejvétsim, pokud je Lg - P definovéno,
musi byt nejvétsi prvocislo délici fad rq bodu f(P) v grupé (&, +)
pro viechna prvocisla g|N stejné.
To je ale znacné nepravdépodobné.



Lenstrova metoda eliptickych krivek - volba parametrt

Proto Ize cekat, Ze pokud pro zvolené neprilis velké prirozené Cislo
B plati, ze |Ep| je B-hladké pro néjaké prvocislo p délici N,

s velkou pravdépodobnosti najdeme zminénym postupem
netrividlniho délitele Cisla N.

Problémem ziistava, Ze pro zvolené ¢islo B nemusi |E,| byt
B-hladké pro zadné prvocislo p délici N, coz objevime az poté, co
spocitdame Lg - P. V tomto pripadé zvolime jind a, b a cely postup
znovu zopakujeme.

Zbyva vyjasnit nékolik véci: jak volit a, b, jak najit P € £ a jak
zvolit pfirozené Cislo B.

Nelze zvolit a, b ndhodné a bod P najit jako néjaké reseni
kongruence y? = x> 4 ax + b (mod N), tj. pro zvolené x nalézt y.
Protoze N neni prvocislo, fesit kvadratickou kongruenci modulo N
je prili$ obtizné (ze znalosti vech feSeni takové kongruence
bychom snadno spocitali netrivialniho délitele ¢isla N).

Proto zvolime jiny postup: polozime b =1, P =[0,1, 1] a volime
pouze a. Jisté potom P € £.



Lenstrova metoda eliptickych krivek - volba parametrt

Otédzkou ziistava jak volit B. Protoze pro mensi p je také mensi
|Ep|, vzhledem k tomu, Ze mensi Cisla jsou s vétsi pravdépodobnosti
B-hladka nez velka, je metoda citliva spise na velikost p nez na
velikost N. Proto je nutno zvolit B tak velké, jak velkd prvodisla
jsme jesté ochotni hledat (nebo Iépe, kolik ¢asu jsme ochotni
hledani vénovat). Analyza pomoci odhadu pravdépodobnosti toho,
ze Cislo jisté velikosti je B-hladké, ukazuje, ze pro hledani prvocisel

do velikosti v je vhodné volit B tak, aby In B = \/% Invininv.

Specialné tedy, pro hledani prvocisel mensich nez 10%° je vhodnou
hodnotou B = 12000 (pficemz ocekdvame, ze bude potreba projit
zhruba 12000 eliptickych kfivek, nez najdeme p).

Podobné jako u Pollardovy p — 1 metody je vhodné i zde doplnit
druhé stadium spodivajici v tom, ze pfedpokladdme, ze |&,| je
Bi-hladky nasobek prvocisla mensiho nez B,. Toto druhé stadium
je zcela analogické jako u Pollardovy metody, proto si uvedeme
algoritmus jen pro prvni stadium.



Algoritmus (Lenstrova metoda el. kfivek, 1. stadium). Dino
slozené N nesoudélné s 6 a hranice B, hleddme netrividlniho
délitele N. Mame tabulku p[1], p[2],..., p[k] vSech prvocisel < B.

1. [Inicializace] Poloz a < 0.

2. [Inicializace krivky] Oznacme (£, O) kfivku danou rovnici
y?z = x3 + axz? + 23, kde O = [0,1,0]. Poloz P = [0,1,1],
i+ 0.

3. [Dalsi prvocislo] Poloz i <— i+ 1. Je-lii > k, poloZ a<—a+1 a
Jjdi na 2. Jinak poloz q < pl[i], r < q, { + [%]' R« P.

4. [Ndsob bod na krivce] Dokud r < ¢, opakuj r < q - r. Pak zkus
spocitat P < r - P na kfivce (£, O). Pokud se to nepodarilo (tj.
v priabéhu vypocltu byl objeven nenulovy prvek okruhu Zy, ktery
neni invertibilni), vytiskni ziskaného netrividlniho délitele N a
skondi. Jinak (tj. P byl vypocten), je-li P # O, jdi na 3.

5. [Pocitej znovu] Dokud nebude R = O, opakované zkousej
spocitat R < q - R (pokud se to nepodafi, vytiskni ziskaného
netrividlniho délitele N a skonci). Nakonec poloZ a <+ a+1 a
jdi na 2.



Dobré aproximace redlnych cisel

Definice. Pro libovolné redlné &islo av necht () znaéi necelou &ast
Cisla «r, to znamend a — (o) € Z a 0 < (a) < 1.

Pro celou &ast [a] redlného Cisla « tedy plati [a] = a — ().

Definice. Pro libovolné realné &islo a necht ||c|| je vzdalenost o od
nejblizsiho celého Cisla, tj.

||| = min{|a — n|; n € Z}.

Definice. Necht § € R, p € Z, q € N, pfi¢emz (p, q) = 1.
Racionalni cislo 5 se nazyva dobra aproximace Cisla 0, jestlize
101l = g0 — p|  pro véechna ¢’ € N, ¢’ < q plati [|0]] > (g0

Priklad. Plati ||7r|| = 0.141593, ||27|| = 0.283185,

||37|| = 0.424778, ||4w|| = 0.433629, ||57| = 0.292037,

||67|| = 0.150444, ||77|| = 0.008851, ||8 | = 0.132741,

|97|| = 0.274334. Proto jsou 3 a 2 dobré aproximace &isla 7.
Dalsi dobra aproximace % pochazi z ||1067|| = 0.008821.




V&ta 1. Necht 0 e R, Q € R, Q > 1. Pak existuje g € N, g < Q
s vlastnosti ||qf|| < % Jestlize navic 6 ¢ Q anebo Q ¢ N, existuje

g €N tak, Ze g < Q, q9|\<%.

Diikaz. Nejprve budeme predpokladat @ € N. Uvazme Q + 1 Cisel
0,1, (0), (20), ..., ((Q —1)8) a rozdélme je do Q intervald
[0, %) [%, %) ..., [%5%,1]. Z Dirichletova principu plyne, e
alespon jeden interval obsahuje aspon dvé Cisla, tedy existuji
r,rm,s1,s € Z takova, z2e 0 < r; < rn < @ s vlastnosti

[(n0 —s1) — (R — )| < % Polozme g = r» — 1, pak ||gd]| <
Jestlize Q ¢ N, plyne véta z platnosti véty pro [Q] + 1.

1

Q)

Pozndmka. Ukdzeme si, ze z predchozi véty plyne, ze pro libovolné
0 € R — QQ existuje nekonecné mnoho g € N spliujicich

q-llef] <1. (3)

Ve skutecnosti je mozné dokonce dokazat vice: Cislo 1 na pravé
strané mize byt nahrazeno cislem % Toto siln€jsi tvrzeni vsak

nebudeme dokazovat.



Konstrukce posloupnosti dobrych aproximaci Cisla ¢

Zvolme pevné 6 € R — Q. Sestrojme indukci posloupnost vsech

dobrych aproximaci &isla 6. Jisté& gq; = 1 ddva dobrou aproximaci 2

Cisla 6 spolu s néjakym p; € Z a plati |g160 — p1| = ||0|| < % "
Protoze 20 ¢ Z, je touto rovnosti p; uréeno jednoznaéné. Ziejmé
(q1,p1) = 1.

Predpokladejme, Ze pro néjaké n € N mame dobrou aproximaci %
gisla 6. Protoze 0 ¢ Q, je ||gnf| #0avétals @ = ||g,0|*
zaruluje existenci g € N, které spliiuje ||gf|| < ||gnf||. Necht gpt1
je nejmensi g s touto vlastnosti a p,+1 € Z je uréeno podminkou
[Gn+101 = [gn+16 — pnt1]. Je tedy [|gni10]] < [lgnf]| a pro
viechna pro viechna g € N, g < gn41 plati ||gf]| > [|gaf]; je tedy

Z"—i dobra aproximace Cisla 6. Protoze % je také dobra aproximace
n n

Cisla 0, plati gni1 > qn. Kdyby t = (qn+1, pnt1) > 1, pak by
pr=>PteZ q=3=2ecN, ¢ < gp, piitom

im0 = dni10 — posa| = a0 — /| = £ q8] > 6]
coz by byl spor s definici gp41. Je tedy (gnt1, Pny1) = 1.



Vlastnosti posloupnosti dobrych aproximaci cisla 6
Dostali jsme posloupnost prirozenych Cisel

l=qg1<q@p<g<... (4)
a celych cisel p1, p2, p3, ... spliujicich (pn,qn) =1 a

||qn9H = \an - Pn|a (5)
gn+101 < [[gnf]l, (6)
IOl > |lgnf|| pro viechna g € N, g < gpy1. (7)

Z véty 1 pro @ = gn+1 dostaneme existenci g € N, g < gp+1,
takového, Ze [|gf| < L. Podle (7) plati

Anllqnfll < Gny1llgad|| < 1. 8)

Kdyby Cisla gn+10 — pn+1 @ gnf — pp méla stejnd znaménka, pro

P = pnt1— Pn 0 < q = gni1 — gn < Gns1, bychom dostali
1’0 — p'| < |gn8 — pal = [|qnf||, coZ by byl spor s (7). Proto

(900 — Pn)(Gn+10 — pnt1) < 0. (9)



Lemma 1. {£%; n€ N} je mnoZina vsech dobrych aproximaci a
plati lim,_,~ % =40

Diikaz. Prvni ¢ast plyne z konstrukce, druhd z (8), nebot
_ Ppn 1
|6 qny <3

Lemma 2. qny1pn — GnPny1 = £1.

Dikaz. Leva strana je celé Cislo a plati

Gn+1Pn — GnPn+1 = Gn(Gn+10 — Pnt1) — Gnr1(gnd — pn),  (10)
odkud spolu s (5), (6), (8) a (9) plyne
0 < qnllGn+10ll+9n+1119n0|| = |Gn+1Pn—GnPn+1] < 2qn+1]lgnf|| < 2.

Dusledek. Cislo QGn+1Pn — GnPn+1 Md opacné znaménko nez
qn® — pn a plati qny1Pn — GnpPni1 = _(qnpn—l - qn—lpn)-

Dikaz. Plyne z (10) s pfihlédnutim k (5), (6) a gn+1 > qn, druha
¢ast z (9) a lemmatu 2.



Lemma 3. Pro libovolné n > 2 existuje a, € N tak, Ze

dn+1 = a@nqn + gn-1, (11)
Pn+1 = anPn + Pn-1, (12)
|gn—10 — Pn—1| = an|qn0 — pPn| + [qn10 — Pay1l. (13)
Dikaz. Z disledku dostavame
Pn(Gn+1 — Gn-1) = qn(Pn+1 — pn—1). Protoze (qn, pn) = 1, plyne
odtud existence celého Cisla a, s vlastnosti gn+1 — gn—1 = angn,
Pn+1 — Pn—1 = anpn. Protoze qn4+1 > qn—1, je ap > 0. Konecné,
(13) plyne z (11) a (12) diky (9).
Pozndmka. Z (13) pro kazdé n > 2 plyne

an = [12g=eentl] = [l=srl). (14)

Zname-li tedy p1, p2, g1, g2 a 8, mizeme pomoci (14), (11) a (12)
dopoditat vSechny dobré aproximace iracionalniho ¢isla 6.
Pro 0 € Q, 20 ¢ Z, probiha cely proces stejné az do okamziku, kdy
llgnf]| = 0, tj. % = 6, kdy se proces konstrukce dobrych

aproximaci zastavi. Pro 6 € Q — %Z tedy dostavame konecné
mnoho dobrych aproximaci, z nichz posledni je rovna 6.



Véta. Necht 0 € R, 20 ¢ Z. Generujme rekurentné celd &isla py,
Qn, an, hejprve poloZme

po=1, qo =0,
p1 = [0], gq=1
Pro kazdé n € N takové, Ze q,0 # pn, pokracujme
a = [
Pnt1 = anPn -+ pn-1,
Gnt1 = anqn+ qn-1.

Pak vsechny dobré aproximace &isla 0 jsou pravé ziskand &isla E-

pron>1, je-liay > 1, resp. pron > 2, je-li a; = 1. Navic p/at/’n

(=1)"(gnf — pn) < O, (15)
Gn+1Pn — GnPnr1 = (=1)". (16)

Ve studijnim textu je uveden dukaz této véty i jeji pouziti pro
dikaz Lehmannovy véty.




Souvislost dobrych aproximaci s retézovymi zlomky
Predpokladejme, ze § € R — %Z a definujme cela Cisla pn, gn pro
n>0a a, pro n>1 jako ve vété o dobrych aproximacich. Pro
kazdé n > 1 jesté oznalme

6. = [Gn0—pn
n |Qn719*Pn71| :

Rekurentni vztahy z véty zarucuji, Zze pro kazdé n > 1 plati

|gn—10 — Pn—1| = an|qn® — pn| + |qn160 — pnt1l,
atedy 01 =a,+ 60,1, odkud

_ 1
Hn T an+On41’
coz spolu s 01 = (0) davé
0= (0] +0=[0]+—— =[]+ — g+
a1+ 02 ax+03 a+ ar+ a341-04
1
= [0] + = [0] + =...
a + ﬁ ai + ﬁ
a3+ﬁ a3+a4+ 1

a5 +0g



Priklad: spocitejme nékolik dobrych aproximaci cisla /15
Jetedy po=1, g0 =0, pr = [\V/15] =3, g1 = 1 a plati

Posloupnost a,, je periodickad. Vypocet Cisel p,, gn je vyhodné
usporadat do tabulky:

07
051

05"

1 __ /1543

_ V15-3
Vi5—3 — 15-9 — 1+,
6 _ 6(v15+3) _
53 = 159 =6+ (vV15—3),
9;1, az =a; =1, ag = ap» = 0,

81:1,

32:6,

atd.

n|0|1|2| 3] 4 5 6 7 8 9 10
pn| 113|427 |31 213 | 244 | 1677 | 1921 | 13203 | 15124
gn |01 |1| 7 | 8| 55 | 63 | 433 | 496 | 3409 | 3905
an 116 1] 6 1 6 1 6 1 6

Protoze a; = 1, dostavame dobré aproximace cisla /15 az pro

n > 2, jsou to Cisla

27 31 213 244 1677 1921 13203 15124

7 I

8 i

55’

63’

433”7

496 ’

3409 ’

39057




Dalsi moderni metody hledani netrividlniho délitele
Nejicinnéjsi metody:
» Lenstrova metoda eliptickych kfivek,
» metoda kvadratického sita,
> metoda sita v Ciselném télese.

Z3akladni myslenka kvadratického sita i sita v Ciselném télese je
stejnd jako zakladni myslenka metody fetézovych zlomkd, ktera je
historicky prvni metodou subexponencidlniho ¢asu a byla na konci
60-tych let a v 70-tych letech hlavni pouZivanou metodou.

Necht N je (velké) slozené pfirozené Cislo, které neni délitelné
zadnymi ,malymi* prvodisly (tj. prvoéisly < B) a které neni
mocninou prvocisla. Hleddame netrividlniho délitele cisla N.

Budeme hledat x, y € Z, aby platilo
x? = y? (mod N) a piitom x # +y (mod N).

Protoze x? — y2 = (x — y)(x + y), je jasné, ze pak nejvétsi
spole¢ny délitel (x + y, N) bude netrividlni délitel &isla .



Jak hledat x, y € Z, x> = y? (mod N), x # £y (mod N)

Hledame kongruence tvaru
xp = (—1)%kpgteps* - - p&mk (mod N),

kde p; jsou ,mald" prvocisla a ey € {0,1}. Nalezneme-li
dostate¢né mnoho takovych kongruenci (tj. alespori n > m + 2),
muzeme Gaussovou eliminaci nad Fy v m + 1-rozmérném prostoru
Fg’“ najit linedrni zavislost mezi n vektory (eok, €1k, - - -, €mk),
(ztotoziujeme {0, 1} s F2), tj. najit €1,...,e, € F2, ne viechna
nulovd, pro kterd je Y} _; ck(€ok, €1ks - - - » €mk) nulovy vektor.
Budeme-li nyni €1, ..., e, povaZovat za cela Cisla, pak pro kazdé
i€{0,1,...,m} je¢&islo v; = %22:1 exeix € 7, protoze

> k1 Ekeik lezi v jadfe homomorfismu okruhii Z — Fy.

Pak pro x = [[i_q x*, ¥y = pi*ps2 - pyy, plati

X2sk_ _1 €0k p€1k n€2k ... pemk )k — 2 (mod N
H H( )* PPy Pm y ’

k=1

coz ndm da netrividlniho délitele ¢&isla N, pokud x #Z y (mod N).



Jak hledat x, y € Z, x> = y? (mod N), x # £y (mod N)

V pripadé, ze liché N je délitelné pravé r prvocisly, je
pravdépodobnost, ze nastane x = +y (mod N) za pfedpokladu, Ze
plati x2 = y2 (mod N) a (N, xy) = 1, rovna 21", Proto je vhodné
volit n o néco vétsi nez m + 2, abychom Gaussovou eliminaci nasli
vice zavislosti.

Mnozina {p1,...,pm} se nazyva baze faktorizace. Zpusoby, jak ji
zvolit optimalné a jak hledat potfebné kongruence

o = (~1)™ 5 pg* - piy (mod ),

se u jednotlivych metod lisi. Vzdy vSak je mezi exponenty na pravé
strané kongruence jen nékolik jednicek.

Matice takové soustavy ma tedy v kazdém radku jen nékolik
jednicek a zbytek tvori nuly. Ulozit celou tuto obrovskou ,ridkou”
matici do paméti se ndm patrné nepodafi. Proto je tfeba Gaussovu
eliminaci provadét jinak, nez u malych matic.



Gaussova eliminace ,,fidké" matice

Nemame ulozenou celou matici, ale pro kazdy radek mame ulozeny
jen informace o poloze jednicek v tomto Fadku.

PFi provadéni eliminace se rozlisuje mezi ,,fidkymi* a ,,hustymi*
sloupci: hodnoty v , hustych" sloupcich se neuchovévaji, misto nich
se uchovava pro kazdy radek informace o tom, jak byl odvozen

z pavodni matice (tj. kterych radkd pavodni matice je souétem).
Eliminace se provadi tak, ze hledame radek, ktery ma pouze jednu
jednicku v ,Fidkych® sloupcich. Ten pak pficteme ke véem radkim,
které v tomto sloupci maji jedni¢ku. Poté uz tento Fadek
nebudeme potrebovat. V pripadé, Ze Zadny fadek, ktery by mél
pouze jednu jednic¢ku v ,Fidkych” sloupcich, neexistuje, vybereme
ten, ktery ma jednicek co nejméné. Vybereme v ném jednu
jednicku a sloupce, ve kterych jsou ostatni jedni¢ky tohoto radku,
prohlasime za husté. Skoncime v okamziku, kdy uz nemame zidny
fidky sloupec. Pomoci informaci o odvozovani fadkd nyni
sestavime mnohem mensi , hustou” matici, v niz se provede
Gaussova eliminace obvyklym zpisobem.



Metoda retézovych zlomki

Potrebujeme hledat kongruence tvaru
X = (—1)pSpSt - pl (mod ),

kde p; jsou pevné zvolena prvocisla a e € {0,1}.

Budeme vychdzet z toho, ze pokud zvolime do nasi baze
faktorizace vSechna prvodisla p1,..., pm mensi nez néjaka hranice
a najdeme-li kongruenci x> =t (mod N) s ,malym" |t|, je redlnd
Sance, ze v rozkladu Cisla |t| se nevyskytuji jind prvocisla nez
p1,-..,Pm a tedy ze ziskdme kongruenci pozadovaného tvaru.



Metoda retézovych zlomki - zdkladni myslenka
Necht g je dobrd aproximace Cisla vV kN, kde k je n€jaké neprilis
velké prirozené Cislo nedélitelné druhou mocninou prvodisla. Pak

_ P 1
’\/kN q‘ <1
Ozna¢me t = p?> — kNg?. Pak p?> =t (mod N). Naleznéme odhad

pro |t|. Pak
—%<\/p2—t—p<%.

P¥i¢tenim p, umocnénim a odectenim p? dostaneme
_2p 1 2p 4 1
q +q2< t<7 +q2’
odkud vzhledem k VKN > & — % plyne
|t < 224+ & <2VAN + 3.

Cislo |t| tedy opravdu neni ,velké" a Sance na ziskani uzite¢né
kongruence hledaného tvaru je.



Metoda retézovych zlomki - postup

Metoda fetézovych zlomk( tedy dava nasledujici algoritmus:
postupné za k volime pfirozena Cisla nedélitelnd druhou mocninou
prvocisla a pro kazdé takové k pocitame jisty pocet dobrych
aproximaci g. Pro kazdou dobrou aproximaci zkousime rozlozit
&islo [t| = |p? — kNg?| pomoci prvocisel z baze faktorizace. Jestlize
se to podari, ziskdme kongruenci pozadovaného tvaru.

Pokud |t| neni mozné rozlozit pomoci prvoéisel z baze faktorizace,
avsak plati [t| = F - U, kde F se pomoci prvolisel z baze
faktorizace rozklada a U je (asi) prvocislo podle testu Millera a
Rabina, je vhodné ulozit i trojici (p, t, U). Ziskame-li totiz pozdéji
jesté jinou trojici (p/, ', U) se stejnym U, pak z p> = t (mod N) a
(p')? = t' (mod N) ziskdme kongruenci pozadovaného tvaru

x? = £ (mod N), kde x je feseni kongruence Ux = pp’ (mod N).



Lepsi metoda: metoda kvadratického sita
Jinym zpisobem budeme opét hledat kongruence tvaru
= (1) p{ps - pig* (mod N).

kde p; jsou pevné zvolend prvoéisla a ey € {0,1}.
Oznaéme d = [v/N] a uvazme kvadraticky polynom

Q(x) = (x + d)?> — N.

Je jasné, ze Q(a) = (a+ d)? (mod N) a ze |Q(a)| nebude ,velké"
pro cela isla a s ,malou” absolutni hodnotou. Ackoli je to
jednodussi metoda generovani ,,malych* kvadrati modulo N nez
metoda fetézovych zlomkil, zatim neni pfilis zajimava. Rozhodujici
dlvod, pro¢ je tato metoda rychlejsi nez metoda retézovych
zlomkd, je tento: neni nutné rozkladat ,, malé” kvadraty modulo N.
Vzhledem k tomu, ze vétSinu z nich rozlozit nad zvolenou bazi
faktorizace nelze, znamend toto marné rozkladani plytvani ¢asem.



Metoda kvadratického sita - postup prosivani

Predpokladejme, ze pro néjaké n € N vime, ze n | Q(a). Pak ovsem
pro kazdé k € Z plati n | Q(a + kn). Hledat takové a znamend
fesit kongruenci x> = N (mod n) a vzit a = x — d. P¥itom FeSeni
této kongruence pro malé n neni tak obtizné (pro prvocislo n
existuje Shanksiiv algoritmus ¢asové naroénosti O(In* n)).

Jak budeme disla prosivat: pro kazdé celé Cislo a z velmi dlouhého
intervalu ulozime do vektoru indexovaného a pribliznou hodnotu
log, |Q(a)| (sta&i 3 plus ¥ad prvni jedni¢ky binérniho zapisu, pak je
chyba mensi nez 1).

Pak pro viechny mocniny prvoéisel pX < B pro zvolené B
odecteme log, p od vSech prvk( v nasem vektoru, jejichz index a je
kongruentni modulo pX s pfedem vypo&tenym Fedenim kongruence
Q(a) =0 (mod p¥), tj. (a + d)?> = N (mod p¥). Protoze
predpokladdme, ze p{ N, ma pro licha p tato kongruence dvé
reSeni, je-li N kvadraticky zbytek modulo p, a zadné, jestlize je N
kvadraticky nezbytek modulo p — do baze faktorizace tedy davame
kromé 2 jen ta prvocisla, pro kterd je N kvadraticky zbytek.



Metoda kvadratického sita - vyhodnoceni prosivani
Po ukondeni prosivéni zjistime, pro kterd a neni Q(a) délitelné
mocninou prvocisla vétsi nez B. Pro tato a je totiz prvek ve
vektoru indexovany a maly (kdyby logaritmy byly pfesné, byla by to
nula). V opaéném pripadé zde musi byt Cislo vétsi nez log, B
(odhlédneme-li od nepresnosti logaritmi).
Odhadnéme potrebnou presnost ¢ vypoctu log, p. Oznaéme k
nejvétsi Cislo ve vektoru pred zapocetim prosivani. Pak kazdé Cislo
|Q(a)| ma nejvyse k Cinitell. Je-li Q(a) rozlozitelné pomoci nasi
baze faktorizace, je po provedeni odCitani logaritmi ve vektoru
s indexem a Cislo mensi nez % + ke. Naproti tomu pro
nerozlozitelné Q(a) dostaneme &islo vétsi nez

(log, B) — % — (k+ % — log, B)e. Stati tedy € < —Ltlog; B

Pak pro vSechna a, pro které jsme dostali ve vektoru ¢islo mensi
neZ %—F ke, spocitame znovu Q(a) a rozlozime, ¢imz ziskame
kongruenci pozadovaného tvaru. Mame-li dost mista v paméti,
ukladame v pribéhu prosivani u kazdé polozky a nékolik nejvétsich
prvocisel, jejichz logaritmy od¢itdme, coz pak urychli rozkladéni.



Metoda kvadratického sita - moznosti vylepseni

Podobné jako u metody fetézovych zlomkd i v tomto pripadé
mizeme hledat kongruence x?> = F - U (mod N), kde F se pomoci
prvocisel z baze faktorizace rozklada a U je , neprilis velké” Cislo.
V tom pripadé rozkldddme Q(a) pro vSechna a, pro které po
prosivani zlstalo ve vektoru Cislo mensi nez né€jakd predem dana
mez a nerozlozitelny faktor spolu s a uchovavame pro pfipad, ze by
se tyz faktor objevil jesté jednou.

Nevyhodou je, Ze na dlouhém intervalu prosivani hodnoty
polynomu Q(x) zna¢né rostou a s tim i klesaji nase Sance na
Uspésné rozlozeni. Mohli bychom proto vzit jesté dalsi polynom a
prosivat i jeho hodnoty, nap¥iklad Q(x) = (x + [V//N])? — ¢N pro
néjaké prirozené Cislo ¢ nedélitelné druhou mocninou prvodisla.

V tom pripadé bychom vsak museli doplnit nasi bazi faktorizace:
mdme v ni pouze ta prvocisla p, pro kterd je N kvadraticky zbytek
modulo p, kdezto nyni potfebujeme ta, pro ktera je /N kvadraticky
zbytek modulo p. OvSem zvétseni baze faktorizace znamena
potrebu vice kongruenci a také Gaussovu eliminaci vétsi matice.



Legendreliv symbol
Necht p je liché prvodislo, a € Z. Legendretiv symbol (%)
(Eti a vzhledem k p) definujeme takto:

0  jestlize p| a,

(%) =491 jestlize pfa a kongruence x> =

2

(mod p) ma FeSeni,

—1 jestlize p 1 a a kongruence x (mod p) nema Feseni.

Jestlize (%) = 1, nazyva se a kvadraticky zbytek modulo p, jestlize

(%) = —1, nazyva se a kvadraticky nezbytek modulo p.

Zrejmé plati
a,beZ, a=b (modp) = (%):(g)_
Proto mizZeme definici ekvivalentné prepsat také takto:

0  jestlize [a], = [0]p,
(8) =491 jestlize [a], € Z je druhou mocninou v této grupé,

—1 jestlize [a], € Z, neni druhou mocninou v této grupé.



Lemma 1. Necht p je liché prvocislo, a € 7. Pak
(2) = aP~1/2 (mod p).

Dikaz. Pripad p | a je zfejmy. Déle predpokladejme p t a.

Protoze grupa Z; je cyklickad sudého rfadu p — 1, jsou druhymi
mocninami prvkﬁ pravé mocniny generatoru se sud}'/m exponentem.
Je zde tedy £5= prvku které jsou druhé mocniny, a prvku
které nejsou druhe mocniny.

Kazdy prvek grupy Z je kofenem polynomu xP71 — 1 v télese Zp.
Protoze xP~1 — 1 = (x(P~1)/2 — 1)(x(P=1)/2 1. 1), je kazdy z prvki
Z, kofenem alespofi jednoho z obou polynomii stupné p%l.
Protoze polynom nad télesem nemize mit vic kofen(, nez je jeho
stupefi, ma kazdy z obou polynomu x(P~1)/2 — 1, x(P~1)/2 4 1
pravé 251 korend.

Ztejmé kazda suda mocnina generatoru je kofenem polynomu
x(P=1)/2 _ 1. Mnozina jeho kofentl se tedy sklad4 pravé ze sudych
mocnin generatoru, zatimco liché tvori mnozinu kofenli polynomu
x(P=1)/2 11 Odtud plyne dokazovana kongruence.



Disledek 1. Pro kaZdé liché prvo&islo p plati (5t) = (—1)(P~1)/2,

Diikaz. Podle lemma 1 je (_71) = (—1)(P=1/2(mod p). Na obou
stranach kongruence je £1, jejich rozdil je tedy —2, 0, nebo 2.
Ovsem p 1 2.

Dasledek 2. Pro kazdé liché prvocislo p a kazdé a, b € Z plati
aby _ (ay(b

() =()(5)-

Dikaz. Podle lemma 1 je

( by = (ab)(P~1)/2 = a(p=1)/2p(p-1)/2 = (7)( ) (mod p).

Na obou stranach kongruence je opét +1, proto rovnost.

Pozndmka. Kazdé celé Cislo je kongruentni modulo p s pravé
jednim z &isel 0, £1, £2, ..., £21.



Lemma 2. Necht p je liché prvocislo, a € Z, p 1 a. Pro kazdé
i=1,..., PTfl necht a-i = (—1)% - b;(mod p), kde e; € {0,1},
bi € {1,..., P51 ). Pak (2) = (~1)°, kde e = P11/ % e,
Diikaz. Vime, ze {by,. .., bp_1)2} € {1,..., %} Ukazme
sporem, 7e zde plati rovnost. Jestlize zde neni rovnost, existuji
1<i<j<P;ltak, ze by = b;. Pak a-i ==+a-j(mod p), coz
vzhledem k p 1 a davd i = £j(mod p), a to je spor. Vyndsobenim
kongruenci alP=1)/2.(B21yI = (~1)¢ - (B2)!(mod p). Protoze
p1 (21, plyne odtud a(P~1)/2 = (—1)¢(mod p) a lemma 1 déva
(2) = ( 1)¢(mod p). Na obou stranach je +1, proto rovnost.

Lemma 3. Necht p je liché prvocislo, a € Z, p 1 a. Pak
a Z(P 1)/2[231']
(2) = (-1) .
Diikaz. Plati %i = [%] + (a’) atedy a-i = p (& 7y (mod p).
V lemma 2 je tedy e; = 0, pravé kdyz (7)’) <1 Odtud e = [2<%>]
Plati [%] = [2[5]+2(3)] = 2[5] + [2(F)] = 2[5] + e;. Proto

(—1)[278[] = (—1)%. Lemma 2 dava dokazované.



Disledek 3. Pro kazdé liché prvocislo p plati (2) = (—=1)(P*-1)/8,

Dikaz. Pro 1 < i < P3% plati 0 < % < 2, a tedy [4] € {0, 1}.
Pritom [4’]—1 & ‘:)’21 & 12 & i>[§]. Proto
2“’1”2[4'1 =25t —[8].

Nechtp—4kj:1prok€N Pak 2= —2k+i11

[2] = k + [£}], a tedy 25% — [2] _k.

v v s 27 2
Soucasné plati pTl = w =2k? + k.

[41

Uzitim lemma 3 dostévame (2) = (—1)=0 T Ly,

Lemma 4. Necht p je liché prvocislo, a € 7, p1 a, 2t a. Pak
a Z(P 1)/2[31]
(2)=(-1) :
Diikaz. Plati P D/% i = P21 Protoge je a liché, je 252 € 7.
(p-1)/2ai
Uitim lemma 3 a disledki 3 a 2 dostavame (—1)=i1 3] =

(r 1)/2(a+p ; atp ) a
= (= T = () 2 = (32 = ().



Kvadraticky zakon reciprocity

-1 g-1
Véta 1. Pro lichd prvocisla p # q plati () (5) = (-1)7 7.
Dikaz. V kartézské soustavé souradnic si predstavme obdélnik,
jehoz strany leZi na osach a na pfimkich x = 2, y = 3. Uvnit¥
tohoto obdélniku leZi pravé pT_l . qT_l mFizovych bodii (tedy bodi,
jejichz obé souradnice jsou celd Eisla)

Jeho Ghlopficka leZi na pfimce y = px zadny z mfizovych bodi
uvnitf obdélniku neobsahuje a rozdéluje obdélnik na dva
trojahelniky.

Pro pevpé zvolené j € {1,..., %4} je uvnitf ,,dolniho" trojihelniku
pravé [T] m¥iZovych bodii s x-ovou soufadnici i. Proto je
uvnit? ,dolniho” trojahelniku pravé .7, (p1) /2["'] mfizovych bodi.

Ze symetrie je uvnitf ,horniho* trojihelniku pravé » .7, (g-1) /2[P’]
mrizovych bodi.

1 1 1 2rqi 1 2 pi
Dostahjsme”2 qT:ZP /[q]+zq /[p]
Véta nyni plyne z lemma 4.



Jacobiho symbol
Pro usnadnéni pocitani Legendreova symbolu (£) pro konkrétni
hodnoty a, p tento symbol nyni zobecnime.

Necht b € N je liché Cislo, a € Z. Je-li b =1, klademe (%) =
Je-li b > 1, rozloZime b na soucin prvocisel b= p; - p>...ps.
Jacobiho symbol (1) pak definujeme rovnosti

(3) =) - () (%)

Lemma 5. Jsou-li b, d € N lichd Cisla, a, c € 7Z, pak
(39) = (5)(E)()(3)-

Diikaz. Plyne z definice a disledku 2.

Lemma 6. Jsou-li a, b € N licha ¢isla, pak

(_1)(a71)/2( 1) (b—1)/2 _ ( 1)(ab 1)/2

Dikaz. Mame dokazat 251 + = 25-1 (mod 2). Ekvivalentn&
(a—1)+(b—1)=ab—1(mod 4), neboli 4 | (a —1)(b—1).
To vsak zfejmé plati.

b-1
2
od 4



Diisledek 4. Pro kazdé liché ¢islo b € N plati (3) = (—1)(b=1)/2,
Diikaz. Plyne z definice, lemma 6 a ddsledku 1 indukci.

Lemma 7. Jsou-li a, b € N licha Cisla, pak
(_1)(32—1)/8(_1)(b2—1)/8 _ (_1)(a2b2—1)/8.

Dikaz. Mame dokazat 328_1 + b28_1 = azb;_l (mod 2).
Ekvivalentné (a®> — 1) + (b?> — 1) = a?b? — 1(mod 16), neboli

16 | (a® — 1)(b? — 1). Plati dokonce 64 | (a®> — 1)(b* — 1).
Disledek 5. Pro kazdé liché &islo b € N plati (2) = (—1)(*~1/8,

Diikaz. Plyne z definice, lemma 7 a ddsledku 3 indukci.
Véta 2. Pro lichd nesoudélnd a, b € N plati (£)-(2) = (-1)"z "z .
Dikaz. Rozlozme na soudin prvocisel a=p; - po... ps,

b=gqg1-q2...q:. Zlemma 5 a véty 1 plyne uzitim lemma 6
pi—1 qj—l

(5 (3) = TEa TEa(2) - (2) = TEL TE ()" % =

~TE(TEL D) - “IT( 1)T)q’%l -
(L)) = ()7 -y




Zjednoduseni vzorcli

Vétu 2 Ize formulovat také jako rovnost
)= (g) pro a =1 (mod 4) nebo b =1 (mod 4),
—(2) proa=b=3(mod 4),

ktera plati pro kazda licha isla a, b € N (i pro soudéInd, kdy je na
obou stranach 0). Disledky 4 a 5 Ize formulovat takto:

o

—1 pro b= +3 (mod 8).

_1y__ )1 prob=1(mod 4),
(bl)_{—l pro b =3 (mod 4), (

- {1 pro b = +1 (mod 8),

Vyhoda vyse uvedenych rovnosti oproti plivodnim je v tom, ze je
1

A . PR o a1 b— 2_
vidét, Ze neni nutné pocitat hodnoty zlomki E’Tl bT a %.



Vypocet hodnoty Jacobiho, a tedy i Legendreova symbolu

Algoritmus (Jacobiho symbol). ProdandacZ, be N, 21 b,
(a, b) = 1, algoritmus najde hodnotu Jacobiho symbolu ().

1. [Inicializace| Je-li a > 0, poloz k < 1. Je-li a < 0, poloz
k (F) a« —a
2. [Jsi hotov?] Je-li b =1, pak vytiskni k jako odpovéd a skonci.
3. [Euklidovsky krok] Poloz r <— amod b, u <— 0. Dokud je r sud,
opakuj r < %, u <+ u+ 1. Je-li u liché, poloz k + k - (%)
4. [Zde je jiz r liché] Poloz a <— b, b < r. JestliZze plati
a= b= 3(mod 4), poloz k < —k. Jdi na 2.

Vzhledem k podobnosti s Euklidovym algoritmem vime, Ze se tento
algoritmus vzdy zastavi a ze je kvadratické ¢asové ndrocnosti
(av8ak s jinou O-konstantou nez Euklidiv algoritmus). Zbyva
dokdzat, ze dava spravny vysledek. Ukazme, ze vzdy na zaddtku
kroku 3 je k - (7) rovno hledané hodnoté Jacobiho symbolu. To

ziejmé plati, kdyz jsme na zadatku kroku 3 poprvé.



Diikaz spravnosti algoritmu

Algoritmus (Jacobiho symbol). Pro dandacZ, beN, 21 b,
(a,b) = 1, algoritmus najde hodnotu Jacobiho symbolu ().
1. [Inicializace] Je-li a > 0, poloz k < 1. Je-li a < 0, poloz

k « (%1) a<+ —a.
2. [Jsi hotov?] Je-li b =1, pak vytiskni k jako odpovéd a skondi.
3. [Euklidovsky krok] PoloZ r +— amod b, u < 0. Dokud je r sudé,

opakuj r <= 5, u <= u+ 1. Je-li u liché, poloZ k < k - (%)
4. [Zde je jiz r liché] Poloz a <— b, b < r. Jestlize plati

a= b= 3(mod 4), poloz k < —k. Jdi na 2.
Po provedeni kroku 3 je nova hodnota r' = a(mod b), poté je
spotitdno r’ =r'- 274, k' = k- (3)".

a—1b 71

Vkroku4jea’—b b=r"k'=k- -(-1)7 =
’ a -1, b —1. - 17
KAE) = KT () = K ()5 () = K (5) =
=k-(3)(B)=k- () =k-(5) = k()Hodnotak()e

tedy na zacatku kroku 3 skutecné stejnd, jako byla minule.

. Pak plati

1




Metoda kvadratického sita s vice polynomy

Pro obecny kvadraticky polynom Q(x) = Ax? + 2Bx + C takovy,
ze Ac N, B,C € Z, plati AQ(x) = (Ax + B)? — (B? — AC).
Pokud bude spinéno N | B2 — AC, pro kazdé a € Z dostaneme
kongruenci tvaru AQ(a) = (Aa+ B)? (mod N).

Zvolime délku 2M intervalu; protoze chceme, aby maximum funkce
|Q(x)| na intervalu prosivani bylo co nejmensi, zvolime interval
I =(—2 - M, -5 + M) achceme Q(—5 + M) = —Q(-5), 1.

A2 M2 = 2(52 _ AC), tedy A = @_ Potom plati

. 2__ . 2_
max |Q(x)| = |Q(=F)| = B¢ = My/ £54¢.

Protoze toto Cislo potfebujeme mit co nejmensi, ale soucasné ma
byt B2 — AC délitelné &islem N, je vhodné volit A, B, C tak, aby

B2 — AC = N, kdy maximum |Q(x)| na / bude zhruba M, /%.



Volba koeficient polynomu Q(x) = Ax? 4+ 2Bx + C

Nejd¥ive zvolime délku prosivani M. Pak zvolime A blizko ¥2N tak,
aby A bylo prvocislo a N byl kvadraticky zbytek modulo A.

Pak nalezneme B tak, aby B2 = N (mod A).

Nakonec polozime C = BN Pak tedy skute¢né N = B2 — AC.

Dale pokracujeme stejné jako v metodé kvadratického sita — pro
kazdou mocninu pX prvodisla p men$i nez néjaka predem dana
hranice urCime kofen a,« kongruence x? = N (mod p¥), ma-li tato
kongruence feseni (pro lichd p to znamena, ze N je kvadraticky
zbytek modulo p), ostatni prvodisla ignorujeme. Cisla apk
spocitdme pro vSechny polynomy jen jednou a uschovame.

Protoze AQ(x) = (Ax + B)? — N, pak koreny polynomu Q(x)
modulo pX vyhovuji kongruenci Ax = —B + a,k (mod p").

V bazi faktorizace pak mame —1, 2, vSechna licha prvocisla p az
do zvolené hranice takova, Ze N je kvadraticky zbytek modulo p, a
kone¢né pro kazdy pouzity polynom Q(x) jeho koeficient A.



Vlastni algoritmus

Postupné prosivame hodnoty jednoho polynomu Q(x) po druhém,
dokud neziskdame dostatek kongruenci pro Gaussovu eliminaci.

Protoze mald prvocisla déli hodné hodnot Q(x), trva prosivéani
malymi prvocisly nejdéle, pficemz jejich logaritmus je maly.

Proto se v nékterych implementacich prosivani malymi prvodisly
(feknéme mensimi nez 100) vynechava, jen je nutné zvysit hranici,
pouzivanou po skonceni prosivani pro rozhodovani, zda doty¢nou
hodnotu polynomu Q(x) budeme rozklddat nebo ne. Pfitom
strategie je takova: radéji zkusit rozklddat nerozlozitelné Q(x), nez
ztratit nékteré rozlozitelné, a tedy néjakou uziteCnou kongruenci.

Vzhledem k tomu, Ze ziskané kongruence je snadné kontrolovat, je
mozné do generovani kongruenci zapojit vice lidi tak, ze pomoci
e-mailu je jim distribuovan program s daty, ktery nechaji bézet ve
volném case na svém pocitaci, a ziskané vysledky opét vraceji
e-mailem.



Priklad pouziti metody distribuovaného pocitani

Metoda distribuovaného poditani e-maily s naslednou kontrolou
vracenych vysledki byla s ispéchem pouzita pri rozkladani
devatého Fermatova &isla N = 22° 41 v roce 1990 (toto N ma
155 dekadickych cifer).

A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, M. S. Manasse a J. M. Pollard timto
zplisobem ziskali matici o 226 688 radcich a 199 203 sloupcich. Po
»zahusténi” této matice ziskali matici o 72413 fadcich a 72213
sloupcich. Gaussovou eliminaci této matice pak ziskali kongruenci,
ktera jim urcila netrividlniho délitele Cisla N.

Nepouzili metodu kvadratického sita s vice polynomy, ale metodu
sita v Ciselném télese. Tato metoda je zalozena na vysledcich
algebraické teorie Cisel, je tedy z nami studovanych metod

vrvs

semestru.



Algebraicka cisla

Definice. Komplexni Cislo a se nazyva algebraické, existuje-li
normovany polynom f(x) € Q[x], jehoz je a kofenem. V opaéném
pripadé se a nazyva transcendentni.

Priklad. Vsechna racionalni Cisla jsou algebraicka, pro kazdé a € Q,
n € N je /a kofen polynomu x" — a, a tedy Cislo algebraické.

Cisla m = 3,14159..., e = 2,71828... jsou transcendentni

(to neni vidét na prvni pohled, naopak je to véta, kterou je docela
tézké dokazat).

Definice. Necht « je algebraické Cislo, pak ze vsech normovanych
polynomil s racionalnimi koeficienty, jejichz je o kofenem, vyberme
polynom f(x) € Q[x] co nejmensiho stupné. Tento polynom
nazyvame minimalni polynom ¢isla a.

Pozndmka. Minimalni polynom algebraického &isla a je urcen
jednoznaéné (pokud jsou gi(x) a g2(x) dva rGizné normované
polynomy stejného stupné majici kofen «, pak je o korenem i
nenulového rozdilu g1(x) — g2(x) majiciho mensi stupen, ktery je
mozné vydélenim vedoucim koeficientem normovat).



Vlastnosti minimdlniho polynomu

Véta 1. Necht f(x) je minimdini polynom algebraického Cisla .
Pak f(x) je ireducibilni nad Q a pro libovolny polynom
h(x) € Q[x] plati h(a)) =0, pravé kdyz f(x) | h(x) v Q[x].

Diikaz. Sporem: je-li f(x) = gi(x) - g2(x) rozklad f(x) na souéin
nekonstantnich polynomu s raciondlnimi koeficienty, pak g1(a) =0
nebo g»(a) = 0. Po vydéleni vedoucim koeficientem dostaneme
normovany polynom s raciondlnimi koeficienty s kofenem «
mensiho stupné nez je stupen f(x), spor.

Vydélme polynom h(x) polynomem f(x) se zbytkem:

h(x) = q(x)f(x) + r(x) pro q(x), r(x) € Q[x], st r(x) < st f(x).
Dosazenim « za x dostaneme h(a) = r(«). Je-li r(x) nulovy
polynom, pak f(x) | h(x) v Q[x] a souasné « je kofenem h(x).
Jestlize r(x) neni nulovy polynom, pak by r(a) = 0 vedlo ke sporu
(vydélenim vedoucim koeficientem bychom dostali normovany
polynom s racionalnimi koeficienty s kofenem « mensiho stupné
nez je stupen f(x)), a tedy h(a) = r(a) # 0 a f(x) t h(x) v Q[x].



Cela algebraicka cisla

Definice. Algebraické Cislo o se nazyva celé algebraické, ma-li jeho
minimalni polynom f(x) celociselné koeficienty.

Priklad. Libovolné a € Q ma minimalni polynom x — a, a tedy
racionalni isla jsou celd algebraicka, pravé kdyz jsou celd. Cislo
V/2 je celé algebraické (jeho minimalni polynom je x> — 2), &islo

2 , , RPN T . 2 2
\@ neni celé algebraické (jeho minimalni polynom je x= — ).

Definice. Nenulovy polynom f(x) € Z[x] se nazyva primitivni, je-li
nejvétsi spoleny délitel jeho koeficientd roven 1.

Lemma (Gaussovo). Soucin libovolnych dvou primitivnich
polynom( je primitivni polynom.

Diikaz. Sporem: predpokladejme, ze kazdy koeficient soucinu
primitivnich polynoma f(x), g(x) je délitelny néjakym prvodislem p.
Mame homomorfismus okruhti v : Z[x] — Zp[x] (kazdy koeficient
je nahrazen zbytkovou tfidou). Z primitivnosti 1(f(x)) # 0,
b(g(x)) # 0. Piitom (F(x)) - ¥(g(x)) = B(F(x) - g(x)) = 0.

Ovsem Zp[x] je obor integrity, spor.



Cela algebraicka cisla

Véta 2. Algebraické Cislo o je celé algebraické, pravé kdyz existuje
normovany polynom h(x) € Z[x], jehoZ je o korfenem.

Dikaz. Je-li o celé algebraické, je timto polynomem jeho minimalni
polynom.

Naopak, predpokladejme, Ze existuje normovany polynom

h(x) € Z[x], h(a)) = 0. Ozna¢me f(x) minimalni polynom ¢isla a.
Z véty 1 vime, Ze existuje g(x) € Q[x] tak, ze h(x) = f(x) - g(x).
Protoze f(x), g(x) jsou normované, existuji pfirozend &isla n, m
tak, Zze nf(x), mg(x) jsou primitivni (n, m jsou nejmensi spoleéné
nasobky jmenovatell koeficientd polynomi f(x), g(x)). Podle
Gaussova lemmatu je mn - h(x) = (nf(x)) - (mg(x)) také
primitivni. Protoze polynom h(x) € Z[x], znamena to, ze mn =1,
tedy n =1, odkud f(x) € Z[x], a tedy « je celé algebraické.



Cela algebraicka cisla

Véta 3. Necht wi,...,wn € C. Necht M je aditivni grupa,
generovand wi, . . .,Wwn, tj.

M ={ajwi + -+ + apwn; a1,...,an € Z}.

Jestlize pro kazdé o, B € M plati .- 5 € M, pak je libovolny prvek
M celé algebraické Cislo.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze
wi...wp Z 0. Bud a € M libovolné. Protoze pro kazdé
i=1,...,nplati aw; € M, existuji celd Cisla aj; splfiujici

n
aw; = E ajjwj
j=1

pro kazdé i = 1,..., n. Odtud plyne, Ze det(aE — (aj;)) = 0, kde E
je jednotkova matice radu n. Proto je o kofenem normovaného
polynomu f(x) = det(xE — (aj)) € Z[x].



Cela algebraicka cisla

VEta 4. Oznaéme A mnoZinu vsech celych algebraickych Cisel. Pak
A je obor integrity.

Diakaz. Abychom ovérili, ze A je obor integrity, staci ukazat, ze je
podokruhem télesa C. Vime, Zze Z C A. Musime tedy dokazat, Ze
pro libovolnd a, € A jsou o+ 3, a« — B i af cela algebraicka
Cisla. Protoze v a 3 jsou celad algebraicka Cisla, existuji polynomy
s celymi koeficienty f(x) = x" 4+ ap_1x" 1 +--- 4+ a1x + ao,

g(x) = X" 4 bp_1x™ 1 4+ -+ byx + by tak, ze f(a) =0a
g(B) = 0. Pak ovsem plati

" = —ap 10" = —ara—ag, BT = —bp_18" =~ by f—by,
a tedy podgrupa M aditivni grupy t€lesa K generovana souciny
al @, kde0<i<n 0<j<m, (17)

je uzavrend na ndasobeni, nebot libovolny soucin o3 pro u > 0,
v > 0 je mozné vyjadrit jako Z-linearni kombinaci prvki (17).
Podle véty 3 jsou ao + 5, a — B, aff € M cela algebraicka Cisla.



Téleso algebraickych Cisel

Definice. Jsou-li K, L télesa a je-li K podokruhem L, fekneme, ze
L je rozsitrenim télesa K. Pak je L vektorovy prostor nad K (s¢itani
vektordl i ndsobeni vektori skaldry je uréeno operacemi +, - v L).
Je-li navic L konecnérozmérny vektorovy prostor nad K, hovorime
o koneéném rozsifeni, jeho dimenzi znaéime [L : K] a nazyvame
stupném rozsireni.

Pozndmka. Je-li K podtéleso télesa C, pak K obsahuje Q, a tedy
je rozsitenim télesa Q. Je-li toto rozsiteni konecné, rikime, ze K je
téleso algebraickych Cisel stupné [K : Q.

Véta 5. Necht K je téleso algebraickych Cisel, pak kazdé o € K je
algebraické.

Dikaz. Oznaéme n = [K : Q]. Pak a", o™, ..., o, 1jen+1
vektortl v n-rozmérném vektorovém prostoru nad @, proto jsou
linedrné zavislé, tj. existuji a,, ap—1, ... a1, ap € Q, ne vsechna
nulova, tak, ze ap,a” + ap,_10" 14+ -+ aja+ag =0, tedy « je
koren nenulového polynomu s racionalnimi koeficienty

f(x) = apx" 4+ ap_1x"" L+ - + a;x + ap.



Okruh R celych algebraickych Cisel v télese K

VEta 6. Necht K je téleso algebraickych Cisel, pak mnozina R
vSech celych algebraickych Cisel z télesa K tvorfi obor integrity,
jehoz podilovym télesem je K.

Diikaz. Stejné jako ve vété 4 oznaéme A mnozinu viech celych
algebraickych cisel. Plati R = KN A, pficemz A i K jsou podokruhy
télesa C. Proto i R je podokruh télesa C, tedy obor integrity.
Zbyva dokazat, ze K je podilové téleso okruhu R. Necht 5 € K je
libovolné. Podle véty 5 existuje normovany polynom

f(x) = xK 4+ ag_1x* T+ -+ arx + ap € Q[x] tak, Ze f(B) = 0.
Necht n je nejmensi spolecny nasobek jmenovatell koeficienti
polynomu f(x). Pak polynom

g(x) = x¥ + nag_1x*"t + ... + nF"la;x 4 nkay € Z[x] ma koren
a = nf, nebot g(a) = g(nB) = n* - f(3) = 0. Je tedy o € R,
rovnéz n € R. Je tedy 3 = 7 podilem dvou Cisel z R. Dokazali
jsme, ze K je podilové téleso okruhu R.



Opakovani z algebry: délitelnost v oborech integrity
Necht R je obor integrity, a, b € R.

Definice. Rekneme, ¥e a d&li b v R, piseme a|b, jestlize existuje
cc Rtak,z2e b=a-c.

Definice. Rekneme, ze a a b jsou asociované v R, piseme a ~ b,
jestlize a|b a soucasné ba.

Pozndmka. Plati, ze a ~ b, pravé kdyz existuje jednotka ¢ € R*
tak, Ze b=a-c.

Definice. Prvek a se nazyva ireducibilni prvek v R, jestlize a #£ 0,
a¢ R*, akdykolia=c-dproc,d € R, pak c € R* nebo
d € R*.

Priklad. V Z jsou ireducibilnimi prvky pravé prvocisla a ¢isla k nim
opaénd. Je-li K téleso, ireducibilnimi prvky v K[x] jsou ireducibilni
polynomy (napfiklad pro K = C jsou to pravé linearni polynomy,
pro K = R jsou to linedrni polynomy a kvadratické polynomy se
zdpornym diskriminantem).



Opakovani z algebry: okruh s jednoznacnym rozkladem

Definice. Rikdme, ?e okruh R je okruh s jednoznaénym rozkladem,
jestlize
> R je obor integrity;
» kazdy a€ R, a#0, a¢ R*, je mozné napsat jako soucin
ireducibilnich prvki, a to jednoznacné aZ na poradi Cinitel( a
jejich asociovanost.

Pozndmka. Jednoznadnosti az na poradi Cinitell a jejich
asociovanost znamena toto: jsou-lia=p;---ppaa=qi - dm
rozklady prvku a na souciny ireducibilnich prvk( v R, pak n =m a
pfipadnou zménou poradi Ciniteld v soucinech lze docilit toho, ze
plati p1 ~ g1, ... pn ~ qn.

Priklad. Okruhem s jednozna¢nym rozkladem je napriklad Z nebo
K[x], kde K je libovolné téleso.



P¥iklad: K = Q(iv/15) = {a + bi\/15; a, b € Q}

Snadno se ukaze, ze K je téleso algebraickych Cisel a ze
[K : Q] = 2. Ozna¢me R okruh vSech celych algebraickych isel

vK.Jelia, beZ, pak o = a+ b1+"ﬁ je kofenem polynomu

(x—a—bIEYIS) (x— g pI=IY15) — \2_ (234 b)x+(a®+ab+4b?),

atedy @ € R.
Predpokladejme naopak, ze pro néjaké a, b € Q plati
a—a—i—b”’reRadokazme 7ea, beZ. Je-li b=0, je
a=acqQ, Jeho minimalni polynom je x — a, a tedy a € Z. Necht
dile b # 0, tj. ¢ Q. Pak je minimalnim polynomem ¢isla «
polynom f(x) = x? — (2a + b)x + (a* + ab + 4b?), tedy
c=2a+beZ d=a’+ab+4b%®c 7. Proto
—15p> =c>—4d € Z,tj. b€ Z. Pak ovéem 2a=c— b € Z, a
tedy 2a® = 2d — (2a)b — 8b> € Z, odkud a € Z. Dokazali jsme, Ze
a, beZ, tj.

R=1{a+ b1+”ﬁ; a, beZ}.



Aritmetika okruhu R = {a + b%; a, be Z}

Definujme zobrazeni (tzv. normu) N : R — Z predpisem
N(a)=a a=|af? pro libovolné oo € R. Pro a, b € Z tedy
N(a+ bHH5) — 22 4 ab 4 4b2. Pak plati, Ze

N(aB) = [aB2 = [ - |32 = A(a) - N'(8) pro kadé a, i € R
Ukazme, ze grupa R*™ vSech jednotek okruhu R je rovna
R* ={a € R; N(a) = £1}. Skutené, je-li « € R™, existuje
S € R tak, ze a8 =1, odkud plyne 1 = N (af) = N(a)N(B), a
tedy N(a) = £1. Naopak, je-li N (a) = +1, pak o - (@) =1, a
tedy oo € R*. Protoze a + ab + 4b? = (2a + b)? + L2 b, plati
pro a,b € Z, ze N(a—+ b%) = 41, pravé kdyz
(2a + b)? + 15b% = +4, coz nastava pravé kdyz b=0a a = +1.
Je tedy R* = {1, —1}. RozloZzme 4 =2 -2 = H’T‘/ﬁ . % na
soucin ireducibilnich prvki. Kdyby totiz néktery z téchto Ciniteli
nebyl ireducibilni, z N'(2) = N( H’yﬁ) = N( 1_i2\/ﬁ) =4 by
plynula existence « € R tak, ze N'(«) = £2, tedy existence
a, b € Z tak, Ze (2a + b)? + 15b® = 4:8. Tato rovnice viak nema
feSeni v Z. Proto R neni okruh s jednozna¢nym rozkladem.




Dal$i priklad: K = Q(+/10) = {a + b\/10; a, b € Q}

Opét je snadné ukazat, ze K je téleso algebraickych Cisel a zZe
[K : Q] = 2. Oznaéme R okruh vSech celych algebraickych Cisel
v K. Je-li a, b € Z, pak o« = a + bv/10 je kofenem polynomu

(x —a— bV10)(x — a + bV10) = x* — 2ax + (a* — 10b?),

a tedy a + bv/10 € R. Predpokladejme naopak, Ze pro né&jaké

a, b€ Q plati @ = a+ bv/10 € R a dokazme, ze a, b € Z.

Je-li b=0, je a = a € Q, jeho minimalni polynom je x — a, a tedy
a € Z. Necht déle b # 0, tj. « ¢ Q. Pak je minimalnim
polynomem ¢&isla o polynom f(x) = x? — 2ax + (a® — 10b?), tedy
c=2acZ, a*>—10b> € Z. Proto 40b> = c? — 4(a® — 10b?) € Z,
odkud d = 2b € Z. Pak ovéem 4 | 4(a® — 10b%) = c®> — 10d? a
tedy c? je sudé &islo. Je tedy sudé i samo ¢ a proto je sudé i d? a
tedy i d. Dokazali jsme, Ze a, b € Z, tj.

R = {a+ bV10; a, b € Z}.



Aritmetika okruhu R = {a + bv/10; a, b € 7}

Definujme normu N : R — Z, pro libovolné a, b € Z poloZzme
N(a+ byv10) = (a+ bv/10) - (a — b\/10) = a® — 10b?. Opét plati
N(ap) = N(a) - N(fB) pro kazdé «, 8 € R. Odtud plyne, Ze grupa
vdech jednotek okruhu R je R* = {a € R; N(a) = +1}.

Ztejmé 3 + /10 € R*. Odtud R* D {+(3+ v/10)"; n € Z}.
Dokazme, Ze plati rovnost: budeme predpokladat existenci néjaké
jednotky 1 € R, pro kterou 47 neni mocninou 3 + /10 a
dojdeme ke sporu. Mizeme predpokladat, ze n > 0 (jinak
vezmeme —7), dokonce Ze 17 > 1 (jinak vezmeme %) Navic
mazeme predpoklddat 7 < 3 + /10 (jinak vydélime 7 nejvétsi
mocninou &isla 3 4+ /10 mensi nez n). Je tedy n =a+ bv/10 pro
n&jaké a, b € Z a plati 1 < a+ byv/10 < 3 + /10,

N(a+ by10) = (a + bv/10)(a — b\/10) = £1. Tudiz
a—bV/10 = i— a proto —1 < a — by/10 < 1. Se¢tenim odtud
plyne 0 < 2a < 4 + /10, co? vzhledem k tomu, Ze a je celé &islo,
znamend a € {1,2,3}. Protoze b je rovnéz celé Cislo a plati
b* = L(a* F 1), dostali jsme, 7e n = 1 nebo 1 = 3 & /10, spor.



Aritmetika okruhu R = {a + bv/10; a, b € 7}

Rozlozme

9=3-3=(1+V10)(~1+ V10).
Pfitom N(3) =9 a N (1 + v10) = N(—1+ V10) = —9.

Dokazeme-li, ze v R neexistuji ¢isla s normou £3, budeme védét,
ze vSechna Ctyri Cisla uvedend v rozkladu ¢isla 9 jsou ireducibilni,
tj. neni mozné je zapsat ve tvaru soucinu dvou Cisel z R, které
nejsou jednotkami. To je ale snadné: z a®> — 10b% = 43 plyne

a?> = 43 (mod5), spor.

Zbyva vysvétlit, ze Cinitelé nejsou asociovani: kdyby platilo
3~1++v10v R, bylo by %—F%\/ﬁe R, spor.

Proto R neni okruh s jednoznaé¢nym rozkladem.



Opakovani z algebry: idealy v komutativnich okruzich
Necht R je komutativni okruh (jako vzdy s jednickou).

Definice. Rekneme, 7e | C R je ideal okruhu R, jestlize | % 0, pro
kazdé a,bc | akazdé re Rplatia+bel, r-acR.

Priklad. Pro libovolné a € R je aR = {r - a; r € R} ideél okruhu R.
Ideal {0} se nazyva nulovy.

Definice. ldedly aR pro a € R se nazyvaji hlavni.

Pozndmka. Je-li R obor integrity, pak pro a, b € R plati aR = bR,
pravé kdyz a ~ b, tj. pravé kdyz existuje jednotka ¢ € R* tak, Ze
b=a-c.

Definice. Jsou-li I, J idealy okruhu R, definujeme
I+J={a+b;acl, be J} jejich soulet a
I-J={>""1aibi;neN, ay,...,an €1, b1,..., by € J} jejich
soudin.

Priklad. Pro libovolné a, b € R plati aR - bR = (a- b)R. Pozor, nic
podobného pro scitani hlavnich idedld neplati!




Opakovani z algebry: idealy v komutativnich okruzich

Stale R je komutativni okruh.

Pozndmka. Soucet a soudin libovolnych ideald okruhu R je idedlem
okruhu R. Soucet I + J je nejmensi ze vsech idedli obsahujicich

I U J. Operace + a - jsou asociativni a komutativni, pro libovolné
idedly i, b, Jplati (h+h)-J=h-J+ k- J.

Definice. ldeal | okruhu R se nazyva prvoidedl, jestlize | £ R a pro
kazdé a,b€ Rz ab e | plyne a€ | nebo b € I.

Priklad. Nulovy idedl {0} je prvoidedl, pravé kdyz R je obor
integrity.

Definice. Ideal | okruhu R se nazyva maximalni idedl, jestlize

I # R a neexistuje zadny ideal J okruhu R spliujici I € J C R.

Priklad. V okruhu Z jsou vSechny idedly hlavni, maximalni idedly
jsou pravé idedly pZ, kde p je prvocislo. Prvoidedly okruhu Z jsou
prdvé tyto maximalni idedly a také nulovy ideal.



Opakovani z algebry: faktorokruh komutativniho okruhu

Véta 7. Necht R je komutativni okruh, | jeho idedl. Pro libovolné
a€ Rozna¢mea+ | ={a+j;,jel}. Pak R/l ={a+1l,a€ R}

tvori rozklad na mnoziné R, na kterém Ize definovat operace + a -
.pomoci reprezentantii”, tj. predpisem

(a+1)+(b+1) = (a+b)+1,
(a+1)-(b+1) = (a-b)+1.

Pak R/I s témito operacemi tvofi komutativni okruh (tzv.
faktorokruh okruhu R podle idedlu I).

VEta 8. Necht R je komutativni okruh, | jeho idedl. Pak | je
prvoideal okruhu R, pravé kdyz R/| je obor integrity. Podobné | je
maximalni idedl okruhu R, pravé kdyz R/ je téleso.

Dikazy obou vét |ze najit ve skriptech J. Rosicky: Algebra.

Dasledek. KaZdy maximalni idedl okruhu R je prvoidedlem okruhu R.



Aritmetika okruhli R celych algebraickych Cisel
Necht K je téleso algebraickych Cisel (tj. K C C, [K : Q] < o),
necht R je okruh celych algebraickych Cisel v télese K.

Pozndmka. Je-li K = Q, pak R = Z je okruh s jednoznaénym
rozkladem. Vidéli jsme vak, ze pro K = Q(1/10) dostaneme

R = {a+ bV10; a, b € Z} a pro K = Q(i/15) mame

R={a+ b%; a, b € Z}, coz nejsou okruhy s jednoznaénym
rozkladem. Kummer v poloviné 19. stoleti objevil zpisob, jak
jednoznacné rozkladani v okruzich celych algebraickych Cisel
zachranit: plati zde nasledujici véta o jednoznaéném rozkladu
idedl (takto Kummerovy vysledky pfeformulovat Dedekind).

VEta 9. Necht R je okruh celych algebraickych Cisel v néjakém
télese algebraickych Cisel K. Necht' | je idedl R, | # R, | # {0}.
Pak existuje jednoznané uréené n € N a jednoznacné (az na
poradi) urcené prvoidedly Py, ..., P, takové, Ze plati

I =P1...P,.

Diikaz je mimo moznosti této prednasky.



Aritmetika okruhli R celych algebraickych Cisel

Véta 10. Necht R je okruh celych algebraickych Cisel v néjakém
télese algebraickych cisel K. Je-li kaZdy ideal okruhu R hlavni, pak
R je okruh s jednoznacnym rozkladem.

Naznak dikazu. Protoze je kazdy idedl okruhu R hlavni, pro kazdy
idedl A existuje prvek a € R tak, ze A = aR. Pfitom je prvek a
urcen idedlem A jednoznacné aZz na asociovanost a plati, ze A je
prvoideal, pravé kdyz a je ireducibilni.

Necht a € R, a# 0, a ¢ R*. Pak existence a jednoznacnost
rozkladu prvku a na soudin ireducibilnich prvkd plyne z existence a
jednoznacnosti rozkladu idedlu aR na soucin prvoideald.

Poznamka. Miru toho, nakolik se okruh celych algebraickych Cisel
R néjakého télesa algebraickych Cisel K lisi od okruhu

s jednoznaénym rozkladem, nam vlastné udava to, kolik ze vSech
idedld okruhu R je hlavnich. Ovsem vSech idedl( je spocetné
mnoho, hlavnich ideall je také spocetné mnoho, proto slovu
»kolik" v predchozi vété je nutno rozumét spravné.



Grupa trid idedlt okruhu R celych algebraickych isel
Necht K je téleso algebraickych ¢isel (tj. K C C, [K : Q] < o),
necht R je okruh celych algebraickych Cisel v télese K. Uvazme
pologrupu (Z, -) vSech nenulovych idedld okruhu R a jeho
podpologrupu vSech nenulovych hlavnich idedld. MGzeme uvazit
faktorizaci této pologrupy podle zminéné podpologrupy, coz
odpovida nasledujici ekvivalenci mezi idedly: polozime | ~ J, pravé
kdyz existuji nenulova a, b € R spliujici aR -/ = bR - J. Pro
libovolny nenulovy ideal | oznaéme [/l = {J € Z; J ~ [} tfidu
vSech idedld ekvivalentnich s /.

Necht Z/~ = {[l]; | € Z} je rozklad pfislusny této ekvivalenci.

Na Z/~ |ze zavést operaci pomoci reprezentantd: [/]-[J] = [/ - J].
Véta 11. (Z/=,-) je kone¢na komutativni grupa.

Dikaz je mimo moznosti této prednasky.

Definice. Grupa z véty 11 se nazyva grupa t¥id idedld okruhu R

vvvvvv

aritmetiky v okruhu R. Pocet jejich prvk( se nazyva pocet trid
idedlt okruhu R (téz télesa K).



Piiklad: R = {a + bX15; 5 b € 7}

Zjistili jsme, Ze 4 =2 -2 = H’T\ﬁ . I_T‘ﬁ jsou podstatné rizné
rozklady na soudin ireducibilnich prvkli v R. Podivejme se, jak
situace vypada, rozklddame-li na prvoidealy.

Oznatme idealy | = 2R + 2SR J = 2R 4 1=IVIS R Zfejmé
R/I =27, > R/J, tedy | a J jsou prvoidedly okruhu R.

Pak plati / - J=4R+ (1 + i\/ﬁ)R +(1- i\/ﬁ)R C 2R, protoze
4=2.2,14iy15=2-115 1 _ /15 = 2. 1=1I5

Na druhou stranu je 2R C | - J, protoze

2 = (1+iv15) + (1 — iv/15), dohromady / - J = 2R.

Podobn& /2 = 4R + (1 + iv/15)R + (L/A5)2R —

4R + (1 + iVIB)R + (F1HVI5)R C LIYVIS R nebot

4 = 1+iz\/ﬁ 1= ’\ﬁ Na druhou stranu je 1+:2\ﬁ =4+ *”"ﬁ

dohromady /2 = H’T‘ﬁR. Podobné J? = I’T\ﬁR.

Oba podstatné riizné rozklady Cisla 4 na soudin ireducibilnich prvki
davaji stejny rozklad idedlu 4R na soucin prvoideal(:
AR=(1-N>=1%. 2,




Priklad: R = {a+ b\/10; a, b € Z}

Zjistili jsme, ze 9 =3 -3 = (1+ v/10)(—1 + v/10) jsou podstatné
rizné rozklady na soucin ireducibilnich prvki v R. Ukazme si opét,
Ze dostaneme stejné rozklady, rozkladdme-li na prvoidealy.

Ozna&¢me idedly | = 3R + (1 + V10)R, J =3R + (1 — V10)R.
Ziejmé R/1 = 73 = R/J, tedy | a J jsou prvoidedly okruhu R.
Plati / - J = 3R, 1> = (1 + v/10)R, J?> = (1 — v/10)R. Dostavame
stejny rozklad idedlu 9R na soucin prvoidedli:
OR=(I-0)2=1?- )2

Plati (1+V10)R-J=1?>-J=(1-J)- 1 =3R-1, atedy | ~ J.
V tomto prikladé je mozné ukazat, ze idedly / a J nejsou hlavni,
dokonce plati, ze libovolné dva nehlavni idedly jsou ekvivalentni.
Proto grupa tid idealt okruhu R = {a+ bv/10; a, b € Z} m4
pravé dva prvky: tfidu vSech hlavnich ideald a tfidu vsech
nehlavnich idedld.

| pro druhy ndmi studovany priklad R = {a + b%‘/ﬁ; a, beZ}
plati, Ze grupa trid idedli ma pravé dva prvky.



Shrnuti obou predchozich prikladi

Pro K = Q(iv/15) = {a + bi\/15; a, b € Q} mame

R={a+ b%; a, b€ Z} a plati R* = {1, —1}. Normou ¢isla
a € Rje N(a)=a-a@=|af?, obecnéji pro libovolné a,b € Q
definujeme

N(a+ biv/15) = (a+ biv/15) - (a — bi\/15) = a® + 15b2.
V&mnéme si, e zobrazeni a + biv/15 — a — bi\/15 pro kazdé

a, b € Q dava vnoreni K — C.

Pro K = Q(v/10) = {a+ bV/10; a, b € Q} mame

R = {a+ bV10; a, b € Z} a plati R* = {£(3 4+ /10)"; n € Z}.
Normou &isla a4+ b\/10, kde a, b € Q , je

N(a+ bv10) = (a+ bv/10) - (a — b\/10) = 2> — 10b°.
Véimnéme si, 7e opét zobrazeni a + bv/10 — a — b\/10 pro kazdé
a, b € Q dava vnoreni K — C.

V obou pFipadech plati R* = {a € R; N(a) = +1}.



Zobecnéni predchozich prikladi

Necht K je téleso algebraickych cisel, necht R je okruh celych
algebraickych &isel v télese K. Jetedy K CC, n=[K : Q] € N.
Plati, Ze existuje pravé n riiznych vnoreni K — C (vletné
identického vnofeni « — «). Oznaéme je o1, ..., op.

Normu pak definujeme pomoci téchto vnoreni: normou libovolného
a € K je &islo N(a) =[] oi(a).

Pak pro kazdé a, 5 € K plati N(aB) = N(«a) - N(B), pro a € R je
N(«a) € Z a plati R* = {a € R; N(«a) = £1}.

Slozime-li ; : K — C s komplexni konjugovanosti C — C,
dostaneme opét nékteré z vnoreni K — C. Pokud 0;(K) C R, pak
je timto vnorenim opét ;. V opacném pripadé dostaneme néjaké
oj, j # i, pficemz slozenim o; s komplexni konjugovanosti
dostaneme opét o;. Vnoreni ; : K — C s vlastnosti 0;(K) C R
nazyvame redlnd. Vnoreni, kterd nejsou redlnd, se vyskytuji ve
dvojicich; oznacme t pocet téchto dvojic a s pocet redlnych
vnoreni. Plati tedy s + 2t = n.



Dirichletova véta o jednotkach

Necht K je téleso algebraickych cisel, necht R je okruh celych
algebraickych Cisel v télese K. Vime, ze n = [K : Q] = s + 2t, kde
s je pocet realnych vnoreni K — R a t pocet dvojic neredlnych
vnoreni K — C.

Oznaéme W = {a € R; 3m € N: o™ = 1} podgrupu vsech
odmocnin z jedné lezicich v K (v pfipadé s > 0 je nutné

W = {1,—1}). Vzdy plati, ze W je kone¢nd cyklickd grupa.
Nasledujici Dirichletova véta o jednotkach Fika, ze plati

RX/W o Zs+t71_

Véta 12. Existuji jednotky €1, ...,esyt—1 tak, Ze kazdou jednotku
n € R* midzZeme vyjadFit jedinym zpisobem ve tvaru

s+t—1

n=p ] &,
i=1

kdepe W acy,...,Cort—1 € Z.

Dikaz je mimo moznosti této prednasky.



Zpét k nasim prikladim
Véta 12. Existuji jednotky €1, ...,es1t—1 tak, Ze kaZdou jednotku
n € R* mizeme vyjadrit jedingm zpisobem ve tvaru
s+t—1

n=p [ <5
i=1

kdepe W ac,...,Cort—1 € Z.

Ptiklad. Pro K = Q(iv/15) je s =0, t =1, tedy s+t —1=0a
R* = W je koneénd, pricemz W = {1, —1}.

Priklad. Pro K = Q(v/10) jes =2, t =0, tedy s+t — 1 = 1.
Dokazali jsme, ze Dirichletova véta v tomto pripadé€ plati pro

e1 = 3+ /10, pficem? opét W = {1,-1}.

Novy priklad. Pro K = Q(i) je R = Z[i] = {a+ bi; a,b € Z}, plati
s=0,t=1,tedys+t—1=0a R* = W je konecna, pficemz
W ={1,i,—1,—i}. V tomto pfipadé je kazdy idedl okruhu R
hlavni, tedy grupa tfid ideadl( okruhu R je trividlni a R je okruh

s jednoznaénym rozkladem.



Metoda sita v ciselném télese

Vratme se k nasemu plvodnimu problému: mame dano velké
prirozené Cislo N, o kterém vime, Ze je slozené, ale neni mocninou
prvocisla, a hledame jeho netrividlniho délitele.

Sestrojime normovany polynom f(x) € Z[x] tak, aby pro néjaké

m € Z platilo N | f(m). Je vhodné, aby absolutni hodnota
koeficientli polynomu f nebyla moc velkd. Jedna z mozZnosti je
nasledujici: zvolime nevelké n € N (obvykle asi 5 nebo 6) a zvolime
m € N tak, aby bylo o trochu meni nez v/N, tedy aby platilo

m" < N < 2m". Protoze n je malé a N hodné velké, bude takové
m existovat. Pak vyjadfime N v pozicni soustavé o zakladu m a
ziskané cifry uZijeme jako koeficienty normovaného polynomu f(x),
pak tedy bude platit f(m) = N a koeficienty polynomu f budou
nezdporné a mensi nez m (tento postup je mozné jesté vylepsit, Ize
vzit m = /N a brat ~Cifry" v rozmezi od —% do %)



Metoda sita v Ciselném télese
Nyni tedy mame normovany polynom f(x) € Z[x] a &islo m € Z
tak, ze N | f(m). Pravdépodobné je f(x) ireducibilni nad Z, a tedy
i nad Q. Pokud vsak neni, rozlozime jej na normované ireducibilni
Cinitele. Z nich vybereme ten, jehoz hodnota v m je délitelnd N
(kdyby takovy neexistoval, dostali bychom netrivialni rozklad N a
byli bychom hotovi). Timto ireducibilnim &initelem pak nahradime
f. Necht dale n = stf.
Predchozim postupem jsme ziskali normovany ireducibilni polynom
f(x) € Z[x] a &islo m € Z tak, ze N | f(m). Zvolme koten 6 € C
polynomu f(x). Ozna¢me K = Q(f) téleso generované ¢islem 6
v C. Plati K =2 Q[x]/(fQ][x]), tedy [K : Q] = stf = n. Protoze 0
je celé algebraické Cislo, plati

Z[g] = {a,,_lﬁ”’l +---+a10+ag; a,...,an_1 € Z} CR,
kde R je okruh celych algebraickych &isel télesa K. Pak (Z[f],+) je
podgrupou grupy (R, +) a faktorgrupa R/Z[0] je kone¢nd;
oznaéme r = |R/7Z[0]|. Pfedpoklddejme, ze N 1 r (coz je velmi
pravdépodobné), a tedy ze (N, r) =1 (jinak jsme hotovi).



Shrnuti

N dané slozené velké prirozené Cislo, neni mocninou prvocisla
normovany ireducibilni polynom f(x) € Z[x] stupné n = st f

m € Z takové, ze N | f(m)

0 € C takové, ze f(0) =0

K =Q(6), [K: Q] = n, R okruh celych algebraickych cisel v K
r=|R/Z[0]| € N, (N,r) =1, mdme tedy u,v € Z, ze uN +vr =1

Protoze [f(m)]n = [0]n, pFedpis

1

go(a,,,lG”_l +-t+ a0+ a) =[ap—1m" "+ -+ aam+ a)n

dava homomorfismus okruhti ¢ : Z[0] — Zy.

Pro libovolné o € R je rac € Z[#], mizeme tedy rozsifit ¢ na
homomorfismus ¢ : R — Zy predpisem 1(a) = ¢(vra), nebot
P(1) = [vrly = [1 — uN]y = [1]n a pro kazdé «, 5 € R plati
Pla+ B) = p(vra+ vrB) = p(vra) + p(vrB) = y(a) + $(5),
(a-B) = e(vrap) = p(vravrB) = p(vra)-p(vrf) = P(a)-P(B).



Zakladni myslenka metody

Radi bychom nadli a, b € Z tak, aby a + b = o pro vhodné

« € R a sou¢asné& aby [a + bm]y = [z]%, pro vhodné z € Z. Pak by
totiz pro reprezentanta y € 7 zbytkové tfidy [y|ny = () platilo
W1 = v(@)® = v(a?) = y(a + bo) = [a+ bm]y = [2]},,

coz by byla kongruence y? = z? (mod N), kterd by ndm mohla dat
hledaného netrividlniho délitele ¢isla N.

Takovou dvojici (a, b) v8ak az na nezajimavé trivialni pfipady (jako
a=1, b=0) nenajdeme. Budeme tedy hledat nékolik takovych
dvojic (a, b), aby soudinem pfislusnych a + bf byla druhd mocnina
v R a soucasné aby sou¢inem odpovidajicich [a + bm]y byla druha
mocnina v Zy.



Prosivani
Takové dvojice a, b € Z budeme hledat postupné: prosivanim
z mnoha dvojic nesoudélnych a, b € Z vybereme ty, pro které je
mozné a + bm rozlozit nad zvolenou bazi faktorizace, do niz dame
—1 a v8echna , mald" prvocisla (tj. prvocisla mensi nez zvolena
mez). Pro vybrané dvojice a, b pak budeme vybirat ty, pro které Ize
nad vhodnou bazi faktorizace rozlozit a + bf. To je uz delikatnéjsi
zélezitost: v R obecné neni rozklad na ireducibilni prvky
jednoznacny, musime tedy rozkladat misto prvk( idedly na
prvoidedly; do baze faktorizace ddme vhodné zvolené prvoidedly.
Ovsem tim jsme schopni postihnout jen to, aby hlavni ideal
generovany soucinem prislusnych a + b0 byl druhou mocninou
idedlu, kdezto my potrebujeme, aby byl dokonce druhou mocninou
hlavniho idedlu. A nejen to, i kdyz by to byla druha mocnina
hlavniho idedlu, znamenalo by to, Ze takovy idedl Ize generovat
néjakou druhou mocninou prvku z R, nikoli Ze nas soucin
prislusnych a 4+ b je druhou mocninou: podilem téchto generatord
musi byt jednotka okruhu R, avSak nemusi byt druhou mocninou
jiné jednotky.



Baze faktorizace v okruhu R

Pro kazdé ,,malé" prvodislo p { r vyfesime kongruenci f(x) =0
(mod p), tj. najdeme viechna ¢ € {0,1,...,p — 1} takova, Ze
p| f(c) v Z. Pro kazdé takové c¢ pak idedl P, . = pR+ (0 — ¢)R
je prvoidedlem okruhu R. Tyto prvoidedly jsou vyhodné v tom, zZe
snadno zjistime, zda vystupuji v rozkladu idedlu (a + bf)R na
soudin prvoidealt: plati P, | (a+ bO)R v pologrupé ideald, pravé
kdyz p | a+ bc v Z.
Pro zjednoduseni Gvah predpokladejme, Ze grupa t¥id ideala
okruhu R je trivialni. Pak kazdy prvoidedl P, ¢ je hlavni, tedy
Pp.c = 9p,cR pro néjaké &islo ppc € R, a N(pp,c) = p. Jestlize
(@a+bO)R =Ppi.c; * Pprer " * Phscs
pak existuje jednotka ¢ € R™ tak, Ze
a+ bl =¢e-Ppc Pprcr Ppoce-
Do baze faktorizace tedy ddme generatory grupy jednotek R*,
o které vime, Ze ma nejvyse n generatorll. Pro kazdé ,malé"
prvocislo p{ r a kazdé c € {0,1,...,p — 1} spliujici p | f(c) v Z
pak jesté priddme do baze faktorizace Cisla pp .



Prosivani dvojic a, b € 7Z,
1.

a“, b>0

Pro kazdé prvocislo p z 1. baze odstranime dvojice (a, b)
spliiujici p|a, pl|b.

(Prvni inicializace) Ke kazdé zbylé dvojici (a, b) ulozme
pFibliznou hodnotu log, |a + bm|.

al, |b| ,ma

. (Prvni prosivani) Pro kazdou mocninu p¥ prvodisla p z 1. baze

mensi nez jistda mez odecteme log, p od hodnot ulozenych tém
zbylym dvojicim (a, b), pro které p* | a + bm.

. Odstranime vSechny dvojice (a, b) s pfilis velkou ulozenou

hodnotou.

(Druha inicializace) Ke kazdé zbylé dvojici (a, b) ulozme
pfibliznou hodnotu log, | N (a + b0)|.

(Druhé prosivani) Pro kazdé o, . z 2. baze faktorizace
odecteme log, p od hodnot ulozenych tém zbylym dvojicim
(a, b), pro které p | a+ bc.

Pro vSechny dvojice (a, b), jejichz ulozend hodnota zistala
mensi nez jistd mez, zjistime, jestli se a + bf rozklada

v 2. bazi faktorizace.



Dalsi postup ve specidlnim pripadé

Pro kazdou dvojici, pro kterou jsme v 7. kroku ovéfili, Ze se a + bf
rozklada v 2. bazi faktorizace, rozloZzime v 1. bazi faktorizace

a+ bm. Tim ziskdme pro tuto dvojici (a, b) z exponentd obou
rozklad(i vektor nad dvouprvkovym télesem .

Az mame téchto vektoril o nékolik vice nez kolik je celkem prvkil
v obou bézich faktorizace, provedeme Gausovu eliminaci (nejprve
fidké a pak husté matice), abychom nasli jejich linedrni zavislosti.
Kazda linedrni zavislost ndm da jednu kongruenci

y2=27%> (mod N).

Budeme-li mit téchto kongruenci nékolik, je redlna sance, ze pro
nékterou z nich plati y # +z (mod N), a tedy (N, y + z) je
netrividlni délitel cisla N.



Obecny pripad
V obecném pripadé€, kdy grupa t¥id ideal okruhu R neni
trivialni, je celd situace komplikovanéjsi. Ma-li tato grupa sudy rad,
muiZze se totiz stat, Ze prestoze je ideal, ktery ziskdme z nalezené
linedrni zavislosti vynasobenim vhodnych idedlt (a + bd)R druhou
mocninou néjakého idedlu /, nemusi byt tento idedl / hlavni.
Omezme se zde jen na konstatovani, Ze se tento problém da resit
napriklad tim, ze pro kazdou takto nalezenou linedrni zavislost
ulozime informaci o tom, ve které tridé grupy t¥id ideall lezi idedl
I. Pak znovu provedenim Gaussovy eliminace nalezneme linedrni
zavislost mezi témito vektory a ta nam da linedrni zavislost idedld
(a+ bO)R, pro kterou je odpovidajici idedl I hlavni. OvSem dalsi
jesté vétsi komplikace spociva v tom, jak najit generator tohoto
hlavniho idedlu (jde o druhou odmocninu z celého algebraického
Cisla, které je soudinem tisicti Ciniteld tvaru (a + bf), a tedy lze
Cekat, ze vyjadfime-li toto Cislo jako hodnotu v € polynomu stupné
mensiho nez n, koeficienty tohoto polynomu mohou mit nékolik
stovek tisic dekadickych cifer). Vysvétlit triky, pomoci kterych se
tato komplikace prekonavd, uz v této predndsce nestihneme. ..



Odhad ¢asové naroc¢nosti

Metoda sita v Ciselném télese je nejnovéjsi a potencidlné
nejrychlejsi zndma metoda rozkladdani velkych pfirozenych cisel. Na
zakladé nékterych heuristickych argumentil Ize odhadovat, ze
metoda fetézovych zlomk( i metoda kvadratického sita jsou Casové
naro¢nosti

0 (e\/m(l—i-o(l))) ‘

Proto pred objevenim metody sita v Ciselném télese panovalo
presvédceni, ze lepsi ¢asové narocnosti uz patrné nepujde
dosahnout. Bylo prekvapenim, ze na zdkladé podobnych
argumentd lze odhadovat, Zze metoda sita v Ciselném télese je
¢asové narocnosti

0 (e 3/(InNY(Inn N)2(c+o(1)))

pro pomérné malé ¢ (mensi nez ¢ %4), coz je asymptoticky

mnohem lepsi nez jakakoli jind zndma metoda.



