Ocerniovani finanénich derivatu

Martin Kolar



Stochastické modely pro vyvoj
urokovych mér

— modely, které se pouZivaji pro modelovani pohybu trokovych

mér.

— prvni takovy model zaved!| Old¥ich Vasi¢ek, americky

matematik &eského pivodu (CVUT, MFF UK, KMV)



Vasickuv model

Vasi¢klv model predpokladd, Ze okamzita drokovad mira se

vyviji podle stochastické diferencialni rovnice

dry = a(b — r;) dt + o dW,

kde W; je Wieneriiv proces, r; je hodnota okamzité trokové
miry v Case t a a, b, o jsou parametry modelu.
Tato rovnice ma vlastnost mean reversion -

Ornstein-Uhlenbeckiv proces.



Urokova mira mé tendenci se vracet k dlouhodobé primérné
hodnoté, popsané parametrem b.
Parametr a mé&¥i intenzitu (rychlost) této tendence.

Parametr o pak popisuje okamZitou volatilitu tohoto procesu.

Vyznam jednotlivych parametrii modelu ilustruje také

dlouhodobé chovani procesu.



V limité plati
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tedy hraje roli jakési dlouhodobé volatility.



Vasic¢kiv model je prvnim modelem ktery zachycuje vlastnost

navratu k priméru.

Nevyhoda — navzdory vlastnosti mean reversion dovoluje

hodnotam okamZité urokové miry nabyvat zdporné hodnoty.

Tuto nevyhodu odstraiiuje CIR model.



Model CIR

Tento model zavedli Cox, Ingersoll a Ross.

Rovnice md v tomto pFipadé tvar

dre = a(b — r;) dt + o+/re dW,

s analogickym vyznamem parametrii jako ve Vasi¢kové modelu.

Koeficient driftu opét zplisobuje mean reversion.



Koeficient voaltility o/r; ale zabrafiuje hodnotdm r; dostat se

do zapornych hodnot.

Pokud hodnota trokové miry klesne na nulu, pak je volatilita
nulova, a rovnice se stavd deterministickou s kladnym driftem.

Urokova mira se tedy s jistotou vrati do kladnych hodnot.

Pro tento model je mozZném spoditat explicitné

pravdépodobnostni rozdéleni budoucich hodnot trokové miry.



Model Hulla a Whitea

Jednofaktorovy model Hulla a Whitea dovoluje zavislost

parametrd na ¢ase. Rovnice ma tvar
dre = [0(t) + a(t)r] dt + odW/(t)

ReSenim rovnice miZeme odvodit pravdépodobnostni rozdéleni

pro r; - normalni rozdéleni se stfedni hodnotou
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Dalsi pouzivany je Ho a Lee model.

Tento model predpoklada, Ze vyvoj trokové miry je popsan

stochastickou diferencidlni rovnici

dl’t - 61_— dt + Uth

Tento model nem3a mean reversion, ani mechanismus jak
zabranit zadpornym hodnotam urokové miry. Je ale moZné jej
volbou funkce 6 nakalibrovat tak, aby souhlasil se sou¢asnou

vynosovou kfivkou.



Americké opce
Budeme zabyvat americkymi opcemi a jejich ocefiovanim.

Jak jiz vime, s americkou call opci bez dividendy je situace

jednoducha.
Jeji hodnota je rovna hodnoté pfislusné evropské call opce.

MdZeme k jejimu ocenéni pouZit Black-Scholesiiv vzorec.



Na druhé strané, pro ocenovani americkych put opci, a také
call opci na akcie vyplacejici dividendy, neexistuje Zadna

analyticka teorie.

Proto se k ocenovani téchto opci pouZzivaji numerické metody.

P¥ipomerime, Ze americka kupni opce je kontrakt ktery ddva
majiteli pravo koupit podkladové aktivum kdykoliv v asovém
intervalu [0, T] za realizalni cenu K, kde T je ¢as expirace

opce.



Ozna&me VAC resp. VEC hodnotu americké, resp. evropské
call opce, a analogicky pro put opce.
Ztejmé plati

VAC(S, 1) > VEC(S, 1) (1)
a stejné tak pro put opci. Navic cena americké call opce musi

spliiovat

VAC(S, t) > max(S; — K. 0). (2)

Opravdu, jinak by existovala zfejmd arbitrdZ : koupime opci a

okamzité ji uplatnime.



To dé zisk S; — K, celkem pak mame S, — K — VAC > 0.

Graf ceny americké call opce tedy nikdy neprotne graf vyplatni

funkce opce.



Na druhé strané, ukaZeme Ze pro evropskou put opci i pro call

s dividendou graf ceny protne graf vyplatni funkce.
Pro evropskou put opci (bez dividendy) mdme
VEP(S,0) = Ke " N(—d,) — SN(—d}) (3)

tedy
VEP(0,0) = Ke™ " < K=K —S. (4)



Podobné pro evropskou call opci na akcii s dividendovou mirou

d mdme
VEC(S,0) = Se™ T N(dy) — Ke " N(dy). (5)
Tedy
VEC
lim — =e9" <1 (6)
S—oo
a tedy
VEC(S,0) < S — K (7)

pro dostate¢né& velké S >> K.



Hodnota americké put opce je tedy vé&tsi nez hodnota pftislusné

evropské opce a totéz plati pro call opci s dividendou.



Ocenéni americkych opci

Pro ocenéni americké put opce, p¥ipadné call opce s
dividendou musime vedle hodnoty Yefeni VAC najit také funkci
S,(t) kterd popisuje hranici pfed€asného uplatnéni.

Ta m3a nasledujici vlastnosti:

— Je-li S < S,(t) pak VAC(S,t) > max(S — K,0) a opci
budeme déle drzet.

Pro malou zménu &asu plati stejny jistici argument jako pro

evropskou opci.



Tedy voblasti0O <t < T a§ < 5,(t) plati Black-Scholesova

rovnice.

— Je-li S > S,(t), pak VAC(S, t) = max(S — K, 0) a opci

uplatnime



Matematicka formulace vypada ndsledovné:
Chceme najit funkci VAC(S, t) spolegné s funkci S, (t)

popisujici hranici pfed¢asného uplatnéni, tak, aby platilo
— Funkce V = VAC(S, t) spliiuje Black-Scholesovu
diferencidlni rovnici.

ov 20V oV
EJr?ﬁJr(r—d)S%—rV—O (8)

na asové proménné oblasti 0 < t < T a S < 5,(t).



— jsou splnény koncové podminky pro call opci

V(S, T)=max(S5t — K,0)



— jsou splnény okrajové podminky pro americkou call opci

V(0,t) =0 (10)
V(S,(t),t) = Su(t) — K (11)
MY (su(t). 1) =1 (12)

as

V dalsi &asti si ukaZzeme jak tuto ulohu FeSit numericky.



