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Numeraire

Pojem numeraire zachycuje volbu jednotek které pouZijeme
pro vyjadreni ceny aktiva.

Necht f a g jsou ceny obchodovatelnych aktiv, zavisejici na
jednom zdroji nejistoty.

Definice: Hodnota

¢ =—.
g

se nazyva relativni cena f vzhledem ke g.



® miZeme chdpat jako cenu f vyjadfenou v jednotkach g,
namisto korun.

Aktivum g se nazyvad numeraire.

Véta: Za predpokladu neexistence arbitrdze je ® martingal pro

néjakou volbu trZni ceny rizika. Touto volbou je volatilita g.



Dikaz: Necht volatility f a g jsou of a 0,. Z minulé rovnice

mame (za trzni cenu rizika bereme volatilitu g, tedy o,):

df:(r—i-ag-af) f dt+of f dW

dg = (r+ag2) g dt+ o, g dW.

Itovo lemma (pouZité na funkci In) dava

2

dinf = (r+ag-af—"7f) dt + opdW

2
ding = (r+%) dt + og AW,



Tedy

(Tf2 02
d<|nf—|ng):<ag-0f—7—%) dt—l—(af—ag>dW
f 1 ?
d{In . =5\ 0r— 0 dt + (of — 0 | AW.

Aplikaci [téova lemmatu na proces gf a funkci In dostaneme

JORE

Tedy ¢ = g je martingal.



Svét, ve kterém je cena rizika rovna volatilité g, budeme
nazyvat (forward)-risk-neutrdlni vzhledem k g.

f'
Podil — je tedy martingal, odkud plyne
g

5o ()
8o 8T

.I[
fo = go By (—T) :
8T

kde E, je otekdvand hodnota v risk-neutrdlnim svét&€ vzhledem

ke g.



Volby numeraire:

1. PenéZni trh jako numeraire:

Penézni trh je aktivum, které v ¢ase t = 0 ma hodnotu 1 K& a
ziskdva okamzitou bezrizikovou miru r v libovolném Case, (kde
r miZe byt stochastické).

Je-li g hodnota penéZniho trhu, pak

dg=r-g-dt

Drift je stochasticky, ale volatilita g je rovna 0.



V risk-neutralnim svété vzhledem ke g je tedy cena rizika

rovna 0, nebot = r.

~ ([ f
fb:gOE(_T)7
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kde E je otekavani ve standardnim risk-neutrdlnim svété. Déle

Mame

g=1 a gr=oel "



tedy

neboli

fi=E(c7T-fr)|

1 T
F=— [ rdt
r T/O r

je aritmeticky primé&r hodnoty r mezi ¢asy 0 a T.

kde



2. Bezkuponovy dluhopis jako numeraire:

Necht P(t, T) je cena v Ease t bezkuponového dluhopisu,
ktery vyplati 1$ v &ase T. PoloZme g rovno P(t, T).

E+ bude oznalovat olekavani ve svété, ktery je risk-neutralni
vzhledem k P(t, T).

ProtoZe gt = P(T,T) =1 a go = P(0, T), rovnice
f'
fo = g0 Bg (—T)
&T

fo=P(0, T)-Er(fr) . (1)

davd




Tedy oproti pen&znimu trhu je diskontovani (pomoci P(0, T))
mimo operator oekavani.
To zjednodusi ocefovani derivatl, které zavisi jen na

hodnotach v ¢ase T.



Necht 6 je stochastickd prom&nna. Forwardovy kontrakt na 6

se splatnosti v ¢ase T je definovan jako kontrakt s vyplatou

0r— K

v Case T, kde 01 je hodnota v ¢ase T a K je realizaéni cena.

Necht f oznatuje hodnotu kontraktu. Mdme

fo=P(0,T)-[Er(07) — K].

Forwardova cena F je ta hodnota K, pro kterou je fo = 0.



Tedy

P(0,T)-[E7(67) — F] =0

odkud plyne
F=E+(07).

Tedy forwardova cena promé&nné 0 je olekdvani budouci ceny

ve sv&t& risk-neutralnim vzhledem k P(t, T).



Rozsifeni Black-Scholesova modelu pro stochastickou

urokovou miru

UvaZujeme evropskou call opci s &asem expirace T. Podle (1)
mame

C = P(O, T) . ET[max(ST - K, 0)]7

kde St je cena akcie v &ase T, K je realizatni cena opce.



Necht R je zero rate ( T-ro¢ni okamZita trokova mira),
PO, T)= e "7,
tedy
C = e T . Er[max(St — K, 0)].

P¥edpokladejme, Ze St je lognormalni v risk-neutralnim svété
vici P(t, T) se stfedni smérodatnou odchylkou W.
Dostaneme (jako p¥i odvozeni standardniho Black-Scholesova

vzorce)

ET[max(ST - K, O)] = ET(ST) : q)(dl) - K- q)(dg),



kde

_ n[Er(Sr)/K]+ W2 InlEr(Sr)/K] - W2/2

dl W ) W

E1(S7) je forwardova cena akcie pro kontrakt se splatnosti v

Case T. Z neexistence arbitraze plyne, Ze

ET(ST) = 50 . eRT.



Celkem tedy
C=5-d(ch)— K- e T (),

kde

_ In[So/K]+ RT + W22 In[So/K] + RT — W?/2

dl W ) 2 W

Plati-li W = o - v/ T, pak dostaneme presn& Black-Scholestiv

vzorec s r nahrazenym R.



Numerické metody oceinovani evropskych opci

— UkaZeme si jak ocefovat evropské opce numericky.

— V tomto pt¥ipadé mame explicitni vzorec pro jejich hodnotu a
numerické metody pouZit nemusime.

— V ptipadé americkych opci ale nemdme jinou moZnost nez
pouzit numerické metody.

— Ty jsou zaloZeny pravé na rozsiteni pfislusnych numerickych

metod pro evropské opce.



Explicitni metoda

Black-Scholesovu rovnici nejd¥ive pfevedeme na standardni

rovnici vedeni tepla. UvaZujme tedy rovnici

ou  0O%u

9t e (2)

na oblasti R x (0, T), s po¢ateéni podminkou

(transformovanou vyplatni funkci p¥isluiné opce)

u(x,0) = ¢(x) (3)



a pretransformovanymi okrajovymi podminkami pro x — +oo.

Nap¥iklad pro hodnotu call opce V(S, t) plati V — 0 pro

S—0aV—>SproS— .



Jako prvni krok budeme diskretizovat oblast R x (0, T).
Zvolime prostorovy krok h > 0 a &asovy krok k > 0.

Predpokladejme, Ze k = % jinak fe¢eno m je pocet délicich

podintervalil intervalu (0, T).
V oblasti R x (0, T) uvaZzujme sit m¥iZovych bod

xi=ih, i€Z, t=jk, j=0,...m  (4)



Aproximaci YeSeni v m¥izovém bod& (x;, t;) oznatme u], tedy

ol & u(x. ). (5)



Parcialni derivace budeme aproximovat diferencemi.
UvaZujme Taylorliv rozvoj 2. ¥adu v bodé (x;, t;) . Mame
Xiy1 — X; = X; — Xj—1 = h, tedy

ou 10%u
U(XiJr]_, fj) = U(X,', tJ) -+ ah -+ Eﬁf# -+ O(h3) (6)

a analogicky

ou, 10%u
U(X,'_l, tj) = U(X,', t:,) - &h + Eﬁfﬁ + O(h3) (7)



Odectenim

: ; ou
oy — s = 250+ O(F) (8)
a vydélenim h
du “{+1 - “L1
a(xh tj) ~ — o (9)

s chybou O(h?) pro h — 0. To je aproximace prvni derivace

pomoci centralni diference.



Settenim rovnic (s p¥idanim ¢lend 3. ¥adu, které se vyrusi)
dostaneme po tpravé a vyd&leni h? aproximaci druhé derivace

0%u Uf — 2u{ + U{,
ﬁ(xh t.l)) ~ = h2 : * (10)

Pro ¢asovou derivaci pouZijeme aproximaci pomoci dopredné

diference.



Mame

Odtud

s chybou O(k).



Dosazenim aproximaci do rovnice vedeni tepla mame pro v

T R Y R
R 1 (13)

s chybou O(k + h?) pro h, k — 0.



Tedy hodnotu na ¢asové vrstvé j 4 1 lze explicitné vyjadrit

pomoci hodnot na vrstvé j,

ul ™ =il + (1= 29)u + ]

i i+1 (14)

kde v = h—k2



