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Numeraire

Pojem numeraire zachycuje volbu jednotek které použijeme

pro vyjáďreńı ceny aktiva.

Nechť f a g jsou ceny obchodovatelných aktiv, závisej́ıćı na

jednom zdroji nejistoty.

Definice: Hodnota

Φ =
f

g
.

se nazývá relativńı cena f vzhledem ke g .



Φ můžeme chápat jako cenu f vyjáďrenou v jednotkách g ,

naḿısto korun.

Aktivum g se nazývá numeraire.

Věta: Za p̌redpokladu neexistence arbitráže je Φ martingal pro

nějakou volbu tržńı ceny rizika. Touto volbou je volatilita g .



Důkaz: Nechť volatility f a g jsou σf a σg . Z minulé rovnice

máme (za tržńı cenu rizika bereme volatilitu g , tedy σg ):

df =
(
r + σg · σf

)
f dt + σf f dW

dg =
(
r + σg

2
)
g dt + σg g dW .

Itôovo lemma (použité na funkci ln) dává

d ln f =

(
r + σg · σf −

σf
2

2

)
dt + σf dW

d ln g =

(
r +

σg
2

2

)
dt + σg dW .



Tedy

d

(
ln f − ln g

)
=

(
σg · σf −

σf
2

2
− σg

2

2

)
dt +

(
σf − σg

)
dW

d

(
ln

(
f

g

))
= −1

2

(
σf − σg

)2

dt +

(
σf − σg

)
dW .

Aplikaćı Itôova lemmatu na proces f
g

a funkci ln dostaneme

d

(
f

g

)
=

(
σf − σg

)
· f
g
dW .

Tedy Φ = f
g

je martingal.



Svět, ve kterém je cena rizika rovna volatilitě g , budeme

nazývat (forward)-risk-neutrálńı vzhledem k g .

Pod́ıl
f

g
je tedy martingal, odkud plyne

f0
g0

= Eg

(
fT
gT

)
a

f0 = g0 Eg

(
fT
gT

)
,

kde Eg je očekávaná hodnota v risk-neutrálńım světě vzhledem

ke g .



Volby numeraire:

1. Peněžńı trh jako numeraire:

Peněžńı trh je aktivum, které v čase t = 0 má hodnotu 1 Kč a

źıskává okamžitou bezrizikovou ḿıru r v libovolném čase, (kde

r může být stochastické).

Je-li g hodnota peněžńıho trhu, pak

dg = r · g · dt

Drift je stochastický, ale volatilita g je rovna 0.



V risk-neutrálńım světě vzhledem ke g je tedy cena rizika

rovna 0, neboť µ = r .

Máme

f0 = g0 Ê

(
fT
gT

)
,

kde Ê je očekáváńı ve standardńım risk-neutrálńım světě. Dále

g0 = 1 a gT = e
∫ T

0 r dt



tedy

f0 = Ê
(
e−

∫ T
0 r dt · fT

)
,

neboli

f0 = Ê
(
e−r̄T · fT

)
,

kde

r̄ =
1

T

∫ T

0

r dt

je aritmetický pr̊uměr hodnoty r mezi časy 0 a T .



2. Bezkuponový dluhopis jako numeraire:

Nechť P(t,T ) je cena v čase t bezkuponového dluhopisu,

který vyplat́ı 1$ v čase T. Položme g rovno P(t,T ).

ET bude označovat očekáváńı ve světě, který je risk-neutrálńı

vzhledem k P(t,T ).

Protože gT = P(T ,T ) = 1 a g0 = P(0,T ), rovnice

f0 = g0 · Eg

(
fT
gT

)
dává

f0 = P(0,T ) · ET (fT ) . (1)



Tedy oproti peněžńımu trhu je diskontováńı (pomoćı P(0,T ))

mimo operátor očekáváńı.

To zjednoduš́ı oceňováńı derivát̊u, které záviśı jen na

hodnotách v čase T .



Nechť θ je stochastická proměnná. Forwardový kontrakt na θ

se splatnost́ı v čase T je definován jako kontrakt s výplatou

θT − K

v čase T , kde θT je hodnota v čase T a K je realizačńı cena.

Nechť f označuje hodnotu kontraktu. Máme

f0 = P(0,T ) · [ET (θT )− K ].

Forwardová cena F je ta hodnota K , pro kterou je f0 = 0.



Tedy

P(0,T ) · [ET (θT )− F ] = 0

odkud plyne

F = ET (θT ).

Tedy forwardová cena proměnné θ je očekáváńı budoućı ceny

ve světě risk-neutrálńım vzhledem k P(t,T ).



Rozš́ı̌reńı Black-Scholesova modelu pro stochastickou

úrokovou ḿıru

Uvažujeme evropskou call opci s časem expirace T . Podle (1)

máme

C = P(0,T ) · ET [max(ST − K , 0)],

kde ST je cena akcie v čase T , K je realizačńı cena opce.



Nechť R je zero rate (T -ročńı okamžitá úroková ḿıra),

P(0,T ) = e−RT ,

tedy

C = e−RT · ET [max(ST − K , 0)].

Předpokládejme, že ST je lognormálńı v risk-neutrálńım světě

v̊uči P(t,T ) se sťredńı směrodatnou odchylkou W .

Dostaneme (jako p̌ri odvozeńı standardńıho Black-Scholesova

vzorce)

ET [max(ST − K , 0)] = ET (ST ) · Φ(d1)− K · Φ(d2),



kde

d1 =
ln[ET (ST )/K ] + W 2/2

W
, d2 =

ln[ET (ST )/K ]−W 2/2

W
.

ET (ST ) je forwardová cena akcie pro kontrakt se splatnost́ı v

čase T . Z neexistence arbitráže plyne, že

ET (ST ) = S0 · eRT .



Celkem tedy

C = S0 · Φ(d1)− K · e−RT · Φ(d2),

kde

d1 =
ln[S0/K ] + RT + W 2/2

W
, d2 =

ln[S0/K ] + RT −W 2/2

W
.

Plat́ı-li W = σ ·
√
T , pak dostaneme p̌resně Black-Scholes̊uv

vzorec s r nahrazeným R .



Numerické metody oceňováńı evropských općı

– Ukážeme si jak oceňovat evropské opce numericky.

– V tomto p̌ŕıpadě máme explicitńı vzorec pro jejich hodnotu a

numerické metody použ́ıt nemuśıme.

– V p̌ŕıpadě amerických općı ale nemáme jinou možnost než

použ́ıt numerické metody.

– Ty jsou založeny právě na rozš́ı̌reńı p̌ŕıslušných numerických

metod pro evropské opce.



Explicitńı metoda

Black-Scholesovu rovnici nejďŕıve p̌revedeme na standardńı

rovnici vedeńı tepla. Uvažujme tedy rovnici

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
(2)

na oblasti R× (0,T ), s počátečńı podḿınkou

(transformovanou výplatńı funkćı p̌ŕıslušné opce)

u(x , 0) = ψ(x) (3)



a p̌retransformovanými okrajovými podḿınkami pro x → ±∞.

Nap̌ŕıklad pro hodnotu call opce V (S , t) plat́ı V → 0 pro

S → 0 a V → S pro S →∞.



Jako prvńı krok budeme diskretizovat oblast R× (0,T ).

Zvoĺıme prostorový krok h > 0 a časový krok k > 0.

Předpokládejme, že k = T
m

, jinak řečeno m je počet děĺıćıch

podinterval̊u intervalu (0,T ).

V oblasti R× (0,T ) uvažujme śı̌t mř́ıžových bodů

xi = ih, i ∈ Z, tj = jk , j = 0, . . . ,m. (4)



Aproximaci řešeńı v mř́ıžovém bodě (xi , tj) označme uj
i , tedy

uj
i ≈ u(xi , tj). (5)



Parciálńı derivace budeme aproximovat diferencemi.

Uvažujme Taylor̊uv rozvoj 2. řádu v bodě (xi , tj) . Máme

xi+1 − xi = xi − xi−1 = h, tedy

u(xi+1, tj) = u(xi , tj) +
∂u

∂x
h +

1

2

∂2u

∂x2
h2 + O(h3) (6)

a analogicky

u(xi−1, tj) = u(xi , tj)−
∂u

∂x
h +

1

2

∂2u

∂x2
h2 + O(h3). (7)



Odečteńım

uj
i+1 − uj

i−1 = 2
∂u

∂x
h + O(h3) (8)

a vyděleńım h

∂u

∂x
(xi , tj) ≈

uj
i+1 − uj

i−1

2h
(9)

s chybou O(h2) pro h→ 0. To je aproximace prvńı derivace

pomoćı centrálńı diference.



Sečteńım rovnic (s p̌ridáńım členů 3. řádu, které se vyruš́ı)

dostaneme po úpravě a vyděleńı h2 aproximaci druhé derivace

∂2u

∂x2
(xi , tj)) ≈

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
. (10)

Pro časovou derivaci použijeme aproximaci pomoćı dop̌redné

diference.



Máme

u(xi , tj+1) = u(xi , tj) +
∂u

∂t
k + O(k2) (11)

Odtud

∂u

∂t
(xi , tj) ≈

uj+1
i − uj

i

k
(12)

s chybou O(k).



Dosazeńım aproximaćı do rovnice vedeńı tepla máme pro uj
i

uj+1
i − uj

i

k
=

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
(13)

s chybou O(k + h2) pro h, k → 0.



Tedy hodnotu na časové vrstvě j + 1 lze explicitně vyjáďrit

pomoćı hodnot na vrstvě j ,

uj+1
i = γuj

i−1 + (1− 2γ)uj
i + γuj

i+1, (14)

kde γ = k
h2 .


