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Numerické metody oceinovani evropskych opci

— UkaZeme si jak ocefovat evropské opce numericky.

— V tomto pt¥ipadé mame explicitni vzorec pro jejich hodnotu a
numerické metody pouZit nemusime.

— V ptipadé americkych opci ale nemdme jinou moZnost nez
pouzit numerické metody.

— Ty jsou zaloZeny pravé na rozsiteni pfislusnych numerickych

metod pro evropské opce.



Explicitni metoda

Black-Scholesovu rovnici nejd¥ive pfevedeme na standardni

rovnici vedeni tepla. UvaZujme tedy rovnici

ou  0O%u

9t e (1)

na oblasti R x (0, T), s po¢ateéni podminkou

(transformovanou vyplatni funkci p¥isluiné opce)

u(x,0) = ¢(x) (2)



a pretransformovanymi okrajovymi podminkami pro x — +oo.

Nap¥iklad pro hodnotu call opce V(S, t) plati V — 0 pro

S—0aV—>SproS— .



Jako prvni krok budeme diskretizovat oblast R x (0, T).
Zvolime prostorovy krok h > 0 a &asovy krok k > 0.

Predpokladejme, Ze k = % jinak fe¢eno m je pocet délicich

podintervalil intervalu (0, T).
V oblasti R x (0, T) uvaZujme sit m¥izovych bodi

xi=ih, i€Z, t=jk, j=0,....m (3



Aproximaci feSeni v m¥izovém bod& (x;, t;) oznatme u}, tedy

uf ~ u(x;, 1). (4)



Parcialni derivace budeme aproximovat diferencemi.
UvaZujme Taylorliv rozvoj 2. ¥adu v bodé (x;, t;) . Mame
Xiy1 — X; = X; — Xj—1 = h, tedy

ou 10%u
U(XiJr]_, fj) = U(X,', tJ) -+ ah -+ Eﬁf# -+ O(h3) (5)

a analogicky

ou, 10%u
U(X,'_l, tj) = U(X,', t:,) - &h + Eﬁfﬁ + O(h3) (6)



Odectenim

: ; ou
g~y = 25+ O(F) 7
a vydélenim h
du “{+1 - “L1
a(xh tj) ~ — o (8)

s chybou O(h?) pro h — 0. To je aproximace prvni derivace

pomoci centralni diference.



Settenim rovnic (s p¥idanim ¢lend 3. ¥adu, které se vyrusi)
dostaneme po tpravé a vyd&leni h? aproximaci druhé derivace

9%u Uf - 2u{ + U{,
ﬁ(xh t.l)) ~ = h2 : * (9)

Pro ¢asovou derivaci pouZijeme aproximaci pomoci dopredné

diference.



Mame

Odtud

s chybou O(k).



Dosazenim aproximaci do rovnice vedeni tepla mame pro v

F i da -2
p _ 4l - 1 (12)

s chybou O(k + h?) pro h, k — 0.



Tedy hodnotu na ¢asové vrstvé j 4 1 lze explicitné vyjadrit

pomoci hodnot na vrstvé j,

uj,'+1 = ’yu{:_l + (1 — 27)”{ + ’YU;_H, (13)

1

kde v = h—k2



Pro konecnost vypo¢tu musime je$té€ omezit obor proménné x.

Zvolime N tak velké, abychom hrani¢ni hodnoty «/ ,, a i,

mohli aproximovat pomoci okrajovych podminek.

Ozname /' vektor ¥eSeni na Casové vrstvé j, tedy
W= (s U gy, Uy ) (14)

je vektor v R2N-1,



V maticovém zdpisu tak dostaneme

P = A4 b (15)
proj=0,...,m—1, kde A je tridiagonalni matice tvaru
1-2y vy
yoo1=2y vy
A= v (16)
Y
v 1-2y
a .
’YUI_N
0
b= : (17)
0



Pokud plati takzvand Courant-Lewy-Fridrichsova podminka

stability
1
tedy
k 1
— < = 1
h2 = 2’ (19)

pak je explicitni metoda stabilni. To znamena, Ze pfiblizna

feSeni konverguji pro h, k — 0 k pfesnému YeSeni.



Metoda binomického stromu

Pokud zvolime

h =2k (20)

bude v = 5 a ¢len s koeficientem 1 — 2y = 0 vypadne.

1
2

Metoda pak ma tvar

) 1 . 1 .
“{H = 5”:1'—1 + §Ul{+1a (21)

tedy u{“ je aritmeticky primé&r hodnot ¥eSeni ve vrstvé t;.

Vypocet je tedy analogicky jako u binomického modelu.



Implicitni metoda
V implicitni metodé pro aproximaci ¢asové derivace namisto

dopfedné diference pouZijeme zpétnou diferenci,

ou -t
E(X"’ t) ~ % (22)

s chybou O(k). Tedy uf splfiuje rovnici

I R P
i kl — +1 - 1 (23)

opét s chybou O(k + h?) pro h,k — 0.



Tedy

—yul_g+ (L + 29—y =l (24)

kde v = h—k2 Omezime se opé&t na konetnou posloupnost
prostorovych bodi x;, i = —N +1,... N — 1. Pak dostaneme
soustavu rovnic

Attt = + b (25)

proj =0,...m— 1, kterou vyfeSsime vhodnou numerickou

metodou (obvykle itera&ni metodou, viz. nize).



A je v tomto pFipadé matice

1+ 2y ol
v 1+2y vy
A= ol

r‘)/

142y

(26)



a b je vektor

b = : (27)

’YUI/V
kde hodnoty FeSeni v krajnich bodech x_p a xy aproximujeme

pomoci okrajovych podminek.



— Hlavni vyhodou implicitni metody je stabilita pro libovolnou

hodnotu ~.

— Posloupnost ptibliznych teseni tedy vzdy konverguje k

presnému Feseni.

— Matice A je opét tridiagonalni, ale navic je diagonalné

dominantni pro libovolné ~.



Iteraéni metoda FeSeni soustav linearnich rovnic

— UkaZeme si iteraéni metodu FeSeni systému linedrnich rovnic,

nazyvanou SOR metoda

— lze ji adaptovat i na ¥eSeni lloh linearni komplementarity, na

které vede ocefiovani americkych opci.



Necht w > 0 je zvoleny parametr (tzv. relaxa&ni parametr).

Necht
A=L+D+U (28)

je rozklad matice A na diagonalni &ast (D) a dolni a horni

trojdhelnikovou matici (L a U).



Chceme Yesit rovnici

Au = b.

To je ekvivalentni rovnici

Du = Du + w(b — Au).

Z rozkladu A =L+ D + U dostaneme

(D+wl)u=(1—w)Du—wUu + wb.

(29)

(30)



Matice D + wL je invertovatelna, tedy u Yesi tlohu
u= T,u+c,

kde
T, = (D+wl) (1 —w)D —wl)

¢, = w(D +wl) b

(32)



Pomoci matice T, definujeme rekurentni posloupnost

pribliznych ¥eSeni dlohy Au = b,
uwW=C
pro zvoleny vektor C (nap¥. C =0) a
uPtt = T uP + ¢,

prop=12 ...,

(36)



Pokud posloupnost uP konverguje k néjakému vektoru u, pak
zfejmé plati

u= Ty,u-+c,, (37)

tedy u je YeSeni plvodni tlohy Au = b.



Konvergenci dostaneme pomoci Banachovy véty o kontrakci.
Pokud dokaZeme, Ze ve vhodné normé& (nap¥. spektralni, kdy

je norma rovna maximu z absolutnich hodnot vlastnich &isel)
ITll <1, (38)

pak zobrazeni

u— Tou+c, (39)

je kontrakce



Plati nasledujici véta:
Véta: Pro tridiagondini diagonaln&€ dominantni matici existuje

wo € (1,2) pro které je spektralni norma minimalni, a plati
[ el < 1. (40)
SOR - Succesive OverRelaxation, nebot w > 1.

— Sta&i velmi mélo iteraci pro dobrou aproximaci ¥esenf{



