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Chapter 1

Zakladni vlastnosti opci

Myslenka opéniho kontraktu jako pojistky proti nepiiznivému vyvoji je velice
prirozena. Opce se v ruznych podobach vyskytovaly ve starovéku i ve sttedoveku.
Obchodovani ve velkych objemech a standardizované obchody na burze nicméné
zaCinaji az s nastupem pocitacu. S call opcemi se na burze poprvé ob-
chodovalo v Chicago v dubnu roku 1973. Put opce byly na burzu uvedeny

az o Ctyfi roky pozdéji, v roce 1977.

Ve stejné dobé kdy vznikla prvni opéni burza v Chicagu, se také ob-
jevily ¢lanky Blacka, Scholese a Mertona, které odvodily vzorec pro hodnotu
evropské call a put opce. Historie teoretického zkoumani ocenovani opci je
ale mnohem starsi. Prvni pionyrskou praci byla dizertace kterou vypracoval

v roce 1900 Louis Bachelier, pod vedenim Henriho Poincaré.

Definice 1.1. Opce je prévo koupit (v piipadé call opce) nebo prodat (put
opce) podkladové aktivum za pevné stanovenou cenu, kterd se nazyva real-
izacni cena (strike price, excercise price) v pevné stanovené dobé (expiracni
doba).

Jako podkladové aktivum pro opce mohou slouzit akcie, komodity, cizi
meény, akciové indexy, futures, swapy .... Podkladovym aktivem muze byt i

opce, pak jde o slozenou opci (viz. kapitola o exotickych derivatech).

1.1 Deéleni opci

Podle typu pouziti opce rozlisujeme



- call opce - ndkupni opce ...... pravo nakoupit
- put opce - prodejni opce ...... pravo prodat
Podle doby ve které mohou byt uplatnény rozlisujeme
- Evropské opce - mohou byt uplatnény jen v dobé expirace

- Americké opce - mohou byt uplatnény kdykoli po dobu zivotnosti opce,

nejpozdéji v case expirace

Existuji i opce které nemaji stanovenu expiracni dobu, mohou byt uplatnény
kdykoliv. Takové opce se nazyvaji perpetudlni (nékteré firmy je vyuzivaji
jako bonus pro své zaméstnance).

Specialnim typem opci z hlediska doby uplatnéni jsou bermudské opce,

které je mozné uplatnit pouze v urcité predem stanovené dny.

Podle typu obchodovdni rozlisujeme dva typy opci:
- standardni opce - obchodované na burze

- opce "na miru” - opce obchodované ptes prepazku (over-the-counter,
OTC)

Ten, kdo pravo (t.j. opci) kupuje, musi prodavajicimu zaplatit cenu za
toto pravo, ktera se nazyva prémie.

Prémie ma 2 slozky:

- vnitini hodnotu

- ¢asovou hodnotu



Pro call opci je vnitini hodnota v ¢ase ¢ rovna
Vnitini hodnota := max(S; — K, 0),

kde S; je okamzita cena akcie v ¢ase t, K je realiza¢ni cena opce.

Pro put opci je vnitini hodnota

Vnitini hodnota := max(K — S, 0).

Casovd hodnota je definovana jako zbyvajicf hodnota do opénf prémie (okamzité
ceny opce v case t), tedy
Casové hodnota = prémie — vnitin{ hodnota

Podle vztahu soucasné a realizacni ceny rozlisujeme:

- opce mimo penize (out of the money):

S; < K pro call opci, S; > K pro put opci

- opce na penézich (at the money):

S; = K pro put i call opci

- opce v penézich (in the money):

S; > K pro call opci, Sy < K pro put opci

P#iklad 1. Jako piiklad uvedme skuteéné hodnoty americkych opef na akcie
Intelu, dne 29.5.2003. Cena akcie tento den byla S, = 20, 83.

call ‘ June July October put ‘ June July October
20 1,25 1,60 2,40 20 045 0,85 1,50
2251020 045 1,15 2251185 220 2,85

1.2 Zakladni typy pouziti opci

V dalsim textu budeme pouzivat nésledujici oznaceni:



Sy ... cena akcie v souc¢asnosti
S; ... cena akcie v ¢ase t

St ... cena akcie v Case expirace
T Cas expirace

r urokova mira

K ... realiza¢ni cena opce

C ... cena evropské call opce

P cena evropské put opce

c cena americké call opce

P cena americké put opce

Viplatni funkce evropské call opce je rovna max(Sr — K,0). Jeji graf je

znazornén na nasledujicim obrazku.

vyplata

Figure 1.1: Call opce
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1.2.1 Jisténi

Hlavnim smyslem pouziti opci a dalsich derivati je zménit rizikovy profil.

Podle povahy ucastnika trhu je mozné riziko jak zmensit, tak zvétsit.

Piiklad 2. V zari 2009 mame 10 akcii KB. Soucasna cena je Sy = 280 K¢
za akcii. Chceme se pojistit proti poklesu ceny na piisti 2 mésice. Koupime
10 listopadovych put opci s realizaéni cenou 275 Ké. Necht P = 10 Ké.
Zaplatime 10 - 10 = 100 K¢ (cena jistici strategie).

- Pokud cena klesne pod 275 K¢, uplatnime opci, dostaneme 275 - 10 =
2750, celkem mame zisk 2750 — 100 = 2650.

- Pokud cena bude vétsi nez 275 K¢, prodame akcii na trhu, opét mame
vic nez 2750 — 100 = 2650.

1.2.2 Pakovy efekt

Vedle jisténi, tedy snizeni rizika, je mozné pouzit opci k presné opacnému

ucelu, k ndsobeni potencidlniho zisku (a samoziejmé také ztraty).

Priklad 3. Investor si mysli, ze akcie Citibank v ptistich 2 mésicich porostou
a méa 2000$ na investici. Necht Sy = 20$ a necht 2-mésiéni call opce s

realizacni cenou 22,5 stoji 5$. Porovnejte 2 strategie:
1. koupit 100 akcii
2. koupit 400 call opci

Uvazujme dva mozné scénare. V prvnim cena akcie v dobé expirace vzroste
na 35%. Ve druhém klesne na 15%. Vyplaty obou strategii jsou zapsany v

tabulce:

‘ 15% 35%
Akcie | —500% 1500%
Opce | —2000$ 30009

S rostouci cenou nad realiza¢ni cenu opce roste zisk z akcie i opce uplné

stejné. Rozdil je v tom ze opce je daleko levnéjsi. Naopak, pokud cena akcie

11



klesne pod realizacni cenu, ztraci investor v opcnim portfoliu ihned celou

mvestici.

1.3 Put-Call parita

Put-Call parita je zédkladni vztah mezi hodnotami call a put opce, ktery
plati vzdy, bez ohledu na predpoklady naseho modelu. V opacném ptipadé
existuje snadno realizovatelnd arbitraz.

Pro odvozeni put-call parity uvazujme portfolio obsahujici jednu call opci
nadlouho a jednu put opci se stejnymi parametry nakratko. Pro hodnotu
takového portfolia mame

C' — P =max(Sr — K,0) — max(K — S7,0) = Sy — K,
neboli
C+K=5r+P
Odtud vidime, ze C' — P — St je bezrizikové portfolio, pro nez plati
C—P-Sr=K.
Z neexistence arbitrdze plyne, Ze jeho hodnota v éase 0 musf byt K - e™"7.

Celkem tedy dostaneme

C+K-e™'=P+5,

Tento vztah plati nezavisle na predpokladech Black-Scholesova modelu.
Put-call paritu muzeme ovérit také porovnanim hodnot dvou portfolii odpovidajicich

levé a pravé strané predchozi rovnice:

| C+K-e'T P+ S,
Sr>K | Sr—K+K=_5r 0+ Sr =057

Tedy
Vr(C+ K- e = V(P + Sp) = max(K, St),

kde Vr je hodnota portfolia v case T. Z neexistence arbitraze plyne, zZe
hodnota téchto dvou portfolii musi byt stejnd i v ¢ase t = 0, odkud plyne

put-call parita.
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1.4 Priklady

Priklad 4. Koupili jsme evropskou call opci na akcii za 50 K¢é. Soucasnd
cena akcie je 900 K¢ a realizac¢ni cena je 870 K.

— Za jakych okolnosti bude opce uplatnéna?

— Za jakych podminek budeme mit zisk?

— Zméazornéte graficky zavislost naseho zisku na cené akcie v dobé expirace.

Priklad 5. Upsali jsme evropskou put opci na akcii za 30 Ké. Soucasné cena
akcie je 480 K¢ a realizacni cena je 500 K¢.

— Za jakych okolnosti bude opce uplatnéna?

— Za jakych podminek budeme mit zisk?

— Zmazornéte graficky zavislost naseho zisku na cené akcie v dobé expirace.

Piiklad 6. Zakoupili jsme evropskou put opci na akcii s realiza¢ni cenou 35
K¢ za 2 K¢ a call opci na stejné aktivum s realiza¢ni cenou 40 K¢ za 3 K¢.
Zméazornéte graficky zavislost naseho zisku z této pozice na cené akcie v dobhé

expirace.

Priklad 7. Vysvétlete, pro¢ je hodnota americké opce vzdy nejméné rovna

hodnoté prislusné evropské opce se stejnymi parametry.

Piiklad 8. Cena call opce s realizacni cenou 15 K¢ na akcii jejiz soucasna
cena je 14 K¢ stoji 2 K¢, cas expirace T= 6 mésicu. Urokovd mira je 5%

rocné. Najdéte cenu evropské put opce se stejnymi parametry.

Piiklad 9. Vysvétlete, proc¢ je hodnota americké call opce na akcii ktera
nevyplaci dividendu vzdy rovna alespon jeji vnitini hodnoté. Plati totéz i

pro evropskou call opci?

Priklad 10. Uvedte piiklad situace, kdy hodnota americké call opce na akcii

ktera vyplaci dividendu je mensi nez jeji vnitini hodnota.

Priklad 11. Vysvétlete, pro¢ neni nikdy optimalni uplatnit predcasné am-

erickou call opci na akcii kterd nevyplaci dividendy.
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Chapter 2

Opcni strategie

2.1 Strategie s jednou opci a jednou akcii

Nejdiive budeme uvazovat dvé nejjednodussi strategie, které lze vytvorit s
pomoci opce a akcie.
2.1.1 Upsani kryté call opce

Upsani kryté call opce znamena ze upiseme call opci na akcii kterou vlastnime.

Jde tedy o dlouhou pozici v akcii + kratkou pozici v call opci.

Figure 2.1: Kryta call opce
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2.1.2 Pojistny put

V této strategii vlastnime akcii a chceme si jeji hodnotu pojistit zakoupenim

put opce. Jde tedy o dlouhou pozici v akcii + dlouhou pozici v put opci.

Figure 2.2: Pojisténd put opce

Z put-call parity plyne, ze pojistny put ma stejny profil jako call opce jen

posunuty o konstantu, protoze plati

2.2 Strategie s vice opcemi stejného typu

Strategie tohoto typu se obvykle oznacuji vyrazem spread. Podle typy in-

vestora rozliSujeme dva zékladni druhy téchto strategii.

2.2.1 Bull spread

V této strategii koupime call opci s realizaéni cenou K; a upiseme call opci
s realiza¢ni cenou Ky > K;. Takovou strategii pouzije investor ktery véri
v rust ceny akcie, odtud nézev bull spread. Vyplatni profil je znazornén na
obrazku.

Alternativné, bull spread muzeme také vytvorit s pouzitim put opci.

15



Figure 2.3: Bull spread

2.2.2 Bear spread

Tuto strategii vytvorime presné naopak. Koupime call s realizacni cenou Ky
a prodame call opci s realizacni cenou K7 < Ks. Vyplatni profil je znazornén
na obrazku.

Strategii pouzije naopak investor, ktery véri v pokles ceny akcie. Stejné
jako bull spread, muzeme bear spread vytvorit s pouzitim put opci namisto

call.

Figure 2.4: Bear spread
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2.2.3 Butterfly spread

Pro sestaveni této strategie uvazujme tii opce s riznymi realiza¢nimi cenami:
Koupime 1 call opci s real. cenou K3 (vysokou) a 1 call opci s real. cenou
K (nizkou) a upiseme 2 call opce s real. cenou K,, mezi K; a K3 a blizko
Sp. Tato strategie obvykle predstavuje malou investici. Investor ocekava jen

minimalni pohyb v cené akcie.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figure 2.5: Butterfly spread

2.3 Kombinace put a call opci

2.3.1 Bottom straddle

V této strategii koupime call a put se stejnou realiza¢ni cenou K. Vyplata
je znazornéna na nasledujicim obréazku.

Pti pouziti této strategie investor predpoklada velky pohyb ceny akcie,
ale nevi jakym smérem. Takova situace muze nastat napiiklad ocekava-li se
vysledek soudniho sporu firmy ktera vydala akcie.

Pokud takovy nazor sdili vétsina ucastniku trhu, bude cena takové strate-
gie na trhu vysoka. Obecné plati, ze investor muze vyuzit svij odhad vyvoje
trhu jen za predpokladu zZe se realizuje a navic je odlisny od nazoru vétsiny

ostatnich investoru.

17



Figure 2.6: Bottom straddle

2.3.2 Top straddle

Ve strategii top straddle naopak prodame call a put se stejnou realizacni

cenou K.

Figure 2.7: Top straddle

V této strategii naopak investor neocekava velky pohyb ceny akcie. Ve
srovnani s motylkem je tato strategie daleko rizikovéjsi, piipadna ztrata v

pripadé rustu ceny neni vibec omezena zdola.
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2.3.3  Strip

V této strategii koupime 1 call a 2 put opce. Vyplatni funkce bude nésledujici.

Figure 2.8: Strip

Pouziti této strategie je podobné jako u bottom straddle, investor predpoklada
velky pohyb ceny akcie. V tomto piipadé si ale mysli Ze pohyb dolu je
pravdépodobnéjsi nez pohyb nahoru. Podobné jako u bottom straddle, zisk

ze strategie neni omezen zhora.

2.3.4 Strap

V této strategii koupime 2 call a 1 put na akcii, se stejnymi parametry.
Dostaneme tak vyplatu znazornénou na obrazku.

Analogicky, tato strategie je opét podobna bottom straddle. Investor
predpoklada velky pohyb ceny akcie, ale mysli ze pohyb nahoru je pravdépodobné;jsi
nez pohyb dolu.

2.4 Calendar a diagonal spread

Tato strategie pouziva namisto opci s ruznou realizacni cenou opce s ruznym
casem expirace. Koupime opci s realizacni dobou 7} a upiSeme opci s re-

alizacni dobou Ty > T). V ¢ase T7 pak pozici uzavieme, tedy opci s real-
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Figure 2.9: Strap

izacni dobou 75, prodame. Vyplatni funkce této strategie je podobna strategii
motylek, je ale nelinearni.

Dalsi strategii s nelinearni vyplatou je diagonal spread. V této strategii
zakoupime dvé call opce s ruznou dobou realizace, i s ruznou dobou splat-
nosti.

Obecné muzeme vytvorit v principu libovolny po ¢astech linearni profil

vyplaty, pokud existuji opce s libovolnou realiza¢ni cenou.

2.5 Pojisténa investice do rizikového aktiva

S vyuzitim call opci muzeme za urcité situace vytvorit portfolio, které bude
profitovat z rustu akcie, stejné jako kdybychom koupili samotnou akcii, pritom
ale jeho hodnota v ¢ase expirace bude vzdy nejméné rovna vkladu ktery jsme
do investice vlozili.

Uvazujme akcii se soucasnou cenou Sy = 100 K¢, do které chceme investo-
vat na dobu T = 1 rok. Predpoklddejme pro jednoduchost Ze bezrizikova

urokova mira r kterou vyplaci napi. dluhopisy je takova, ze plati
Soe™"™ = 90.

Klicovym predpokladem, ktery umoznuje strategii vytvorit je, ze akcie vyplaci

kladny dividendovy vynos D. Portfolio sestavime tak, ze za 90 K¢ koupime

20



dluhopisy. Dale zakoupime call opci na penézich, tedy s K = 100.

Cena takové call opce bude zaviset na volatilité akcie. Pro dostatecné
malou volatilitu bude cena opce mensi nez 10 K¢, celkové investice se tedy
vejde do 100 Ké¢.

Pokud opce vyprsi v penézich, bude zisk z ni stejny, jako kdybychom
investovali do akcie. Rozdil je samoziejmé v tom, Ze na rozdil od majitele
akcie nebudeme v prubéhu investice dostavat dividendy.

Pokud opce vyprsi mimo penize, budeme mit diky dluhopisim piesné
nasi pocatecni investici, tedy 100 K¢.

Jak je vidét, takova strategie bude mozna jen v piipadé zavedené, mélo
volatilni akcie, ktera navic vyplaci dividendy.

Pokud akcie nevyplaci dividendy, pak vime ze zakladniho dolniho odhadu

Pro cenu opce ze

C > S() — KeirT,

tedy takovou strategii neni mozné sestavit.
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2.6 Priklady

Priklad 12. Na trhu jsou dostupné evropské call opce na akcii s realiza¢nimi
cenami 15 K¢, 17 K¢ a 19 K¢ se stejnou expira¢ni dobou za 3 mésice. Jejich
ceny jsou 3 K¢, 2 K¢ a 1,5 Ké. Popiste jak lze opce pouzit k vytvoreni
butterfly spread. Znazornéte graficky zavislost naseho zisku na cené akcie v

Case expirace.

Piiklad 13. Put opce na akcii s realizacni cenou 20 K¢ a 23 K¢ stoji 3 K¢,
resp. b Ké. Ukazte jak s pomoci téchto opci sestrojit bull spread a bear

spread. Nakreslete zavislost zisku a vyplaty pro obé opéni strategie.

Piiklad 14. Na trhu se prodavaji evropska call opce na akcii s realizacni
cenou 30 K¢ za 2 K¢ a evropska put opce na stejnou akcii s realizacni cenou
27 K¢ za 3 K¢. Popiste jak 1ze opce pouzit k vytvotreni strangle. Znazornéte

graficky zavislost naseho zisku na cené akcie v ¢ase expirace.

Piiklad 15. Najdéte opéni strategii jejiz vyplatni funkce je dana linearni
lomenou funkei spojujici body (0,0), (5,0) (7,2), (8,2) a (9,0).

Priklad 16. Popiste vyplatni funkci strategie diagonal spread, kterd se

sklada z dvou call opci s riznou realiza¢ni cenou i ruznym casem expirace.

Priklad 17. Najdéte opc¢ni strategii jejiz vyplatni funkce je dana linedrni
lomenou funkei spojujici body (0,10), (15,10), (20,5), (25,5), (30,15) a
(45,0).

Piiklad 18. Znazornéte graficky vyplatu ze strategie calendar spread s
pouzitim dvou call opci. Prvni m4 cas expirace 17 = 3 mésice, druhd 75 = 6
meésicu. Obé opce jsou na penézich. Vyplatu znazornéte v ¢ase expirace

prvni opce.
Piiklad 19. Plati put call parita i pro americké opce?

Piiklad 20. Dokazte put-call nerovnosti pro americké opce (Hull ...)
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Chapter 3

Horni a dolni odhad cen opci

V této kapitole odvodime zakladni horni a dolni odhad pro ceny opci, které
stejné jako v minulé kapitole nezavisi na predpokladech modelu. Jsou odvozeny

jenom z nasledujicich predpokladii:
1. na trhu neexistuje arbitraz
2. neexistuji transakéni naklady
3. vSechny zisky jsou zdanény stejnou sazbou

4. existuje stejnd bezrizikova urokova mira pro vklady i pujcky

3.1 Horni odhady

Pro call opci
Call opce znamena pravo koupit akcii za urcitou cenu, nemuze tedy mit

hodnotu vétsi nez akcie. Mame tedy
C < So.
Podobné pro americkou opci plati

CSS@.

V opacném piipadé existuje arbitraz: koupime akcii a upiSeme opci.
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Horni odhad ktery jsme pravé uvedli je optimalni, v tom smyslu ze pro hod-

noty K blizici se 0 se bude cena opce C skutecéné blizit k Sp.

Pro put opci
Put opce znamend pravo prodat akcii za cenu K. Opce tedy nemuze mit
vyssi cenu nez K (i kdyby cena akcie klesla téméf na nulu). Pro evropskou

put opci tedy plati v case realizace
P<K.
Odtud plyne, ze v ¢ase v case t = 0 musi platit
P<K-e'

V opacném piipadé existuje arbitraz: upiSeme put opci, a ulozime zisk na
bezrizikovy vklad. V ¢ase T’ mdme P - e’7 > K, existuje tedy arbitrdz.
Stejné jako pro call opci je tento odhad optimalni. Pro Sy — 0 se bude cena
opce P blizit ke K.

3.2 Dolni odhady

Pro call opci méa zékladni dolni odhad tvar

CZSQ_K‘ e_TT.
Pred tim nez jej dokdzeme, ilustrujme si jej nejdrive na ptikladu.

Piiklad 21. Necht Sy, = 20$, K = 18%,r = 10% ro¢né, T = 1 rok. Mame
tedy
So—K-e ™ =20—-18- ¢ % =3,71$

Necht C' = 3$. Tvrdime, Ze existuje arbitrdz: koupime call opci a prodame
akcii nakratko. Mame ihned 20 — 3 = 17$. Tuto hotovost uloZime, v case
T = 1 pak mame 17 - %! = 18, 79.

Snadno ovéiime ze za viech scénaiti budeme v zisku, nebot

— Je-li St > 18, uplatnime opci, uzavirame kratkou pozici a mame zisk
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18,79 — 18 = 0,79.
— Je-li S7 < 18, koupime akcii na trhu, uzavieme kratkou pozici, mame
zisk > 0,79.

Obecné uvazujme 2 portfolia:

A: 1 call + hotovost K - e 7

B: 1 akcie
V case T' je hodnota A rovna:
~Je-i S < K---K+0=K.
—Je-i Sy > K--- K+ (Sp— K)=Sr.
Tedy
Vr(A) = max(K, St).

Pro portfolio B je
Vr(B) = St.

Plati tedy Vy(A) > Vr(B) za vSech scéndiu. Stejny vztah musi platit i v

case 0 (jinak by existovala arbitrdz). Tedy
C+K-e™>8

a odtud

CZS()—K'G_TT

Disledek 3.1. Pro vnitrni hodnotu opce plati
C>5 —K- e_TT>S()—K

Cena evropské call opce je tedy vzdy vétsi nez jeji vnitini hodnota.

Totéz plati pro americkou call opci:
c>C > SO — K.
Pro put opci je zédkladni dolni odhad tvaru

P>K-e -3,

K dukazu tohoto vztahu uvazujme opét 2 portfolia:
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C: 1 put 4+ 1 akcii
D: hotovost K - e ™"

Vyplaty obou portfolii v zavislosti na scénafi zapiseme do tabulky:

C D
Sr < K (K—ST)+STIK K
Sr > K St K

Plati tedy
VT(C) = maX(ST, K) > VT<D) =K.

Odtud plyne
Vo(C) > V(D)

a nakonec
P+Sy>K- e,

Celkem tedy

P>K-e—-5,

3.3 Uplatnéni americké call opce

Priklad 22. Uvazujeme americkou call opcis Sy = 50 K¢, K =40 K¢, T'=1
meésic. Opce je hluboko v penézich. Zdélo by se vhodné opci hned uplatnit,

ale neni tomu tak.

- Pokud chceme akcii koupenou za opci drzet vic nez 1 mésic, pak je lepsi
meésic pockat a ulozit 40 Ké do banky, kde ptinasi trok. (Navic pokud

cena klesne pod 40 K¢, budeme radi, ze jsme opci neuplatnili.)

- Pokud akcii chceme hned prodat (napt. myslime, ze je nadhodnocend),
pak je lepsi opci prodat nez uplatnit. Opci si koupi nékdo kdo akcii
chee drzet (takovy investor existuje, jinak by cena nebyla 50 K¢). Cena

opce bude vétsi nez jeji vnitini hodnota, t.j. 50 — 40 = 10 Kc.
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Odtud plyne, ze americka call opce ma stejnou hodnotu jako evropska

call opce.
Duvody pro neuplatnovani americké call opce pred casem expirace:
- Call opce je pojisténi, pokud ji prodame, ptijdeme o néj.
- Casova hodnota penéz.

U americké put opce jsou tyto 2 duvody proti sobé.

P#iklad 23. Uvazujme put opci s K = 10$ a nechf Sy je velmi blizko 0. Cim

dfive opci uplatnime, tim lépe (penize za prodej ulozime do banky).
Plati tedy:

e Americkd put opce ma vétsi hodnotu nez evropska put opce, tedy
p> P.

e Existuji situace kdy hodnota evropské put opce je mensi nez jeji vnitini

hodnota (tedy ¢asova hodnota je zadpornd).
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3.4 Priklady

Priklad 24. Uvazujme call opci na akcii bez dividendy . Soucasnd cena
akcie je 35 K¢, realizacni cena je 32 K¢, tirokova mira je 10% rocné. Najdéte

dolni odhad ceny takové opce.

Priklad 25. Uvazujme put opci na akcii bez dividendy . Soucasnd cena akcie
je 100 K¢, realizacni cena je 105 K¢, tirokova mira je 5% roéné. Najdéte dolni

odhad ceny takové opce.

Priklad 26. Popiste dva duvody proc¢ neni optimalni uplatnit americkou call

opce pred dobou jeji expirace.

Priiklad 27. Muze mit evropska call opce na akcii s dividendou cenu nizsi

nez
So — Ke 7

Pokud ano, uvedte piiklad takové situace.

Piiklad 28. Muze mit evropska put opce na akcii s dividendou cenu nizsi

nez

SoKe_TT — SO?

Pokud ano, uvedte piiklad takové situace.

Priklad 29. Ozna¢me D soucasnou hodnotu vsSech dividend, které bude
vyplacet podkladova akcie béhem zivotnosti opce. Dokazte, Ze pro cenu call
opce plati odhad

C>S—D—Ke "

Priklad 30. Dokazte, ze pro cenu put opce na akcii kterd vyplaci dividendu

plati odhad (se stejnym oznacenim jako v predchozim piikladu)

P>D— S+ Ke "t
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Chapter 4

Analyza citlivosti
Black-Scholesova vzorce

V této kapitole budeme analyzovat podrobné Black-Scholestv vzorec. Pro
praktické pouziti je dulezité umét odhadnout rychlost zmény cen opci pii

zméné hodnot jednotlivych parametru modelu.

4.1 Promeénné ovlivinujici hodnotu opce

Podle Black-Scholesova modelu zavisi hodnota opce na celkem péti proménnych:

K realizacni cena

So ... soucasna cena

o volatilita

T cas

r bezrizikova urokova mira

Uvazujme nejdiive smér zavislosti na jednotlivych proménnych. + bude
oznacovat “piimou umeérnost” (rostouci zavislost) , — “nepfimou tmeérnost “

(klesajici zavislost). Vysledky jsou obsazeny v nésledujici tabulce:

Call Put
So | + —
K| — +
T + +
r| + -
o| + +
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+ ... rostouci zavislost
— ... Kklesajici zavislost

Nékteré sméry zavislosti jsou ziejmé, nékteré si zaslouzi podrobnéjsi ko-
mentar:
r: Put opce je potencionalni ptijem v budoucnosti. Pokud tedy roste r,
jeho soucasnd hodnota klesa a tim i hodnota opce.

Call opce je potencionalni vydej v budoucnosti, zavislost je tedy opacna,

ze stejného duvodu.

o: S rostouci volatilitou Ssance velkého rustu i velkého poklesu rostou. Pro
majitele akcie se tyto vlivy kompenzuji, ale majitel call (resp. put) opce
profituje z rustu (resp. poklesu), zatimco pii poklesu (resp. rustu) je
jeho ztrata omezena opcéni prémii.

Odtud plyne, ze pokud o - roste, pak C' také roste (a stejné tak i P

roste).

T: Delsi ¢as znamend vétsi nejistotu (podobné jako u volatility), tedy
stejny argument jako pro o ukazuje, ze C' a P rostou s rostoucim casem

do expirace T

V souvislosti s predchozimi argumenty pripomenme, ze v Black-Scholesové

vzorci vystupuje jen soucin ov/T, tedy vliv o a /T je stejny.

4.2 Black-Scholesuv vzorec

Pripomenme, ze Black-Scholesuv vzorec pro evropskou call ma tvar
C=28, ®(d)— K e ®(dy — oVT),

kde ® je distribuéni funkce N(0,1) a

It (r+ )T

di =
! /T

Pro put opci mame

P=K ¢ &(—d, + oVT) — Sy ®(—dy).
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4.3 Greeks

Zavislost rychlosti zmény ceny opce na zméné jednotlivych parametri popisuji
parciadlni derivace Black-Scholesova vzorce podle jednotlivych proménnych.

Pouziva se pro né standardni oznaceni pomoci feckych pismen (greeks).

4.3.1 Jisténi op¢ni pozice
Jako motivaci uvedme pifklad na jisténi opéni pozice.

Piiklad 31. Banka prodala call opce na 100 000 akcii za 300 000 Ké. Pritom
So =49, K =50, r =0,05 0 =0,2, T = 20 tydnu (0,38 roku). Cena opci
je 240 000. Banka tedy prodala o 60 000 draz nez je teoreticka hodnota. Jak

se muze pojistit proti rizikum a zarucit si zisk?

Resent. Uvazujme dvé strategie:

1. 1. strategie: nedélat nic (nekrytd pozice, naked position)
St < 50 = neplati nic, ma zisk 300 000
St > 50 = musi zaplatit 10° - (Sp — 50)

2. 2. strategie: kryta pozice. Banka v case t = 0 koupi 100 000 akcii.
Je-li St > 50, napt. St = 51, pak proda za 50, ale koupila za 49. M&
tedy dalsi zisk.

Je-li Sy < 50, napt. Sr = 40, na portfoliu ztrati 900 000 (z opci mé
zisk jen 300 000)

Podle Black-Scholesova vzorce by cena jisténi v pruméru méla byt 240 000,
ale strategie 1 a 2 maji velké vykyvy. Pokud se chceme drzet blizko 240
000, musime pouzit dynamické jisténi. Prvni dynamicka strategie se muze

na prvni pohled zdat idealni.
3. strategie: dynamicka stop-loss strategie:

- koupime akcii pokud cena vzroste nad K

- jakmile klesne cena pod K, opét prodame
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Pro S; < K tedy mame nekrytou pozici, pro S; > K méame krytou
pozici.
Tato strategie zdanlivé produkuje stejnou vyplatu jako opce. Cena

strategie je pro Sy > K rovna Sy, jinak je-li
Sy < K,
pak je cena 0. Celkem tedy za strategii zaplatime

max(Sy — K,0).

Prakticka realizace takové strategie ale narazi na zasadni problém: Je-li
Sy = K, nevime zda cena poroste nebo bude klesat (hypotéza efektivniho
trhu). Prakticky tedy musime kupovat pro K + e a proddvat pro K — e.
Pro ¢ — 0 ocekdvany pocet obchodu pujde do oco. Pritom kazda dvojice
obchodu znamend pro néas ztratu 2¢. Pripomenme jesté teoretickou vlastnost
Brownova pohybu, totiz Ze jeho trajektorie protne osu x nekoneé¢né mno-

hokrat v libovolné malém okoli 0.

Lemma 4.1. Je-li W, = K, kde W, je Browniiv pohyb, pak s pravdépodobnosti
1 trajektorie Wy nabgvd v intervalu (tg,to + 0) hodnoty K nekoneéné mno-

hokrdt pro libovolné malé 9.

4.3.2 Delta a A-hedging
A meéri rychlost zmény opcni ceny vzhledem ke zméné ceny akcie, tedy

oC
A==
S’

kde C je cena call opce a S je cena akcie.

Piiklad 32. Necht A = 0,6 pro Sy = 100 a C = 10. Upséni 20 call opci
muzeme tedy jistit koupenim 0,6 - 20 = 12 akcii. Zisk (ztréta) za opce je
jisténa ztratou (ziskem) z pozice akeii.

Napriklad pokud akcie vzroste o 1 K¢, pak mame zisk 12 K¢ na akciich a
ztratu —20 - 0,6 = —12 K¢ na opcich (kazdd opce jde dolu o 0,6 K¢).
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A opéni pozice je 0,6 - (—20) = —12.
A pozice v akciich je 12-1 = 12.
Celkova A portfolia je —12 + 12 = 0.

A =0 ... A-neutralni portfolio
Hodnota takového portfolia se neméni pii malém pohybu ceny akcie.
A se ale s casem méni, zavisi na S. Musime tedy provadét dynamicky hedg-
ing.
Plati
A(call) = &(dy),

kde

o In(Sy/K) + (r +0*/2)T
1= o/ T .

7 put-call parity mame

P+S=C+K-e'
Derivovanim podle S dostaneme

A
oS os a8 7

tedy
A(put) = A(call) =1 = ®(d;) — 1

Analogicky definujeme Delta portfolia. Necht 7 je hodnota portfolia A.

Pak
om

TS
Necht portfolio obsahuje w; i-té opce, pak

AA)

A(A) = Zw A,

kde A; je A i-té opce (z linearity derivace).
Piiklad 33. Ceskd banka méa 3 pozice v opcich na euro:
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1. dlouhou pozici na 10° call opcis K = 27 Ké aT = 3 mésice. A = 0,533,
2. kratkou pozici na 2-10° call opcis K = 28 Kéa T = 5 mésicti. A = 0, 468,
3. kratkou pozici na 5-10% put opcis K = 28 Kéa T = 2 mésice. A = — 0, 508.

Celkové delta portfolia tedy bude A(1+2+3) = 10°-(0, 533) —2-10°(0, 468) —
5.10%(—0,508) = —14 900 Banka mize tedy udélat portfolio A-neutrdlni
nakoupenim 14 900 Euro.

A zavisi na S, musime tedy portfolio dynamicky ”rebalancovat,” aby bylo
A-neutralni (prodej akcii + nédkup opci, nebo naopak).
Transakéni naklady: pro 1 opci je A-hedging netinosné drahy kvuli transakénim
nakladum. Pro velké portfolio je ale schudny, je tfeba jen jedna transakce

pro celé portfolio (v daném case).

4.3.3 Theta

O méif citlivost portfolia (hodnoty opce) na zménu casu, tedy

aC
So'q),(dl)'a T
Ofcall) = — 20— VT 1Ko T(dy),
(call) T (da)
kde ®'(dy) = e F

O je jiny typ parametru nez A, protoze ¢as je deterministickd promeénn4,
proti plynuti casu se nemé smysl jistit. © se v praxi pouziva jako nédhrazka

za I

4.3.4 Gamma
[' méfi rychlost zmény A vzhledem ke zméné ceny S, tedy

P 0A_7C
08 0S%

Malé I' znamend, ze A se méni pomalu, neni tieba tak ¢asto rebalancovat

pro udrzeni A-neutralniho portfolia.
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Velké I' naopak tikd, ze A je citlivé na zmény S. Je tedy nutné castéjsi
rebalancovani.

[' méri krivost grafu zavislosti ceny opce na cené podkladového aktiva. Pro
A-neutralni portfolio plati priblizné:

am =0 -at + A -aS+1T - (a8)? 4 o(at).
=0

['-neutralni portfolio:

Pozice v akcii ma I' = 0. Je tfeba nastroj (napt. opce), ktery ma I' # 0,
tedy ktery zavisi nelinedarné na cené akcie.

Je-li I'y gamma portfolia A a gamma opce je I'p, pak pridanim wr poctu
opci do portfolia méme I' =T'4 + wyl'p. Pro

—T4

To

dostaneme I' = 0, tedy I' neutralni portfolio.

wr =

Piidanim opce se zméni A portfolia, nebude tedy A-neutrdlni. Proto
musime jesté zménit pozici v akciich Tim se nezméni I'-neutralita, protoze
I"(akcie)=0.

Portfolio s A = 0 a I' = 0 je imunni i proti vétsim vykyvum ceny pod-

kladové akcie.

Priklad 34. Uvazujeme A-neutralni portfolio s I' = —3000. A a I' opce jsou
0,62 a 1,5. Pak portfolio bude I'-neutralni, jestlize pridame dlouhou pozici
v % = 2000 call opcich. Tim se zméni A portfolia z 0 na 2000 - 0,62 =
1246. Musime jesté prodat 1240 akcii, abychom dostali portfolio, které je

A-neutralni (a souc¢asné I'-neutralni).

Piimym vypoctem dostaneme hodnotu T',
d(d d'(d
T'(call) = 0b(dy) _ (dy)
95 SooV/T

Pro dlouhou pozici je I' > 0.
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4.3.5 Taylortuv rozvoj hodnoty portfolia v parametrech

Pripomenme, ze Tayloruv polynom 2. stupné pro funkci 2 proménnych mé

tvar
. 0 0 10?
£, )= o, 0) + 22 (o o) — o) + a—i(xo, ) ) + ga—gjiw ~)?
0% f 1 82f
Oznacme
of = f(z,y) — f(xo,v) ... piirustek funkce
0r =x — xg ... prirustek x
oYy =y — Yo ... prirustek y
Pak mame
f g 9 g, . 1 *f 0*f LPf .
of = 8x T+ == dy oy + - 5 9 2(8x) + axaya oy + 2 0 (Oy)

Necht 7 je hodnota portfolia, kde 7, o bereme konstantni. Uvazujeme tedy

7 jen jako funkci S a t. Dosazenim dostaneme

onr or 1 0%r 0% 10%r
o= s 98 + 3 ‘9“5@(5@ 205 208

=z (01)°

Tedy (po zanedbéni ¢lenu vyssiho fadu)
or=A0S + ©0t + F(@S)

Specidlné, pro A-neutralni portfolio mame

Or=00t + F((‘?S )2,
Pokud je portfolio A i I' neutrédlni, pak dostaneme

0m=0O0¢t.
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4.3.6 Vega

YV méii citlivost na zménu volatility ( vega neni fecké pismeno, v matematicky

orientované literatute se puvodné pouzivalo pismeno v). Mame

oC

V(call) = 9

Plati
V(call) = Sy - VT - &'(dy).

Velké vega znamenda velkou citlivost portfolia na zmény volatility. Pozice
v akcii ma vega rovno 0. I'-neutrdlni portfolio ma obvykle nenulové V a
naopak.

K sestaveni I' i V neutrdlniho portfolia jsou potifeba nejméné dva ruzné de-

rivaty na podkladovou akcii.

Priklad 35. Uvazujme A-neutralni portfolio A s

I'(A) =—5000, V(A)= — 8000.

Obchodovana opce O ma gamma 0,5, vega 2,0 a delta 0,6. Sestavte

gamma neutralni portfolio.

Resend. Portfolio bude V-neutrélni pokud koupime 8000/2 = 4000 opci. To
zvysi A na 4000 - 0,6 = 2400, tedy je treba prodat 2400 akcii, aby bylo opét
A-neutralni. I" se zméni na —5000 + 4000 - 0,5 = —3000.

Pro I a soucasné V neutralni portfolio musime mit k dispozici jesté dalsi

opci.

Piiklad 36. Necht navic dalsi obchodovand opce O, mé gamma 0, 8, vega

1,2 a delta 0, 5. Sestavte gamma i vega neutralni portfolio.

Reseni. Mame-li wy opci O a ws opci Oy pak chceme:

I': —=5000 + 0, 5wy 4 0, 8wy =0
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V1 —8000 + 2, 0w; + 1,2w, =0
Odtud dostaneme:
wy = 400
wy = 6000
Tedy koupime-li 400 opci O a 6000 opci O, pak portfolio bude I' i V neutralni.

Jeho A bude 400 - 0,6 4 6000 - 0,5 = 3240. Tedy musime jesté prodat 3240
akcii, aby bylo portfolio i A-neutralni.

Tayloruv rozvoj v proménnych S, t, o bude mit tvar

. om on or 10%n 9
87‘(‘—%85 + E@t + 8_0'80 + §w(85)

1
=A9S + 0t + Vo + 5F(aS)2

4.3.7 Rho
p méii zménu hodnoty opce (portfolia) v zavislosti na zméné tirokové miry.
oC
) = —
pleall) = =

Piimym vypoctem dostaneme

plcall) = K -T - e . ®(dy).

4.3.8 Vztah mezi A, © al

Ptipomenme si tvar Black-Scholesovy rovnice pro cenu derivatu f (naptiklad

f=CP...):

of of |1, o &
o T s T Y g T
Pro hodnotu 7 portfolia derivatu (na jednu stejnou podkladovou akcii) tedy
dostaneme 5 5 . o2
Im g . 9 tp2 2. 9
at+rSaS+20 S 95z =T
Odtud



Pro A-neutralni portfolio mame

1
@+§02-S2-F:T"ﬂ'.

Je-li © velké kladné, pak I' je velké zaporné a naopak. V A-neutralnim

portfoliu 1ze tedy © pouzit jako nahrazku I'.
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4.4 Priklady

Priklad 37. Uvazujeme A-neutralni portfolio s I' = 700. A a I' opce jsou
0,35 a 2,1. Sestrojte I'-neutrdlni portfolio).

Piiklad 38. Investor vlastni A-neutrdlni portfolio které ma I'(7) = 250 a
V(m) = —600. Sestavte gamma i vega neutralni portfolio s vyuzitim dvou
opci, z nichz prvni ma gamma 0,3, vega 1,0 a delta 0,7 a druhd opce mé

gamma 0, 5, vega 0,8 a delta 0, 3.
Piiklad 39. Dokazte, ze plati vztah
So®’(dy) = Ke "™ ®'(dy)
Priklad 40. S vyuzitim predchoziho prikladu dokazte, ze plati
Ao = P(dy).

Priklad 41. Dokazte vztah pro © call opce,

- Soq),(dl)O'

Ocanl = —TKS_TTCD(dQ) Qﬁ

Priklad 42. Odvodte vztah pro I' call opce,
Vypoctete limitu
Priklad 43. Odvodte vztah pro vega call opce,
Priklad 44. Vypoctete limitu I' pro S — oo a S — 0.
Piiklad 45. Dokazte, ze cena call opce je rostouci funkci volatility.

Priklad 46. Odvodte vztahy pro parametry citlivosti vyssich tadu - Speed,

Vanna, Vomma.

Priklad 47. Pomoci vztahu pro Speed najdéte hodnotu S pro kterou je

Gamma maximalni.
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Chapter 5

Implikovana volatilita

Mezi vSemi parametry Black-Scholesova modelu, tedy Sy, K, T, r, o,
je o je jediny parametr, ktery nelze pozorovat. Existuji dva zakladni zpusoby

pocitani s volatilitou:
- odhad z historickych dat
- pouzivani implikované volatility

Volatilita o méti nasi nejistotu ohledné zisku z akcie. V Black-Scholesové

modelu predpokladame
dSt = /.,LSt dt + USt th

tedy
ds
—t — ydt + o dW,
S}
7 Itoova lemmatu dostaneme

2
Sy = Sy exp OWT—%T+MT ,

odtud zlogaritmovanim

2
In Sy —1In Sy = oWy — %T+MT.

In S7 — In Sy mé tedy rozdéleni



odpovidajici Brownové pohybu s driftem. Odtud plyne ze In S ma sttedni

hodnotu 9
o
In S() + (,U, — 7) T

a rozptyl 0?T. Nahodn4 veli¢ina S mé log-norméalni rozdéleni, jinak feceno,

In ST mé normalni rozdéleni.. Mame
o xT
ST - SO e,

kde
a x mé rozdéleni

Stredni smérodatna odchylka z je tedy \/LT

Definice 5.1. Velicina x se nazyva mira zisku akcie,

0'2 0'2

5.1 Meéreni volatility

Volatilita je mira nejistoty o vynosech akcie. Typické hodnoty o jsou 0,15-
0,60.

Z predchoziho vime, ze x ~ N <p — %2, "—;), tedy o je stredni smérodatnd
odchylka miry zisku akcie za 1 rok.

Pro malé T =aAt méme

% ~ N (pat, o?at) .

Odtud plyne, ze ov/T je tedy stfedni smérodatns odchylka relativni zmény

ceny akcie za cas T.
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Piiklad 48. Predpoklddejme, ze o = 0,3 (30% roc¢né) a Sy = 50 Kc.

Stredni smérodatna odchylka procentualni zmény ceny akcie za 1 tyden je

/1
30 -/ = = 4,16%.
52 , 16%

Tedy pohyb o 1 odchylku je 50 - 0,0416 = 2,08 Ké¢.

pak

5.2 Odhad volatility z historickych dat

Oznacme
n+1 ... pocet pozorovani
S; ... cena akcie na konci i-tého intervalu, : =0,1,...,n
T délka casového intervalu v letech

Daéle necht

Si
Si—l)

a necht s je stiedni smérodatns odchylka wu;,

w; = In(

n

1
_ _a)2
s = n_lg(uZ u)?,

i=1

kde u je stfedni hodnota wu;.
Vime, ze stfedni smérodatnd odchylka u; je o - /7 a je tedy odhadem
o+/7. Odhad o je pak

o=

W

Obchodni x kalendarni dny:

V praxi se ignoruji dny, ve kterych se neobchoduje, tedy

volatilita za rok = volatilita za 1 obch. den - y/pocet obch. dnii za rok.

Zivotnost opce se s touto konvenci pocita jako

_ pocet obch. dnii do expirace
~ pocet obch. dnii za rok (=252)
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5.3 Implikovana volatilita a volatility smile

Pfipomenme, ze podle predpokladu Black-Scholesova modelu ceny akcie sle-
duji geometricky Brownuv pohyb, tedy pravdépodobnostni rozdéleni cen ak-

cie S; je lognormalni.

Empirické vysledky naopak ukazuji vyznamnou odchylku od tohoto predpokladu.
Nasledujici tabulka obsahuje procenta dnu kdy pohyby kursu jsou vétsi nez
1, 2, 3, 4, 5, 6 sttednich smérodatnych odchylek.

realita (% dni) lognormalni B.-S. model (% dnu)
> 1SS0 25,00 32,00
> 2 5SSO 5,00 5,00
> 3 5SSO 1,30 0,27
> 4 SSO 0,30 0,01
> 5 SSO 0,08 0,00
> 6 5SSO 0,03 0,00

Jak toho vyuzit? V zacdtcich pouzivani Black-Scholesova vzorce slo na této
velké odchylce profitovat. Stacilo nakoupit opce hluboko mimo penize, po-
dle Black-Scholesova modelu jsou velmi levné, a ¢ekat. Protoze velké vykyvy
maji daleko vétsi pravdépodobnost nez v lognormalnim modelu, nékteré opce
se dostaly do penéz.

Pii pouziti Black-Scholesova modelu v praxi se dovoli, aby volatilita
zavisela na realizacni cené opce a case do expirace.

Ze skutecnych trznich cen opci dopocitame volatilitu v Black-Scholesové
vzorci, ktera vede k této cené. To je implikovand volatilita.

Pokud by Black-Scholesuv model beze zbytku platil, pak by tato volatilita
byla stejnd pro vSechny realiza¢ni ceny K. Ve skutecnosti ale o zavisi na K
(volatility smile, skew).

Tvar této zavislosti zavisi na povaze podkladového aktiva. Budeme uvazovat

dva zakladni ptripady.
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Figure 5.1: Volatility smile Figure 5.2: Volatility skew

5.3.1 Opce na sménné kurzy

Pripomenme, Ze hodnota opce v ¢ase t = 0 je rovna diskontovanému ocekavani
hodnoty opce v ¢ase expirace t = T', vzhledem k risk-neutralni pravdépodobnostni
mifte.

Levyj i pravy chvost skuteéného rozdéleni je "tézsi” (vétsi) nez u lognormélniho

rozdéleni.

Uvazujeme call opci s realiza¢ni cenou K,. Opce bude v penézich pro Sy >
K5. Pravdépodobnost toho, ze Sp > K5 je vétsi pro skutecné rozdéleni nez

pro lognormalni. Z toho plynou nasledujici dusledky:

Vétsi pravdépodobnost = vétsi ocekdvani = vétsi cena opce = vétsi volatilita

= zvednut{ grafu implikované volatility = ”pulka” volatility smile.

Tak dostaneme levou pulku volatility smile. Analogicky pro K; uvazujeme
put opci s realizaéni cenou K. 7 put-call parity plyne, ze implikované
volatilita je stejna pro put i call opci se stejnymi parametry.

Stejnym argumentem dostaneme druhou pulku volatility smile.

5.3.2 Opce na akcie

Levy chvost je u skuteéného rozdéleni vétsi nez u lognormalniho rozdéleni,
pravy chvost je mensi.
Dostaneme tedy jen levou pulku volatility smile, celkové dostaneme graf

smérujici Sikmo dolu, ktery se nazyva skew.
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Ukazuje se, ze velké rozsifeni stejnych jistici strategii sice snizuje riziko
kazdému jednotlivému investorovi, ale vede naopak k vétsi volatilité celého

trhu. Mechanismus ktery A-hedging pusobi funguje takto:

pohyb ceny nahoru = ndkup = dalsi rust ceny

pohyb ceny dolu = prodej = dalsi pokles

Jisteéni tedy zesiluje pohyb cen a tim zvysuje celkovou volatilitu na trhu.

5.4 Plocha implikované volatility

Jak se ukazuje, u skuteénych ceny opci nezavisi implikovana volatilita jen
na realizacni cené, ale také na case expirace. Tak vznika ”casova struktura
volatility (volatility term structure).

Volatilita byva rostouci funkei ¢asu pokud je soucasna volatilita historicky
nizka. Duvodem je ocekavani investoru ze dojde k jejimu narustu. Naopak,
pokud je soucasna volatilita historicky vysoka, pak volatita bude klesajici
funkci casu, opét kvuli ocekdavani jejiho poklesu.

Plocha implikované volatility dava soucasné zavislost implikované volatil-
ity na case a na realizacni cené. Kdyz obchodnik s opcemi chce ocenit novy
opéni kontrakt, pozije ptislusnou volatilitu kterou mu dava plocha impliko-
vané volatility.

Jednotlivymi ¢asovymi fezy plochy volatility dostaneme volatility smiles
pro ruzné doby expirace. Jak ¢as do expirace roste, volatility smile obvykle
byva méné vyrazny.

V souvislosti s predchozimi fakty se nabizi otézka jaka je redlnd role
Black-Scholesova modelu pii praktickém ocenovani opci. Podle nékterych
nazoru slouzi predevsim jako interpola¢ni nastroj, ktery pomaha k tomu, aby
konkrétni opce (zejména OTC opce) byly ocenény konzistentné s ostatnimi

opcemi dostupnymi na trhu.
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5.5 Piiklady

Priklad 49. Jaky typ volatility smile budeme pravdépodobné pozorovat
pokud oba chvosty pravdépodobnostniho rozdéleni cen akcie jsou lehéi nez u

lognormalniho rozdéleni?

Priklad 50. Jaky typ volatility smile budeme pravdépodobné pozorovat
pokud pravy chvosty pravdépodobnostniho rozdéleni cen akcie je tézsi a levy

lehéi nez u lognormalniho rozdéleni?

Piiklad 51. Dokazte, ze implikovana volatilita je stejnd pro put i call opci

se stejnymi parametry (vyuzijte k dukazu put-call paritu).

Piiklad 52. Jaky typ volatility smile budeme pravdépodobné pozorovat pii
skocich v cenach podkladového aktiva? Bude vyraznéjsi pro opce s kratsi

nebo delsi dobou splatnosti?

Piiklad 53. Pouzijte redlnd data pro opce na zvolenou akcii (napfiklad
z databaze Bloomberg) a vypoctéte implikovanou volatilitu v zdvislosti na
realizacni cené a na case do expirace. Znazornéte graficky vyslednou plochu

implikované volatility.
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Chapter 6

Exotické opce

V této kapitole se budeme zabyvat méné obvyklymi opénimi kontrakty, pro
které se ujalo oznaceni exotické opce

Evropské a americké opce se obvykle oznacuji jako plain vanilla (obycejné).
Maji standardni vlastnosti a obchoduji se ve velkém mnozstvi. Ostatni méné

standardni produkty se oznacuji jako exotické.

6.1 Packages

Jako prvn{ pifklad uvedme balicky, predstavujici portfolia slozend z evropskych
opci, forwardu, podkladovych akcii, hotovosti.
S priklady balickt jsme se jiz setkali v ¢asti vénované opénim strategiim.

Jako pifklad takového balicku uvedme flexibilnd forward

Priklad 54. Flexibilni forward sestavime z jedné put opce nakratko s real-

iza¢ni cenou K a jedné call opce nadlouho s realizacni cenou Ky > Kj.

- kratka pozice: zarucuje, ze podkladové aktivum muzeme prodat za

néjakou cenu mezi K a Ko

- dlouh& pozice: zarucuje, ze podkladové aktivum muzeme koupit za

néjakou cenu mezi K a Ko
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6.2 Nestandardni americké opce

Nestandardni americké opce jsou charakterizovany omezenim na dobu up-
latnéni. Pripomenme, ze standardni americké opce muzeme uplatnit kdykoli
do casu expirace.

Uvedme nékolik piikladi typickych omezeni na dobu uplatnéni:

a) uplatnéni opce je omezené na ur¢itd data (Bermudské opce)
b) uplatnéni opce je mozné jen po ¢ést zivotnosti opce, napi.: od jistého data

¢) realiza¢éni cena se muze ménit béhem zivotnosti opce

6.3 Slozené opce

Slozené opce jsou opce, jejichz podkladovym aktivem je opét opce. Davaji
tedy pravo koupit, piipadné prodat podkladovou opci s danymi parametry
ve stanovaném case za stanovenou cenu.
V zavislosti na typu jak opce samotné tak jeji podkladové opce rozlisujeme
4 typy slozenych opci
— call na call
— call na put
— put na call
— put na put
K popsani takové opce tedy potiebujeme 2 realizaéni ceny a 2 realiza¢ni
data. Tyto opce se daji ocenit za predpokladi Black-Scholesova modelu,
pomoci 2-dimenzionalniho normélniho rozdéleni
Uvazujme pro konkrétnost ocenéni opce Call na call. Pro ostatni typy je
situace zcela analogicka.
V case 1. expirace 177 ma drzitel pravo koupit call opci za cenu K7, ktera
mu dava v ¢ase Ty pravo koupit podkladové aktivum (akcii) za cenu K.

Evropska call na call ma v case t = 0 hodnotu

Vo = So-M(ay,bi; /T /To) — Ko~ € "> M (ag, by; /T1 ) T) — e - K, - ®(ay),
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kde
 In($6/S") + (r + 0*/2)T3

ap = 0\/7_11 )
~ In(So/K) + (r+02%/2)T
— T ,

M (a, b; p) je sdruzend distribuéni funkce 2-dimenzionalniho normalniho rozdéleni

as = ay — o/ 1,

b1 b2 = b1 — 0 TQ,

s korelacnim koeficientem p, tedy
M(a,b;p) = P(X <a &Y <),

kde X a Y maji 2-dimenzionalniho normalni rozdéleni s korelacnim koefi-
clentem p.

S* je cena aktiva v ¢ase T pro kterou je cena call opce v ¢ase T7 rovna Kj.
Tedy pokud S; > S* slozend opce bude uplatnéna (v case T7),

S1 < 5* slozené opce bude uplatnéna (v case 17).

6.4 Chooser options

Chooser options jsou opce "na vybér” (alternativni anglicky nézev — "as you
like it“) V predem daném case T se drzitel rozhodne, zda jde o call nebo

put opci. Tedy hodnota v ¢ase T} je
max(C, P),

kde C' je hodnota ptislusné call opce a P je hodnota piislusné put opce.
Pokud realiza¢ni ceny obou jsou stejné, rovny K, potom mame podle put-call

parity:
max(C, P) = max(C,C + K e "™271) _ §)) = C' 4+ max(0, K e "1 _ g,
Tedy chooser opce je ekvivalentni dvéma opcim:

- 1 call opci s realiza¢ni cenou K a dobou expirace T5

r(Te—T1)

- 1 put opci s realiza¢ni cenou K - e~ a Casem expirace 7T7.

Tyto dvé opce muzeme ocenit podle Black-Scholesova modelu.
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6.5 Bariérové opce

Bariérové opce rozlisujeme jednak podle typu bariéry, podle toho zda jeji
dosazeni aktivuje nebo deaktivuje opci, a dale podle vzajemné polohy bariéry

a soucasné ceny.

Knock-in:

opce zacina platit jen pokud cena akcie dosahne bariéry H v ¢ase 0 az T'.

Knock-out:

opce je bezcenna pokud cena akcie dosahne bariéry H v ¢ase 0 az T'.

Podle polohy bariéry a soucasné ceny rozliSujeme opce v zavislosti na tom,
zda H > Sy Necht (bariéra shora), nebo H < Sy (bariéra zdola).

H < Sy: down-and-in H > S, : up-and-in
down-and-out up-and-out

Pro konkrétnost uvazujme hodnotu Cy; down-and-in call opce. Hodnota v

case t = 0 této opce je

Cus = Sy <£>2A D(y) K- eT (SEOYH D (y - aﬁ) ,

kde

2 2 .
Ao T2 In(H°/S-K) /T

o2 4 ovVT
Plati
C=Cyu+Cy

odkud plyne, ze call down-and-out opce ma hodnotu
Cao = C = Cy;.

Analogick0 vztahy plati pro C,; a Cy, (up-and-in, up-and-out call opce).

6.6 Binarni opce
Binarni opce je charakteristicka nespojitou vyplatni funkei.
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Opce typu Cash-or-nothing call méa vyplatu

v 0 pokud Sy < K
1@ pokud Sy > K’

kde @ je pevné dana hodnota.
Vzhledem k risk-neutralni miie je pravdépodobnost, ze cena v Case ex-
pirace bude vétsi nez K, rovna ®(dy).

Tedy cena cash-or-nothing call opce je rovna:
e Q- B(dy).
Analogicky cash-or-nothing put opce ma hodnotu

e_TT : Q . @(—dz)
Dalsim typem binarni opce je Asset-or-nothing call, ktery ma vyplatni funkci

v — 0 pokud S < K
B Sy pokud Sp > K

Obyc¢ejna call opci je zfejmé rovna asset-or-nothing — cash-or-nothing,
pro @ = K.

6.7 Look back opce

Vyplata look back opce zavisi na maximu (piipadné minimu) ceny aktiva

béhem zivota opce. Pro evropskou look back call opci bude vyplata rovna

St — min S;.
te(0,T)

Tedy opce ndm umozni koupit akcii za minimalni cenu dosazenou béhem

Zivota opce.
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Pro put opci je vyplata

max S; — Srt.
te(0,T)

Opce nam umoznuje prodat za maximalni cenu dosazenou béhem zivota opce.

Pro stanoveni maxima, piipadné minima musi byt v opénim kontraktu
stanoven presny algoritmus ze kterych hodnot se maximalni (miniméln{) hod-
nota urcuje. Napftiklad to mohou byt uzaviraci ceny podkladové akcie kazdy

obchodovaci den na konkrétnim trhu.

6.8 Shout options

Y

Drzitel shout opce ma moznost 1-krat za dobu zivota opce "zavolat” na
prodejce opce. Na konci obdrzi bud obvyklou vyplatu, nebo vnitini hodnotu

opce v case zavolani. Oznacme cas zavolani 7. Vyplata tedy je
max(0, S — S;) + (S, — K).
Hodnota v ¢ase 7 je tedy soucasnd hodnota (S; — K) plus hodnota evropské

call opce s expira¢ni cenou ;.

Dalsi postup ocenéni je analogicky jako u americké opce.

6.9 Asijské opce

Vyplata u asijskych opci zavisi na priméru ceny aktiva za obdobi zivotnosti
opce. Jednim z duvodu pouzivani téchto opci je fakt, ze znemoznuji velkym
investorum manipulovat s cenami podkladového aktiva tésné pred vyprsenim
opcniho kontraktu.

Asijska call opce méa vyplatni funkci

max(0, Spramer — K)

Asijska put opce ma vyplatni funkci
max(0, K — Sprimer)
Pro geometricky prumeér existuje ocenovaci formule zatimco pro aritmeticky

prumeér neexistuje.
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6.10 Piiklady

Piiklad 55. Odvodte alternativni rozklad chooser option na call opci s ex-

piraci v case T} a put opci s expiraci v case T5.

Priklad 56. Bude lookback call opce hodnotnéjsi nebo méné hodnotna kdyz

se zvysi frekvence pozorovani ceny aktiva pro vypocet minima?

Priklad 57. Bude down-and-out call opce hodnotnéjsi nebo méné hodnotné
kdyz se zvysi frekvence pozorovani ceny aktiva pro urcéeni zda byla prekroc¢ena

hranice?

Piiklad 58. Vysvétlete, proc¢ je mozné obycejnou evropskou call opci zapsat

jako soucet down-and-out a down-and-in evropské call opce.

Piiklad 59. Vyjadrete standardni evropskou put opci jako soucet dvou

bariérovych opci typu up-and-out a up-and-in
Priklad 60. Necht Sy < H < K. Vypoctete cenu up-and-out call opce.

Piiklad 61. Necht ¢, p; jsou ceny asijskych opci typu average price, ¢, po
jsou ceny asijskych opci typu average strike, a c3, p3 jsou ceny standardnich

evropskyxh opci. Dokazte, ze plati
€1+ Cy— €3 =p1+Pp2— P3.

Piiklad 62. Odvodte vztah pro cenu Forward start opce (Hull).
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Chapter 7

Derivaty urokovych mér

V ptedchozich kapitolach jsme predpokladali, ze irokova mira r je konstantni.
Ted tento zjednodusujici predpoklad opustime a dovolime, aby se r ménilo v

case.

7.1 Trzni cena rizika

Uvazujeme derivat, jehoz hodnota zavisi na jediné proménné 6. Predpokladejme,

ze 0 se 1idi stochastickou diferencialni rovnici

%zrmdt + s dW,

kde W je standardni Wieneruv proces, m a s mohou zaviset na # a na t.

6 muze byt napr. cena akcie, cena ropy, ...

Necht f; a f, jsou ceny 2 derivati zavislych jen na 6 a t. Jejich vyplata

je funkci 6 v néjakém budoucim case. Predpokladejme, ze f; a fo splnuji

rovnice q
i = U1 dt+01 dVV,
fi
d
ﬁ :ugdt—i—ang/V,
f2
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kde gy, po, o1, 09, jsou funkce 6§ a t. W je tentyz proces ve vSech tiech

rovnicich. Ndhodny ¢len AW muzeme vhodnou kombinaci f; a f5 eliminovat:

Afi = prfiat + oy f1aW /- oaf
Afy = pofort + oo forW /- (=o1f1)

Uvazujme portfolio, které obsahuje mnozstvi oy fs 1. derivatu a mnozstvi

—o1f1 2. derivatu. Necht 7 je hodnota tohoto portfolia. Pak

T =o0zfof1 —o1f1]2

AT = 03 forfi — o1 fiafe = pa faoa fiat — oy fips font

Takové portfolio je tedy bezrizikové a musi platit (z neexistence arbitraze)
AT =71 T -Al,

kde r je bezrizikova urokova mira.

Dosazenim dostaneme:

AT = oy forfi — o1 fiafa = r(oafafi — o1 f1fa)at
(oapr frfo — orpiafofi)at = r(oafofi — o1 fif2)at
O2ft1 — U201 =T02 —T01

oo(pr — 1) = o1(p2 — 1)

H1—T H2 —T ..
= = zavisi pouze na ¢
01 02
N—— N——

parametry fi parametry fo
Dokazali jsme tedy, ze je-li cena derivatu zavislého jen na 6 a t rovna f,
splnujici rovnici

de:udt—i-adT/V,

pak

plati pro vSechny takové derivaty.
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Definice 7.1. )\ se nazyva trini cena rizika veli¢iny 6

Obecné je A funkci 6 a t. Hodnota
p—r=XA-o

je mira rizika souvisejici s € obsazena v f. Mame tedy:

...cena rizika

prava strana = mira rizika - cena rizika

leva strana = ocekavany zisk pridany k bezrizikové mite, ktery kompenzuje

toto riziko

Piiklad 63. Uvazujme derivat, jehoz hodnota je zavisld na cené ropy (v
kladném sméru; t.j. roste-li cena ropy, roste cena derivatu) a nezavisi na
jinych proménnych. Predpoklddejme, Ze ocekavany zisk je 12% rocne, volatilita

je 20% roéné a necht r = 8%. Trini cena rizika ropy je tedy

0,12 — 0,08
T =0,2.

Pripomenme, ze vyménou pravdépodobnostni miry za ekvivalentni muzeme
dosdhnout zmény koeficientu driftu (Cameron-Martinova véta pro konstantni
drift, Girsanova véta pro obecny stochasticky drift).

Pouziva se také nasledujici alternativni terminologie: vybér pravdépodobnostni
miry ur¢uje ”svét,” ve kterém plati urCita cena rizika ("mira” ~ cena rizika).

Cena rizika = 0 pak odpovida risk-neutralnimu svétu.

Necht opét f je cena derivatu zdvislého na proménné 6. Piedpoklddejme,

ze se T{d{ stochastickou diferencidlni rovnici
df = pfdt+ofdW,

kde W je standardni Wieneruv proces, i a o jsou funkce t a 6.
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Hodnota p zavisi na vztahu investora vuéi riziku. Ve svété, kde cena

rizika je rovna 0 (risk-neutralni svét), mame

=BT
g

=0 <= p=r,

tedy
df =rfdt+ofdW.

To plati v standardnim risk-neutralnim svété (cena rizika odpovida vybéru
pravdépodobnostni miry). Pfipomenme si v této souvislosti jesté matemat-

icky popis vztahu investora k riziku.
Priklad 64.
Volba I: dostaneme s jistotou 50 K¢

Volba II: s pravdépodobnosti % dostaneme 100 K¢, s pravdépodobnosti %

dostaneme 0 Ké

Ocekavani je pro obé volby stejné (50 K¢). Volba I mé rozptyl 0 (nulové

riziko), volba IT m& nenulové riziko.
Investor je

1. rizikové neutralni, pokud obé volby jsou ekvivalentni
2. rizikové averzni, pokud volba I je pro néj lepsi (vétsina investoru)

3. vyhledavajici riziko, pokud volba II je pro néj lepsi (hazardni hraci)

Jiné predpoklady o trzni cené rizika davaji ”jiné sveéty.” Obecné mame

w=r-+Ao

df =(r+Xo)- fdt+ofdW. (7.1)

Trzni cena rizika tedy urcuje miru rustu vSech derivatu zavislych na dané
proménné. Pii prechodu od jedné ceny rizika k jiné se méni koeficient rustu,

ale volatilita zustava stejna.
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Pro urcitou hodnotu ceny rizika dostaneme realny svét, to co pozorujeme

vV praxi.

Pripomenuti: Ttouv proces je martingal pravée tehdy, kdyz koeficient u dt

je identicky rovny nule, tedy

4 = o(t,0) - dW.

Vime, Ze pro martingal plati

E(9T> = 90

7.2 Numeraire

Pojem numeraire zachycuje volbu jednotek které pouzijeme pro vyjadieni
ceny aktiva.
Necht f a g jsou ceny obchodovatelnych aktiv, zavisejici na jednom zdroji

nejistoty.

Definice 7.2. Hodnota
o=1

g

se nazyva relativni cena f vzhledem ke g.

® muzeme chépat jako cenu f vyjddienou v jednotkéch g, namisto korun.

Aktivum ¢ se nazyva numeraire.

Véta 7.3. Za predpokladu neexistence arbitrdze je ® martingal pro néjakou

volbu trini ceny rizika. Touto volbou je volatilita g.

Proof. Necht volatility f a g jsou o a 0,. Z rovnice 7.1 méme (za trzni cenu

rizika bereme volatilitu g, tedy o,):

df = (r+o,-04) f dt+op f AW
dg = (7”—1—092) g dt+o, g dW.
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Itéovo lemma (pouzité na funkei In) dava
O’f2
dn f = (rJrag-af—?) dt +opdW

2
dlng — (r—l—%) dt + o, AW

d(lnf—lng) = <ag-0f—%f?—%g2> dt + (af—ag> dw
2
d (ln (g)) = —%(af —0g> dt + (O'f —ag> dw.

Aplikaci Itoova lemmatu na proces 5 a funkci In dostaneme

TORE

Tedy ® = § je martingal. [

Tedy

Svét, ve kterém je cena rizika rovna volatilité g, budeme nazyvat (forward)-

risk-neutralni vzhledem k g.

Podil i je tedy martingal, odkud plyne
g
h_g, (4)
9o gr

fr
Jo =90 Eqg (— ;
gr
kde E, je ocekdvand hodnota v risk-neutrdlnim svété vzhledem ke g.
Volby numeraire:
1. Penézni trh jako numeraire:

Penézni trh je aktivum, které v case ¢ = 0 méa hodnotu 1 K¢ a ziskava
okamzitou bezrizikovou miru r v libovolném ¢ase, (kde r muze byt stocha-
stické).
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Je-li g hodnota penézniho trhu, pak
dg=r-g-dt

Drift je stochasticky, ale volatilita g je rovna 0. V risk-neutrdlnim svété

vzhledem ke g je tedy cena rizika rovna 0.

fozgoﬁ(f—T)>
gr

kde E je ocekavani ve standardnim risk-neutralnim svété. Dale

Mame

go=1 a gTzefoTrdt

tedy
fozﬁ(e_fgrdt'fT> ;
neboli
Jo= E (GJT : fT) )
kde

1 T
T:T/O ’T‘dt

je aritmeticky prumér hodnoty r mezi ¢asy 0 a T

2. Bezkuponovy dluhopis jako numeraire:

Necht P(t,T) je cena v ¢ase t bezkuponového dluhopisu, ktery vyplati 1$ v
case T. Polozme g rovno P(t,T).

E7r bude oznacovat ocekavani ve svété, ktery je risk-neutralni vzhledem k
P(t,T).
Protoze gr = P(T,T) =1 a gy = P(0,T), rovnice

fO =4o- Eg <ﬁ>
gr

fo="P(0,T)-Er(fr)| (7.2)

Tedy oproti penéznimu trhu je diskontovéni (pomoci P(0, 7)) mimo operator

dava

ocekavani. To zjednodusi ocenovani derivatu, které zavisi jen na hodnotach

v case T'.
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Necht @ je stochastickd proménnd, riznd od trokové miry. Forwardovy

kontrakt na 6 se splatnosti v case T' je definovan jako kontrakt s vyplatou
0r — K

v éase T, kde 07 je hodnota v ¢ase T a K je realiza¢ni cena. Necht f oznacuje

hodnotu kontraktu. Dale mame
Jo=P(0,T) - [Er(0r) — K].

Forwardova cena F' je ta hodnota K, pro kterou je fo = 0. Tedy
P(0,T) - [Er(fr) — F] =0

odkud plyne
F =Er(6r).

Tedy forwardova cena proménné 6 je ocekavani budouci ceny ve svété risk-
neutralnim vzhledem k P(t, 7).

7.3 Rozsireni Black-Scholesova modelu pro stocha-
stickou trokovou miru

Uvazujeme evropskou call opci s ¢asem expirace T. Podle (7.2) mame
C = P(0,T) - Er[max(Sy — K,0)],

kde St je cena akcie v case T', K je realiza¢ni cena opce.

Necht R je zero rate (T-roéni okamzitd trokova mira T-roéni),
P(0,T) = e 1,

tedy
C= e_RT : ET [maX(ST - K, 0)]

Predpokladejme, ze St je lognormalni v risk-neutralnim svété vuci P(t,T)
se stfedni smérodatnou odchylkou W. Dostaneme (jako pii odvozeni stan-

dardnfho Black-Scholesova vzorce)
ET[maX(ST — K, O)] = ET(ST) . CD(dl) — K- (b(dg),
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kde

gy = B S/ K e

 In[Br(Sp)/K] — W?/2
o - .

w

Er(Sr) je forwardové cena akcie pro kontrakt se splatnosti v case 7.

7 neexistence arbitraze plyne, ze
ET<ST) = S() . eRT.
Celkem tedy
C =8y ®(d)— K- e . d(dy),
kde
_ In[So/K]+ RT +W?/2

_ In[Sy/K] + RT — W?/2

dl - ) d2 W

w

Plati-li W = o - /T, pak dostaneme piesné Black-Scholesuv vzorec s r

nahrazenym R.

7.4 Ocenovani derivati trokovych meér

Vyplata takovych derivatu zavisi na urovni tdrokové miry. Ocenovani je

vvvvvv

- pro fadu produktu je tfeba mit model, ktery popisuje chovani celé

vynosové krivky,

- urokové miry jsou pouzity jak pro diskontovani, tak pro definici vyplaty

7 derivatu.

7.4.1 Blackuv model

Méjme evropskou call opci na proménnou V. Oznacme:
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T ... cas do expirace opce

F ... forwardova cena V na kontrakt s expiraci v ¢ase T
Fy ... hodnota F' v case 0 (kontrakt uzavieny v ¢ase 0)
K ... realiza¢ni cena opce

P(t,T) ... cenav ¢ase t dluhopisu vyplacejictho 1$ v case T
Vo ... hodnota V v case T’

o ... volatilita F

Pro ocenovani opce:

1. Predpoklddejme, ze In Vpr ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou
Fy a smérodatnou odchylkou ov/T.

2. Diskontujeme ocekavanou vyplatu pomoci T-ro¢ni okamzité trokové

miry (coz je ekvivalentni vynédsobeni vyplaty faktorem P(0,7)).

Vyplata z opce je
max(Vr — K, 0).

Z lognormélniho rozdéleni dostaneme (jako u Black-Scholesova vzorce):
E(maX(VT - K, O)) = E(VT) : q)(dl) — K- (I)(dg),
kde E(Vr) je otekdvand hodnota Vi a

In[Er(Vy)/K] + 0®T/2 _ WEr(Vp)/K]-0’T/2 o
oVT k= oVT =di-ovT

dy =

Protoze predpokladdme, ze E(Vr) = Fy, mame
= P0.T) - [Fy @(dy) — K B(dy)]. (73)

kde
In[Fy/K] + 0T/2
dy = . dy=dy — aVT.
1 O'\/T 2 1

Podobné pro put opci:
P=P0,T)[K ®(=ds) — Fo (—d1)].

V tomto modelu nepredpokladame geometricky Brownuv pohyb pro vyvoj

ceny (uvolnéni predpokladi Black-Scholesova modelu).
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7.4.2 Opce na dluhopisy

Nékteré dluhopisy maji opce ”zabudované v sobé.”

Callable bond: dluhopis, ktery dovoluje firmé, ktera ho vydala, odkoupit

jej zpatky za uréenou cenu, v uréenych ¢asech v budoucnosti.

Tedy drzitel vlastné prodava call opci na tento dluhopis firmé, ktera ho
vydala.

Na ocenéni evropské call opce na dluhopis pouzijeme Blackiuv model.
Predpokladejme, ze cena dluhopisu v ¢ase T je lognormalni.

Rovnici (7.3) muzeme pouzit (s Fy rovnou forwardové cené dluhopisu Fp a

o rovno forwardové volatilité dluhopisu o). Dostaneme
C'=P(0,T)-[Fp ®(d) — K ®(dy)]
pro call a
P=P(0,7T) K ®(—dy) — Fg ®(—dy)],
pro put, kde

IH[FB/K] +UB2T/2
1 UB\/T a 2 1 — 0BV

F se vypocita podle vztahu

By — I
F p—
BP0, T)

kde I je soucasna hodnota kupont a By je cena dluhopisu v case 0.
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Chapter 8

Numerické metody ocenovani
evropskych opci

V této kapitole ukazeme jak ocenovat evropské opce numericky. V tomto
piipadé mame explicitni vzorec pro jejich hodnotu a numerické metody pouzit
nemusime. Nicméné v pripadé americkych opci nemame jinou moznost nez
pouzit numerické metody, které jsou zalozeny pravé na rozsiteni prislusnych
numerickych metod pro evropské opce. Tomu se budeme vénovat v nasledujici

kapitole.

8.1 Explicitni metoda

Black-Scholesovu rovnici nejdiive prevedeme na standardni rovnici vedeni
tepla (viz. Stochastickd analyza). Uvazujme tedy rovnici
ou  J%u
ot Ox2

na oblasti R x (0,7, s pocatetni podminkou (transformovanou vyplatni

(8.1)

funkei prislusné opce)
u(z,0) = (x) (8.2)
a pretransformovanymi okrajovymi podminkami pro x — 4oo (pfipomernme
ze napriklad pro hodnotu call opce V(5,¢t) plati V—=0pro S - 0aV — S
pro S — 00).
Jako prvni krok budeme diskretizovat oblast R x (0,7"). Zvolime pros-
torovy krok h > 0 a ¢asovy krok k£ > 0. Predpokladejme, ze k = %, jinak
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feceno m je pocet délicich podintervalu intervalu (0,7). V oblasti R x (0,7)

uvazujme sit mifzovych bodu
x; =th, €7, ti=jgk, 7=0,...,m. (8.3)
Aproximaci feeni v mifzovém bodé (z;,t;) oznaéme u!, tedy
ul = u(z;, ). (8.4)

Parcialni derivace budeme aproximovat prislusnymi diferencemi. Uvazujme
Tayloruv rozvoj 2. fadu v bodé (z;,t;) . Mame ;41 —x; = x; — ;1 = h,
tedy

ou 10%u , 3
w(Ziv, ty) = ulzi, t;) + Oxh + §a—h +O(h”) (8.5)
a analogicky
ou 1 0%u
U($i_1, t]) = U(l‘i, tj) — gh + éﬁhz + O(h3> (86)
Odectenim
j au 3
ul, g —ul 2(’9_h + O(h) (8.7)
a vydélenim h
ou ul, | — uf,

s chybou O(h?) pro h — 0. To je aproximace prvni derivace pomoci centrdlni
diference.
Sectenim rovnic (s pfiddnim ¢lenu 3. fadu, které se vyrusi) dostaneme

po tUpravé a vydéleni h? aproximaci druhé derivace

0%u — 2u] 4+ ul_ L

or g(xlvt )) ~ Z+1 B2 (89)
Pro ¢asovou derivaci pouzijeme aproximaci pomoci dopredné diference.
Méme
ou 9
Odtud -
ou wl™ —ul
—(x,t;) ~ ——L 8.11
Sl ) ~ (8.11)



s chybou O(k).
Dosazenim aproximaci do rovnice vedeni tepla dostaneme pro uz rovnici
gH - Ui _ ungl - 2“? + qu
k N h?
s chybou O(k + h?) pro h,k — 0. Tedy hodnotu na ¢asové vrstve j + 1 lze

“ (8.12)

explicitné vyjadrit pomoci hodnot na vrstveé j,
W =yl |+ (1= 2y)ul + yugﬂ, (8.13)

kde v = %

Pro konecnost vypoctu musime jesté omezit obor proménné x. Zvolime N
tak velké, abychom hraniéni hodnoty u’ N @ ugv mohli aproximovat pomoci
okrajovych podminek.

Oznacme v/ vektor feseni na casové vrstve j, tedy

uj = (U’j—N-;-lJ"'?ujfl?u&ujl ---,Ugv_l) (814)

je vektor v R?M~=1 V maticovém zéapisu tak dostaneme

W = Aul + ¥ (8.15)
pro j=0,...,m — 1, kde A je tridiagondlni matice tvaru
1-2y «v
v 1=2y v
A= v (8.16)
Y
v 1=2y
a .
'VUJ_N
0
V= : (8.17)
O.
ity

Pokud plati takzvana Courant-Lewy-Fridrichsova podminka stability

, (8.18)

N | —

0<~v<
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tedy
k < 1
h? = 2
pak je explicitni metoda stabilni. To znamen4, ze ptiblizna feseni konverguji

(8.19)
pro h, k — 0 k pfesnému teseni.

8.2 Metoda binomického stromu

Pokud zvolime

h =2k (8.20)

bude v = 3 a ¢len s koeficientem 1 — 2y = 0 v (8.13) vypadne. Metoda pak

ma tvar . )
wltt = iuf_l - §u{+1, (8.21)
tedy uf 1 je aritmeticky pramér hodnot FeSen{ ve vrstve t;.

Vypocet je tedy analogicky ocenovani opce pomoci binomického modelu,

tak jak je probirdn v predchéazejicim textu.

8.3 Implicitni metoda

V implicitni metodé pro aproximaci casové derivace namisto doptedné difer-

ence pouzijeme zpétnou diferenci,

ou ul — !

s chybou O(k). Tedy u! spliuje rovnici
J

j—1 J J J
u; — Uy o U — 2u; + w4

i - (8.23)
opét s chybou O(k + h?) pro h,k — 0. Tedy
—’YUgfl + (1 + 27)“5 - 'Yugﬂ = ug_l (8.24)

kde v = % Omezime se opét na kone¢énou posloupnost prostorovych bodu

ri,t=—N+1,... N — 1. Pak dostaneme soustavu rovnic
At =l b (8.25)
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pro j = 0,...m—1, kterou vyfesime vhodnou numerickou metodou (obvykle

iteracni metodou, viz. nize). A je v tomto pripadé matice

1+ 2y vy
v 142y v
A= Yoo (8.26)
v
v 142y
a b je vektor
'VUj_N
0
b = : (8.27)
0
Yy

kde hodnoty teseni v krajnich bodech x_x a xy aproximujeme pomoci okra-
jovych podminek.
Hlavni vyhodou implicitni metody je stabilita pro libovolnou hodnotu ~.

Posloupnost ptibliznych feseni tedy vzdy konverguje k presnému feseni.
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8.4 Priklady

Piiklad 65. Odvodte diskretizaci obycejné diferencidln{ rovnice

y// + y/ — 1‘2

Piiklad 66. Odvodte diskretizaci parcidlni diferencidln{ rovnice
Foo —Fyy+F=0

Piiklad 67. Odvodte tvar diskretizace druhé derivace s vyuzitim dopfedné

diference.

Piiklad 68. Pomoci Taylorova polynomu étvrtého stupné odvodte vztah pro

diskretizaci treti derivace realné funkce jedné proménné.

Priklad 69. Najdéte cenu strategie strangle, vytvorené pomoci call opce
s realizacni cenou K = 20 K¢ a put opce s realiza¢ni cenou K = 18 Ké.

Ostatni hodnoty parametru jsou S =20 K¢, r =0, 0 =0, 3.
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Chapter 9

Stochastické modely pro vyvoj
urokovych meér

Tato kapitola poskytuje prehled zakladnich typu modelt které se pouzivaji
pro modelovani pohybu trokovych mér. Prvni takovy model zavedl Oldtich

Vasicek, americky matematik ¢eského puvodu.

9.1 Vasickuv model

Vasicktuv model predpoklada, ze okamzita tirokova mira se vyviji podle stocha-

stické diferencidlni rovnice
dry = a(b—ry) dt + o dW,

kde W; je Wieneruv proces, r; je hodnota okamzité trokové miry v case
t a a,b,o jsou parametry modelu. Tato rovnice méa vlastnost mean rever-
sion, tedy urokova mira ma tendenci se vracet k jakési dlouhodobé prumérné
hodnoté, popsané parametrem b. Parametr a méfi intenzitu (rychlost) této
tendence.

Parametr o pak popisuje okamzitou volatilitu tohoto procesu.

Vyznam jednotlivych parametri modelu ilustruje také dlouhodobé chovani

procesu. V limité plati

fa Bl =
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2

, o
tlggo Var(ry) = %

Hodnota
o2

2a
tedy hraje roli jakési dlouhodobé volatility.
Vasickuv model je prvnim modelem ktery zachycuje vlastnost navratu k
pruméru. Nevyhodou tohoto modelu je, ze navzdory vlastnosti mean rever-
sion dovoluje hodnotdm okamzité urokové miry nabyvat zdporné hodnoty.

Tuto nevyhodu odstranuje CIR model.

9.2 Model CIR

Tento model zavedli Cox, Ingersoll a Ross. Rovnice ma v tomto pripadé tvar

th = a(b — Tt) dt + O‘\/’/Ttth

s analogickym vyznamem parametru jako ve Vasickové modelu.

Koeficient driftu stejné jako ve Vasickové modelu zpusobuje mean re-
version. Koeficient voaltility o/, ale zabranuje hodnotdm r, dostat se
do zapornych hodnot. Pokud hodnota trokové miry klesne na nulu, pak
je volatilita nulova, a rovnice se stava deterministickou s kladnym driftem.
Urokové mira se tedy s jistotou vrati do kladnych hodnot.

Pro tento model je mozném spocitat explicitné pravdépodobnostni rozdéleni

budoucich hodnot drokové miry.

9.3 Model Hulla a Whitea

Jednofaktorovy model Hulla a Whitea dovoluje zavislost parametru na case.

Rovnice ma tvar

dry = [0(t) + a(t)r] dt + odW ()

Resenim rovnice muzeme odvodit pravdépodobnostni rozdéleni pro r; - norméalni

rozdéleni se stfedni hodnotou
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a rozptylem

(1 — —2at )
2a( ¢ )

Dalsi pouzivany model zavedli Ho a Lee. Tento model predpoklada, ze

vyvoj urokové miry je popsan stochastickou diferencidlni rovnici
d?“t = Qt dt + Uth.

Tento model nemé mean reversion, ani mechanismus jak zabranit zapornym
hodnotdm trokové miry. Je ale mozné jej volbou funkce 6 nakalibrovat tak,

aby souhlasil se souc¢asnou vynosovou ktivkou.
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Chapter 10

Americké opce

V této kapitole se budeme zabyvat americkymi opcemi a jejich oceniovanim.
Jak jiz vime, s americkou call opci bez dividendy je situace jednoducha. Jeji
hodnota je vzdy rovna hodnoté prislusné evropské call opce, a muzeme k
jejimu ocenéni pouzit Black-Scholesuv vzorec. Na druhé strané, pro ocenovani
americkych put opci, a také call opci na akcie vyplacejici dividendy, neex-
istuje, alespon zatim, zadna analyticka teorie. Proto se k ocenovani téchto
opci pouzivaji numerické metody.

Pripomenme, ze americkd kupni opce je kontrakt ktery dava majiteli
préavo koupit podkladové aktivum kdykoliv v ¢asovém intervalu [0, 7] za re-
alizacni cenu K, kde T' je ¢as expirace opce.

Ozna¢me VA€ resp. VFEC hodnotu americké, resp. evropské call opce, a

analogicky pro put opce. Ziejmé plati
VAC(S, 1) > VEY(S, 1) (10.1)
a stejné tak pro put opci. Navic cena americké call opce musi spliiovat
VAY(S,t) > max(S, — K, 0). (10.2)

Opravdu, jinak by existovala zfejméa arbitraz : koupime opci a okamzité ji
uplatnime. To d4 zisk S; — K, celkem pak mame S, — K — VA4¢ > 0.

Graf ceny americké call opce tedy nikdy neprotne graf vyplatni funkce
opce. Na druhé strané, ukdzeme ze pro evropskou put opci i pro call s

dividendou graf ceny protne graf vyplatni funkce.
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Pro evropskou put opci (bez dividendy) méme
VEP(S.0) = Ke "' N(—dy) — SN(—d,) (10.3)

tedy
VEP(0,0) = KeT < K =K - S. (10.4)

Podobné pro evropskou call opci na akcii s dividendovou mirou d méame

VEC(S,0) = Se ' N(dy) — Ke "' N(dy). (10.5)
Tedy
v —dT
Shm — =" <1 (10.6)
a tedy
VEC(S,0)< S - K (10.7)

pro dostatecné velké S >> K.
Hodnota americké put opce je tedy vétsi nez hodnota prislusné evropské

opce a totéz plati pro call opci s dividendou.

10.1 Ocenéni americkych opci

Pro ocenéni americké put opce, pripadné call opce s dividendou musime
vedle hodnoty feseni VAC najit také funkci S,(t) kterd popisuje hranici
predcasného uplatnéni. Ta ma nasledujici vlastnosti:

— Je-li S < S, (t) pak VAY(S,t) > max(S — K, 0) a opci budeme déle drzet.
Pro malou zménu ¢asu plati stejny jistici argument jako pro evropskou opci.
Tedy v oblasti 0 <t < T a S < S,(t) plati Black-Scholesova rovnice.

— Je-li S > S,(t), pak VAC(S t) = maz(S — K,0) a opci uplatnime

Matematicka formulace vypadéa nasledovneé:
Chceme najit funkei VAY(S,t) spoletné s funkei S, (t) popisujici hranici

predcasného uplatnéni, tak, aby platilo
— Funkce V = VAC(S, 1) splituje Black-Scholesovu diferencialn{ rovnici.

oV 0?2 0%V ov
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na ¢asové proménné oblasti 0 <t < T a S < S,(t).

— jsou splnény koncové podminky pro call opci

V(S,T) = max(Sy — K, 0) (10.9)

— jsou splnény okrajové podminky pro americkou call opci

V(0,t) =0 (10.10)

V(Su(t), 1) = Sult) — K (10.11)
oV

ﬁ(su(t)vt) =1 (10.12)

(pro odvozeni tfeti podminky viz. cviceni). V dalsi ¢asti si ukdzeme jak tuto

ulohu tesit numericky.

10.2 Iterac¢ni metoda resSeni soustav linearnich
rovnic

V této casti si ukazeme iteracni metodu feSeni systému linearnich rovnic,
nazyvanou SOR metoda, kterou lze adaptovat i na feseni tiloh linedrni kom-
plementarity, tedy problému na ktery vede ocenovani americkych opci.

Necht w > 0 je zvoleny parametr (tzv. relaxa¢ni parametr). Nechf
A=L+D+U (10.13)

je rozklad matice A na diagondlni ¢ast (D) a dolni a horni trojithelnikovou
matici (L a U).

Chceme Tesit rovnici

Au = b (10.14)
To je ekvivalentni rovnici
Du = Du + w(b— Au). (10.15)
Z rozkladu A = L + D + U dostaneme
(D4 wL)u = (1 —w)Du — wUu + wb. (10.16)
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Matice D + wL je invertovatelnd, tedy u tesi tlohu

u="T,u+c, (10.17)
kde
T, = (D+wL) (1 —w)Du — wU) (10.18)
a
co = w(D +wL)™'b. (10.19)

Pomoci matice T, definujeme rekurentni posloupnost ptibliznych feseni
ulohy Au = b,
u =C (10.20)

pro zvoleny vektor C' (napi. C'=0) a

wPt = TP + ¢, (10.21)

pro p = 1,2,..., Pokud posloupnost u? konverguje k néjakému vektoru u,
pak zfejmé plati

u="T,u+c,, (10.22)

tedy u je TeSeni puvodni tlohy Au = b.
Konvergenci dostaneme pomoci Banachovy véty o kontrakci. Pokud
dokézeme, ze ve vhodné normé (napt. spektrélni, kdy je norma rovna max-

imu z absolutnich hodnot vlastnich ¢isel)
IT5] <1, (10.23)

pak zobrazeni
u— Tyu+ ¢y (10.24)

je kontrakce

Plati nésledujici véta:

Véta 10.1. Pro tridiagondlni diagonadlne dominantni matici existuje wy €

(1,2) pro které je spektrdlni norma minimalni, a plati

T, < 1. (10.25)
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10.3 Linearni komplementarita pro americké
opce

Pro americkou call a put opci plati parcidlni diferencialni nerovnost

oV o209’V

oV
E—F?W—F(T—d)s——rvgo (10'26)

oS

pro viechna S € (0,00) a t € (0,7). Pro ovéfeni tohoto tvrzeni uvazujme
americky call s dividendami. Vime, ze pro 0 < S < S,(t) plati Black-

Scholesova rovnice, tedy nastdva rovnost. Je-li naopak S > S, (t) pak
V(S,t) = max(S — K,0) =5 - K (10.27)

nebot S,(t) > K. Dosazenim funkce S — K do levé strany Black-Scholesovy

rovnice dostaneme
(r—d)S—r(S—K)=rK—-dS <rK —DS,(t) <0, (10.28)

nebot plati
Su(t) > Kmax(g,l) (10.29)

(dk.: cviceni). Tedy hodnota americké call opce spliuje nésledujici tilohu

linedrni komplementarity

oV o2 9*V ov
- R — - _ < .
8t+2852+<r d)SaS rV <0 (10.30)
V(S,t) > max(S — K, 0) (10.31)
v aro*V ov
(E +to gt (r — d)S% —rV)(V(S,t) — max(S — K,0)) =0 (10.32)

pro S € (0,00) at e (0,7).

10.4 Reseni tilohy o lineiarni komplementarité

Mame déanu matici A a vektory b a g. Chceme tesit tlohu o linearni komple-

mentarité v diskrétnim tvaru
Au > b, u>g (10.33)
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(Au —b)(u—g) =0, (10.34)

kde vSechny tii vztahy jsou chapany po slozkach.

Necht A je tridiagonalni a diagonalné dominantni matice, tedy plati
a; > |Bil + il (10.35)
pro kazdé i, kde «a; jsou hodnoty na hlavni diagondle a f;,~; hodnoty na
vedlejsich diagondlach.
10.4.1 Projektovanid SOR metoda

V kazdém jednotlivém kroku piejdeme od vektoru aproximace u? k u*! tak
aby platilo
uPtt > g. (10.36)

Pak se ukaze ze limita téchto aproximaci je opravdu feseni tlohy.

Definujeme posloupnost aproximaci reseni ulohy vztahy
W =0C, uPt =max(T P + e, g), (10.37)

kde maximum opét bereme po slozkach.
Plati

Veéta 10.2. Pokud posloupnost uP konverguje k u, pak u je resenim tulohy.

Oznacme
F(u) = max(T,u + ¢y, g). (10.38)

Ziejmé F' je nelinearni zobrazeni. Nicméné dikaz toho ze je to kontrakce se

redukuje na ovéreni stejné vlastnosti pro linearni operator 7.

Véta 10.3. F' je kontrakce pokud ||T,|| < 1, tedy pokud T samo o sobé je

kontrakce.
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10.5 Numerické metody pro americké opce

Chceme tesit ulohu linearni komplementarity

(% - %)(u(m,t) —g(z,t)) =0, (10.39)
2_1; _ % >0 (10.40)
u(z,t) — g(x,t)) >0 (10.41)

pro vSechna z € R, 0 < ¢t < T. Funkce g(z,t) je transformovand vyplata
prislusného typu opce. Provedeme diskretizaci jako v pripadé evropskych
opci. Pro piislusné aproximace funkef u a ¢ oznaéime v/ a ¢’ hodnoty na

casové vrstve ¢, tedy
W= (Ul g, uly ) € R (10.42)

Opét zvolime N tak velké, abychom mohli v krajnich bodech aproximovat
feSeni pomoci okrajovych podminek, jako u evropskych opci.

Muzeme vzit
w oy =gleon,t;), Uk =glan.t) (10.43)

protoze pro velké hodnoty x je okrajova podminka priblizné rovna prislusné
pocateéni podmince. Pak diskrétni verze tlohy o linearni komplementarité

ma vektorovy tvar

Au™ >l + ¥, Wt > gt j=0,....,m—1 (10.44)
(Auw/ T — b);(w/ ! — gL, = 0, (10.45)
pro v8echna ¢ = 1,...,2N — 1. Matice A je stejna jako u implicitni metody

pro evropské opce, tedy tridiagonalni matice tvaru

142y ¥
¥ 14+2y v
A= 0 (10.46)
¥
v 1+2y

81



V= : (10.47)

Y9(zN, tit1)

Resen{ najdeme opét pomoci projektované SOR metody.
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10.6 Priklady

Priklad 70. Najdéte hodnotu americké call opce s dividendovym vynosem
3% rocné. Volatilita akcie je 0.3, trokova mira je 5% rocné, ¢as expirace je

0.5 roku. Realiza¢ni cena K = 15 K¢ je rovna soucasné cené akcie.

Piiklad 71. Najdéte hodnotu americké put opce na akcii bez dividendy, je-li
volatilita akcie je 0.15, irokovd mira je 8% rocné, ¢as expirace jsou 4 mésice,

realiza¢ni cena je K = 50 K¢ a soucasné cena akcie je 45 K¢.

Piiklad 72. Odvodte okrajovou podminku pro derivaci ceny americké call

opce v bodé uplatnéni (podminka (10.12)).

Piiklad 73. Plati pro americké opce vzdy put-call parita? Ilustrujte svoji
odpovéd na pifkladu.

Priklad 74. Jakym zpusobem zavisi hodnota hranice pred¢asného uplatnéni

na case? Je to rostouci nebo klesajici zavislost?
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Chapter 11

Pravdépodobnostni rozdéleni se
silnymi chvosty

V této kapitole se budeme vénovat distribucim se silnymi chvosty. V Black-
Scholesové modelu je predpoklad normality rozdéleni zduvodnén zejména
centralni limitni vétou.

Pripomenme, ze Black-Scholesuv model ma tti zékladni predpoklady:

e lognormélni rozdéleni cen podkladového aktiva
e spojitost trajektorii cen aktiva

e nezavislost prirustku cen za disjunktni ¢asové intervaly

Na druhé strané, empirické vysledky ukazuji odchylky od téchto predpokladii:
e silné chvosty pravdépodobnostnich rozdéleni

e skoky v cendch aktiv (pfi prichodu dulezité informace, pii preruseni

obchodovani, ...)

e kratkodobé korelace v pohybech cen (do cca 30 minut)

11.1 Charakterizace chvostu distribuci

Jednim ze zpusobu jak kvantitativné silu chvostu charakterizovat je pomoci

existence nebo neexistence momentu. Pfipomenme, ze k-ty obecny moment
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je definovan jako
My :/xkf(x)dx, (11.1)
R

kde f(x) je hustota prislusné ndhodné veliciny. Pokud my existuje, tedy

integral je konecny, pak musi platit

) < le%“ (11.2)

pro |z| = oo.
Pravdépodobnostni rozdéleni se tidi tzv. mocninnygm zdakonem, jestlize
plati
f(x) ~ |;|17i+1 (11.3)
pro |z| — oo (tedy limita podilu obou stran je rovna jedné). V tom piipadé
je ztejmé pro k > n
my, = 00. (11.4)

Specialné pro n < 2 distribuce nema konec¢ny rozptyl. Zrejmé musi vzdy byt

n > 0, jinak by integral z f(z) divergoval.

11.2 Charakterizace pomoci funkce preziti

Ptripomenme, ze funkce preziti Sx(z) ndhodné veliciny X je definovéna jako

pravdépodobnost, ze X je vétsi nez z, tedy

Sx(x) =P(X >x)=1— Fx(x).

Pro relativni miru sily chvostu, fekneme ze X; ma lehé¢i chvost nez X,
pokud podil funkei preziti X; a X5 diverguje do nekonecna, tedy
Sx,

lim =00
xr—r00 X2

Pomoci L’Hospitalova pravidla muzeme vypocet limity redukovat na vztah

pro hustoty ndhodné veli¢iny,

S/
lim 5% — lim =X —

T—00 SX2 T—00 83(2
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= lim ﬁ

r—00 — X5

11.3 Charakterizace pomoci funkce rizika

Pripomenme, ze funkce rizika (hazard rate function) hx(z) ndhodné velic¢iny

X je definovana jako podil hustoty a funkce preziti, tedy

f(z)
S(x)

Chovani funkce rizika také tizce souvisi s chovanim chvostu pravdépodobnostniho

hx(x) =

rozdéleni. Je-li funkce rizika pravdépodobnostniho rozdéleni rostouci, mé&
rozdéleni lehké chvosty. Je-li klesajici, pak ma tézké chvosty.

Obecné samoziejmé nemusi byt ani rostouci ani klesajici, ale pro stan-
dardni rozdéleni pouzivand v praxi tomu tak bude.

Hrani¢nim ptipadem je exponencialni rozdéleni, pro které je funkce rizika

konstantni.

Piiklad 75. Jako piiklad uvedme Paretovo rozdéleni s parametry a, b, tedy
s hustotou
f(z) = ab*(z +b)"* .

Funkce pteziti je rovna
S(z) =b*(x+b)""
Celkem tedy
ab®(x + b))~ 1 a
h/ == =
(z) be(z + )~ r+0b’

coz je ziejmeé klesajici funkce. Toto rozdéleni ma tedy tézké chvosty.

Analogicky je mozné charakterizovat chovani chvostu pomoci funkce ocekdavané

ztraty. Ta je definovana vztahem

ex(y) = E(X —y|X > y).

Pokud je tato funkce klesajici, mé rozdéleni tézky chvost, pokud je rostouci,

ma lehky chvost.
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11.4 Stabilni distribuce

Lévyho rozdéleni je specialni ptipad mocninného zdkona, které mé navic
vlastnost stability. Objevuje se proto v obecné verzi centralni limitni véty.
Pouzivaji se pii popisu “viceuroviovych jevu*, jako je velikost prijmu, am-
plituda zeméttieseni, atd.
Ozna¢me L,,(z) hustotu Lévyho rozdéleni s parametrem s, kde p € [1,2].
Plati v
Lu(r) ~ |x|j+1, (11.5)

kde A% jsou konstanty popisujici presnou silu pravého a levého chvostu.
Pokud plati
AR = A" (11.6)

pak mluvime o symetrickém Lévyho rozdéleni. Obecné Lévyho rozdéleni pak
charakterizuje jesté parametr asymetrie
A A

B="— (11.7)
Al 4 AT

S vyjimkou ptipadu krajnich hodnot a p = g neexistuje pro hustotu analyt-
ické vyjadreni. Jednoduchy popis ale existuje pro charakteristickou funkci.
Pro krajni hodnoty parametru dostaneme nejdiive pro p = 1 Cauchyho

rozdéleni s hustotou

A
Pro charakteristickou funkci mame obecné nasledujici popis,
Ly(€) = exp(—al¢]*), (11.9)

kde a, je konstanta imérna konstanté A,. V limité pro p = 2 dostaneme

Gaussovo rozdéleni, pro které

A

Ly(€) = exp(—c€?). (11.10)

Pokud soucet n nahodnych veli¢in se stejnym rozdélenim ma opét totéz

rozdéleni, pak mluvime o stabilni distribuci. Tato vlastnost je velmi silna a
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vzacnd. Stabilnimi distribucemi jsou pravé Lévyho distribuce (véetné lim-
itniho pripadu Gaussovy distribuce).
Lévyho distribuce mé také vlastnost nekonecné délitelnosti, jak uvidime

dale.

11.5 Limitni rozdéleni

V obecné verzi centralni limitni véty, bez predpokladu kone¢nosti rozptylu,
hraji stabilni distribuce zcela analogickou roli jako Gaussovo rozdéleni hraje
v klasickém piipadé.

Stabilni distribuce, tedy Lévyho a Gaussova (jako limitni ptipad), jsou z
definice pevnymi body konvoluce. Pro jejich hustoty tedy plati, symbolicky
zapsano,

frf=F (11.11)

Navic ale také funguji jako ”atraktory” pro konvoluci. Libovolna distribuce
prii velkém poctu nezavislych séitancu s timto rozdélenim konverguje ke sta-
bilnimu rozdéleni. To je obsah Centralni limitni véty.

Pro IID nédhodné veli¢iny s koneénym rozptylem plati standardni Centralni

limitni véta, limitni distribuci je Gaussovo rozdéleni.

Véta 11.1. Necht X;,i=1,2,..., je posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych
ndhodnijch veliéin s hustotou pravdépodobnosti f, kde f € C2(R). Nechi
E(X;) =0 a E(X}?) = 1. Pak hustota pravdépodobnosti

Xi+---+ X,
Jn

se blizi k hustote standardizovaného normdlniho rozdélent, t.j.

X4+ X, 1 /b _a?
<b} —» — e 2dx
\/ﬁ _} V2T Ja

Pr{a <
pro n — 0.

Dulezité pii aplikaci této véty je mit na paméti, ze chvosty souctu se

mohou velmi lisit od chvostiu normalniho rozdéleni. CLV dava aproximaci v
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centrdlni oblasti, o chovani chvostu nefika nic. Chvosty koneéného souctu
jsou kvalitativné stale stejné jako pro jednotlivé scitance.

Poznamenejme, ze tato verze CLV plati v daleko vétsi obecnosti. Na
misto nezavislosti staci predpokladat Ze korelace X; a X; klesaji dostatecné
rychle pro |i — j| — oo . Podobné lze oslabit i pfedpoklad stejného rozdéleni.
Staci, aby rozptyly jednotlivych X; si byly ”dostatecné podobné”.

S vlastnosti atraktoru pro operaci konvoluce normalniho rozdéleni souvisi
dalsi vyznamna vlastnost normalniho rozdéleni. Mezi vSemi distribucemi s
danym koneénym rozptylem ma normalni rozdéleni nejmensi Shannonovu
informacni entropii. Ta méfi informacni obsah daného pravdépodobnostniho
rozdéleni, nejveétsi je pro konstantni ndhodnou veli¢inu, kdy hodnotu zname

s jistotou. Shannonova informaé¢ni entropie je definovana jako

I(f) = —/f(x) In f(z)dx. (11.12)

Minimalizace entropie tésné souvisi s tim ze pti s¢itani ndhodnych veli¢in
ztracime informaci. 7 hodnoty souc¢tu nemuzeme zjistit témétr nic o hod-

notach jednotlivych sc¢itancu

Pokud uvazujeme posloupnost IID nahodnych veli¢in s mocninnym zakonem
s parametrem g < 2, tedy s nekoneénym rozptylem, pak limitni distribuce je

Lévyho distribuce.

11.6 Lévyho procesy

V této kapitole se budeme zabyvat sirokou tiidou procesu, které poskytuji
prirozené zobecnéni Wienerova procesu. Jejich hlavni vyhodou je fakt ze
dovoluji do pravdépodobnostniho popisu vyvoje cen aktiv zahrnout skoky
a také rozdéleni se silnymi chvosty. Obé tyto vlastnosti jsou klicové pro

vérohodnost modelu.

Definice 11.2. Adaptovany stochasticky proces X se nazyva Lévyho proces,
jestlize plati:

1. X():O
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2. X ma prirustky nezavislé na minulosti, tedy X; — X, je nezavislé na

hodnotéch procesu do ¢asu s

3. X ma stacionarni piirustky, tedy X; — X, ma stejné rozdéleni jako
X

4. X je stochasticky spojity, tedy pro kazdé € a t > 0 plati
lim P(| X¢op — Xi| > €) =0 (11.13)
h—0
Véta 11.3. Necht X je Lévyho proces. Pak existuje jednoznacné uréend

funkce ¢ tak, Ze
O, (€) = eV (11.14)

Funkce z predchozi véty se nazyva Lévyho exponent.

Definice 11.4. X je nekonecné délitelnd ndhodna velicina, jestlize pro kazdé

N existuji stejné rozdélené nezavislé nahodné veliciny Xy, ..., Xy tak, ze

S vyuzitim charakteristické funkce muzeme otédzku délitelnosti prevést na
problém kdy je (1 x) ~ charakteristickd funkce néjakého pravdépodobnostniho

rozdéleni.

Véta 11.5. Necht X je Lévyho proces. Pak X, je nekonecné délitelné pro
kazdé t a plati

Ox,(6) = (ox, (O))" (11.15)
Piiklad 76. V pripadé Wienerova procesu je Lévyho exponent ziejmé roven
2
bx, () = e %) (11.16)
tedy
52
Ve =-75 (11.17)

Pro Wieneruv proces s driftem a a volatilitou b dostaneme

Y(§) = —ial — —— (11.18)
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Chapter 12
Meéreni rizika

Nejcastéji pouzivanou mirou rizika ve finan¢éni matematice je sttedni smérodatna
odchylka. Jednim z hlavnich duvodu je nesporné fakt ze vede k pomérné
jednoduchym vypoc¢tum. Na druhé strané je s touto mirou spojena rada
problému.

Pravdépodobnostni rozdéleni se silnymi chvosty, kterd se v praxi casto
objevuji, ¢asto nemivaji koneénou SSO. Dalsim problémem je, ze SSO ne-
splnuje nékteré zadouci vlastnosti obvykle pozadované od koherentni miry

rizika. Takovym miram se bude vénovat nasledujici podkapitola.

12.1 Vlastnosti miry rizika

Koherentni mira rizika m(X) nahodné veliciny X musi mit nasledujici vlast-
nosti:

1. m(X+Y) <m(X)+m(Y) (subaditivita)

2. plati-li X <Y pro v8echny mozné jevy, pak musi platit m(X) < m(Y)
(monotonost)

3. Pro libovolnou konstantu ¢ > 0 plati m(cX) = em(X) (homogenita)

4. pro libovolnou konstantu ¢ > 0 plati m(X + ¢) = m(X) (invariance na
posunuti).

Uvedme nékolik pozndmek k jednotlivym vlastnostem.

1. vlastnost, subaditivita, Tika, ze riziko vzniklé zkombinovanim dvou

aktiv nemuze byt vétsi nez obé rizika dohromady. Volné tec¢eno, diverzifikace
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nemuze nikdy zvySovat riziko.

2. vlastnost, monotonost, znamena ze pokud je ztrata z jednoho aktiva za
vSech okolnosti vétsi nez z druhého, pak toto aktivum ma nutné vétsi riziko.

3. vlastnost, homogenita fika Ze mira rizika nezavisi na jednotkach ve
kterych riziko métime.

4. vlastnost, invariance na posunuti lze interpretovat tak, ze riziko zustava
stejné pokud pridame aktivum které neobsahuje zddnou nejistotu.

Jak jsme se jiz zminili, SSO neni koherentni mirou rizika (viz. piiklad
nize).

Jak uvidime v dalsi ¢ésti, ¢asto pouzivand veli¢ina Value-at-Risk (VaR)

také neddva koherentni miru rizika.

12.2 Value-at-Risk

Obecné feceno, hodnota Value-at-Risk popisuje vystaveni riziku tak, ze udava
mnozstvi kapitalu které je potieba abychom se s jistou danou vysokou pravdépodobnosti

(napft. 0,995) nedostali do platebni neschopnosti.

Definice 12.1. Uvazujme ndhodnou velicinu X méfici nasi moznou ztratu.
Hodnota Value-at-Risk na drovni 100p%, oznacovand jako VaR,(X) je defi-
novana jako 100p percentil rozdéleni veliciny X.

Jinak feceno, je to takova hodnota, pro kterou plati

P(X > VaR,(X)) =1—p.

Jak ukéazeme v nasledujici ¢éasti, pres znac¢nou oblibu VaR neposkytuje ko-
herentni miru rizika.
V nasledujici podkapitole budeme definovat pfirozenéjsi miru rizika, kterd

ma jiz vSechny pozadované vlastnosti.

12.3 Tail-Value-at-Risk

Definice 12.2. Uvazujme ndhodnou velicinu X méfici nasi moznou ztratu.
Tail-Value-at-Risk (T'VaR,) nahodné veli¢iny X na trovni 100p% je defi-
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novan jako oc¢ekavana ztrata za podminky ze ztrata prekrocila 100p percentil
rozdéleni X.

Tail-Value-at-Risk muzeme tedy zapsat takto:

TVaR,(X) = E(X|X > VaR,)

a
f;o xf(z)dr
T X)="* _—
kde
Vp, = Vary,.

Déle integraci per partes dostaneme vztah

o VaR,(X)du

TVaR,(X) = -

12.4 Priklady nekoherence

V této casti ukazeme dva priklady, které demonstruji ze dvé v praxi nejcastéji
pouzivané hodnoty k méfeni rizika, SSO a VaR, nesplnuji pozadavky na
koherenci, zformulované v predchozi podkapitole.

Prvni priklad se tyka VaR.

Priklad 77. Uvazujme nahodnou velicinu X, jejiz distribu¢ni funkce nabyva

nasledujici hodnoty:

Fx(1)=0,95
Fx(100) = 0,96
Fy(110) = 0,99,

tedy 96 procentni kvantil je roven 100.
Uvazujme déle rozklad této ndhodné veli¢iny na dvé ¢ésti, Z a Y (nikoliv

nezavislé), tedy X =Y + Z, definované nasledovné
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v — X pokud X <110
~]o pokud X > 110"’

0 pokud X <110
X pokud X > 110

Méame tedy X =Y + Z. Distribuéni funkce pro nahodnou veli¢inu Y splnuje

Fy(1) = 0,96
Fy(100) = 0,99
Fy(110) = 1.

Je tedy
VaRgsy(Y) = 1.
Analogicky plati
F7(0) =0.99
je tedy 99% pravdépodobnost zddné ztraty. Odtud plyne, ze 96% kvantil
musi splnovat
VaRgsw(Z) < 0.

Celkem dostavéame, ze soucet 96% kvantilu velicin Y a Z je mensi nez
96% kvantil veliciny X, tedy subaditivita je porusena. V dalsim piikladu
ukazeme ze ani SSO nespliiuje vSechny predpoklady koherence. V tomto
pripadé bude porusena monotonie
Piiklad 78. Uvazujme dvojici ndhodnych veli¢in (X,Y) popisujicich nasi
ztratu. S pravdépodobnosti 0,5 nabyvaji hodnoty (0,10) a s pravdépodobnosti
0,5 nabyvaji hodnoty (10,10). Zfejmé ve vSech scénafich plati

X(w) <Y(w).

Na druhé strané ale ndhodnéd veli¢ina Y ma nulovou SSO, zatimco X ma

SSO veétsi nez nula. Je tedy
o(X)>o(Y)

a monotonie je porusena.
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Chapter 13

Rozdéleni extrémnich hodnot

13.1 Maxima nahodnych veli¢in

Uvazujme posloupnost nezavislych realizaci stejné ndhodné veli¢iny. V analyze
rizika je klicové znat rozdéleni, které ma maximalni pozorovana hodnota mezi
prvnimi n realizacemi.

V praxi muze jit o maximalni pokles hodnoty finan¢niho aktiva, nejvétsi
skodu pii automobilové havérii, atd.

Ze zakona velkych ¢isel plyne, ze jev ktery mé pravdépodobnost ¢ se pri
n pozorovanich objevi v pruméru ng krat. Heuristicky se tedy d& fict, ze pti
n pozorovanich ocekavame se setkat s udédlostmi, jejichz pravdépodobnost
je alespon % Rédové by tedy pro maximélni hodnotu pozorovanou do n-té

realizace mélo platit

1
F(Mmax) ~ ﬁ?

kde F' je prislusnda distribucni funkce dané nahodné veliciny.
Abychom ziskali presnéjsi predstavu o rozdéleni maximalni hodnoty, uvazujme

nadhodnou veli¢inu

Timae = Max(xy, ..., T,).

Distribu¢ni funkeci

Fma:c(y) = P(xmaac < y)
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ziskdme snadno. Maximum je mensi nez y praveé tehdy kdyz jsou vsechny

pozorované hodnoty mensi nez y. Z nezavislosti tedy mame

Frax(y) = F(y)".

Pro velké hodnoty n muzeme pouzit aproximaci

Frae(y) = (1 = F(y))" ~ e W)

kde
F(y)=1-F(y) = P(X >y).

7 tohoto vztahu muzeme ziskat napriklad pravdépodobnost kvantilu

1
Fmaz(Q%) = Z?
tedy
~ 1 1 In4
Fmax(Q%) =1- (Z)" ~—
Obecné pak budeme mit

~ 1 lnp
Fmaz(Qi) =1 —pr = _T

Tedy hodnota M,,.. pro kterou plati

1
F Mma;v ~—,
(Maa) ~ -~
bude priblizné rovna
1
p~—-~=0,37.
e

Jinak fec¢eno, pravdépodobnost, ze M,,., bude jesté vétsi je asi 0,63.
Kdybychom tedy naptiklad chtéli odhadnout nejvétsi denni ztratu S pristi

rok s pravdépodobnosti 99%, dostaneme

—In(0.99
Fmax(_s) ~ %

kde F' je distribu¢ni funkce dennich zmén ceny a 252 je pocet obchodnich

dnu.
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Dulezité je, ze pro velké hodnoty n zavisi rozdéleni maxima pouze na
asymptotickém chovani ptuvodniho rozdéleni pro x — oo. Naptiklad, je-li

rozdéleni exponencialni, tedy
~ p aZT
F(z) = e,

pak plati

Inn
Mmaa: ~ )
a

dostavame tedy velmi pomaly logaritmicky rust s hodnotou n.

Substituci .
Tmaz = Mmax + a

vypocteme rozdéleni okolo maximélni hodnoty. To je dano Gumbelovym

rozdélenim
fit)y=e* e
Jeho nejpravdépodobnéjsi hodnota je 0. V tomto piipadé je tedy hodnota

M 0. nejpravdépodobnéjsi hodnotou maxima.

13.2 Gumbelovo rozdéleni
Obecné je distribucni funkce tohoto rozdéleni definovana vztahem

Gloua(w) = exp(— exp(=——L)),

kde p je parametr polohy a 6 je parametr méritka. Normovanou distribuéni

funkci Gumbelova rozdéleni dostaneme pro p =0 a 6 = 1, tedy
Go(z) = exp(— exp(—x)).

13.3 Fréchetovo rozdéleni

Distribuéni funkce tohoto rozdéleni je




kde u je parametr polohy, 6 je parametr méritka a a je parametr tvaru.
Fréchetovo rozdéleni je definovdano pouze pro hodnoty x > p. Jeho nor-

malizovand verze ma tvar

Gra(@) = exp(—27).

13.4 Weibullovo rozdéleni

V obecném piipadé mame pro toto rozdéleni distribucni funkci

Grapolw) = exp(—(=——L)™).

kde p je parametr polohy, 6 je parametr métitka a o je parametr tvaru.
Weibullovo rozdéleni je naopak definovano pouze pro hodnoty x < p.

Normalizovany tvar Weibullova rozdéleni pak bude
Gaa(z) = exp(—=(—2)7")).

13.5 Zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot

Toto rozdéleni obsahuje predchozi ti rozdéleni jako specidlni piipady. Nor-

movand distribu¢ni funkce tohoto rozdéleni je dana vztahem

Fla) = exp (~(1+2)7).

neboli

_1
Gy (@) = exp (—(1+72) 7)),
V limité pro v — 0 dostaneme v exponentu e~*, tedy Gy je normalizované

Gumbelovo rozdéleni.

13.6 Stabilita

Uvazujme nejdiive Gumbelovo rozdéleni. Ziejmé plati

Go(x +Inn)" = exp(—nexp(—x —Ilnn)) =
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exp(— exp(—)) = Go(a),

neboli
Go(z +1Inn)" = Go(x).

Odtud plyne, ze rozdéleni maxima n pozorovani z normalizovaného Gum-
belova rozdéleni ma stale Gumbelovo rozdéleni, pouze s posunutym parame-
trem meértitka o Inn.

Pro obecnou situaci s libovolnou polohou a méritkem dostaneme

x _
Goup(z)" = Go( ==Ly

= GONU'* 79 (x) Y

kde
we=pu+6Ind.

Stejné vlastnost plati i pro Fréchetovo rozdéleni. Pro normalizovanou

verzi mame

R
= (=) = Gra@)

neboli
1

Gra(z)" = Gra(zn™=).

Odtud plyne ze rozdéleni n maxim z normalizovaného Fréchetova rozdéleni
ma samo také Fréchetovo rozdéleni, jenom se zménénym métitkem.

Pro obecny tvar dostaneme

x —_
Ghriama(#)" = Gra(=— By = Gy (@),
na

kde
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0* = .

EV rozdéleni jsou tedy stabilni vic¢i maximum. Jak ukdzeme dale rozdéleni
maxim velké vétsiny rozdéleni konverguje pro n — oo pravé k takovému EV
rozdéleni. Tato rozdéleni tedy hraji pro maxima zcela analogickou roli jako

hraje normalni rozdéleni pro soucty, podle Centralni limitni véty.
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Chapter 14

Konvergence rozdéleni
maximalnich hodnot

Tvrzeni zformulované na konci minulé kapitoly formalizuje nasledujici véta

Fischer - Tippetova.
Véta 14.1. Necht pro distribucni funkci F daného rozdéleni md
z—by,\"
()
Qn
nedegenerovanou limitu pro n — oo pro néjaké konstanty a,,b,. Pak

F (x_b”)n — G(z)

Qn

pro n — 0o, kde G je jedno z EV rozdélent pro néjakou hodnotu parametri

polohy a méritka.
Jako priklad uvazujme exponencidlni rozdéleni. Zvolime-li konstanty
a, =1, b, =Inn,

pak dostaneme

M, — b,
an
=P(X <ax+0b,)"=PX <z+Ilnn)"
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exp(—x) )

—1—exp(—z —Inn)" = (1 —
exp(—z —Inn)" = ( .

b

coz konverguje pro n — oo k

exp (— exp(—))

Limitni rozdéleni maxim exponencialniho rozdéleni pro vhodné zvolené nor-

movaci konstanty je tedy Gumbelovo rozdéleni.

14.1 Oblasti pritazlivosti

V této césti se budeme zabyvat otdzkou jak poznat pro dané rozdéleni ze jeho
maxima lze asymptoticky popsat Gumbelovym nebo Fréchetovym rozdélenim.

V pripadé Fréchetova rozdéleni je popis celkem jednoduchy.

14.1.1 Oblasti pritazlivosti pro Fréchetovo rozdéleni

Oblasti pritazlivosti pro danou stabilni distribuci G' rozumime mnozinu vsech
rozdéleni takovych, ze normalizovana maxima konverguji k tomuto rozdéleni.
Takova vlastnost by zfejmé méla zaviset pouze na vlastnostech chvostu téchto

rozdéleni. Nésledujici véta to potvrzuje.

Veéta 14.2. Pravdépodobnostni rozdéleni patri do oblasti pritazlivosti dané
EV rozdélenim G;, s normalizacnimi konstantami a,,, b,, prdvé tehdy, kdyz

plati

lim nS(a,x + b,) = —InG;(x).

n—oo

Priklad 79. Uvazujme normalizované exponencialni rozdéleni. Pro normal-

izac¢ni konstanty a,, = 1 a b, = Inn dostaneme pro maximum

nS(z +b,) =nP(X >x+1nn) =nexp(—z —lnn)
=nexp(—z —Inn) = exp(—x)

= —InGy(z)
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Tedy pro tyto normalizacni konstanty je limitnim rozdélenim Gumbelovo
rozdéleni.
V nésledujici vété zformulujeme podminku pro to, aby normalizovand

limitni distribuce maxima bylo Fréchetovo rozdéleni.

Definice 14.3. Funkce f(z) je pomalu se ménici v nekoneénu, pokud plati

pro x — oo
ftz) = f(z)

pro vSechna t > 0.

Véta 14.4. Pokud ma dané pravdépodobnostni rozdeleni chvost splnujici

kde T'(x) je pomalu se ménict funkce, pak patii do oblasti pritazlivosti Fréchetova

rozdelent.
Nésledujici postacujici podminku formuloval Von Mises.

Véta 14.5. Necht pro pravdépodobnostni rozdélent plati

lim /(@)
A% S(x)

=a > 0.

Pak toto rozdéleni patri do oblasti pritazlivosti Fréchetova rozdélent.

Priklad 80. Uvazujme nyni Paretovo rozdéleni s parametrem a = —1, tedy
s funkci preziti
x+b
b
s normovacimi konstantami
a, = bn

a b, = 0. Pak maximum maé v limité Fréchetovo rozdéleni.
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14.1.2 Oblasti pritazlivosti pro Gumbelovo rozdéleni

Charakterizace rozdéleni kterd patii do oblasti pritazlivosti Gumbelova rozdéleni
neni tak jednoduché jako pro Fréchetovo rozdéleni.

Obecné feceno sem patii rozdéleni které maji lehéi chvosty nez mocninné.
Specialné, takova rozdéleni musi nutné mit momenty vsech radu. Patii sem

napiiklad Gamma rozdéleni, exponencidlni, lognormalni.

Chovani chvosti jsou ale zna¢né ruznd, patii sem jak normadlni rozdéleni s
lehkym chvostem, tak inverzni Gaussovo rozdéleni s relativné tézkym chvostem.
Jako hlavni néstroj popisu oblasti pfitazlivosti se pouzivaji tzv. Von

Misesovy funkce.

Definice 14.6. Necht F je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X . Piedpokladejme,

ze existuje z € R takové, ze S(z) lze zapsat ve tvaru

S(x) = K exp (— / ' %dz)

pro néjakou kladnou konstantu K a funkci a(t), kterd je kladna a absolutné
spojitd, s derivaci a’(x), pro kterou plati

. Vi -
xlggoa (x) = 0.

Pak F' se nazyva Von Misesova funkce, s doprovodnou funkci a. Zéakladni

vlastnosti shrnuje nasledujici véta

Veéta 14.7. Von Misesova funkce je absolutné spojitd s hustotou f. Do-

provodnou funkci mizZeme zvolit ve tvaru

_ S(x)
a(x) = o)
Ddle plati
i)
A% 5()
Ziejmé je



rovno funkei rizika.
Nésledujici véta dava postacujici podminku pro to aby rozdéleni patiilo

do oblasti pritazlivosti Gumbelova rozdéleni.

Véta 14.8. Necht distribucni funkce ndhodné veliciny F je Von Misesova
funkce. Pak tato ndhodnd velicina patri do oblasti pritazlivosti Gumbelova

rozdélent.
Pro tplnou charakterizaci musime zobecnit tvar Von Misesovy funkce.

Veéta 14.9. Distribucni funkce F patri do oblasti pritazlivosti Gumbelovy

distribuce prdvé tehdy kdyz mizeme S(x) zapsat ve tvaru

S(z) = K(z) exp (— / ’ %dt) ,

kde K a b jsou meritelné funkce spliugici

lim K(z) =K >0

T—00

lim b(z) =1

T—00

a a(t) je kladna a absolutné spojitd funkce s hustotou o' (x), pro kterou plati

. 1 -
xh_}riloa (x) =0.

Za normalizacni konstanty muzeme vzit

A= FO—2) e = a(d,).

n

a(x) = /:O g((;i)) dt

Analogicky jako u Von Misesovy funkce, funkce a se nazyva doprovodna
funkce k funkci F'.

Funkce a(z) je definovana jako

Ddle muzeme vzit

jde tedy o ztratovou funkei.
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Chapter 15

~ Ld

Optimalni jiSténi opéni pozice

V této céasti se budeme zabyvat otazkou jak provést prakticky optimdlni
zajisténi opéni pozice, bez zjednodusujicich (a leckdy neredlnych) predpokladu

Black-Scholesova modelu.

15.1 Statické zajisténi

Uvazujme investora ktery v case ¢ = 0 upsal jednu evropskou call opci a
chce zajistit tuto pozici. Predpokladejme ze (napiiklad z duvodu velkych
transakénich ndkladi) ma moznost provést jen jednou, hned na zacédtku,
nakup urcitého mnozstvi podkladového aktiva.

Oznacme toto mnozstvi A. NaSim cilem je najit optimalni hodnotu A
ktera bude minimalizovat investorovo riziko.

Celkova bilance zisku pro investora je rovna

AB = C —max(S, — K,0) + A> AS}.
k

kde ASk = Sk; - Sk,1

Pokud je o¢ekavani prirustku ceny aktiva rovno nule, t.j.
E(ASK) =0
pro vSechna k, pak dostaneme pro rozptyl koneéného zisku investora
V =AS* - (AS)?
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vztah

V =nDAtA* — 2A(S, — Sy) max((S, — K,0) + Vi,

kde Vj je riziko samotné nekryté opce, tedy

Vo = E(max((S, — K,0)?) — E(max((S, — K,0))?

Dostali jsme tedy jednoduchou kvadratickou zavislost rizika na hodnoté
A. Snadno tedy najdeme optimélni hodnotu A kterd minimalizuje riziko,

derivovanim rovnice podle A. Dostaneme

1 o0
- /K (S — K)(S — So)P(S]S0)dS

Pokud by pravdépodobnostni rozdéleni hodnot aktiva bylo normalni, pak

lze integral explicitné vypocist. Dostaneme zajimavy vysledek, totiz hodnota

A bude piimo rovna pravdépodobnosti ze opce bude uplatnéna,
A= / P(S|So)dS
K

V dalsi ¢asti budeme uvazovat investora ktery m& moznost provadét dy-
namicky (ale samoziejmé diskrétni) jisténi.
15.2 Dynamické jisténi opcni pozice

Uvazujme investora ktery provadi dynamické jisténi v ¢asech ¢t = 0,1,...n
Mnozstvi aktiva které bude drzet v case k oznacime Aj. Zavisi jak na case
tak na soucasné dosazené cené aktiva.

Celkov4 bilance zisku investora bude rovna

AB = C(1+7r)" —max((S, — K,0)) + > _ Ag(Si)AS.

Stejné jako v predchozim pripadé vypocteme celkové riziko, které je opét

kvadratickou funkei hodnot A,. Konstantni ¢leny pro optimalizaci uvazovat

107



nemusime. Dale budeme predpokladat, ze ptirustky jsou nekorelované, tedy
plati
E(AS;AS;) =0

pro k # 7.
Linearni a kvadraticka ¢ast nam dava

> E(ADEWAS) — 2 | Ep(ApAS; max(S, — K,0)),
k k

kde ocekavani Ej bereme podminéné informacemi dostupnymi v case k.
Uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni v jednotlivych casech t = k.
Opét chceme minimalizovat riziko vzhledem k hodnotam A;. Dostaneme
tak -
Ay(z) = % /K E(ASO s5m (S — K)P(S',n]S, k)dS.

kde
D = Ex(ASY)
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