1. termin zavérecné zkousky — MIN101 — podzim 2022 — 3. 1. 2023

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) V prostoru R? urcete bod A € p a bod B € q tak, ze ptimka prochdzejici body
A a B je kolma k pfimkdam p a ¢:

p:[5,—3,8+r(21,3), q:[-3,9,7] + s(2,—-2,-3).

2. (5 bodu) Necht ¢ je linearni zobrazeni prostoru R? do sebe, které je projekci na rovinu
x + 2y + z = 0. Urcete matici zobrazeni ¢ ve standardni bazi.

3. (5 bodu) Urcete explicitni formuli pro posloupnost celych éisel, kterd je déna nésledujici
rekurentni formuli a poc¢ateénimi podminkami:

Tonpa =M Tpy1 —Tn) +2, mo=2, 71 =8.

4. (5 bodu) Velka firma poskytuje vSem svym 220 zaméstnancum sluzebni notebook. Diky
exkluzivni smlouvé se znackovym dodavatelem se notebooky vzdy o prazdninach zkontro-
ze z notebooku, které jsou v provozu jeden rok, je zdvadnych 20% a z notebooku, které
jsou v provozu dva roky, je zdvadnych 50%.

Firma se nejprve rozhodla, ze bude pouzivat kazdy notebook nejvyse tii roky, tj. po tfech
letech vyfadi vSechny notebooky. Dodavatelské firma tedy nahradi zavadné notebooky po
jednom a dvou letech a vSechny notebooky po tiech letech. Urcete, jak vypada vékova
struktura notebooku ve firmé po dlouhodobém vyvoji. Déle urcete, kolik lze ocekavat, ze
se notebookt o letosnich prazdninach vymeéni za nové.

Piiklad feste jako ulohu na Leslieho popula¢ni model pro populaci notebooku, piicemz
dokazte primitivnost pouzité matice. (Ale poznamenejme, ze piiklad lze fesit i jako Mar-
kovuv proces.)



ReSeni a bodovani

[0.5b]. Podminky v L (2,1,3) av L (2, -2, —3) jsou ekvivalentni rovnicim 2a+b+3c = 0a 2a—2b—3c =
tedy v = #(1,4,—2) pro vhodné ¢ € R, [1b]. Plati A = [5,-3,8] + (2,1,3) (nebot A € p) a B
[—3,9,7] + s(2,—-2,—3) (nebot B € q). Jelikoz B = A+ t(1,4,—2) (nebot v = AB), dostdvame

1. [5 bodu] Oznaéme v = (a, b, ¢) smérovy vektor v = 1@ Vektor v je kolmy na vektory (2,1, 3) a (2, —2, —3),
0,

[53 737 8] + ’I"(2, 13 3) + t(la 45 72) = [737 93 7] + 5(27 72; 73)7

COZ znamena

T(27 1a 3) + t(lv 4a _2) - 5(27 _25 _3) = [_87 127 _1]7

[1b]. Maticovy zapis této soustavy rovnic je

2 1 =2\ [r -8

1 4 2| (t]=[12],

3 -2 3/ \s ~1
[0.5b], jejf fesenf je r = —2, ¢t = 2 a s = 3, [1b]. Tedy 4 = [5,-3,8] — 2(2,1,3) = [1,—5,2], a B =
[=3,9,7] + 3(2, -2, —3) = [3,3,—2], [1b].

2. [5 bodi] Ozna¢me vy = (1,2,1) normélovy vektor roviny a ddle zvolime dva vektory kolmé k v;: napf.
ve = (1,—-1,1) a vz = (2,—1,0), [1b za vybér vhodné baze]. V bazi a = (v1, v2,v3) mé zobrazeni ¢ matici

0 0 O
(@laa=(0 1 0],
0 0 1

[1b]. Pouzijeme vztah (¢)cc = (id)e,a - (P)aa - (id)a,e, [0,5 bodu], kde pro matici (id),, mame

1 1 2
(id)ea =12 -1 -1],
1 1 0

[0.5b]. Matice (id)q,e se uréi jako matice inverzni k matici (id) o, [0.5b za dvahul, tj.

1 1 1
-1 61 31 g
(id)ae = ((id)ea) =|-5 -3 & |-
1 1
7 0 =3
[1b]. Celkem dostaneme
1 1 1 5 1 1
1 1 2 0 0 0 6 3 6 6 3 76
(Pee=2 -1 =1 |0 1 O)- |- =3 §|=|-3 3 —3]|;

1 1 0 001 1 1 1 1 5
2 2 6 3 6

[1b)].

3. [5 bodii] Charakteristicky polynom je A — 4\ + 4 = (A — 2)2, [0.5b], proto x, = A2" + Bn2", A, B € R
je obecné Feseni zhomogenizované rovnice, [1b]. Partikuldrn{ feseni nehomogenni rovnice je konstanta 2,
tedy obecné feseni zadané rovnice je x,, = A2" + Bn2" 42, A, B € R, [1.5b]. Déle hleddme tyto konstanty
tak, aby vyhovovaly po¢dteénim podminkdm zop = A+2 =2ax; =24A+2B+2 =8 (pron =0) a
2a 4+ 2b =8, [1b]. Odtud A =0 a B = 3, tj. z,, = 3n2"™ + 2, [1b].



4. [5 bodi] Matice Leslieho modelu je v tomto pifpadé

1 1
5 3 1
_ 1 4
A=|% 0 of,
1
0o 1o

[1.5b], kde A* je pozitivni, tj. A je primitivni, [0.5b]. Dominantni vlastni &fslo je 1, coz lze ukézat pfimym
vypoctem nebo tvahou (celkovd populace dle zadédni je stabilni) nebo z toho, Ze zadana matice je sto-
chastickd, [0.5b]. Vlastn{ vektor piislusny vlastnimu ¢&islu 1 je v = (5,4, 2), [1b]. Jelikoz 5+ 4 + 2 = 11,
rozlozeni populace notebooku ve firmé s 220 zaméstnanci bude ddno vektorem %v = (100, 80, 40). Novych

notebooki tedy bude 100 - 1 + 80 - 3 + 40 = 100, [1.5b].



