2. VNITROSEMESTRALNI PISEMNA PRACE z MIN101, poDzIM 2023

JMENO: DaTumMm: 29.11.2023
UCO:

Priklad 1 (3b). Pro kazdé a € R uvazujme vektorovy podprostor V, C R* kde
V,=((1,0,-1,4—a),(2,0,-2,5—a),(—-1,—-1,a,-2),(0,—1,a — 1,—1)).
a) 7Z mnoziny generatori vyberte bazi podprostoru V, pro obecny parametr a.
b) Naleznéte parametr ay € R takovy, ze dim V,, = 2.
c) Zjisténé dva bazové vektory V,, dopliite na bazi celého R*.

Reseni. Oznacme si vektory generujici V,, postupné vy, vo, v3, v4. Vektory jsou linedrné nezavislé
pokud nésledujici rovnice ma jednoznacné feseni, a to nulové

a1v1 + agvy + azvs + agvg = 0.

Resme tedy tuto vyse uvedenou rovnici. Je to v podstaté soustava ¢tyf rovnic (pro kazdou
soufadnici) a o ¢tyfech neznamych ay, ..., a4.

1 2 -1 0 12 -1 0 12 -1 0
0 0 -1 -1 |wl|o o 1 -1 | w0 =3+a 2—a —1
-1 -2 a a-1]"]0 0 a-1a-1]"10 0 -1 -1
4—a 5—a —2 -1 0 —34+a 2—a —1 0 0 0 0

R4dkové operace jsou postupné: (i) pficteni 1. fadku ke 3. fadku, odecteni (4 — a)-nasobku 1.
fadku od 4. fadku; (i7) pfic¢teni (a — 1) nasobku 2. fadku ke 3. fadku', pfemisténi 4. fadku mezi
1. a 2. fadek.

Ve sloupcich, ve kterych se nachéazi vedouci prvek nékterého radku, jsou linearné nezavislé
vektory?, pficemz vektor piislusici druhému sloupecku je linedrné nezavisly jen tehdy, kdyz
a # 3.

Baze V, pro a # 3 je (v, v9,v3). Pro a9 = 3 je prvek v posledni matici —3 + a = 0, a proto
obsahuje jen dva vedouci prvky, tudiz V,, ma bazi (vi,vs) a dimenzi 2.

Pro doplnéni baze na bézi celého R* si dopiseme vedle vy, v5 standardni bazi R*, tj. vektory
e1, ea, €3, €4, @ Vybereme vektory, které jsou linedrné nezavislé.

1 2 1 000 12 1 000 1 2 1 000
0O 0 0100 00 O 100 01 -1 0 0 1
-1 -2 0 010 00 1 010 00 1 010
1 3 0001 01 -1 001 00 0 100
Béze V,, doplnéna na bazi R* je tedy (vq,vs, ey, e9). A

1Uvédomme si, ze ve druhé matici miéizeme ,vynulovat® 3. fadek, i kdyby a = 1, protoZe to by jiz byl tento
rfadek nulovy, avSak naopak 2. fadek bychom mohli vynulovat jen pokud a # 1.

2Kdy# totiz fesime soustavu rovnic tak za proménnou v sloupecku, kde neni vedouci prvek miiZzeme zvolit
libovolny parametr. Mimo jiné muzeme zvolit ¢islo 0, tedy pfi volbé a4 = 0 ma soustava aiv1 + agve + agvs = 0
jediné Teseni - to nulové.



Priklad 2 (2b). Spocitejte determinant matice

1 0 -2 1 3
o 1 -1 1 -1
D=11 =3 0 O
-1 0 2 2 0
-2 0 0 1 1

Reseni. Nabizi se dvé metoty, bud tiprava elemetarnimi fadkovymi operacemi®, nebo Laplaceiv
rozvoj podle 2. sloupce (mé nejvice nul).

Radkovymi pravami, presnéji pfi¢itanim 1. a 2. fadku k ostatnim, snadno dostaneme de-
terminant

10 —21 3
001 -1 1 -1 | |1 2 =6

detD=10 0 1 2 —6‘0 1‘- 0 3 3|[=1-(214+0+(-24)~72-9—0)=—84
00 0 3 3 —4 3 7
00 —4 3 7

P¥iklad 3 (2b). Uvazujme podprostor U C R* generovany vektory
wi = (1,-1,1,1), wy=(1,0,2,—1), wy=(0,2,1,1).
a) Rozhodnéte, které z vektorii wy, ws, w3 jsou vzéjemné kolmé.
b) Naleznéte ortogonélni bazi podprostoru U = (wy, wa, ws).

Reseni. Skaldrni soucini (wy, ws) = 2, (wy,ws) = 0, (wy,ws) = 1, tedy pouze w; L ws.

Abychom si zjednodusili poc¢itani, pro Gramm-Schmidttv algoritmus budeme brat vektory
v poradi wy, ws, we, pricemz w3 je jiz kolmy na wq, takze pro néj neni co pocitat. Ortogonalni
baze je

U1 = w1 = (1, —1, ]., ].)

uy = ws = (0,2,1,1)
Uz = Wy — QU] — bu2 = Wy — <w27U1>u1 . <w2,u2>u2
(U1, ur) (g, ug)
2 1
=(1,0,2,—-1) — T (1,-1,1,1) — 6' (0,2,1,1)
= (343 -3) =36.1,8,-10). A

Priklad 4 (3b). Uvazujme linearni zobrazeni p: R* — R? definované jako symetrie podle
primky
p:2x — 3y = 0.

a) Naleznéte matici linearniho zobrazeni ¢ ve standardni bazi.

b) Naleznéte vektor w’ symetricky podle pfimky p k vektoru w = (2,5).

3Nesmime zapomenout na zménu znaménka p¥i prohozeni dvou Fadki a vytknuti p¥islusného &isla pii vydéleni
radku.



Resend. Hledame zobrazeni ¢: R? — R2 takové, které smérovy vektor u = (3, 2) pifmky p nechd
nezménény, tj. ¢(u) = u, a normalovy vektor n = (2, —3) k pfimce posle na opa¢ény vektor, tj.
¢(n) = —n. NapiSeme-li do matice, co se na co zobrazi, fadkovymi upravami zjistime, ¢emu
odpovida ¢(e1) a @(es).

o)) (3 2 3 2 3 23 2 3 2
on)) ~\2 -3 6 —9 0 13|12 -5 01
N<3 0 % %)_(61 90(61)>
01 o2 e2 | p(e2)

Transponovanim (pfevracenim podle diagonaly) posledni matice napravo dostaneme matici
zobrazeni ¢ ve standardni bazi.
512
_ _ (13 13
A=(p)ee= (g 5)

13 13

3 2 3 2
-2 3 —6 9
391—324 26;510 > N <1 0

12 5
13 T 13 0 1

Obraz vektoru w nalezneme jednoduse vynasobenim matici zobrazeni.
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