3. termin zkousky — MIN101 — podzim 2021 — 1. 2. 2022

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) V prostoru R? jsou dany roviny p a o obecnymi rovnicemi:
p:x1+To— T3 =238, 0:2x1 4+ 19+ 33 = —5.
Déle je dan bod X = [1,—2, 3]. Urcete

a) vzdélenost bodu X od roviny p,
b) odchylku rovin p a o,

)
c¢) parametrické vyjadieni roviny o,
d) parametrické vyjadireni pitimky p, kterd je prunikem rovin p a o,
)

e) vzdalenost bodu X od piimky p.

2. (5 bodu) Méjme matici

2 -3 1
A=11 -2 -1
1 -3 -1

Najdéte Jordanuv kanonicky tvar J matice A spolu s transformac¢ni matici P, tj. A =

PPt

3. (5 bodi) Méjme matici A a vektor w,

2 -1 a
A=1|-1 2 —a a w=(-1,1,1),
a —a 2

s parametrem a € R. Uvazme bézi a = (v, v2, v3) prostoru R? takovou, ze matice piechodu
z béze o do standardni béze je (id)., = A. Déle uvazme kvadratickou formu f : R* — R,
jejiz matice ve standardni bazi je A. Urcete vSechny hodnoty parametru a, pro které

a) determinant matice A je roven 0,

b) kvadratické forma f je pozitivné definitni,

c¢) vektor w je vlastnim vektorem matice A a urcete piislusné vlastni ¢islo,
d) béze a je ortogondlni,
)

e) objem ¢tytsténu PABC, kde P =1[0,0,0], A=P+v;, B=P+wvyaC =P +us,je
roven 1.

4. (5 bodu) Uvazme nasledujici piiklad jako Markovuv proces.

Pujcovna kolobézek v Moravském krasu ma tfi pobocky — na Skalnim mlyné, ve Sloupu
a v Blansku. Kazdy zdkaznik muze vratit kolobézku na libovolné z téchto tii pobocek.
Kazda kolobézka se pujcuje na jeden den — zakaznik si ji vyzvedne dopoledne a vrati od-
poledne. Firemni statistik zjistil nasledujici idaje. Kolobézka vyzvednutéd zakaznikem na
Skalnim mlyné je s pravdépodobnosti 1/6 navrdcena na Skalnim mlyné, s pravdépodobnosti



1/2 navracena ve Sloupu a s pravdépodobnosti 1/3 navracena v Blansku. Kolobézka vy-
zvednutd zdkaznikem ve Sloupu je s pravdépodobnosti 1/2 navrécena na Skalnim mlyné,
s pravdépodobnosti 1/4 navracena ve Sloupu a s pravdépodobnosti 1/4 navracena v Blan-
sku. Kolobézka vyzvednuté zékaznikem v Blansku je s pravdépodobnosti 1/3 navracena na
Skalnim mlyné, s pravdépodobnosti 1/3 navrdcena ve Sloupu a koneéné s pravdépodobnosti
1/3 navracena v Blansku.

Po mnohaletém provozu se majitel jednou rano (kdy jsou vsechny kolobézky vrécené na
nékterou z pobocek) rozhodl projet s nejoblibenéjsi kolobézkou. S jakou pravdépodobnosti
ji najde na pobocce na Skalnim mlyné a s jakou pravdépodobnosti tato kolobézka bude
v Blansku?



ReSeni a bodovani:

1. [5 bodu] Bodovdni: kazd4 ¢dst za 1 bod.

a) Sestrojime projekci bodu X do roviny p. Uvazujeme tedy piimku ¢, kterd je kolma k roviné p a
prochdzi bodem X. Normélovy vektor roviny p je (1,1, —1). Pfimka ¢ m4 tedy parametrické vyjadient
[1,-2,3] +¢(1,1,—1). Uréime prunik ¢q a p dosazenim parametrického vyjaddien{ ¢ do obecné rovnice
p: =4+ 3t = 8. Odtud ¢t = 4 a kolmy prumét je Y = [5,2,—1]. Vzddlenost je velikost vektoru
XY =4-(1,1,-1), kterd je 41/3.

b) Odchylka dvou rovin v R? je rovna odchylce jejich normalovych vektort. Tj. zajima nas odchylka
vektoru (1,1,—1) a (2,1, 3). Protoze jejich skaldrni soucin je 0, je jejich odchylka 90°.

¢) Jednd se o Tesenf systému o jedné rovnici. Takze volime x5 = s a 3 = ¢ volné parametry a dostaneme
2z1 = —5 — s — 3¢, tj. 21 = —2 — 15 — 3¢, Rovina m4 tedy parametrické vyjadieni [—3,0,0] + s -
(7%7 ]-a O) +1- (733 Oa 1)

d) Nyni Fesime soustavu dvou zadanych rovnic. Vyfesenim dostaneme napiiklad parametrické vyjddient
[—13,21,0] + ¢ - (—4,5,1).

e) Hleddme ¢ takové, ze pro bod Z = [—13,21,0]+t-(—4,5, 1) plati ﬁ L p. Tzn. vektor ﬁ =7Z-X=
(—14,23, —3)+t-(—4,5, 1) je kolmy k vektoru (—4,5,1). Proto —14-(—4)+23-5—3-1+¢-(42+52+1) = 0,
tedy 168 + 42t = 0. Odtud t = —4 a X7 = (—14,23,-3) + (16,—20,—4) = (2,3, —7). Vzdalenost
bodu X a pifmky p je proto ||ﬁ|| =224 33+ 72 =62

2. [5 bodu] Vlastni ¢isla matice A jsou Ay = —3 a Ag = 1, kde A2 = 1 m4 algebraickou nédsobnost 2, [1b].
Vlastni vektory jsou v; = (1,3,4) pro Ay = =3 a v2 = (3,1,0) pro A2 = 1, tj. A2 = 1 ma geometrickou
ndsobnost 1, [1b]. Odtud

-3 00
J=10 1 1], [1b].
0 0 1

Do piislusné baze a = (v1,va,v3) potiebujeme tieti vektor vs spliujici (A — E)vs = vq, coZ je napf.
v3 = (2,0,1), [1b]. Tedy
1 3 2
P=(id)ea=1(3 1 0], [1b].
4 0 1

3. [5 bodu] Kazdd z ¢asti a), b), c), d), e) za 1 bod.

a) Spocteme determinant matice A,

2 -1 a
detA=det| -1 2 —a] =6-2d%
a —a 2

Tedy det A = 0 pro a = ++/3.
b) Dle Sylvestrova kritéria musi byt hlavni minory kladné,

2 -1

1>0, det (_1 9

):3>0 a detA=6—2d%>0.

Posledni podminka znamena a € (—\/57 \/g)
¢) M4 platit Aw = Aw pro négjaké A € R, tj.

2 -1 a -1 a—3 -1
Avw=|-1 2 —a 1 | =] —a+3 ] =X 1
a —a 2 1 —2a+2 1

Tedy —a+3=—-2a+2,tj. a=—1.



d) Vztah (id)e,o = A znamend, ze sloupce matice A jsou vektory baze «, tj.
vy =(2,—-1,a), vo=(-1,2,—a) a wv3=(a,—a,2).

Ortogonalita bdze « znamend, ze ma platit (vi,vs) = (v1,v3) = (v, v3) = 0. PH{imym vypoctem se
ovéit, ze (v1,v2) = —4 — a? < 0, tedy baze a nemiize byt ortogonalni.
e) Objem ¢tyfsténu PABC je roven

1 1
pouzitim ¢&sti a). Tedy %|6 —2a?| =1, tj. 3 — a® = +3, coz m4 tii feseni a € {0, £V6}.

4. [5 boda] Uvazujeme-li poradi stavi Skaln{ mlyn, Sloup a Blansko, jednd se o Markovuv proces se (sto-
chastickou) matic{

Wi N= O
NN v
Wi Wl Wl

[1.5b]. Je tFeba najit vlastni vektor pifslusejici vlastnimu &islu 1, [0.5b]. Hleddme tedy feseni homogenn{
soustavy rovnic s matici

1
2 3 1 -3 -2
B-Es=| 3 -3 L |~...~|0 —27 32,
1 2 0 0 0
3 4 3

kde E3 je jednotkovd matice 3 x 3. Jeji Feseni je (az na ndsobek) vektor v = (30,32,27), [1b]. My

ale potfebujeme pravdépodobnostni vektor [0.5b za tvahu], coz je w = WMU = %(30,32,27) =
(%, %, %), [0.5b]. Oblibena kolobézka bude s pravdépodobnosti % na Skalnim mlyné, [0.5b], a s pravdépo-

dobnosti 27 v Blansku, [0.5b].



