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Posloupnost a jeji vlastnosti

Definice

Posloupnost je zobrazeni a: N — R, jehoZ hodnoty zna¢ime a(n) nebo
an. Hodnotu a,, nazyvame n-ty clen posloupnosti a celou posloupnost
pak zapisujeme {a,},- ; nebo {a,}.

Posloupnost {a,} se nazyva
e rostouct, jestlize a, < anp4+1 pro kazdé n € N;
o klesajict, jestlize a, > an41 pro kazdé n € N;
o nerostouct, jestlize ap > apy1 pro kazdé n € N;
o neklesajici, jestlize a, < an4+1 pro kazdé n € N;

o shora ohranicend, jestlize existuje U € R takové, ze a,, < U pro
kazdé n € N;

o zdola ohranicend, jestlize existuje L € R takové, Zze a,, > U pro
kazdé n € N;

@ ohranicend, jestlize je ohranic¢end shora i zdola.
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Limita posloupnosti

Definice

Necht je dana posloupnost {a,} a ¢islo A € R. Rekneme, Ze posloup-
nost {a,} md limitu A, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N
takové, ze pro kazdé n > ng plati |a, — a| < e.

Pokud ma posloupnost {a,} limitu, fikdme, Ze konverguje, a zna¢ime
lim a, = A, pfipadné a,, — A pro n — oco.

n—oo

Rekneme, Ze posloupnost {an} ma limitu +oo, jestlize ke kazdému A €
R existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati, ze a, > A.

ZnaCime lim a, = +o0o0. Podobné definujeme lim a, = —occ.
n—o0 n—oo

Pokud ma posloupnost {a,} limitu 400 nebo —oo, fikdme, Ze posloup-
nost diverguje.

Jestlize posloupnost nekonverguje ani nediverguje, fekneme, Ze osciluje.
v
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,Bonusové” vlastnosti limit

Véta

Necht jsou ddny posloupnosti {an}, {bn} a existuje ng tak, Ze pro kazdé

n > ng je a, < b,. Pak plati

1. Jestlize lim a, = +o0, pak i lim b, = +oo.
n—o0

n—oo
1. Jestlize lim b, = —o0, pak ¢+ lim a, = —oo.
n—oo n—oo
Véta

Necht jsou ddny konvergentni posloupnosti {an}, {bn} a 1i_>m a, = a,
n (o.]
lim b, = b. Pak plati:

n—oo

1. Jestlize a < b, pak existuje ng tak, Ze pro vSechna n > ng plati
an < by.

2. Jestlize existuje ng tak, Ze pro vsechnan > ng je a, < by, pak
a <b.
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,Bonusové” vlastnosti limit

Véta
Kazdd neklesagici shora ohranicend posloupnost {a,} md vlastni limitu
a plati lim a, = sup{aj,as,...}.

n—o0

Kazdd nerostouct zdola ohranicend posloupnost {b,} md vlastni limitu a
plati li_>m by, = inf {b1,bo, ... }.
n—0o0

Definice

oo . n . s v
Limitu e: = lim (1 + l) nazyvame Fulerovo ¢islo.
n—00 e
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Vybranéa podposloupnost

Definice

Necht {ay},- je posloupnost a necht {ny};~, je rostouci posloupnost
piirozenych ¢isel. Pak posloupnost {ay, };- | se nazyva vybrand podpo-
sloupnost z posloupnosti {an oo ;.

Véta

Necht {ay, } je vybrand posloupnost z posloupnosti {a,} a le an = a.
n o

Potom lim a,, = a.
k—o0
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Hromadny bod posloupnosti

Definice

Cislo a € R* se nazyva hromadny bod posloupnosti {a,}, jestlize pro
kazdé okoli O(a) existuje nekoneéné mnoho indexii n € N, pro které
plati, ze a, € O(a).

Véta

Cislo a je hromadnym bodem posloupnosti {an} pravé tehdy, kdyz exis-
tuge vybrand podposloupnost {a,, } takovd, Ze klim By, = G
—00

Véta

KazZda posloupnost md nejmenst a nejuétsi hromadny bod.

Véta (Bolzano-Weierstrass)

7 kaZdé ohranicené posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost. |
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Definice

Necht je dana posloupnost {a,}. Pak nejvétsi hromadny bod této po-
sloupnosti nazveme limita superior a oznacujeme

lim sup a,,
n—oo
nejmensi hromadny bod této posloupnosti nazveme limita inferior a
oznacujeme

lim inf a,,,
n—0o0

Véta
Posloupnost {a,} md limitu pravé tehdy, kdyz

lim sup a,, = liminf a,,.
n—00 =>E

VSechny tri hodnoty jsou pak stejné.
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