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Goniometrické a cyklometrické funkce

Definice

Bud z € R. Necht P je koncovy bod oblouku na jednotkové kruznici, jehoZ pocateéni bod
je [1,0] a jehoz délka je |z|; pfitom oblouk je od bodu [1,0] k bodu P orientovan v proti-
sméru, resp. ve sméru chodu hodinovych rucicek podle toho, zda z > 0, resp. z < 0. Pak
prvni soutfadnici bodu P nazyvame cos x a druhou soufadnici sin z. Déle definujme

sin x cosx
tgr = ——, cotgr = — .
cosx sin x

Funkce sinz, cosz, tgx a cotgx nazyvame funkce goniometrické.
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Co budeme ,,casto” pouzivat

sin(x + y) = sinxz cosy + coszsiny

cos(x £ y) = cosxcosy Fsinzsiny
. T . (T
sinx =cos(—-—x), cosx=sin(—- —=x
2 2
sin?x + cos?z = 1

sin2z = 2sinx cosx

cos 2z = cos’ x — sin’ x
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Definice

Inverzni funkce k funkeci sin z definované na [—%, %] se oznacuje
arcsin z.

Inverzni funkce k funkci cos z definované na [0, ] se oznacuje arccos .

Inverzni funkce k funkci tgx definované na (—g, g) se oznacuje

arctg .

Inverzni funkce k funkci cotgz definované na (0, ) se oznacuje
arccotg x.

Funkce arcsin x, arccos x, arctg x a arccotg xz nazyvame cyklometrické
funkce.

Véta
Cyklometrické funkce maji ndsledujici vlastnosti.

1. Funkce arcsinz a arctgx jsou rostouct, funkce arccosx a arccotgx
jsou klesajict.

2. Funkce arcsinx a arctgx jsou liché.
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Polynom

Definice
Funkeci P: R — R tvaru

P(z) = anz" 4 an_12" 1 +---+ag, kde ag,a1,...,a, €R,
nazyvame polynomem. Cisla a; se nazyvaji koeficienty polynomu. Je-li
an # 0, pak ¢islo n nazveme stupném polynomu.

Cislo a € C se nazyva koten polynomu P, jestlize

P(a) =0.

Cislo a je k-ndsobnym korenem polynomu P, existuje-li polynom @
takovy, ze

P(z) = (z — 0)*Q(a),

a «a neni kofenem polynomu @, tj. Q(a) # 0. Cislo k € N se pak na-
zyvéa nasobnost kofene o polynomu P.
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Véta
Necht P(x) = a,a"™ + ap_12" ' + - + ag, kde ag,a1,...,a, € R je
polynom stupné n > 0.

1. (Zdkladnt véta algebry.) Polynom P md nad komplexnim oborem
C praveé n korend, pocitame-li kazZdy koten tolikrdat, kolik je jeho
ndsobnost.

2. Je-li komplexnt c¢islo a k-ndsobnym koTenem redlného polynomu P,
ge cislo komplexne sdruZené a k-ndasobnym korenem polynomu P.

3. (Rozklad polynomu v oboru redlnijch ¢isel.) Jsou-li aq,. .., ap
vSechny redlné koreny polynomu P s ndsobnostmi k1, ..., k. a
(1 £idy), ..., (cs £ ids) viechny navzdjem rizné dvojice kom-
plexné sdruzenijch koreni s ndsobnostmi ry,...,7s, plati

P(z) = an(z—a1)" -~ (z—ar)"[(z—c1)?+di]™ -+ [(z—cs)*+d3]"™.

4. Necht ay, = 1. Je-li celé ¢islo o koTenem polynomu P s celocisel-
nyma koeficienty, pak a je délitelem ¢isla ag.
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Racionalni lomené funkce a parcialni zlomky

Definice
Budte P, @ nenulové polynomy. Funkce
P(z)
R(x) =
= aw

se nazyva raciondlni lomend funkce. Tuto funkci nazveme ryze lome-
nou, plati-li st P < st @, a neryze lomenou, plati-li st P > st Q.
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Rozklad na parcialni zlomky

PEQ 1ze rozlozit na soucet

Kazdou ryze lomenou funkci tvaru R(x) =
parcidlnich zlomki nasledujicim zptisobem:

o

a) Je-li ¢islo a redlny k-nasobny kofen polynomu @, pak rozklad ob-
sahuje soucet k parcialnich zlomku tvaru
Ay Az Ay
R e N R

b) Jsou-li ¢isla o £ i85 komplexné sdruzené k-nasobné koreny poly-
nomu @, pak rozklad obsahuje parcialni zlomky tvaru

Ajxz + B Asx + Bs Apx + By,

ar® +br+c  (az®+br+c)? | (a4 bz +c)F

kde az? + bz + ¢ ma kofeny o + if3.
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Mala odbocka

Definice
Bud A mnozina. Rekneme, Ze relace < na A je uspordddni, jestlize
1. Vz € A plati x < x,
2. Ve,ye Aplatiz <yANy<zxz=—z =y,
3. Ve,y,z€ Aplati e < yANy < z= x < 2.
Je-li < usporadani na A, pak dvojice (A, <) se nazyva usporddand
mnozina.

Definice
Bud A +# 0 usporadana mnozina, B C A, B # (), libovolna. Rekneme,
7e prvek a € A je supremum mnoziny B, piseme a = sup B, jestlize

1. x < a pro kazdé z € B,

2. je-li y € A takové, ze x < y pro kazdé x € B, pak a < y.
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Exponenciélni a logaritmicka funkce

Definice
Bud a € R, a > 0acé€R. Proa> 1 definujme

a®=sup {a*:x € Q, z < c}.

Pro a =1 polozmé a® = 1°=1 a pro 0 < a < 1 definujme a° = (%)_c.

Definice

Bud a € R, a > 0. Funkci f ur€enou predpisem f(z) = a” nazveme
exponencidlni funkci o zakladu a.

Véta
Ezponencidlni funkce f(x) = a® md tyto vlastnosti:
1. D(f)=R a H(f) = (0,+00) proa # 1, H(f) = {1} pro a = 1.
2. Funkce f je rostouci v R proa > 1, klesajici v R proa < 1 a
konstantni v R pro a = 1.
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Definice

Bud a € R, a > 0, a # 1. Funkce inverzni k funkci y = a” se nazyva
logaritmicka funkce o zékladu a, znaci se y = log, .

Véta
Logaritmickd funkce f(z) = log, x md tyto vlastnosti:

2. Funkce f je rostouci na (0,4+00) pro a > 1 a klesajici na (0,400)
pro a < 1.

3. Proxz,y € (0,40) a z € R plati
log, (zy) = log, v+log, y, log, - = log, —log, y, log,a” = zlog, z.
Yy

4. Proa,beR,a>0,b0>0,a#1,b#1 ax € (0,+00) plati
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Mocninna funkce

Definice

Bud s € R. Pro > 0 definujeme funkci y = 2° a nazyvame ji mocnin-
nou funkct.

Véta
Mocninnd funkce f(x) = x® md tyto vlastnosti:

1. D(f) = (0,400) a H(f) = (0,400) pro s # 0, H(f) = {1} pro
5 =0.

2. Funkce f je rostouci v (0,4+00) pro s > 0, klesajici v (0,400) pro
s < 0 a konstantni v (0,400) pro s = 0.

3. Plati f(z) = 2° = (")’ = e*" pro z € (0, +00).
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Poznamka

Je-li s € Q, definujeme x° pro z < 0, pravé kdyz v zakladnim tvaru =
¢isla s je ¢islo n liché. Pak klademe z° = /2™ a V/a = a.
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