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4.1. Linearni kongruence o jedné neznamé.
VETA 21. Necht m € N, a,b € Z. Oznacme d = (a,m). Pak kon-
gruence
ar =b (mod m)
(o jedné nezndmé x) md reseni pravé tehdy, kdyz d | b.

V pripadé, kdy d | b, md tato kongruence prdavé d reseni (modulo
m).

DUKAZ. DokéZeme nejprve, ze uvedend podminka je nutnd. Je-li
celé ¢islo ¢ Fesenim této kongruence, pak nutné m | a - ¢ — b. Pokud
pritom d = (a, m), pak protoze d | mid | a-c—bad | a-c—(a-c—b) =b.

Obracené dokazeme, ze pokud d | b, pak mé dand kongruence pravée
d teseni modulo m. Oznac¢me aq,b; € Zam; € Ntak, zea=d-a,b =
d-by am = d-m;. Resend kongruence je tedy ekvivalentni s kongruenct

a;-x=b; (mod my),
kde (a,m;) = 1. Tuto kongruenci muzeme vyndasobit ¢islem af(ml)fl
a diky Eulerové vété obdrzime

z=by ™ (mod my).

Tato kongruence m4 jediné teseni modulo my a tedy d = m/m; feSeni

modulo m. O

Nasledujici piiklad ukéze, ze postup uvedeny v dukazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéjsim — s vyhodou lze pouzit jak Bezoutovu vétu,
tak ekvivalentni ipravy fesené kongruence.

PRIKLAD. Reste 392 = 41 (mod 47)

RESENI. (1) Nejprve vyuzijeme Eulerovu vétu.
Protoze (39,47) = 1, plati

39747 = 39% =1  (mod 47),
t].
39%.392 = 39% .41 (mod 47),
N—_——
3946=1

7 ¢ehoz uz dostavame
r=39%-41 (mod 47).

Uplné feSeni vyzaduje jesté vypocteni zbytku po déleni ¢isla

a zjisti vysledek x = 36 (mod 47)
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(2) Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.
Euklidovym algoritmem pro vypocteni (39,47) dostavame

47=1-39+8
39=4-8+7
8§=1-7+1

7, cehoz zpétnym odvozenim dostavame
1=8-7=8-(39-4-8)=5-8—-39=
=5-(47-39)—39=5-47—6 - 39.
Uvéazime-li tuto rovnost modulo 47, dostaneme
1=-6-39 (mod47) /-41

41 =41-(-6)-39 (mod 47) / -41
—_——

r=41-(—6) (mod 47)
xr=-246 (mod 47)
x =36 (mod 47)

(3) Obvykle nejrychlejsim, ale nejhute algoritmizovatelnym zpusobem
feSeni je metoda takovych uprav kongruence, které zachovavaji
mnozinu feseni.

39z =41 (mod 47)
—8x = —6 (mod 47)
4r =3 (mod 47)

4xr = —44  (mod 47)
r=-—11 (mod 47)
r =36 (mod 47)

U

Pomoci véty o fesitelnosti linedrnich kongruenci lze dokazat mj.
vyznamnou Wilsonovu vétu udavajici nutnou (i postacujici) podminku
prvociselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné ve vypocetni te-
orii ¢isel, kdy je treba efektivné poznat, je-li dané velké ¢islo prvocislem.
Bohuzel dosud neni znamo, jak rychle vypocitat modularni faktorial
velkého ¢isla, proto neni v praxi Wilsonova véta k tomuto tcelu pouzivana.

VETA 22 (Wilsonova). Prirozené c¢islo n > 1 je prvocislo, prdvé
kdyz

(n—1)!'=-1 (mod n) (18)

DUKAzZ. DokéZeme nejprve, Ze pro libovolné slozené éislo n > 4

plati n | (n — 1)1, tj. (n — 1)! = 0 (mod n). Necht 1 < d < n je

netrividlni délitel n. Je-li d # n/d, pak protoze 1 < d,n/d < n —1,
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jen =d-n/d| (n—1). Pokud d = n/d, tj. n = d?, pak protoze je
n>4 jeid>2an]|(d-2d) | (n—1).. Pro n =4 snadno dostavame
(4-—1)!'=2%# —1 (mod 4).

Necht je nyni p prvocislo. Cisla z mnoziny {2,3, ..., p—2} seskupime
do dvojic vzajemneé inverznich ¢isel modulo p, resp. dvojic ¢isel, jejichz
soucin dava zbytek 1 po déleni p. Pro dané ¢islo a z této mnoziny exis-
tuje podle predchozi véty jediné feseni kongruence a -z =1 (mod p).
Protoze a # 0,1,p — 1, je zlfejmé, ze rovnéz pro teseni ¢ této kongru-
ence plati ¢ # 0,1, —1 (mod p). Cislo a nemtize byt ve dvojici samo
se sebou; kdyby totiz a -a = 1 (mod p), pak nutné a = +1 (mod p).
Souéin vSech ¢isel uvedené mnoziny je tedy tvoren soucinem (p — 3)/2
dvojic (jejichz souéin je vzdy kongruentni s 1 modulo p). Proto je

(p—1N =192 (p—-1)=—-1 (mod p).
O
4.2. Soustavy linearnich kongruenci o jedné neznamé. Mame-
li soustavu linedarnich kongruenci o téze neznamé, muzeme podle Véty
rozhodnout o feSitelnosti kazdé z nich. V pripadé, kdy aspon jedna
z kongruenci nem4 reSeni, nema feseni ani celd soustava. Naopak, jestlize

kazd4d z kongruenci feseni ma, upravime ji do tvaru z = ¢; (mod m;).
Dostaneme tak soustavu kongruenci

r=c (mod my)
(19)
r=c¢p (mod my)
Zkoumejme nejprve pripad £ = 2, ktery — jak uvidime pozdéji — ma
stézejni vyznam pro feseni soustavy s k> 2.

VETA 23. Necht c1,cy jsou celd ¢isla, my, mo prirozend. Oznacme
d = (my, me). Soustava dvou kongruenci

r=c¢ (mod my)

(20)

r=cy (mod my)

v pripadé ¢y # co (mod d) nemd reseni. Jestlize naopak ¢c; = co (mod d),
pak existuje celé cislo ¢ tak, Ze x € 7 spliuje soustavu (@, prave kdyz
vyhovuje kongruenci

r=c (mod [my,ms)).

DUKAZ. M4-li soustava néjaké feseni x € Z, plati nutné z = ¢
(mod d), z = ¢y (mod d), a tedy i ¢; = ¢o (mod d). Odtud plyne, ze
v piipadé ¢; # ¢o (mod d) soustava nemuze mit feseni.

Predpokladejme déle ¢; = ¢y (mod d). Prvni kongruenci soustavy
(20) vyhovuji vSechna celd ¢isla x tvaru x = ¢; + tmy, kde t € Z je
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libovolné. Toto x bude vyhovovat i druhé kongruenci soustavy ,
praveé kdyz bude platit ¢; + tmq = ¢o (mod my), tj.
tmy =co —c;  (mod my).

Podle Véty 21| mé tato kongruence (vzhledem k t) feseni, nebot d =
(mq, mg) déli ¢a — ¢1, a t € Z spliuje tuto kongruenci préavé kdyz

Cy — C1 mq ‘P(%)_l mo
=2 () (med 7).
d d oty

tj. prave kdyz

Cy — C1 mi W(%)_l mo
p_asa (m ™
d d Ty
kde r € Z je libovolné. Dosazenim
my\ eCF) mym
x:cl—l—tml:cl—i—(cQ—cl)-(Fl) Ty 1d2:c—|—r-[m1,m2],

kde ¢ = ¢; + (ca — ¢1) - (my /d)?™2/D nebot mymy = d - [m1, my). Nasli
jsme tedy takové ¢ € Z, ze libovolné x € Z splnuje soustavu , prave
kdyz

x=c (mod [my,ms)),

coz jsme chteéli dokazat. O

Vsimnéme si, ze dukaz této véty je konstruktivni, tj. udava vzorec,
jak ¢fslo ¢ najit. VétaR3ndm tedy dévé metodu, jak pomoci jediné kon-
gruence zachytit podminku, Zze x vyhovuje soustaveé . Podstatné je,
ze tato nova kongruence je téhoz tvaru jako obé puvodni. Muzeme proto
tuto metodu aplikovat i na soustavu — nejprve z prvni a druhé
kongruence vytvorime kongruenci jedinou, které vyhovuji pravée ta z,
ktera vyhovovala puvodnim dvéma kongruencim, pak z nové vzniklé a
z treti kongruence vytvorime dalsi atd. Pii kazdém kroku se ndm pocet
kongruenci soustavy snizi o 1, po k—1 krocich tedy dostaneme kongru-
enci jedinou, ktera nam bude popisovat vSechna feseni soustavy .
Poznamenejme jesté, ze ¢islo ¢ z Véty [23| neni nutné urcovat pomoci
uvedeného vzorce. Muzeme vzit libovolné ¢ € Z vyhovujici kongruenci

my Co—C < mz)

7 d mod —

t
d

a polozit ¢ = ¢ + tm;.

DUSLEDEK (Cinskd zbytkova véta). Necht my,,...,my € N jsou
po dvou nesoudélnd, ay,...,ar € Z. Pak plati: soustava

r=a; (modmy)
(21)
r=a, (mod my)

ma jediné reseni modulo my - mgy - - - M.
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PRIKLAD. Reste systém kongruenci
r=-3 (mod 49)
r= 2 (mod 11).

RESENI. Prvni kongruenci spliuji pravé véechna celd éisla z tvaru
xr = —3+4+49t, kde t € Z. Dosazenim do druhé kongruence dostavame

—34+49t=2 (mod 11),

odkud
5t=5 (mod 11),

tedy, vzhledem k (5,11) = 1, po vydéleni péti
t=1 (mod 11),

neboli t = 1411s pro libovolné s € Z. Proto x = —3+49(1+11s) = 46+
539s, kde s € Z, coz muzeme také zapsat jako z = 46 (mod 539). O

PRIKLAD. Reste systém kongruenci

r= 1 (mod 10)
r= 5 (mod 18)
r=—4 (mod 25).

RESENI. Z prvni kongruence dostdviame z = 1 + 10t pro t € Z.
Dosazenim do druhé kongruence ziskame

1+10t =5 (mod 18),

tedy 10t = 4 (mod 18). Protoze (10,18) = 2 deéli ¢islo 4, mé tato
kongruence podle véty 4.2 feseni t = 2 - 5° (mod 9), pficemz 2 - 5° =
10-252 = 1-(—-2)2 =4 (mod 9), a tedy t = 4+9s, kde s € Z. Dosazenim
x=1+10(4 4+ 9s) = 41 + 90s. Z tteti kongruence pak vychézi

414+ 90s = —4 (mod 25),
tedy 90s = —45 (mod 25). Vydélenim péti (véetné modulu, nebot 5 |
25)
18 = -9 (mod 5),

odkud —2s =1 (mod 5), tedy 2s =4 (mod 5), s =2 (mod 5), a proto
s =2+ 5r, kde r € Z. Dosazenim x = 41 + 90(2 + 5r) = 221 + 450r,
tedy = = 221 (mod 450). 0

PRIKLAD. Reste systém kongruenci
=18 (mod 25)

r=21 (mod 45)
r =25 (mod 73).
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RESENI. Z prvni kongruence = = 18 + 25¢t, kde ¢t € Z. Dosazenim
do druhé kongruence

18 + 25t =21 (mod 45),
tedy
25t =3 (mod 45).

Tato kongruence vsak podle Véty nemd feseni, nebot (25,45) =
5 nedéli ¢islo 3. Proto nema feSeni ani cely systém. Tento vysledek
bychom také dostali pfimo z Véty nebot 18 # 21 (mod (25,45)).

U

PRIKLAD. Reste kongruenci 23941z = 915 (mod 3564).

RESENI. Rozlozme 3564 = 22 - 3. 11. Protoze ani 2, ani 3, ani 11
nedeli ¢islo 23941, plati (23941,3564) = 1 a tedy podle Véty [23| m4
kongruence fesen{. Protoze ¢(3564) = 2 - (3% -2) - 10 = 1080, je feSeni
tvaru z = 915 - 239411°7 (mod 3564). Uprava &isla stojictho na pravé
strané by vsak vyzadala znacné usili. Proto budeme kongruenci tesit
ponékud jinak. Podle Véty [13| (6) je x € Z teSenim dané kongruence
prave kdyz je fesenim soustavy

23941z = 915 (mod 2?)

23941z = 915 (mod 3%) (22)

23941z =915 (mod 11)
Vytesime nyni kazdou z kongruenci soustavy zv1ast. Prvni z nich
je splnéna, praveé kdyz

r=3 (mod 4),
druha, pravée kdyz
46x =24 (mod 81),
odkud vynasobenim dvéma 92x = 48 (mod 81), tj. 11z = —33 (mod 81)
a po vydéleni jedenacti
r=-3 (mod 81).
Treti kongruence je splnéna, pravée kdyz
br =2 (mod 11),
odkud vyndsobenim ¢islem —2 dostaneme —10x = —4 (mod 11), tedy
r=—4 (mod 11).

Libovolné = € Z je tedy fesenim soustavy , praveé kdyz je reSenim
soustavy
r= 3 (mod4)

—3  (mod 81) (23)
r=—4 (mod 11)
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7, druhé kongruence dostavame, ze x = —3 + 81t, kde t € Z. Dosa-
zenim do tfeti kongruence soustavy dostaneme

—3+48lt=—-4 (mod 11),

tedy 81t = —1 (mod 11), tj. 4t = 32 (mod 11), odkud t =8 (mod 11),
a proto t = —3+ 11s, kde s € Z. Dosazenim x = —3+81(—3 + 11s) =
—3—3-81+11-81s do prvni kongruence soustavy dostaneme

~3-3.81+11-81s=3 (mod 4),
tedy
1+1-14+(-1)-1s=3 (mod 4),
tj. —s =1 (mod 4) a proto s = —1 4 4r, kde r € Z. Je tedy
x = —3-3-81+11-81(—1+44r) = —3—14-81+4-11-81r = —1137+3564r,

neboli z = —1137 (mod 3564), coz je také feseni zadané kongruence.
U

4.3. Kongruence vyssich stupnii. Vratme se k obecnéjsimu piipadu,
kdy na obou stranach kongruence stoji mnohocleny téze proménné x
s celociselnymi koeficienty. Snadno muzeme tuto kongruenci odec¢tenim
upravit na tvar

F(z)=0 (mod m), (24)

kde F(z) je mnohoclen s celociselnymi koeficienty a m € N. Véta20]
nam poskytuje sice pracnou, ale univerzalni metodu feseni této kongru-
ence. Pti feSeni kongruence totiz staci zjistit, pro ktera celd ¢isla
a, 0 <a < m,plati F(a) =0 (mod m). Nevyhodou této metody je jeji
pracnost, kterd se zvysuje se zvétsujici se hodnotou m. Je-li m slozené,
m =pi'...p¥, kde py, ..., pg jsou ruznd prvocisla, a je-li navic k > 1,
muzeme nahradit kongruenci soustavou kongruenci

F(z) =0 (mod p}*)
: (25)

F(z)=0 (mod p,*),
kterd ma stejnou mnozinu feseni, a fesit kazdou kongruenci této sou-
stavy zvlast. Tim ziskdme obecné nékolik soustav kongruenci ,

které uz umime tesit. Vyhoda této metody spociva v tom, ze moduly
kongruenci soustavy jsou mensi nez modul puvodni kongruence

(24).

PRIKLAD. Reste kongruenci #° 4+ 1 =0 (mod 11).



