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e m =2 nebom =4,
e m je mocnina lichého prvocisla
e m je dvojndasobek mocniny lichého prvocisla.

PozNAMKA. Pokud pro pfirozené ¢islo existuji primitivni kofeny,
tak jich mezi ¢isly 1,2, ..., m existuje pravé p(¢(m)). Je-li totiz g pri-
mitivn{ koten a a € {1,2,...,¢(m)} libovolné, pak ¢g* je podle Véty
radu (aié@))’ coz je rovno (m) pravé tehdy, je-li (a,p(m)) = 1.

Takovych a je v mnoziné {1,2,... ¢(m)} pravé p(¢p(m)).

Dukaz Véty provedeme v nékolika krocich. Snadno je vidét, ze pri-
mitivni kofen modulo 2 je 1 a modulo 4 je 3. Dale ukazeme, ze pri-
mitivni kofeny existuji modulo libovolné liché prvocislo (pro ty, kdo si
pamatuji zaklady algebry, tak vlastné jinym zpusobem dokazeme, ze
grupa (Z),-) invertibilnich zbytkovych tiid modulo prvociselné m je
cyklicka.

TVRZENT 4.1. Necht p je liché prvocislo. Pak existuji primitioni
koreny modulo p.

DUKAZ. Oznacéme 71,79, ...,7,1 Tady ¢isel 1,2,...,p — 1 modulo
p. Bud 6 = [r1,72,...,7_1] nejmensi spoleény nésobek téchto radu.
Ukéazeme, ze mezi Cisly 1,2, ..., p—1 existuje ¢islotadu d aze 6 = p—1.

Necht § = ¢ - ¢;* je rozklad § na prvocisla. Pro libovolné s €
{1,...k} existuje c € {1,...,p — 1} tak, ze ¢ | r. (jinak by existoval
mensi spolecny nasobek ¢isel ry,rg, ..., 7,1 nez je 0), tj. ex. b € Z tak,
7e r. = b-q%. ProtoZe ¢ ma idd r., ma ¢islo g, := ¢® podle Véty (19| fad
qs°.

Provedenim pfedchozi ivahy pro libovolné s € {1,...k} dostaneme

J1,-- ., gk a muzeme polozit g := ¢y --- gx. Podle Lemmatu za Vétou

dostdvame, Ze fadd ¢ je roven soucinu rddu ¢isel gq,. .., gi, tj. cislu
a1 Ak

ql DY qk =

Nyni dokazeme, ze 6 = p — 1. Protoze tady cisel 1,2,...,p — 1 déli
§, dostavame pro libovolné z € {1,2,...,p—1} vztah 2° =1 (mod p).
Kongruence stupné 6 modulo p ma podle Véty 26| nejvyse § feSeni (a
podle predchoziho mé p — 1 feSeni), proto nutné § > p — 1. Pfitom
d | p—1 (jakozto tad éisla g), proto zejména § < p — 1, a celkem
0=p—1 O

Nyni ukazeme, ze primitivni kofeny existuji dokonce modulo moc-
niny lichych prvocisel. K tomuto budeme pottebovat dvé pomocnd tvr-
zeni.

LEMMA. Bud p liché prvoéislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné
a € 7 plati

(1+ap)” " =1+ap™" (mod ph).
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DUKAZ. Plyne snadno z binomické véty s vyuzitim matematické
indukce.
I. Pro [ = 2 tvrzeni ziejmeé plati.
II. Necht tvrzeni plati pro I, dokdZzeme jej i pro [ + 1. S vyuzitim
Lemmatu na str. [23[tak umocnénim na p-tou tvrzeni pro [ (s navysenim
modulu) dostaneme

(1+ap)’ ' =1 +ap™"? (mod pth).
Z binomické véty pritom plyne
p
1 =1y _ P A DY &k -1k
(I+ap™) +p-a-p —i-zkap
k=2
a vzhledem k tomu, ze pro 1 < k < p plati p | (Z , stac¢i ukazat
pH | pt DR coz je ekvivalentni s 1 < (k — 1)(I — 1). Rovnéz pro
k = p dostavame diky [ > 3 vztah p!*! | pl=br,
U

LEMMA. Bud p liché prvoéislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné
a € 7, spliugici p t a plati, Ze vdd éisla 1+ ap modulo p' je roven p'~1L.

DUKAZ. Podle pfedchoziho Lemmatu je

(1+ap)’ =14ap (mod ph),

-1

a uvazime-li tuto kongruenci modulo p!, dostaneme (1 + ap)?” =1
(mod p'). Pfitom pifmo z piedchoztho Lemmatu a faktu p { a plyne
(1+ap)?* #1 (mod p'), coz davé pozadované. O

TVRZENT 4.2. Bud’ p liché prvocislo. Pak pro kazdé | € N existuje
primitivnd koren modulo p'.

DUKAZ. Necht g je primitivni kofen modulo p. UkdZeme, Ze pokud
g*~ ' # 1 (mod p?), je g dokonce primitivnim kofenem modulo p! pro
libovolné I € N. (Pokud by platilo g?"* =1 (mod p?), pak (g+p)P~! =
1+(p—1)g"?p # 1 (mod p?), a tedy misto g muzeme volit za ptuvodni
primitivni koten ¢islo g + p.)

Necht tedy ¢ spliuje g?~! # 1 (mod p?). Pak existuje a € Z, pt a
tak, ze ¢! = 1+ p - a. Ukdzeme, 7e g je modulo p' fadu p(p!) =
(p — 1)p!~t. Bud n € N nejmensi &islo, spliujici ¢ = 1 (mod p').
Podle predchoziho Lemmatu je ¢g?~' = 1 + p - a iddu p'~! modulo p'.
Pak ale

(") =(¢")P"=1 (modyp)=p""|n.
Zaroven z g" = 1 (mod p) plyne p — 1 | n. Protoze jsou ¢isla p — 1 a
p'~! nesoudélnd, dostavame (p—1)p'~! | n. Proto n = o(p') a g je tedy
primitivni kofen modulo p'. Il

TVRZENT 4.3. Bud p liché prvocislo a g primitivni koven modulo
p! prol € N. Pak liché z éisel g, g+ p' je primitivnim korenem modulo
2p.
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DUKAZ. Necht c je liché piirozené ¢islo. Pak pro libovolné n € N
plati ¢® =1 (mod p'), pravé kdyz ¢ = 1 (mod 2p'). Protoze ¢(2p!) =
o(ph), je kazdy lichy primitivni kofen modulo p! rovnéz primitivnim
kofenem modulo 2p'. O

Dalsi tvrzeni popisuje ptripad mocnin sudého prvocisla. K tomu
vyuzijeme obdobnych pomocnych tvrzeni jako v pripadé lichych prvocisel.

LEMMA. Bud' l € N, 1> 3. Pak 5 " =1+2"" (mod 2V).
DUKAZ. Obdobné jako vyse pro 21 p. O
LEMMA. Bud | € N, [ > 3. Pak vdd ¢isla 5 modulo 2" je 21=2.
DUKAZ. Snadny z piedchoziho Lemmatu. U

TVRZENI 4.4. Necht | € N. Primitivni koreny existuji modulo 2!
praveé tehdy, kdyz | < 2.

DUKAZ. Bud ! > 3. Pak mnozina
S={(-1)"-5%ae{0,1},0<b<2"%beZ}

tvoif redukovanou soustavu zbytki modulo 2 (ma totiz ¢(2') prvki
o kterych se snadno ukéze, Ze jsou po dvou nekongruentni modulo 2').
Ptitom ztejmeé (s vyuzitim predchoziho Lemmatu) #dd kazdého prvku
S dalf 2!=2 proto v této (a tedy ani v zadné jiné) redukované soustave
nemuze existovat prvek fadu ¢(2!) = 2!-1, O

Poslednim kaminkem do mozaiky tvrzeni, ktera spolecné dokazuji
Veétu30] je tvrzeni popisujici neexistenci primitivnich kofent pro slozena
¢isla, kterd nejsou mocninou prvocisla (ani jejim dvojnasobkem).

TVRZENT 4.5. Necht m € N je délitelné alespori 2 prvocisly a nend
dvojndsobkem mocniny lichého prvocisla. Pak modulo m neexistuji pri-
mativnd koreny.

DUKAZ. Bud rozklad m na prvocisla tvaru 2°p{" - - - pp*, kde o €
No,; € N;2 1 p; a bud plati k¥ > 2 nebo & > 1 a a > 2. Oznacime-
i 6= [p2%),p(PT"),...,o(@P!")], pak se snadno vidi, ze § < p(2%) -
o(pi*) - e(pf') = @(m) a ze pro libovolné a € Z, (a,m) = 1 plati
a’ =1 (mod m). Proto modulo m neexistuji primitivni koreny. U

Nyni mame dokazano tvrzeni ptesné charakterizujici ty moduly, pro
které existuji primitivni kofeny. Obecné je ale pro dany modul nalezeni
primitivniho kofene velmi vypocetné narocna operace. Nasledujici véta
nam udava ekvivalentni podminku pro to, aby zkoumané ¢islo bylo
primitivnim kofenem, jejiz ovéfeni je o néco snazsi nez piimy vypocet
radu tohoto ¢isla.
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VETA 31. Bud m takové, ze modulo m existuji primitioni koreny.
Zapisme p(m) = ¢i" -+ - q.*. Pak pro libovolné g € Z, (g,m) = 1 plati,
Ze g je primitivni koren modulo m, pravé kdyz

p(m

) p(m)
ga #1 (modm)7...,g¢qk Z1 (mod m).

DUKAz. Pokud by platila nékterd z uvedenych kongruenci, zname-
nalo by to, ze ad ¢ je mensi nez ¢(m).

Obracené, pokud ¢ neni primitivni kofen, pak existuje d € N, d |
o(m), kde d < p(m) a g¢ = 1 (mod m). Je-li u = @ > 1, nutné
existuje i € {1,...,k} tak, ze ¢; | u. Pak ale

p(m) d =

g =g « =1 (modm).
g

PRIKLAD. Postupné uréime primitivn{ kofeny modulo 41,41% a 2 -
412,

RESEN{. Protoze ¢(41) = 40 = 235, je libovolné celé ¢islo g, které
je s 41 nesoudélné, primitivnim kofenem modulo 41 pravé tehdy, kdyz

g #1 (mod 41)A ¢®#1 (mod 41).

g=2: 282=2°.22=-9.8=10 (mod 41)
290 = (29 = (—9)*=81"=(-1)*=1 (mod 41)
g=3: 3F=03=(-12=1 (mod 41)
g=4: tad 4 = 2% vzdy déli Ffad 2
g=>5: 55=()1=(-21)"=2=(2%2=102=18 (mod 41)
520 _ (52)10 = (_24)10 — 940 _ (220)2 =1 (mod 41)
g=6: 65=28.3=10-1=10 (mod 41)
620 =2%0.320=9220.(3%)2.31=1.1.(-1) = -1 (mod 41)

Dokézali jsme tak, ze 6 je (nejmensi kladny) primitivni kofen mo-
dulo 41 (pokud by nés zajimaly i ostatni primitivni kofeny modulo 41,
tak bychom je dostali umocnénim 6 na vSechna ¢isla od 1 do 40, ktera
jsou se 40 nesoudélna — je jich prave p(40) = ¢(23-5) = 16 a jsou jimi
tyto zbytky modulo 41: 46, £7, £11, £12, +13, +15, £17, £19.

Dok4zeme-li nyni, ze 61° # 1 (mod 41?), budeme védét, Ze 6 je
i primitivnim kofenem modulo libovolnd mocnina 41 (pokud bychom
,méli smulu® a 6*° = 1 (mod 412), pak by primitivnim kofenem mo-
dulo 412 bylo ¢islo 47 = 6 +41). Pfi ovéreni podminky si vypomuZeme
nékolika triky (tzv. moduldrni reprezentace ¢isel), abychom se obesli
bez manipulace s velkymi ¢isly.

Nejprve vypoétéme zbytek po déleni 68 ¢islem 412; k tomu se nam
bude hodit vypocitat zbytek po déleni éisel 28 a 38:
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2% =256 = 6- 41 + 10
=03 =(2-41-12=-4-41+1 (mod 41
Pak 6° =2%.3% = (6- 41+ 10)(—4-41 + 1) =
=-34-41+10=7-41+10 (mod 41%)
a 6% = (6%)° = (7-41 +10)° = (10° + 5-7-41-10%) =
=10%(10+35-41) = (—2-41 — 4)(—6-41 + 10) =
=(4-41—-40) =124 #1 (mod 41?).

Pfitom jsme vyuzili toho, Ze 10* = 6-41% — 86, tj. 10* = —2-41 —4
(mod 412).

Je tedy 6 primitivnim kofenem modulo 412 a protoze je to sudé éislo,
je primitivnim kofenem modulo 2-41? ¢fslo 1687 = 6 +41? (nejmensim
kladnym primitivnim kofenem modulo 2 - 412 je ptitom &islo 7).

4.6. Kvadratické kongruence a Legendretv symbol. Nasim
ukolem bude najit jednodussi podminku, jak zjistit, jestli je fesitelnd
(a piipadné, kolik mé feseni) kvadratickd kongruence

ar® +br+c=0 (mod m).

7 obecné teorie, uvedené v predchozich odstavcich, je snadné vidét,
ze k rozhodnuti, je-li tato kongruence tesitelnd, staci urcit, je-li fesitelna
(binomicka) kongruence

7> =a (mod p), (27)

kde p je liché prvocislo a a ¢islo s nim nesoudélné.

Pro urceni tesitelnosti kongruence muzeme samoziejmeé vyuzit
Vétu 27] jeji vyuziti ale ¢asto nardzi na vypocetni slozitost, proto se
v kvadratickém pripadé snazime najit kritérium jednodussi na vypocet.

PRIKLAD. Urcete pocet feSeni kongruence z2 = 219 (mod 383).

RESENI. Protoze 383 je prvocislo a (2, ¢(383)) = 2, z Vétyplyne,
ze dand kongruence je tesitelnd (a ma 2 teSeni), pravé tehdy, kdyz
219" = 219" = 1 (mod 383). Ovéieni platnosti neni bez pouzitf
vypocetni techniky snadné (i kdyz je to pofad jesté ,na papite” vycislitelné).
Zavérem této casti tuto podminku ovérime s pomoci Legendreova sym-
bolu daleko snadnéji.

DEFINICE. Necht je p liché prvocislo. Legendretiv symbol definujeme
predpisem

1 pfta, a je kvadraticky zbytek modulo p,

a
p

—1 pta, a je kvadraticky nezbytek modulo p.



