Koédovani
Cilem kédovani je prendset informace tak, abychom post¥ehli,
pokud by doslo k jejich zkresleni nahodnou chybou, v idedlnim
ptipadé dokonce takto vzniklou chybu nejen odhalit, ale i opravit.
PouZiti: ukldddni dat (pamé&t potitate, CD, DVD, Blue-ray, &irové
kddy, QR-kédy), komunikace (digitalni TV, vesmirné sondy), atd.
P¥enasena informace bude zapsdna pomoci abecedy, kterd ma p
pismen (tj. jakychsi symboli), kde p je pevn& zvolené prvoiislo.
Tuto abecedu tedy miiZzeme ztotoZnit s mnoZinou Z, viech
zbytkovych t¥id modulo p. P¥enadset budeme slova délky n, kazdé
takové kdédové slovo aiasas...a,_1a, lze tedy chapat jako
polynom

n—2

a(x) = ax" Vb ax" 4. 4a,ix+ap€ Zp|x]

stupné& st(a(x)) < n. Cislo n nazyvame délka kédu.

Kdyby kaZdy polynom stupné mensiho nez n bylo nékteré

z kédovych slov, tak bychom nemohli postfehnout, Ze p¥i pfenosu
doslo k néjaké ndhodné chybé.



Polynomidlni kéd délky n dany polynomem g(x) € Z,[x]
Mame tedy pevné zvolené prvoclislo p a pFirozené &islo n.
Zafixujme také polynom g(x) € Zp[x] stupn& st(g(x)) = k < n.
Kédova slova budou ty polynomy a(x) € Zp[x] stupn&
st(a(x)) < n, které jsou délitelné polynomem g(x) v okruhu Zp[x],
jsou to tedy polynomy a(x) = g(x) - h(x), kde h(x) € Zp[x] je
libovolny polynom stupné st(h(x)) < n — k.

Pokud chceme odeslat zprdvu zapsanou pomoci n — k pismen, tj.
polynom b(x) = byx" 1 ... 4 b,y 1x+ b, € Zp[x] stupné
st(b(x)) < n — k, vydélime polynom x* - b(x) polynomem g(x) se
zbytkem a dostaneme polynomy q(x), r(x) € Zp[x] tak, Ze

xK - b(x) = g(x) - q(x) + r(x), kde st(r(x)) <

Odegleme pak polynom g(x) - g(x) = x* - b(x) — r(x).

Kazdé kédové slovo se tedy sklada z n — k vyznamovych pismen
(danych polynomem b(x)) nasledovanych k kontrolnimi pismeny
(danych polynomem —r(x)). Je v8ak nutné vhodné& zvolit polynom
g(x). Urtité by nebyla vhodnd volba g(x) = x*, protoZe pak
bychom kaZdou zpréavu b(x) doplnili nulovym polynomem.



P¥iklad pro prvotislo p = 2, tedy Z, = {0,1}

Zvolme polynom g(x) = x + 1 € Zs[x], tedy k = st(g(x)) = 1.
Zvolme libovolnou délku kédu n > 1.
Odesilanou zpravou je n&jaky polynom b(x) € Za[x] stupné&
st(b(x)) < n—1.
Nase kédova slova se tedy budou sklddat z n — 1 vyznamovych
pismen (to jsou koeficienty polynomu b(x)) nasledovanych jednim
kontrolnim pismenem. Kontrolni pismeno uréujeme takto:
polynom x - b(x) vyd&lime polynomem g(x) = x + 1 se zbytkem a
dostaneme polynomy q(x), r(x) € Za[x] tak, Ze

X b(x) = g(x) - q(x) + r(x) = (x +1) - q(x) + r(x),
kde st(r(x)) < k = 1.
Tedy polynom r(x) € Z[x] je konstantni, tj. r(x) € {0, 1}.
Dosazenim x = 1 dostaneme r(1) = b(1), a proto r(x) = b(1).
Protoze b(1) = 0, ma-li odesiland zprava sudy polet jednitek, a
b(1) = 1, ma-li odesiland zprava lichy polet jednicek, dopliiujeme
zprdvu jednim pismenem tak, aby celkovy pocet jedni¢ek byl sudy.
Kéd tedy pozna, Ze doslo k jedné chybg, opravit ji neumi. Pokud
doslo ke dvéma chybam, nic nepozna.



Metricky prostor, Hammingova vzdalenost kédovych slov
Metrickym prostorem rozumime né&jakou neprazdnou mnoZinu M
(jeji prvkiim ¥ikdme body) spolu s metrikou na mnoZzing M, coz je
zobrazeni p: M x M — Rg, kde RSL znadi mnoZinu nezdpornych
redlnych Cisel, spliiujici pro kazdé x,y,z €¢ M

» p(x,y) =0 <= x=y,
> p(x,y) = ply,x),
> p(x,y) + ply, 2) 2 p(x, 2).

P¥i praci v metrickém prostoru miZzeme pouZivat svou
geometrickou intuici, napfiklad mluvit o koulich s danym stfedem a
danym polom&rem (jde o mnoZinu bod, jejichZ vzdélenost od
daného stfedu je mendi nez dany polomér).

Pro kaZdé dva polynomy a(x), b(x) € Zp[x] stupnii st(a(x)) < n,
st(b(x)) < n, definujeme jejich Hammingovu vzdélenost jako pocet
nenulovych koeficientd rozdilu a(x) — b(x), tj. poet koeficientd,

v nichZ se oba polynomy lisi. Uvédomte si, Ze jde o metricky
prostor.



Uziti Hammingovy vzddlenosti kédovych slov

Mame-li byt schopni postfehnout, Ze doslo k chyb&, pokud pfi
prenosu bylo pravé na jedné pozici pfendsené pismeno nahodné
zménéno, je t¥eba, aby vzdalenost libovolnych dvou rliznych
kddovych slov byla alespon 2.

Pokud tato vzdalenost libovolnych dvou riiznych kédovych slov
bude alespon 3, budeme dokonce schopni takovou chybu i opravit.

Obecnégji, je-li pro n&jaké t € N vzdalenost libovolnych dvou
rlznych kédovych slov alespori t + 1, pak Ize chybu detekovat,
kdyZ doslo pfi pfenosu ke zmé&né na nejvyse t pozicich. Je-li tato
vzdalenost alespon 2t 4 1, pak takovou chybu |ze dokonce i opravit.

ProtoZe u polynomidlniho kédu je rozdil libovolnych dvou
kédovych slov opét kédové slovo, Ize misto o nejmensi vzdalenosti
dvou rliznych kédovych slov hovofit o nejmensi vzdalenosti
nenulového kdédového slova od nuly.



Priklad
Zvolme p = 2, tedy pismena jsou 0 a 1. Dale poloZme n =5,
g(x) = x> + x + 1. Pak kédova slova jsou polynomy

0, xX*>+x+1, xX>+x2+x, x3+1,

A3+, X +Hx+1, x4x, xXFHxP+1.
Budeme-li polynomy psat jako posloupnosti koeficientli, budeme
kédovat takto:

000 — 00000, 100 — 10010,

001 — 00111, 101 — 10101,

010 — 01001, 110 — 11011,

011 — 01110, 111 — 11100.
Je ihned vidét, Ze nejmensi vzdalenost nenulového kédového slova
od nuly je 2, jsme tedy schopni detekovat chybu na jedné pozici.
Opravit tuto chybu nejsme obecné schopni, naptiklad posloupnost

01000 by mohla vzniknout jednou chybou na druhé pozici anebo
jednou chybou na paté pozici.



Kdéd opravujici chybu na jedné pozici

Véta 1. Zvolme prvoéislo p a pfirozené &islo m > 1. Necht K je
t&leso majici pravé p™ prvki, necht o € K je libovolny generdtor
multiplikativni grupy K> télesa K a g(x) je minimdini polynom
prvku o nad télesem Z,. Pak polynomialni kéd délky n = %

dany polynomem g(x) je schopen opravit chybu na jedné pozici.

Diikaz. Plati st(g(x)) =m < 1+ p+---+ p™1 = n. Sta& tedy
ukdzat, zZe zddné kddové slovo nemd vzdalenost 1 nebo 2 od nuly.
Pf¥edpokladejme naopak, Ze takové kédové slovo existuje, tj. pro
ngjaké i € {0,1,...,n—1}, a€ Z;, je polynom ax’ kédové slovo,
anebo pro n&jakd 0 </ <j < n, a,b € Z}, je polynom ax/ + bx’
kédové slovo. Protoze polynom g(x) je nesoud&lny s polynomem
x, prvni pfipad g(x) | ax’ vede ke sporu. Druhy p¥ipad

g(x) | ax) + bx' = a(x " + ba~1)x' ddva g(x) | X' + ba7l, tedy
o= —ba7lc Z, , odkud aU=D(P=1) = 1. Protoze ¥4d prvku e
v grup& K* je p™ — 1, dostdvame p™ — 1| (j —i)(p—1),
n|j—i, coZ jevesporustim, ze0<j—i<n.



UzZiti kédu z véty 1 - kédovani

Parametry kédu: p prvolislo, me N, m > 1,

K téleso, |K| = p™, K* = («),

g(x) minimalni polynom «a nad Z,,

Nutny pfedpoklad pro spravnou funkci kédu: K chybam pfi
prenosu dochazi tak zfidka, Ze |ze olekdvat, Ze p¥i odeslani n
pismen (tj. koeficientd odesilaného polynomu) bude nejvyZe jedno
pismeno pfijato chybné.

Zprava: polynom b(x) € Zp[x], st(b(x)) < n—m,
délenim se zbytkem:
x™ . b(x) = g(x) - q(x) + r(x), kde st(r(x)) < m.

Odeslana informace:
g(x) - q(x) = x™ - b(x) — r(x).



UzZiti kédu z véty 1 - dekddovani
Parametry kédu: téleso K, |K| = p™, p prvocislo, m > 1,
K* = (), g(x) minimdlni polynom a nad Zp, n = pP:ll.

Ptijata informace: polynom h(x) € Zp[x], st(h(x)) < n.

Pokud nedoslo p¥i prenosu k zadné chybé, byl polynom h(x)
odeslan, proto g(x) | h(x), tj. h(er) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom
h(x) — X/, kde c € Z, 0 < j < n. Pot¥ebujeme uriit c, j. Platf
g(x) | h(x) — e, tj. h(a) = cad # 0. Protoze h(a) € K* = (a),
existuje jediné t € Z, 0 < t < p™ — 1 spliujici h(a) = ot. Toto t
nalezneme, pak c = ol € Z;. Z malé Fermatovy véty

1=cP 1 = alt=DP-1) Protore ¥ad o je p™ — 1, plati
pm—1](t—j)(p—1) tj. n= p,;njll | t —j. Cislo j tedy nalezneme
jako zbytek po d&leni &isla t &islem n a vime, e c = ot € Zy.

Odeslany polynom: je-li h(a) =0, byl odeslan h(x); je-li
h(a) # 0, byl odesldn h(x) — o</ (pro vyde urené c,j).



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Vé&ta 2. Zvolme prvoéislo p a pFirozené &islo m. Necht K je téleso
majici pravé p™ prvkii, necht o € K je libovolny generator
multiplikativni grupy K> té&lesa K. Necht r > —1, t > 0 jsou celd
&isla. Predpokladejme, Ze polynom g(x) je dé&litelny minimdalnim
polynomem prvku ot pro kaZdé j =1,2,...,2t a plati
st(g(x)) < p™ — 1. Pak polynomialni kéd délky n = p™ — 1 dany
polynomem g(x) je schopen opravit chybu na t pozicich.

Diikaz. ProtoZe st(g(x)) < p™ — 1, existuje v K™ prvek, ktery neni
kofen g(x), a tedy 2t < n. Pfedpokladejme, Ze existuje nenulové
kédové slovo, jehoZ vzdalenost od nuly nepfevysuje 2t. Existujl' tedy
bi,...,bot € Zp, ne vsechny nuly, a0 < ki <k <--- <kt <n
tak, Ze polynom f(x) = Z, 1 bixki je kédové slovo, tj. g(x) | f(x) a
f(a") =0 pro kazdé j = 1,2,...,2t. Pak (a(f+f>k) =122t je
matice s linedrné zavislymi sloupC|. Ovsem pro k = 21:1 ki plati
0 = det(al™9); ;15 oe = alFDk. H1<i<j<2t(akj — ak)

uzitim vzorce pro Vandermond(v determinant. Ale to je sou&in
majici pouze nenulové Einitele, nebot o ma ¥ad n, spor.



Priklad

Necht K = Zs[y]/(y* + y + 1), oznatme o = [y] 4,1 t¥idu
obsahujici polynom y.

Minimalni polynom prvki o, o, o, a® je x* + x + 1.

Minimalni polynom prvki o3, a®, a'?,a% je x* + x3 + x2 + x + 1.
Minimalni polynom prvki o®,al® je x% + x + 1.

Proto pfedpoklady pfedchozi véty pro p =2, m =4, n =15,

r =0, t = 3 splfiuje polynom

gx) =0 +x+1) - (xX*+ X+ +x+1) (P +x+1) =
= X108 458 x4 x+ L

Odpovidajici kéd délky 15 ma 5 vyznamovych a 10 kontrolnich
pismen. Je schopen opravit chyby aZ na tfech pozicich.



