Opakovani: zbytkové tridy

Definice. Necht m € N. Pro libovolné a € Z definujeme mnozZinu
[a]lm = {a+ k- m; k € Z}, kterou nazyvame zbytkova tfida
modulo m obsahujici a.

Pozndmka. Mnozina [a], se skldda z pravé téch celych Cisel, ktera
maji stejny zbytek po déleni ¢islem m jako Cislo a.

Véta. Pro libovolna a, b € Z, m € N nastavd [a|m = [b]m pravé
tehdy, kdyz m | a— b, tj. pravé kdyZz a= b (mod m).

Oznaceni. Mnozinu viech zbytkovych tfid modulo m € N znacime
Lim. Je tedy

Zomn = {01y [y [2lms - -, [ — 1]}



Opakovani: operace na mnoziné Z,,

VEta. Necht m € N, a, b, c,d € Z jsou libovolna. Jestlize plati
[a]m = [c]m, [Blm = [d]m, pak také

[a+ b]m = [c+ d]m, [a:blm = [c:d]m-

Ddasledek. Necht m € N. Vztahy

[a]m + [b]m = [a + b]m,
[a]m - [b]m = [a+ b]m

pro libovolnd a, b € 7 definuji operace + a - na mnoziné Z,,. Tato
mnoZina s témito operacemi tvofi komutativni okruh (Zp, +,-).
Tento okruh je obor integrity, pravé tehdy, kdyz je tento okruh
téleso, coZ nastdva pravé tehdy, kdyz je m prvocislo.



Zbytkové tridy polynomi nad okruhem zbytkovych trid

Definice. Necht m € Z, m > 1. Zvolme pevné normovany polynom
f(x) € Zm[x], st(f(x)) > 1. Pro libovolny polynom g(x) € Zm[x]
definujeme mnozinu

[g()] ) = {8(x) + k(x) - £(x); k(x) € Zm[x]},

kterou nazveme zbytkova tfida okruhu polynomd Z,[x] modulo
f(x) obsahujici polynom g(x).

Véta. Necht m € Z, m > 1 a polynom f(x) € Zmy[x] je normovany,
st(f(x)) > 1. Pro libovolny polynom g(x) € Zm[x] se mnoZina
[g(X)]¢(x) sklddd z pravé téch polynomii ze Zm[x], které maji stejny
zbytek po déleni polynomem f(x) jako polynom g(x) (polynomem
f(x) mazeme délit se zbytkem diky tomu, Ze je normovany).

Pro libovolné polynomy g(x), h(x) € Zm[x] nastdvd

(60 0oy = [A(x)]r(ry pravé tehdy, kdy2 £(x) | g(x) — h(x).



Mnozina zbytkovych tfid polynomd

Oznaceni. Mnozinu vSech zbytkovych tfid okruhu polynomd Z,[x]
modulo f(x) € Zmy[x] znaime Zpy[x]/(f(x)). Je tedy

Zm[X]/(f(x)) = {lg()]r(x) | 8(x) € Zm[x]}-

Poznamka. Uvedené oznaceni je specialni pfipad oznaceni obecnéjsi
konstrukce (tzv. faktorizace okruht podle idedlu), pouzili jsme jej,
protoze oznaceni analogické oznadeni okruhu zbytkovych tfid (tedy
oznaceni (Zm[x])f(x) nebo néco podobného) se v této situaci
nepouziva. Zrejmé pro kazdou zbytkovou t¥idu plati, ze spolecny
zbytek jejich prvkid po déleni polynomem f(x) je také jejim
prvkem, proto

Zm[x]/(F(x)) = {1g()]f(x) | 8(x) € Zm[x], st(g(x)) < st(f(x))}-

Protoze rizné zbytky patfi do riznych tfid, md mnozina
Zm[x]/(f(x)) pravé mst(F()) pryka.



Ptiklad: mnoZina Zs[x]/(x*> + x + [1],)

Priklad. Zvolme m = 2, f(x) = x? 4+ x + [1]2 € Z2[x]. Zbytek po
déleni kvadratickym polynomem je polynom stupné mensiho nez
dva, proto mame pravé Ctyfi mozné zbytky, totiz polynomy

[0]2, [1]2, x, x + [1]2. Proto je mnozina

Za[x]/ (x*+x+[1]2) = {[[0]2]f(x)’ [[1]2] F(x)’ 4] F(x)’ [x+[1]2] f(x)}

CtyFprvkova.

Tento presny zapis je ponékud neprehledny, proto pro zjednoduseni
zapisu budeme dale tyto zbytky psat jako 0,1, x,x + 1 a polynom
f(x) jako x? + x + 1. Tedy

Z2[X]/(X2+X+1) = {[0]x2+x+1> [1]x2+x+17 [X]x2+x+17 [X+1]x2+x+1}'



Operace na mnoziné Zn,[x]/(f(x))

Véta. Necht m € Z, m > 1 a polynom f(x) € Zmy[x] je normovany,
st(f(x)) > 1. Jestlize pro polynomy g(x), h(x), r(x),s(x) € Zm|[x]
plati [g(x)]¢x) = [r(X)lex), [M(X)]r(x) = [s(X)]¢(x), pak také plati
[g(x) + h(X)]rx) = [r(x) + ()] ¢ ()

[g(x) - h(x)]¢(x) = [r(x) - s(x)]f(x)-

Disledek. Necht m € Z, m > 1 a polynom f(x) € Zm[x] je
normovany, st(f(x)) > 1. Vztahy

[g()] ) + [A)] ) = [8(X) + ()]
[gC)]f(x) - [h()]rx) = [8(x) - h(X)]£(x)

pro libovolné polynomy g(x), h(x) € Zm|[x] definuji operace + a -
na mnoziné Zm[x]/(f(x)). Tato mnoZina s témito operacemi tvori
netrividlni komutativni okruh (Zm[x]/(f(x)),+, ). Tento okruh je
obor integrity, pravé tehdy, kdyz je tento okruh téleso, coz nastdva
pravé tehdy, kdyz je m prvocislo a soucasné polynom f(x) je
ireducibilni nad Z.,.



Diikaz. Z predchozi véty plyne korektnost uvedenych definic obou
operaci (tedy nezdvislost vysledku operace na zvolenych
reprezentantech). Kazdy z axiomi komutativniho okruhu pro
novou algebraickou strukturu (Z,[x]/(f(x)),+,-) plyne z platnosti
tohoto axiomu pro komutativni okruh Z,[x], ukazme si to
napriklad na komutativité s¢itani: pro libovolné polynomy

g(x), h(x) € Zm[x] plati

(g rx) + [A()]f () = [8(x) + h(X)]f(x) =
= [h(x) + (X)) = [M()] ) + [8()]F(x)-

Nulou (resp. jedni¢kou) v novém okruhu je tfida obsahujici
konstantni polynom [0]n, (resp. [1]m).

Trida [—g(x)]f(x) je opacnym prvkem ke tFid€ [g(x)]¢(x)-

Je tedy Zp[x]/(f(x)) netrividlni komutativni okruh. Protoze je
konecny, je to obor integrity, pravé kdyz je to téleso.

Jestlize m neni prvodislo, existuji r,s € Z, r >1,s>1, rs=m, a
nas okruh obsahuje délitele nuly [r],, [s]m, protoze

[r1m # [01m 7 [S]m, []m - [s]m = [m]m = [O]m.



Necht je dale m prvocislo.

Jestlize polynom f(x) neni ireducibilni nad Z,, existuji

r(x),s(x) € Zm[x], st(r(x)) > 0, st(s(x)) > 0, r(x) - s(x) = f(x),
a na$ okruh obsahuje délitele nuly [r(x)]¢(x), [s(x)]f(x), protoze
st(s(x)) < st(f(x)), st(r(x)) < st(f(x)), a tedy tyto prvky jsou
nenulové, pfitom [r(x)]¢(x) - [s(X)]rx) = [F(X)]f(x) = [[0]m]f(x). coZ
je nula naseho okruhu.

Necht je déle polynom f(x) ireducibilni nad Zp,.

Zvolme libovoIné& nenulovy prvek [g(x)]f(x) € Zm[x]/(f(x)). Tedy
g(x) € Zm[x] neni délitelny polynomem f(x). Protoze Zp, je
téleso, z ireducibibity f(x) plyne (g(x),f(x)) = [1]m a z Bezoutovy
rovnosti dostavame existenci polynomii a(x), b(x) € Zm|x]
takovych, Ze a(x) - g(x) + b(x) - f(x) = [1]m. Pak

[[]m]r) = [a(x) - g(x) + b(x) - £(X)]r(x) =
= [a()]f(x) - [8()]rx) + [BO)] £ (x) - [F()]f(x) =
= [a()]r(x) - [8()] ()5

a tedy [a(x)]f(x) je inverzni prvek k prvku [g(x)]¢(x)
Dostali jsme, ze Zn[x]/(f(x)) je téleso.



Ptiklad: &tyfprvkové téleso Zs[x]/(x* + x + [1],)

Priklad. Opét zvolme m = 2, f(x) = x? + x + [1]2 € Zp[x]. Vime,
ze

Lo [X]/(X2+X+1) = {[0]X2+x+1> (U1 X2 g1 [X+1]X2+x+1}'

Operace na této mnoziné provadime pomoci reprezentantl, pokud
pfi ndsobeni reprezentant(i dostaneme polynom prilis vysokého
stupné, nahradime jej zbytkem po déleni polynomem x? 4+ x + 1,
napriklad

[X]x2+x+1 + [x + 1]X2+x+1 =[x+ (x+ 1)]X2+X+1 = [1]x2+x+1a

[X]x2+x+1 : [X + 1]x2+x+1 = [X ) (X + 1)]X2+X+1 =

= [X2 + X]x2+x+1 = [1]X2+x+1a

kde posledni rovnost jsme dostali z toho, ze zbytek po déleni
polynomu x? + x polynomem x4+ x + 1 je 1.



Jiny priklad: devitiprvkové téleso

Priklad. Sestrojme devitiprvkové téleso. K tomu potfebujeme
normovany ireducibilni kvadraticky polynom f(x) € Zs[x]. Pro
kvadratické (a kubické) polynomy plati, Ze jsou ireducibilni nad
Zm, pravé kdyz nejsou délitelné linedrnim polynomem ze Z,[x], tj.
pravé kdyz nemaji koren v Z,.

Snadno se ovéfi, ze tuto podminku spliiuje polynom x2 + 1 € Z3[x]
(stejné jako dfive budeme pouzivat tento prehlednéjsi zapis misto
presnéjgiho x2 + [1]3). ZFejmé&

Z3[x]/(x* + 1) = {[0] 11, (o115 (241,
[X]X2+17 [X + 1]x2+17 [X + 2]x2+17
[2X]X2+17 [2X + 1]x2+17 [2X + 2]X2+1}'

Ukazme si, Ze diikaz existence inverzniho prvku na konci ditkazu
predchozi véty byl konstruktivni a dava nam uzitecny algoritmus:
spoditejme inverzni prvek [2x + 1];21Jrl k prvku [2x 4+ 1],2, .



Nejprve pomoci Eukleidova algoritmu najdeme nejvétsi spolecny
délitel polynomi x? + 1,2x + 1 € Z3[x], prestoze predem vime, ze
jsou nesoudélné.

Nejvétsi spolecny délitel najdeme v tomto pripadé jedinym délenim:

x*+1=2x+1)2x—1)+2,
kde jsme uzili 4x?> = x2, nebot pocitame v Z3[x], a tedy
1=—(x2+1)+(2x+1)(2x — 1),

proto [2x + 1]

X2+1 = [2X - 1]X2+1'

Pro jistotu si udélejme zkousku: skutecné plati

[2x 4+ 1yeo1 - [2x — oy = [4x% — 1joyq = [X* — L] oqq =

- [ 2]x2+1 [1]x2+1



