Stupen rozsireni téles

Je-li R podtélesem télesa T, pak mizZeme aditivni grupu (T, +)
chapat jako vektorovy prostor nad télesem R: skalarnim nasobkem
vektoru t € T skaldrem r € R je soucin r - t poditany v télese T.
Axiomy vektorového prostoru jsou splnény:
pro kazdé skaldry r;, » € R a kazdé vektory t1,tr € T plati

> (n+n)-ti=n-ti+n-t,

> n-(ti+t)=n-ti+n-t,

> r-(rn-t1)=(n-r) t,

> 1.t =t
(v T plati distributivni zdkony, ndsobeni je asociativni a 1 je
jedni¢ka). Mame tedy definovanu dimenzi dimg T € NU {o0},
zfejmé tato dimenze nemuze byt nula.

Definice. Necht R C T je rozsitenim téles. Jeho stupném [T : R]
rozumime dimenzi vektorového prostoru T nad té€lesem R, tj.
[T: R] =dimg T. Jestlize T neni kone¢nérozmérny vektorovy
prostor nad R, piseme [T: R] = cc.



Multiplikativnost stupné rozsireni
Véta. Necht R C S, S C T jsou rozsifeni téles. Pak plati

T

[T:S]
[T:R|=[T:S]-[S:R|, S|IT:R]

[S:R]

R

kde uZivdme konvence n- oo = 0o - n = 0o pro kazdé n € NU {oo}.

Dikaz. Je-li [S : R] = oo, pro kazdé n € N v S existuje n linedrné
nezavislych prvki nad R, protoze S C T, jsou tyto prvky v T a
plati [T : R] = oc.

Je-li [T : S] = o0, pro kazdé n € N v T existuje n linedrné
nezavislych prvkd nad S. Ty jsou linedrné nezavislé i nad R, a
proto [T : R] = oc.



Necht n=[T :S] € N, m=[S: R] € N. Necht a1, ..., a, je baze
T nad S, B1,...,8m baze S nad R. Ukdzeme, Ze «;f3;
(1<i<n1<j<m)ijebazi T nad R. Necht v € T je libovolny.
Pak existuji d1,...,0, € S, Ze v = Y7, djcv;. Existuji tedy

gj € R, ze 6; =Y., ;ifj pro kazdé i. Dosazenim

)
iy (ze,-j@-) o= 3" S i)
i=1 \ j=1 i=1 j=1

Tedy a;f; (1 <i<n,1<j< m)jemnozina generatorii T nad R.

Je-li D771 377 €jj(if3y) pro néjaké e;; € R nulovy vektor, pak

z linedrni nezavislosti ag,...,a, nad S dostaneme, ze

m v 1z - . / V3 s . .
> =18 =0 pro kazdé i = 1,..., n a z linedrni nezavislosti
B1,.-.,Bm nad R dostaneme, Ze ¢;; = 0 pro kazdé i/, j.

Tedy aif; (1<i<n1<j<m)jebaze T nad R.



Podokruh generovany mnozinou
Pripomenme, Ze podokruh daného okruhu generovany danou
podmnozinou je definovan jako prinik vsech podokruhi, které tuto
podmnozinu obsahuji.

Necht R C T je rozSitenim téles, c € T prvek, ktery je algebraicky
nad télesem R. Z algebry vime, Ze podokruh télesa T generovany
podmnozinou R U {c} znadime R[c] a plati

Rlc] = {h(c) | h(x) € R[x]}.

Oznaéme f(x) minimalni polynom prvku ¢ nad R (je to tedy
normovany polynom s koeficienty z R nejmensiho mozného stupné,
ktery ma prvek c za koren).

Pokud libovolny polynom h(x) € R[x] vydélime polynomem f(x)
se zbytkem, dostaneme polynomy q(x), r(x) € R[x] takové, ze
h(x) = f(x) - g(x) + r(x), pfi¢emzZ st r(x) < st f(x). ProtoZe

f(c) =0, plati h(c) =0-q(c)+ r(c) = r(c). Dostali jsme

Rlc] = {r(c) | r(x) € R[x],str(x) <stf(x)}.



Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R, f(x) € R[x] minimdlni polynom prvku ¢ nad R. Pak
podokruh R[c] je podtéleso télesa T a plati, e 1,¢,c?,...,c
kde n = st f(x), je bdzi vektorového prostoru R[c] nad R, a tedy
stuperi rozsiteni [R[c| : R] = st f(x).

n—1

Diikaz. Vime, ze R[c] je podokruh télesa T. Abychom dokazali, ze
R|[c] je dokonce podtéleso télesa T, musime dokazat, ze s kazdym
svym nenulovym prvkem obsahuje i k nému inverzni prvek
(vzhledem k nasobeni).

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek a € R[c] je tvaru oo = h(c), kde
h(x) € R[x], pfi¢emz f(x) { h(x), protoze h(c) = a # 0. Protoze
f(x) je ireducibilni, tak jsou f(x) a h(x) nesoudélné. Proto jejich
nejvétsi spoleny délitel 1 Ize vyjadrit Bezoutovou rovnosti, tedy
existuji polynomy a(x), b(x) € R[x] tak, ze plati

1= a(x) - f(x)+ b(x) - h(x). Dosazenim ¢ odtud dostaneme

1=a(c)-f(c)+ b(c)- h(c)=b(c)- h(c)=b(c)

Je tedy b(c) € R|c] inverzni prvek k prvku a v okruhu R][c].



Protoze

Rlc] = {r(c) | r(x) € R[x],str(x) <stf(x)},

generuji prvky 1,c,c? ..., c"~! vektorovy prostor R[c] nad
télesem R. Kdyby tyto prvky nebyly linedrné nezavislé nad R,

existovaly by prvky ag, a1,...,an—1 € R, ne vSechny nulové, tak, ze
2 n—1 _
a+a-c+a-cc+---+ap_1-c¢ =0.

Ale pak by nenulovy polynom a,_1x" 1+ - + axx® 4+ a;x + ag
mél kofen ¢ a soucasné by mél stuperi mensi nez st (x), coz by byl
spor.

Jetedy 1,c,c?,...,c"! baze vektorového prostoru R[c] nad
télesem R, a proto stuper rozsifeni [R[c] : R] = n = st f(x).



(Ne)resitelnost geometrickych Gloh pravitkem a kruZitkem

Z antiky pochazeji tfi problémy, jejichz feSeni pravitkem a
kruzitkem nebylo zndmo:

» trisekce (hlu (rozdélit dany Ghel na tretiny),

» zdvojeni krychle (k dané krychli sestrojit krychli
dvojnasobného objemu, tj. k GseCce dané délky najit Gsecku
V/2-krat del$i),

» kvadratura kruhu (k danému kruhu sestrojit ¢tverec o stejném
obsahu).

Abychom mohli dokazat, Ze zadné FeSeni téchto Gloh neexistuje,
musime presné specifikovat, co to znamena resit Glohu pravitkem a
kruzitkem.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
popisujicich zadani Glohy. Témto bodim budeme fikat vyznacné.
Smime sestrojit libovolnou pfimku prochazejici dvéma vyznaénymi
body a libovolnou kruznici, jejimz stfedem je vyznacny bod a
polomérem vzdalenost nékterych dvou vyznaénych bodd.

Libovolny prisecik sestrojenych kruznic ¢i pfimek miizeme pridat

k vyznacnym bodiim. Jde o to, jestli po kone¢né mnoha krocich lze
docilit toho, ze mezi vyznaénymi body je bod, ktery popisuje reseni
dané dlohy.

Zavedeme v této roviné soustavu souradnic, rovinu tedy
ztotoznujeme s kartézskym soucinem R x R. Oznaéme Ty
podtéleso télesa R generované x-ovymi a y-ovymi soufadnicemi
vSech zadanych bodi. Pokud bylo pridano celkem n vyznacnych
bodi, definujeme télesa T1,..., T, takto: téleso T; je generovano
télesem T;_; a souradnicemi i-tého vyznacného bodu.

Nasim cilem je dokazat, ze rozsireni téles To C T, je konecné a
jeho stupen [T, : To] | 2".



Oznacme [x;, y;] soufadnice i-tého vyzna¢ného bodu. Tento bod byl
ziskan jako prisecik sestrojenych pfimek i kruznic, rovnice takové
primky je tvaru ax + by = ¢, kde a, b,c € T;_1, rovnice takové
kruznice tvaru (x — m)? + (y — n)? = u, kde m,n,u € T;_1. Proto
[xi, yi] je FeSenim soustavy dvou linedrnich rovnic anebo soustavy
jedné linedrni a jedné kvadratické rovnice s koeficienty v T;_1
(pfipad dvou kruZznic vede sice na soustavu dvou kvadratickych
rovnic, jejich odedtenim vSak dostaneme rovnici linearni).

Dosazenim z linearni rovnice do druhé rovnice ziskdme rovnici
linedrni nebo kvadratickou pro jednu ze soufadnic [x;, yi]

s koeficienty v T;_1. Minimalni polynom ziskaného feSeni nad
télesem T;_; ma stupen 1 nebo 2, druhou ze soutadnic
dopocitdme z linedrni rovnice. Proto [T; : Ti—1] < 2.

Z véty o nasobeni stuprii rozsifeni dostavame [T, : To] | 2".



Neresitelnost Glohy zdvojeni krychle

Jsou dany dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1], cilem je ziskat

bod [0, v/2].
Je tedy Top = Q.

Protoze x3 — 2 je minimalni polynom &isla v/2 nad Q, plati
[Q(V?2) : Q] =3.
Jestlize tedy v/2 € T,, pak 3| [T, : Tol. T,

Q(v2)
To=Q

To spolu s odvozenou délitelnosti [T, : To] | 2" dava spor 3 | 2".



Neresitelnost Glohy trisekce Ghlu

UkéZeme, Ze nemiizeme sestrojit pravitkem a kruZitkem ahel 3.
Vzhledem k tomu, Ze umime sestrojit Ghel Z jako vnit¥ni Ghel
rovnostranného trojlhelnika, bude to znamenat, ze nelze rozdélit
na tretiny libovolny zadany thel.

Jsou dédny dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1], cilem je ziskat
bod [cos §,sin 5]. Opét méme Tp = Q.
K nalezeni minimalniho polynomu Cisla cos § vyuzijeme vzorec

cos3a = cos3 o — 3cosarsin? v = 4 cos3 a — 3 cos av.

Pro a = 5 dostdvame, Ze ¢ = 2cos g je kofenem polynomu
— 3x — 1. Tento kubicky polynom nema raciondlni kofen (£1
kofen neni), a tedy je ireducibilni nad Q.

Odtud [Q(cos ) : Q] = 3 a stejné jako v predchozim pripadé
dostavame spor.



Neresitelnost Glohy kvadratury kruhu

V tomto pfipadé vyuzijeme toho, Ze 7 je transcendentni Cislo
(tento fakt zde nebudeme dokazovat).

Jsou dédny dva body o soufadnicich [0, 0] a [0, 1]. Kruh
jednotkového poloméru ma obsah 7. Cilem je ziskat bod [0, \/7].
Opét mame Ty = Q.

Predpokladejme, ie f € T,, pak m € T,. Protoze T, je téleso,

plyne odtud 1,7, 72, 73,... € T,.
Protoze 7 je transcendentni nad Q, tak pro libovolné m € N plati,
e &sla 1,7, 72, w3, ..., 7™ jsou linedrné nezavisld nad Q, a tedy

kone¢nérozmérny vektorovy prostor T, nemiize vSechna tato Cisla
obsahovat.



