Domaci kol z kombinatoriky, 7. prosince 2023

Ptrestoze tento domaci kol nebudete odevzdavat, méli byste si jej ve vlastnim
zajmu sepsat. Nezapomente vzdy zapsat i ivahu, kterou jste k vysledku dosli,
zpusobem, kterym byste svuj postup vysvétlili spoluzakovi.

Vzorové teseni zadanych tloh bude uvetfejnéno v interaktivni osnové 10. pro-
since 2023, abyste si sviij doméci kol mohli sami opravit.

1. Ve étvercové siti je povoleno jit dolu, doprava a diagondlné vpravo
dolu (viz nacrtek). Oznaéme a,, kde n € Z, n > 0, pocet cest z daného
startovniho bodu do cilového bodu, ktery je o dvé délky strany ctverce
nize a o n délek strany Ctverce vpravo (nacrtek popisuje situaci pro
n=9).

Naleznéte rekurentni vztah pro vypocet clenu posloupnosti {a,}5°,
pomoci predchozich ¢lenu. Vypoctéte aqs.

2. Rekurentni posloupnost {b,}2%, je ddna svymi poc¢ate¢nimi hodnotami
bp = 1, by = 5, a rekurentnim vztahem b,,.1 = 4b, — 7b,_; platnym
pro kazdé prirozené cislo n. Naleznéte explicitni vyjadreni ¢lenu b, této
posloupnosti, tj. vyjadieni, ve kterém nebudou vystupovat jiné cleny
této posloupnosti (jedinou proménnou bude n).

3. Kolik anagramu muzeme vytvorit ze slova ABCDE? Urcete, kolik z téch-
to anagramu splnuje, ze kazdé jejich pismeno stoji na jiném misté nez
stdlo v puvodnim slové (tj. dotyény anagram nezac¢ind pismenem A,
nema na druhém misté pismeno B, nemd na tfetim misté pismeno C,
nemd na ¢tvrtém misté pismeno D, ani nekon¢i pismenem E).



Vzorové reSeni

1. Ze startovniho bodu musime vyjit jednim ze tii zpusobu.
Vyjdeme-li vpravo, dostaneme se do bodu, odkud muzeme pokracovat
praveé a,_, ruznymi cestami.

Vyjdeme-li dolti, dostaneme se do bodu, ze kterého je cilovy bod vzdélen
o jednu délky strany ¢tverce nize a o n délek strany ¢tverce vpravo. Pti
pokracovani cesty musime tedy pravé jednou jit bud doli anebo jit
diagonélné vpravo doli, viechny ostatn{ kroky uz budou vpravo. Sipek
dolti je n+ 1, sipek vpravo dolt je n. Protoze kazdé z téchto cest je jed-
noznacné urcena tim, kterou z téchto 2n + 1 Sipek pouzijeme, je pocet
cest, kterymi muzeme pokracovat, roven 2n + 1.

Vyjdeme-li diagonéalné vpravo doli, dostaneme se do bodu, ze kterého
je cilovy bod vzdalen o jednu délky strany ¢tverce nize a o n — 1 délek
strany c¢tverce vpravo. Podobné jako v ptedchozim ptipadé odvodime,
ze pocet cest, kterymi muzeme pokracovat, je roven 2n — 1.

7 tohoto rozboru plyne rekurentni vztah a,, = a,_1 + 4n. Je ziejmé, ze
ag = 1.
Uzitim rekurentniho vztahu postupné dostaneme
ap=ag+4-1=05,
as=a1+4-2=13,
a3 =ag +4-3 =25,
as=as+4-4 =41,
as =a4+4-5=061,
ag = a5+ 4 -6 = 85,
ar=ag+4-7=113,
ag = ay +4 -8 =145,
ag =ag+4-9 =181,
a9 = ag +4-10 = 221,
a11 = ayg+4-11 = 265,
a1 = ay +4-12 = 313,
a3 = aja +4 - 13 = 365.
Hledané a3 = 365.
Poznamka: 7 rekurentniho vztahu lze v tomto pripadé snadno ziskat

explicitni vyjadieni postupnym dosazovanim

ap=4n+4n—-1)+4n—-2)+---+8+4+ 1.



Sec¢tenim clenu aritmetické posloupnosti dostaneme
an =2n(n+1)+1=2n>+2n + 1.

Proto je mozné vypocitat hledané a,3 také dosazenim do tohoto expli-
citniho vyjadreni: a;3 =2-13 - 14 + 1 = 365.

. Protoze jde o linearni rekurentni formuli druhého fadu s konstantnimi
koeficienty, tvori posloupnosti, které ji vyhovuji, vektorovy prostor di-
menze 2. Charakteristicky polynom je polynom, jehoz kotfeny jsou kvo-
ficienty ¢ # 0 geometrickych posloupnosti vyhovujicich této formuli.
ProtoZze podminka ¢"™! = 4¢™ — 7¢"! je splnéna pro kazdé piirozené
¢islo m, préve kdyz ¢ = 4q — 17, je charakteristicky polynom x? —4x +7.
Ten m4 jednoduché koteny 2+4iv/3, 2—iv/3. Proto je dané posloupnost
linedrn{ kombinaci posloupnosti {(2+iv/3)"}2%, a {(2—iv/3)"}22,. Pro
vhodna ¢isla u, v € C proto plati

bn:u-(2+i\/§)n+v-(2—i\/§)n pro kazdé n € Z, n > 0.

Cisla u, v dostaneme porovnanim hodnot pocatecnich ¢lenu

1=by=u+wv,
5=b=u-(2+iV3) +v-(2-iV3).
Resenfm této soustavy linedrnich rovnic je u = #, v = # Tim

jsme dostali explicitni vyjadieni b,,. Pro libovolné n € Z, n > 0 tedy
plati
by = =05 (2 43/3)" 4+ LB L (2 /3",

. Protoze vSechna pismena slova ABCDE jsou po dvou ruznd, ma mnozina
M vS8ech anagramu vytvorenych z tohoto slova prave 5! prvku. Oznacme
M; podmnozinu mnoziny M, jejimiz prvky jsou pravé ty anagramy,
které maji na i-tém misté stejné pismeno jako ma slovo ABCDE. Pak
sjednoceni U?:l M; se skladéa prave z téch anagramu, které na alespon
jednom misté maji stejné pismeno jako slovo ABCDE. Podle zadani
mame spocitat pocet prvku rozdilu mnozin M — Ule M;. Hledany
pocet 5! — ]Ule M;| spocitdéme pomoci principu inkluze a exkluze.
Plati, ze pro kazdé i je |M;| = 4! (poloha i-tého pismene je predepsand,
zbyla Ctyfi pismena muzeme permutovat 4! zpusoby). Podobné prunik
libovolnych dvou ruznych z téchto péti mnozin ma 3! prvku (poloha
dvou pismen je predepsand, zbyld tii pismena muzeme permutovat 3!
zpusoby), prunik libovolnych ti{ ruznych z téchto péti mnozin ma 2!



prvku (poloha ti{ pismen je ptredepsand, zbyld dvé pismena muzeme
permutovat 2! zpusoby). Kone¢né prunik libovolnych ¢tyt z téchto péti
mnozin, podobné jako prunik vSech péti mnozin obsahuje jediné slovo

(totiz ABCDE).

Princip inkluze a exkluze proto dava

s () ()2 () )

Hledany pocet je

oG-+ () o ()2 0)- (-

=10-31-10-214+5—1=44.




