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Uvodem

1. Podminky absolvovani predmétu
- zapocet ze cviceni: aktivni Uc¢ast (max 3 neomluvené hodiny), 60% z kazdé ze dvou pisemek
- zkouska: 60% ze zkouskové pisemky, Ustni zkouska
- pro zvladnuti zkousky je nutné ovladat latku obsaZenou v téchto prezentacich
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3. Byt nad latkou... motivace pro ucitele:
Vidy budete mit ve tfidé alespon jednu studentku ¢i studenta se zdjmem a potencidlem vénovat se podrobnéji fyzice, tyto
studenty nelze zklamat/ztratit, fyzika je relativné naro¢ny a maly obor, kdyZ jej srovname s ostatnimi. Je potfeba védét vic.
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Obsah prednasky

1. Pocatky kvantové mechaniky, viny vs. ¢astice

2. Operatory a matematicky aparat, reprezentace a
vzajemné transformace

3. Postulaty kvantové mechaniky
4. Schroédingerova rovnice a jeji 1D feSeni
5. Moment hybnosti a atom vodiku
6. ldentické ¢astice

7. Elementarizace pro stfedni Skoly



Co predchazelo, klasicka fyzika

1. Newtonovska fyzika
2. Fresnel, Fraunhofer a Young a optika
3. Hamilton a Lagrange, teoretickd mechanika na sucho
4. Navier-Stokes rovnice a mechanika kontinua
5. Maxwellovy rovnice
6. Boltzmannova statistika

7. Clausius, Carnot, Kelvin a termodynamika



Trhliny ve fyzikdlnim poznani, historicky pfehled:

1. Relativita — Einstein ukazal, Ze pfi vysokych rychlostech, blizkych rychlosti
svétla, je klasicky popis nedostatecny

2. Mikrosvét — s vyvojem novych experimentdlnich technik, hlavné v oblasti
fyziky vyboju a plazmatu v té dobé, se zjistilo, Ze klasicka fyzika neni
schopnd nové pozorované jevy vysvétlit, podstatu a vznik svételného zareni
Ci strukturu atom( a molekul

Strucna historie fyziky smérem ke kvantové teorii

1900 — Max Planck zavadi pojem energiového kvanta, tedy, Zze vyména energie mezi
elektromagnetickou vinou a pevnou latkou probiha v nasobcich hv a dava k dispozici pfesnou
rozdélovaci funkci pro hustotu zarivé energie absolutné ¢erného télesa

8rv? hv
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1905 — Albert Einstein vysvétluje fotoelektricky jev pomoci ptivodni Planckovy myslenky a elegantné
tak resi problém, ktery nastal po experimentalnim pozorovani tohoto jevu Hertzem v roce 1877

K=h—-W

1913 — Niels Bohr prezentuje svou teorii vodikového atomu, kdy ¢erpd z Rutherfordovych méreni a
objevu atomového jadra v roce 1911, Planckova konceptu energiovych kvant a Einsteinova konceptu
foton(/svételnych kvant: diskrétni energiové stavy atom(, vyména energie dle E = hv, a na chvili dava

uspokojivou odpovéd' na otazky stability atom( a experimentalni vysledky v optické spektroskopii
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1923 — Compton svym experimentem ukazal, Ze svétlo ma | ¢asticovou povahu, tedy, Ze fotony maji hybnost,
ktera se da zapsat jako hv/c

6
AL=XN—4= (1—cos9)=2;tcsm2(5)
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1923 — de Broglie prezentuje concept, Ze nejen zareni ma i povahu ¢asticovou, ale i, Ze ¢astice maji vinovou
povahu — coz bylo opfeno o teoretické koncepty i experimentalni dlikazy vyse uvedené

1927 — de BroglielQv popis byl potvrzen experiment Davissona a Germera, ktefi ukazali, Ze interferenéni obrazce
Ize ziskat i rozptylem elektron(

1925/1926 — Heisenberg a Schrédinger prezentuji své verze kvantové mechaniky (maticovou a vinovou
formulaci) a uzaviraji tak obdobi 1900 — 1925/1926 vyvoje tzv. staré kvantové teorie. A to tim, Ze jejich vysledky
davaji jasné odpovédi na pivodné nejasné Casti staré teorie, jako napf. popis diskrétnich stavli v atomech, a to
tzv. ab initio, tedy z prvotnich principQ.

Zatimco Heisenberg vychazel z pfedstav Planckovych a Bohrovych o kvantovaném/diskrétnim mnozstvi energie
pfi interakci zareni s atomy a popisoval energii, pozici, hybnost atd. pomoci matic a resil problém vlastnich
hodnot (coz se ukazalo velice uzitecné pravé pfi popisu zareni s latkou), tak Schrodinger generalizoval de
Brogliellv postulat a ponékud intuitivnéji popisuje dynamiku mikroskopickych objekt(i vinovou funkci, jez je
vysledkem reSeni tzv. Schrédingerovy rovnice.

1927 — Max Born (mimo jiné vedouci dizertacni prace J.R.Oppenheimera) navrhl pravdépodobnostni interpretaci
vinové mechaniky, kdy druhd mocnina absolutni hodnoty vinové funkce je hustota pravdépodobnosti

W(z)|* = ¥(z)* ()

Zahy na to Dirac prezentuje zobecnénou kvantovou teorii pomoci tzv. stavovych vektor( (kets a bras), kdy
Heisenberglv a Schrédingerdv zapis jsou jen rlizné formulace téze teorie. V roce 1928 pak zkombinuje
kvantovou mechaniku s teorii relativity a teoreticky objevuje pozitron, ktery je experimentdlné detekovan v roce
1932 v mlzné komote a o par desitek let umoznuje tzv. pozitronovou emisni tomografii — teorie tak slavila
uspéch a predehnala experiment.



Inova povaha ¢astic...

de Broglieova hypotéza, 7e vsechny ¢astice/objekty maji za danych podminek take vinovy character
vyjdeme-li ze vztah( pro foton: p = hu/c = h/,l

vSechny Castice i s nenulovou klidovou hmotnosti a hybnosti p se projevuiji jako balik vin,
a plati pro né tzv. de Broglielv vztah

A=—, k= h=h/2x
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kde A je jejich vinova délka a je vinovy vector

experimentalni potvrzeni dle Davisson-Germer

|
Electron > | Electron .
source | detector Braggova podminka nA = 2d sin qb
|
N 0 | g N pro konstruktivni interference d = Dsin@
2 : 2 (d spacing between Bragg planes)
¢ | ¢ (D atomic layer seperation)

Ni crystal

aplatiproNikrystal: d = 0.091 nm protoze D = 0.215 nm. a prvni maximum bylo pozorovéno v dhlu @ = 50°
pro mono-energeticky paprsek elektronti's 54 eV aplati 2¢ + 6 = x a sin¢ = cos(0/2) ,
mUlzZeme past:

2d 2d 1 2 x 0.091 nm

A= —sin¢ =—cos =0 = cos 25° = 0.165 nm
n n 2 1




2d 2d 1 2 x 0.091
A:—sinqﬁ:—cosaé?: X 7 2 cos 25° = 0.165 nm
n n

z de Broglie vztahu pak pro kinetickou energii K = 54 €V a vztahu pro hybnost p = 4/2m.K shodnotou m.c?> = 0.511 MeV
a ic =~ 197.33 eV nm mUZeme psat

ho b 2mhe
P 2m.K  \J2m.c’K

Coz je vynikajici shoda teorie a experimentu.

A= = 0.167 nm

A protoZe Braggova rovnice a experiment s rentgenovym zarenim odpovida interferenci rovinnych vin, pak i pro elektrony plati, Zze s

jejich hybnosti p mohou byt popsany rovnici rovinné viny: . - o
w(r, f) — Aez(kr wt) _ Aez(pr Et)/h

kde o je kruhova frekvence a plati: k = ﬁ/k, w = E/k

Vime, Ze mikroskopické ¢astice maji i vinovy charakter, ale co makroskopické objekty? JistéZe jej maji také, jen jejich vinové délky jsou
prilis malé aby se projevily, ¢i daly pozorovat. VIinové délky mikroskopickych objekt( typicky maji rozmér studovaného systému, ¢i jej
prekracuji:

Kdykoliv je de Broglieova vinova délka mikroobjektu srovnatelna nebo vétsi nez mikroobjekt samotny, tak se projevi jeho vinova
povaha, je detekovatelnd a tedy namuze byt zanedbana.

Srovnejme proton o energii 70 MeV a 100 g stielu letici rychlosti 900 m/s:

B h 197 MeV fin
bp=2r— =2 =12 °

T
pe f2Tm ,c V2 x 938.3 x 70 MeV2

Vinova délka strely je mimo mozZnosti detekce, ovSsem vinova délka protonu je srovnatelna s rozméry jadra, tedy vidiciho/detekujiciho.

h 6.626 x 10734 ] s

—= =74 x 10736
mv  0.1kg x 900 ms—! x o

=34%x10"Pm Ap =



VInova délka stfely je mimo mozZnosti detekce, ovsem vinova délka protonu je srovnatelna s rozméry jadra, tedy vidiciho/detekujiciho.

MuzZeme to shrnout nasledujici vétou:

Pokud se de Broglieova vinova délka blizi k nule, pak vinové projevy objektu mizi a namisto vinové ,optiky“ staci pouzit optiku
»paprskovou”, protoze pohyb objektu je podobny Sifeni paprsku a nevykazuje interferenci.

Dal$im nastrojem, Ci experimentem, umoziujicim pochopit vlastnosti mikrosvéta je tzv. dvoustérbinovy experiment, ktery pro Sifeni
¢astic vypada ndasledovné:

I
! I=L+1
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V klasické fyzice, ¢astice a viny maji naprosto rozdilny charakter a jsou popisovany rozdilné: ¢astice pomoci souradnice a hybnosti a
viny pomoci rovnice pro vinu: R T .
w#, 1) = de!k7=0D = gel?

Kde A je amplituda, ¢ je faze a intenzita viny je pak vyjadiena jako I = |l,1/|2 .

Je zajimavé zminit, Ze diskuze o Casticové Ci vinové povaze svétla sahd aZz do doby Newtona, ktery, diky svym experimentim se
svételnymi paprsky byl zastance teorie, Ze svétlo je proud ¢astic — nez se podafilo vysvétlit difrakci vinovou povahou svétla.
Zde je ale potieba zdUlraznit, Ze jde pouze o analogii, Newton samoziejmé zdaleka nemél vhled fyziky za¢atku dvacatého stoleti.

Proud ¢astic ve dvoustérbinové experimentu (kde plati paprskova/geometricka optika) vytvari ocekavany vysledek, s intenzitou

[ jako:
popsatelnou jako I(y) =1 (y) + Iz(y)



UvaZzujeme-li o zdroji zareni jako o zdroji vin pak dvoustérbinovy experiment vypada ndsledovné:

Podobné jako u Youngova experimentu, ¢i vindch na vodni hladiné, s rozméry Stérbin srovnatelnymi s vinovou délkou vinéni dojde k
interferenci a tedy manifestaci vinovych vlastnosti studovaného jevu.

Pak neplati jednoduchy soucet intenzit, protoZe vinéni se popisuje komplexnéjsi funkci ¥ a jeji intenzita je dana druhou mocninou
jeji amplitudy: 11 = |y1|7, 12 = |¥2
Projevi-li se vinové vlastnosti interferencnim obrazcem pak se skladaii amplitudy a ne intenzity:

I=lyi+wl* = lwlP+1wlP+ Wiva+wiv) =1 + L + 2Re(y y)
= L+ DL +2y111cos 9,

kde J je fazovy rozdil mezivinami W1a W2a 24/111pcos 0 je vyraz oscilujici velikosti a je zodpovédny za interferenéni obrazec.
Fazovy rozdil je uréen také vzdalenosti Stérbin.



’

Kvantové-mechanicky pohled na vinéni a ¢astice je slozZitéjsi, uvazujme dvoustérbinovy experiment pro elektrony:

I

D

Reknete si, posilame &astice (mikroskopické stfely chcete-li) na dvé $térbiny a ziskdme interferenci vinéni. Co s &im interferuje?

Reknete si, kdy? posildme proud elektrond tak asi interferuje elektron prochézejici jednou $térbinou s elektronem prochazejicim
Stérbinou druhou. Ale kdyz sniZzime intenzitu elektronového zarice, a budeme posilat elektrony po jednom, tak postupné bod po bodu
se nam vytvofi interferen¢ni obrazec také! Viz nize:

Reknete si, elektron se asi rozdélil (To tézko! Jde o elementarni €astici p¥i nizkoenergetickych experimentech.), pfipadné se zaéneme
zajimat: KdyZ se nerozdélil, kudy tedy prosel? Kterou z téch dvou Stérbin?

Provedeme tedy dalsi experiment...

10
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Za sténu se Stérbinami vloZzime silny zdroj svétla a nasSe detekéni platno upravime tak, Ze bude tvofit jeden velky Geiger-Miller(v
detektor a vzdy kdyZ elektron dorazi tak detektor pipne, co se tedy stane?

Elektricky nabité ¢astice odrazeji svétlo a tedy vidy kdyz elektron proleti jednou ze Stérbin tak uvidime odraZeny foton a pak uslySime
pip Geigerova detektoru, kdyZ dany elektron dopadl na detekéni platno. Odrazené fotony vSak vidy uvidime pobliz jedné ze stérbin,
nikdy u obou zaroven! Pokud nechame experiment béZet a detekujeme dostatek elektron(, tak zjistime, Ze interferen¢ni obrazec
zmizel:

I
! I=0L+5h

S oS bl S 8 S £S5 é_:"
£ (€L |€E
ye) *

Light source

Pokud vypneme svételny zdroj, tak se interferenéni obrazec opét objevi — odtud tedy ponékud zavadéjici interpretace, Ze pozorovatel
ovliviiuje svét svym pohledem na mikroskopické urovni. To je samoziejmé nesmysl. Elektrony jsou ovlivnény interakci s fotony, ne tim,
Ze nam dopadne odrazeny foton do oka a my si uvédomime, Ze vidime elektron/foton.

Podstatny je tedy tento zavér: V kvantovém/mikroskopickém svété i samotné méreni ovliviiuje stavy mikroskopickych objektd.

Reknete si, kdy? snizime intenzitu svétla tak elektrony tolik neovlivnime — ale zde narazime na stejné nepochopeni mikrosvéta jako
kdysi u fotoelektrického jevu. Zablesky nebudou mensi, jen méné casté.

Co se ale stane pfi slabém osvétleni, Ze budeme mit dva obrazce na detektoru: jeden z osvétlenych elektron(i odpovidajici vztahu
I(y) = Ii(y) + LI2(y) a druhy z neosvétlenych elektron(i (ty které neinteragovali s fotony) odpovidajici vztahu: [ = [y + ;,_«;2|2
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Co nam z toho plyne?

Pro elektrony, které vytvafi interferencni obrazec, neni mozné identifikovat, kterou ze Stérbin prosly.
Z toho nam plyne, Ze kvantovy svét neni deterministicky, neni dan jako svét klasicky, feknéme Newtonovsky. V kvantovém svété nelze
podrobné nasledovat pozici ¢astice a jeji vyvoj v Case.

Tento fakt pfimél Heisenberga k postulovani principu neurcitosti: Ze je nemozné navrhnout experiment, ktery nam umozni urcit Stérbinu,
kterou prosel elektron, bez toho abychom jej neovlivnili a nezrusili interferenéni obrazec.

Dvoustérbinovy experiment jasné ukazuje, Ze elektrony maji jak vinovou tak i ¢asticovou povahu zaroven. Pokud jsou elektrony
pozorovany/detekovany jeden po druhém tak se chovaji jako ¢astice, ovsem pokud pozorujeme jejich chovani v mnozstvi (i tieba
postupné) tak jejich rozdélovaci funkce vykazuji vinovy charakter. A podle toho mizZeme také postavit nas experiment, abychom ukazali
jednu ¢i druhou povahu mikroobjekt(, ¢i obé zaroven.

VySeuvedené primélo Bohra mluvit o tzv. vinové-¢asticové dualité a principu komplementarity (komplementdrni = dopliujici se), Ze tedy
oba pohledy jsou potieba k popsani jevi mikrosvéta. Pokud pouzijeme jen jeden z nich (jakykoliv) dostaneme se do konfliktu s
experimentalni realitou.

Jak ale ziskame interferenci matematicky? Odpovédi je princip superpozice vin pochazejicich z jednotlivych stérbin W[(?, t) a y2 (?, t),
které reprezentuji fyzikdlné mozné stavy systému. Poté i jakdkoliv jejich linearni kombinace je feSenim a tedy moznym stavem systému:
w(#, 1) =a1y1(F, 1) + a2ya (7, t)

kde a jsou komplexni konstanty. Tento matematicky zapis také odpovida fyzikalni realité experimentu: pokud otevieme pouze Stérbinu
¢.1 pak je intenzita déna |y (7, t)|2 a pokud pouze ¢&.2 tak |y (7, t)|2, a pokud jsou otevieny obé pak plati:

lw@ D> = v )+ w@ P
= |y P + v O + i G 0w, 1) + i, Dy F, 1)

Pro vznik interferen¢niho obrazce je zde dllezity zvyraznény ¢len.




13

Heisenberglv princip neurcitosti:

Pfedchozi experimenty a Uvahy nas vedou pfimo k formulaci (alespon slovni v tuto chvili) Heisenbergova principu, nemUZeme zaroven
urcit kde se elektron nachazi a jakou ma pripadné hybnost, interakci s fotonem ziskame jeho polohu, ale nevime nic o jeho hybnosti
(foton ma také hybnost) a pokud nevime kudy prosel, pak nam hybnost uddva vztah pro vinovou funkci L .

w(;:’ t) — Aei(k-r—wt) — Aei(p-r—Et)/h

a znalost pocatecnich podminek.

Heisenberg dosel k nasledujici formulaci: pokud je x-ovéd komponenta hybnosti ¢astice métena s presnosti Apx pak x-ova komponenta
polohy nemdze byt méFena s vétsi presnosti nez Ax = A/(2Apy). Ve viech rozmérech mlizeme psat:

h /] h
AxApy > 5 AyApy, > 3 AzAp; > 3

Heisenberglv princip muZe byt zobecnén na jakoukoliv dvojici komplementarnich (dopliujicich se, nekomutujicich) proménnych
(podrobnéji pozdéji v pfrednasce), napf. i pro energii a ¢as:

AEAt>‘fi
-2
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Heisenberglv princip neurcitosti si brzy odvodime (podrobnéji i na cviceni) co je ale nyni dllezité, je uvédomit si, co znamena vinova
funkce a co jsou to vinova klubka, vinova pole.

Podrobnéji se k vinové funkci dostaneme jesté pozdéji, ale pro lepsi pochopeni toho, proc¢ se tolik zabyvame vinovou funkci, je dobré si
fici, co pro nas bude znamenat — jak je dllezita:

V kvantové mechanice popisujeme stav (i jeden ze stavi) ¢astice vinovou funkci, kterou je de Broglieova ¢asticova/hmotnostni vina
vyjadrena funkci: - (k7 — (75—

Y] l,f/(?‘,t):Ael(kr wt) :Aez(pr Et)/h
V analogii s vinovou optikou ma pak vinova funkce intenzitu |l;/|2 a tato intenzita je pro danou souradnici rovna pravdépodobnosti

nalezeni ¢astice v dané souradnici, ktera je spjata s uvedenou vinou.

Po zavedeni vinové kvantové mechaniky Schréodingerem v roce 1926 interpretoval Born tuto intenzitu jako hustotu pravdépodobnossti

avyraz | !,{/(r, 1) |2d3?‘ jako elementarni pravdépodobnost dP(r, t) toho, e v ¢ase t najdeme &astici v objemovém elementu d°r

Ktery se nachazi v intervalumezi r a r4-dr, tedy, Ze plati: = 23 ”
ly(#, O)°d"r =dP(r,1)

kde |i,lf|2 ma rozmér [délky]3tedy objemova hustota pravdépodobnosti. Pokud tuto elementarni pravdépodobnost integrujeme pres
cely prostor, tak si miZeme byt jisti, Ze tam nékde bude (pravdépodobnost bude 1, €ili 100%) a to nam dava dalsi duleZity vztah:

[ weopdr =1
all space

Nyni ndm jiz prakticky jen zlstdva otazka, jak se dostaneme ke konkrétni vinové funkci pro dany kvantové mechanicky problém, jak ji
ziskdme, abychom z ni na priklad mohli popsat pravdépodobnosti vyskytu ¢astic ve studovaném systému? K tomu nam slouzi
Schrédingerova rovnice, kdy vinova funkce je jejim feSenim.

Nejdfive bude ale potfeba seznamit se podrobnéji s vinovymi klubky a matematickym aparatem potfebnym k pochopeni
Schrédingerovy rovnice...
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Rovinna vina a vinové klubko jako reprezentace Castice:

Vztah pro de Broglieovu vinu je vztah rovinné viny ¥ (7, t) = Ae’ kr—wt) _ ggi(PT—EN/h
pro presné definovanou hodnotu hybnosti. To znamena, Ze hybnost je pfesné zndma a tedy

z Heisenbergova principu neurcitosti vime, Ze hodnota pro polohu bude znaéné nejista, aby bylo
splnéno

h h h
AxApy > 5 AyApy, > 3 AzAp; > 5

Na grafu vpravo jde o situaci v prvnim obrdzku. Prihlednost Zluté stopy pak oznacuje
pravdépodobnost, Ze ¢astici v dané souradnici x najdeme — zde je vSude témér stejna.

Schéma na obrazku vpravo nize ukazuje jinou funkci a prostorové lokalizovanou pravdépodobnost.

- itk x —w, 1 . . s . « gV v . v v .
Funkce ~¥=3Ae“ "  popisuje tzv. vinové klubko a je vidét, Ze je souttem nékolika
de Broglieovych rovinnych vin — proto sumacni znaménko.

Nazorné i pro ¢asové vyvijejici se systém to Ize vidét zde:

L Ae\(kx —ct)

Re part blue
Im part green

Y= EAne \(knx —u}nt)
n

Amplitude

R
s
=

ErE

i

B i T N g gy
L

R =

1
L]

AR R R R Rk R E R R
L |

Pro lepSi ndzornost viz. Wolfram prezentace...




Y= Ae i(kx —cot)

Rovinna vina a vinové klubko jako reprezentace ¢astice:

Vztah pro de Broglieovu vinu je vztah rovinné viny ¥ (7, t) = Ae’ kr—ot) _ 4ol (Pr—Et)/h

. Re part blue
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Jak uz jsme se dovédéli, vinové klubko ndm umoznuje popsat lokalizovanou ¢3stici popsanou de Broglieovymi rovinnymi vinami.
VInové klubko je tedy lokalizovanou vinovou funkci — skladd se z vicero vin o trochu jinych vinovych délkach a s fdzovym posuvem a
amplitudami volenymi tak, aby jejich interference byla konstruktivni v ur¢itém prostorovém intervalu a destruktivni vSude jinde.

VInova klubka jsou tedy dileZity matematicky nastroj propojujici vinovou a ¢asticovou mechaniku.

Matematicky popis je zaloZeny na Fourierové transformaci. Pro jednoduchost budeme nyni uvaZzovat 1D vinové klubko, popisujeme
Castici pohybuijici se podél osy x. Vytvorime vinové klubko superpozici rovinnych vin o rdznych frekvencich/vinovych délkach:

)
Il

a

=y

1 [t ‘
w(x, ) = — d (k) Cx—ongg Vime, 7e: 2=
4\/23’1‘.’ /00

o=

Reknete si, moment, integral tam doposud nebyl.|Ano, vinovy vektor (a tedy hybnost) miiZeme pfeci ménit spojité.

Z pivodniho ptedpisu pro princip superpozice: W (#,2) = a1y1 (%, t) +arwa (7, t) setedypies W= A6 * @b dostdvime
k integralnimu zapisu pro spojité se ménici veliiny. B

V nasledujicim vykladu budeme potfebovat porozumét tomu jak se vinova klubka chovaji v ¢ase. Pro zacatek zvolme t = 0 a nahradme
w (x, 0) vyrazem y(x) , pak mazeme psét: 400

wo(x) = Wi p(k)e'* dk

kde ¢ (k) je Fourierova transformace ¥o(x): 1 Je dulezité si uvédomit, jak se Wo(x) a @ (k)

+00
¢ (k) = / wo(x)e ™ *dx. | vzajemns urtuji!
V27 J-x
Takto popsana vinova klubka maji potfebnou vlastnost lokalizace: |!;/0 (x)l ma maximum v x = 0 a mizi pro zvétsSujici se x. Pokud x jde
k nule, pak ek* 5 1 a viny rdznych frekvenci interferuji konstruktivné (tedy rizné k-integrace se scitaji konstruktivné), oviem pro x
vétsi nez nula,|x| 3> 0, vede faze e'** k velkym oscilacim a tedy destruktivni interferenci.

Tedy Castice, reprezentovana vinovym klubkem v pocatecnim okamziku t = 0, ma velkou pravdépodobnost byt nalezena v x = 0 a pouze
malou pravdépodobnost byt nalezena pro velka x.
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lwo(x)I? o (k)
A

A

Ax Ak

|
|
Ptikladem vinovych klubek je: |
|
|
I

k

0 0 ko
wo(x) = (Z/Ea2)1/4e—x2/azer’kox P(k) = (a2/2n)1/4e—a2(k—k0)2/4

Fyzikdlni mterpretace vinovych klubek je zjevna: wo(x) je vinova funkce, ¢i amplituda pravdépodobnosti nalezeni ¢astice na pozici x, a
tedy |l,t/0(x)| uddva hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v x, a pak P(x) dx = |y (x)|2dx uddva pravdépodobnost
nalezeni ¢astice v intervalu x, x + dx.

Co oviem znamena ¢ (k)?

+o0

+00
Plati normalizacni vztah, kdy oba integraly jsou rovny jedné: /

lwo(x)|2dx = / | (k)|>dk

o0 —00

A tedy funkce qb(k) muUZe byt interpretovana jako amolltuda pravdépodobnosti (vinova funkce) pro méreni vinového vektoru k pro
&astici ve stavu popsaném funkci @ (k). Obdobné qu)(k)l reprezentuje hustotu pravdépodobnosti, e ¢astice ma danou hodnotu
vinového vektoru a P (k) dk = |¢:(k)|2dk je pak pravdépodobnost nalezeni vinového vektoru ¢éstice v intervalu k, k + dk.

Pousitim vztaht: k = p/h.,dk = dp/h, E = hw aprepsanim ¢(p) = ¢(k)/+/B pak méme vinové funkce zadané

energii a hybnosti:

1 oo | R
wix,t) = m qb(p)el(}?x Et)mdp,
—00
1 +oo S
wo(x) = ¢(p)e'?*"dp,

»\/Z?Th
~ +ij
) = o= / pox)e P/,
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Pro lepsi porozuméni probrané latce si projdeme jednoduchy pfriklad...

Urc¢ime vinové pole zadané ndsledujicimi parametry: " { 4
\-' '
Uvazujme pro t = 0:
- A ’
- - _‘ ’{
. “p ! ‘."?\
SR A XX 177 X |
/ ‘ ) J >
Normovdani koeficientu c(p): 3 "l | ; - ot 22 2
(p (A A : ( A
Normovani vinového pole:
. 3
=] TR0 dx = Alag e N
; } .
4 : \
\ /
q“
# & & L "'
S g A [} = i
zr._‘ Ao Ak
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\ “"-.‘ | » —{ _’.
{2k
\
~ i \i e )/ \“.
n | 1 / ¥ = \
™ p ) Yy X\
{ a7 ¢ & BPA Y
q “1\ ._.-._ _‘_)f'l(, f‘. \
b =S Y 27Ch \ 2R )
Z grafu funkce hustoty pravdépodobnosti mizeme odhadnout, Ze nami N NS |
popisovana ¢astice se bude pravdépodobné nachazet mezi dvéma prvnimi @
minimy funkce ¢~ [0~ '\, cemuZ odpovida nejistota . )X .
erey

Muzeme pak psat pfiblizny vztah pro Heisenberglyv princip neurcitosti jako:

o AX & _ - s 1
¥ -:‘.';' ~ A i AT A A “J0 A
L ¢ :
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Pro Gaussovské koeficienty je vypocet narocné;jsi (podrobné viz cviceni), ale dle Heisenberga ndm da nakonec presné znéni pro jeho
princip neurcitosti:

[] K |
B o s Feppes (pop) A TR {f:g  substituce je jina
g (rt) = { o) cp, i) d| § Ay, Ay =
Q{’H) R G (1A S & (o0 Tk %P = !&%._{‘.‘;}i nez klasicky =
r-_‘ £ \%’ r ¥ I Y ; L
4 o "o 2.4 ok i ! /
o EL ! o [ - ) o (g )i
[2a% %{ Un 5 s Jiﬁ = | o Wi\l TP A ¥
‘ %15? y i
—_— — >
; __._..,_\\ o , ) i
 ON _o [t o Wy & e 3 e ol AT G PN
- ___f___m—.--; .-:.1_~ !i‘ |{_, ar ?3_{3 _..';_0}:.. éﬂ & i}){) ; i {_._._—;_—_-_v.:':*"@ i&zmﬁ l\-)‘ {§Pe Hon X> -

i

b 2 TR IRV A 7

!

Potom pro hustotu pravdépodobnosti: | /W( ) Oj }

A stiedni hodnoty: {I} = T x|‘§[’{x,[}]2 dx ,

=0

o

(p) = Tplf(p,ﬂf dp




Nyni spoutame rozptyly
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Pti znalosti nasledujiciho je pfedchozi vypocet samoziejmy
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A tedy vysledny efekt principu neurcitosti je:

Re['¥(x)] ()% |(p)
X px
< » Ax <€ -~ == Ap,

Re[¥(x)] [¥(x)|2 ()2

X [ P,

<-- - > AX
<> Ap,
7 fi h
AxApx > 7, AyApy = 7, AzAp; > .

(]

Podrobnéji viz simulace a matematicky také na cviceni...



Pohyb vinovych klubek — jde o dalsi dlleZity krok k pochopeni popisu kvantového svéta, zajima nds jak se vinova klubka chovaji v ¢ase.

Tento krok se nakonec redukuje na po&itani integralu f qb(k)ei(kx_w”dk z nasich pfedchozich vztahd, abychom jej spo¢itali je tfeba
znét kruhovou frekvenci @ a amplitudu @ (k) , zjistime, ze rozsiréni ¢i neroziifeni vinového klubka zavisi na disperzni funkci: w (k)

Siteni vinového klubka bez disperze:

Jde o piipad kdy je kruhova frekvence pfimo imérna vinovému vektoru: @ = vok

|t
Pro vinové klubko pak plati: ¥ (x,%) = \/2_/ ¢(k)e‘k(x vol) J
T J—0

Z predchoziho: pak vychazi, Ze:

wo(x) = \/%/_+Oo¢(k)efk"dk, w(x,t) = wolx — vot)

A je zjevné, Ze v jakémkoliv dal$im ¢ase je forma vinového klubka shodn3, jako byla na za¢atku, jen se pohybuje doprava s konstantni
velikosti rychlosti 0o bez rozsifeni.

Obecné ale musime uvaZovat obecnéjsi ptipad disperzniho prostiedi, které riizné frekvence propusti s réiznou rychlosti: @ = @ (k)

Predpokladejme, 7e ¢ (k) amplituda ma maximumv k = ko, pak ¢ (k) = g(k — ko) (obecna funkce g, viz v grafu nize) je
zasadné odli$né od nuly jen v tzkém intervalu Ak =k —kp amUGZeme tedy

pouzit Taylor(v rozvoj okolo kq: lwo() 2 B
A y
do (k) 1 » d*o(k)
wk) = wlk)+ k= ko) + =k — ko) T
dk iy | 2 T |
2 Ax Ak
= w(ko) + (k —ko)vg + (k — ko) a + - -- |
I
|
kde do (k) ‘ a 1 d*ok ’ x l k
Ve = a4 = = . 0 0 ko
g & g, 2 Tak g,

wo(x) = (2/ma?) 42/ gikux $(k) = (ai/gn)l/‘*e—az(k—ku)ZM
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Nyni tedy dosadme predchozi vztahy do vinové funkce:

y(x, 1) = ——eihlEom0) ] N gk — ko)e! ko) x—vgh) g=ilh—ko) ot g
dow (k) o (k) Vor -
“dk 0 PhT Tk
jsou grupova a fazova rychlost. .
Kde grupova rychlost popisuje rychlost celého klubka/baliku a fazova rychlost popisuje rychlost Sifeni faze jedné viny elkO(x_UPht)

MNP ANNNNANNNNAAN N

cerveny bod ukazuje fazovou a zeleny grupovou rychlost

Re w(x, 1)
y

e — l)g

Z vyse uvedenych vztah( je zjevné, Ze se tyto rychlosti obecné lisi. Identické jsou pro pfipad @ = vok .
Derivovanim @ = k’t‘)ph podle k dostaneme: da)/dk = Uph —|—k(d1)ph/dk) a pouZzitim k= 27[/2. pak:

dopn/dk = (dvpy/dA)dA)dK) = —Qr [ k2)(dopn/dA)  k(dvpn/dk) = —A(dvph/dA)

Po vzdjemném dosazeni dostaneme:

oo g dopn o dopn - k(dopn/dk) = (p/h)(dvph/dp)(dp/dk) = p(dvph/dp)
= gk PR g TUPR T AT B k= pyh
dvpp

ziskime: Vg = Upp + P dp
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Z predchozich vztahu:

dw dvpp dv pp dopp

muZeme fict, Ze pokud zavisi fazova rychlost na vinové délce, jak se to déje v disperznim mediu, pak se rychlosti budou lisit, pokud
zaviset nebude pak je derivace nulova a rychlosti jsou identické.

UvaZzujme nyni ¢astici pohybujici se v poli konstantniho potencialu V s celkovou energii E(p) - p2/(2m) +V.
Vlastnosti ¢astice a viny jsou provazany nasledovné: £ = Aw a p = Ak , mGzeme psat:

__dE(p) __E(p)
T Tap 0 T

o
co? nasledovné davas E(p) = m T V.

d (p’ P 1 (P p .V
Vg dp (2m + ) - Uparticles Dph 7 \om + m + »

Grupova rychlost tedy odpovida rychlosti ¢astice, coz nam dava jasnou predstavu o vyznamu vinového klubka.

1
m 2%

Tento vysledek tika, Ze fazova rychlost nema fyzikalniho vyznamu, jde jen o matematicky koncept k popisu vinového klubka.

Pro volnou &astici pak V = 0 a z vySe uvedeného vychazi: vg = —, Vph =
m
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Zajima nas jak se vinova klubka chovaji v ¢ase, vratme se tedy k pfedchozimu vyrazu
( 1 i (x=vpit) oo ( i (k—ko) (x—vgt) ,—i(k—ko)2art+
Wx,t):—eo —Vph / gk—ko)e —HK0 “Vgl) e~ —Ko dk
vzn —00

kde nas zajima jak ukoncit TaylorQv rozvoj v exponentu? Uvazujme tedy dva pfipady, linearni aproximaci (k — kO)Ugf, a aproximaci
kvadratickou (k — ko)2at.

Linearni aproximace je obhajitelna pro pripad, kdy g(k - k()) je uzké dostatecné, tak abychom mohli zanedbat kvadraticky ¢len,

tedy (k — k())zat & 1. a pak mizeme psat: 1 +00
' _ ko (x—v,pt) itk—ko)(x—vgt) w(x, 1) = yolx — vor)
w(x,t) = —" " f gk — ko)e eVdk.
2 -

0o w = vok

A dale prepsat na:
, : 1 +oo . :
w(x, 1) = P00y (x — pt)e R0 g wolx —vgt) = 2z / g(g)e'CreNatib=vel gy, g =k — ko.
T J—o0
coz vede na: |y (x,1)|* = ‘l/l()(x - vgl‘)‘2 .
_ iko(x—v,pt) —iky(x—0et) - .
Vztah l,U(x, t) =e P l//o(x — Ugt)e 8"/ popisuje vinu s modulovanou amplitudou.

Modulujici slozka je  wo(x — Ugl) kterd se $ifi doprava s grupovou rychlosti a modulovana slozka e'ko(x—vpnt) reprezentuje
rovinnou vinu pohybuijici se také doprava fazovou rychlosti.

Je tedy alesponi tvar viny zménén pfi pohybu v ¢ase doprava? Zjevné neni, funkce wo(x — Dgt) reprezentuje matematicky feceno
funkci pohybujici se doprava a tedy pavodni Gaussovsky tvar viny z(stavd zachovan.

Vysledkem linedrni aproximace je tedy pohyb nedeformovaného vinového baliku o grupové rychlosti.
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UvaZujme nyni kvadraticky ¢len (k — ko)?at navic a dostaneme: wx,t) = eik(’(x_vpht)f(x, 1),

1 [t . L
T J—oo

qg =k — ko.
Kde je dllezitym ¢lenem kvadraticka korekce iqzat:

Axg =a/2
Ak =h/a.

1 2\ +00 a?
w(x,t) = «/TT: (E) etko(x—vpnt) /_Oo exp |:iq(x —vgl) — (? + iat) q2:| dq.

A po provedeném vypoctu (viz cviceni) dostaneme: )
2 ! (x — vgt)
ly (x, D)I° = Pl o ()

UvaZujme nasledujici Gaussovsky pFiklad: @ (k) = (a2/21r)1/4 exp [—az(k — k0)2/4] s pocateénimi $irkami

Po dosazeni do predchozich relaci dostaneme:

zax@) T 21ax 0

kde Ax(t) je asové zavisla sitka vinového klubka: Ax® a . 1642 oA . 0212
x() = —‘/ = Ax —_—-
2 at 0 (Axo)*

A my jasné vidime zménu Sitky z plvodnich: Axy = a/2

Z téchto vztah je jasné, Ze:
- Klubko se Siti s konstantni grupovou rychlosti doprava
- Klubko se rozsifuje/rozptyluje
. _ 1 d*w .y by , B
Jedina neznama zlstava faktor: ¢ = 5 T2 ek ten ale ziskdame vypoctem rozptylu Gaussovského klubka (vypocet viz
v, =Ko
cviceni). - :



1/4

1 a2 +0c0 a2

Vysledkem vypoctu pro rozptylu Gaussovského vinového klubka w(x,t) = \/T (E) / exp [_T(k — ko) +i(kx — a;t):l dk
T —00

v disperznim prostiedi je:

(x, £) 1 —i0/2 iko(x—0gt/2) (x — ”gt)z ‘ ( t)‘z 1 exp (x — Ugt)z
X, 1) = e e exp|—>1|, w(x, = —
v V27 Ax(0) P a? +2ikt/m V2 Ax(t) 2[Ax ()]
2 (o a&f. a2\, P a a 41212
QIT(I-I-IW):T(I-FW) 69 Ug:dw/dk= ﬁ(ﬁ) kO:hkO/ Ax@):ij}(f)zi l+m2a4

pd

ly(x, 0 vyska obdlky
1 2/ra 4 modulovana funkci

. 1/(v27 Ax(2))
Pro ¢as v minus nekonecno je = 1 . plati, Ze ide k nule pro
’ , ve , 2x Ax 1 7)2 .
klubko nizké a Siroké, v nule se w1670 t > Fo0

stava nejuzsim a nejvyssim, aby
se pak opét rozsitilo.

aprocast=0jerovna

V2/ma?

—U;{tz —U;;Il 0 ug'tl \ vg'tg "

\ Sirka vinového klubka se rozsiti

Zjednodusené, uvazujme pro t = () je x = xo a Castice ma néjakou z Axgp = a/2 prot=0
nejistotu v rychlosti v danou jako §p . Pak pro jakékoliv dalsi casové na .
okamZiky plati pro soufadnici/polohu &astice: (xo + Tv — Tév, xo + Tv + Tév) Ax(r) = Axo\/l + 4h*t? /(m?a*)
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Kvantifikace dlsledki rozptylu Gaussovského vinového klubka v disperznim prostredi pro ¢astice rlznych rozmér(:

h

T

£\ 2 2m (Axp)?
Ax(t) = Axo 1+( ) , T=

Parametr T uddva miru rozptylu ¢astice.

Pro elektron: AXx(p = 10719 m me?2 =05MeV 7 ~ 1.7x 107165 hc =~ 197 x 10715 MeV m

——— 1 =2mc*(Axp)?/((Ae)e) |~ 1.7 x 10716 g

Pro makroskopickou ¢astici 1 g a pozici danou na intervalu 1 mm:

——— 7 =2x0.001kg x (0.001 m)2/(1.05 x 107347 s)|~2 x 10% s

Je zfejmé, Ze vinové klubko mikrocastice (elektron) se rozsiti/rozptyli velice rychle, ve srovnani s objektem blizkym vnimani ¢lovéka.

Pro srovnani, sta¥i vesmiru je asi 4.7 x 1017 s

Reknete si, jak se mGzZe elektron rozplynout? Jak je to s jeho ndbojem? Hmotnost se také rozplyne? Hodi se nam to u
dvoustérbinového experimentu?

A zde opét nardzime na interpretaci vinového klubka/vinové funkce: ¢astice se nerozplyne, jen jeji pozici nelze znat presné!
, y ‘ 2 . . y . vo b y .
Vime prece, Ze dle Borna, | l//(X, I)| dx reprezentuje elementarni pravdépodobnost vyskytu ¢dastice v ¢ase t a v prostorovém

intervalu x, x + dx, kterd je reprezentovana vinovym klubkem l/j(x, l‘) . Rozptyl vinového klubka tedy urcité neznamena rozsireni
Castice samotné!




| kdyZ se vinové klubko méni tvarem, norma (celkova pravdépodobnost vyskytu) dana integraci jeho hustoty pravdépodobnosti vidy
zGstane stoprocentni, tedy rovna jedné:

oo [2 1 [t 2 (x — hkot /m)? [ 21 2y2 —ax?
/ It//(x,t)l2 dx = —2—f expq— x Oz/m) dx = 2—\/7”1 YT _ 1, fj;oe dx = Jm/a
00 Tacy J-co (ay) ma*y 2

Je tfeba si uvédomit, Ze popisujeme idealni pfipad, volnou ¢3stici, u vazanych systémf, tedy ¢astic v potencialovych polich, se jejich
vinova klubka nebudou rozplyvat tak rapidné.

UvaZzujme nyni jaky ma rozsifeni vinového klubka vztah k Heisenbergovu principu neurcitosti:

Prvné je tfeba si uvédomit, Ze nejistota hybnosti se u volné ¢astice nezvétsuje s asem tak jako nejistota polohy!

Vyjdeme z predchoziho vztahu:

1 +oo ) 1 +o0 . 1 +oo )
_ k I(kx—w!)dk - i(kx —ct) - ikx
v = —= /_ pe — ywn=—= [ ek 0tk = o [ g0k
Kdy plati:
Pl 1) = e WPk, 0)  Hk,0) = (@2/2m) e P EHRA Pk, DI = 16K, 0.

Cili 8itky funkci ¢(k,0) a  ¢(k, 1) si jsou rovny, protoze hustoty pravdépodobnosti jsou identické funkce.

VInovy vektor zlistavd konstantni a tedy i hybnost, a protoZe pocatecni nejistota je Ak =1/a pak Ap=hAk = E.
a

2

1+ ——12, coZ dale ukazuje, Ze vidy plati Ax(1)Ap > h/2
m-a

. , Y. , . h
Po vyndsobeni s neurcitosti pozice pak: [Ax(tH)Ap = 5\/

2
Pro vztah Ax(H)Ap = % 1+ %rz, pak pro » — 0 jde soucin Ax(®)Ap k nule. V takovém pfipadé nedojde k rozsifeni klubka a
m-a

objekt se chova jako klasicka ¢astice. Rozsiteni/rozptyl vinového klubka castice je tedy cisté kvantové-mechanicky efekt!
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A pro vinova klubka:

Zavérem tedy shrime duleZité poznatky:

experimenty na konci 19. a zac¢atku 20. stoleti jasné ukazali, Ze klasicka fyzika nedokaze presvédcivé vysvétlit mikroskopickou
povahu svéta

stara kvantova teorie (1900-1925) ukazala smér, ovsem byla nekonzistentni a nevychazela z prvotnich principt
dvoustérbinovy experiment odhalil stochastickou/pravdépodobnostni a tedy nedeterministickou povahu mikrosvéta a skrze
interferenci elektrond navedl| k popisu mikrosvéta pomoci vinovych funkci

princip superpozice se tak stal klicovym pro popis mikrosvéta

Heisenberg ukazal, Ze nemUzZeme zaroven presné urcit polohu a hybnost/rychlost ¢astice a tyto neurcitosti se fidi tzv.

Heisenbergovym principem neurditosti: h A A
AxApy > 7, AyApy = 3, AzAp: = 3.

feSenim popisu ¢astic mikrosvéta byly ¢asticové viny popsané vinovou funkci ve tvaru vinovych klubek
vinové funkce a jejich velikosti na druhou popisuiji kvantitativné pravdépodobnostni charakter mikrosvéta: P (k) dk = |p(k)|*dk
vinové funkce pro popis pozice a hybnosti jsou vzajemné provazané skrze Fourierovu transformacni relace:
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zajistuji presnou kvantifikaci Heisenbergova principu neurcitosti

ztélesnuji a propojuji jak casticovy tak i vinovy charakter mikroobjektd, tehdy tzv. de Broglieovych ¢asticovych/hmotnostnich vin
zajistuji propojeni mezi intenzitami vin (tfeba ve dvoustérbinovém experimentu) a pravdépodobnosti detekce castice

a, velmi dllezité, zaroven propojuji klasickou fyziku z fyzikou kvantovou!
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