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Opakovani

Shriime dllezité poznatky:

A pro vinova klubka:

experimenty na konci 19. a zac¢atku 20. stoleti jasné ukazali, Ze klasicka fyzika nedokaze presvédcivé vysvétlit mikroskopickou
povahu svéta

stara kvantova teorie (1900-1925) ukazala smér, ovsem byla nekonzistentni a nevychazela z prvotnich principt
dvoustérbinovy experiment odhalil stochastickou/pravdépodobnostni a tedy nedeterministickou povahu mikrosvéta a skrze
interferenci elektrond navedl| k popisu mikrosvéta pomoci vinovych funkci

princip superpozice se tak stal klicovym pro popis mikrosvéta

Heisenberg ukazal, Ze nemUzZeme zaroven presné urcit polohu a hybnost/rychlost ¢astice a tyto neurcitosti se fidi tzv.

Heisenbergovym principem neurditosti: h A A
AxApy > 7, AyApy = 3, AzAp: = 3.

feSenim popisu ¢astic mikrosvéta byly ¢asticové viny popsané vinovou funkci ve tvaru vinovych klubek
vinové funkce a jejich velikosti na druhou popisuiji kvantitativné pravdépodobnostni charakter mikrosvéta: P (k) dk = |p(k)|*dk
vinové funkce pro popis pozice a hybnosti jsou vzajemné provazané skrze Fourierovu transformacni relace:
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zajistuji presnou kvantifikaci Heisenbergova principu neurcitosti

ztélesnuji a propojuji jak casticovy tak i vinovy charakter mikroobjektd, tehdy tzv. de Broglieovych ¢asticovych/hmotnostnich vin
zajistuji propojeni mezi intenzitami vin (tfeba ve dvoustérbinovém experimentu) a pravdépodobnosti detekce castice

a, velmi dllezité, zaroven propojuji klasickou fyziku z fyzikou kvantovou!




Pro podrobnéjsi popis kvantovych jevi budeme potiebovat novy matematicky aparat:

Je tfeba zdUraznit, Ze se zaméfime na spiSe povrchni vod do potfebné matematiky, prakticky pouzitelné pro zakladni porozuméni
fyzikalnimu popisu kvantovych jevi. Urcité tedy nejde o Cistou matematiku, jak by ji radi slySeli sami matematici.

Schrddingerova rovnice je zakladni kdmen kvantové mechaniky (jesté se na ni blize podivame pozdéji) a matematicky receno se jedna
o rovnici linearni, presnéji linearni parcialné diferencidlni rovnici, jde tedy o linedrni polynom neznamé funkce a jejich derivaci.
Nevyskytuji se v ni tedy nasobky hledané funkce (v nasem pfipadé vinové funkce) se sebou samou ¢i se svymi derivacemi:

) R
zhalIJ(r, i) — —%V U(r,t) + V(r)¥(r,t)

Formalismus kvantové mechaniky je dan tzv. linedrnimi operatory a vinovymi funkcemi, které ndlezi do matematického Hilbertova
prostoru.

Matematické vlastnosti a struktura Hilbertova prostoru jsou zasadni pro pochopeni formalismu kvantové mechaniky.
Osvojime si pak také nové znaceni, tzv. Dirakovu symboliku <bra|ket> vektora.

| kdyZ byla kvantova mechanika rozvijena zaroven formou diskrétni (Heisenbergovym popisem maticemi) i formou spojitou
(Schrodingerovou rovnici a vinovymi funkcemi) — pro bazové systémy diskrétni a spojité, nas uvod se bude ¢astecné tykat obou, ovsem
nakonec zlistaneme u nazornéjsiho popisu spojitého.



Hilbertlv prostor — linearni vektorovy prostor

(mald pozndmka na zacatek — vSimnéte si jak se nam tu ¢asto objevuje slovo linearni a vzpomeiite si na princip superpozice, vlastnost

vSech linedrnich systému)
Linearni vektorovy prostor popisujeme dvéma nasledujicimi vlastnostmi:
- je sestaven ze dvou sad: vektord v, #, x ,..askalard a, b, c, ...

- a dvou operaci: vektorového souctu a skalarniho soucinu

S¢itaci operace ma nasledujici vlastnosti:

- pokud jsou vektor ¥/ a qb soucasti daného prostoru, pak i jejich soucet i + ¢' je prvkem toho stejného prostoru

- komutativita W +p =+ v

- asociativita(w +d)+x =w+ (P + )

- existence nulového vektoru O+ v = yw + O = v

- existence symetrického/ inverzniho vektoru ¥ + (=y) = (—=y) + v = O

Operace nasobeni ma nasledujici vlastnosti:

- pro dva vektory I/ a (;b a dva skalary a a b, plati, Ze i jejich linedrni kombinace ay +b¢ je vektorem ze stejného prostoru jako

samotné vektory
- distributivita ve vztahu ke s¢itani a(y + @) = ay +ad, (a+b)y =ay + by,
- asociativita ve vztahu k nasobeni skaldarem a(by) = (ab)y
- pro kazdy vektor existuje jednotkovy a nulovy skalar takovy, Ze plati Ty = wI = y a

oy = wo=o0



HilbertGv prostor H

- Je linedrnim prostorem, vlastnosti linedrnich prostor(i jsme pravé probrali na predchozi strané
- Ma definovany pozitivni skaldrni sou¢in (y, ¢) jez se obecné rovna komplexnimu Eislu

- Neplati obecng, ze (¥, @) jerovno (¢, ) , plati ale nasledujici:| (y/, @) = w*¢ ataké (D, w) = o*w

- Skalarni soucin ma nasledujici vlastnosti: (v, d) = (¢, w)*

(P, ay1 + bun) = a(p, w1) + b(p, wr) | linearita vzhledem k druhému

a antilinearita vzhl. k prvnimu ¢lenu
(a¢l + b¢2a t//) = a*(¢19 l//) + b*(¢29 W)
vysledkem soucinu vektoru se sebou
(v, v)=| v ||22 0, samym je realné Cislo, nulovy vysledek
je pouze pro ¥ = O.

- j il edy pro vy, e H(n=1,2,..) apro e >0
.. a pro kompletnost vykladu, plati Schwarzova nerovnost:

Ky |1 < (v | w)d| ).

- Stoji za to zopakovat: | (g, '#) = (W, &) | zéleZi na poradi, protoze v jez H a ¢ je z dudlniho prostoru H g avime, se se tyto
prostory mohou propojovat/byt asociovany
Dimenze a baze vektorového prostoru: Z" $i =0
- Sada nenulovych vektord @1, ¢2, ..., ¢n je linedrné nezavisla, jen pokud feseni i=1 je ai=ay=---=ay =0
- Linearné zavisly je pak vektor , tj. je linedrni kombinaci jinych vektor(
Za bi + Z @y
i=n+1
- Dimenze vektorového prostoru je dana maximalnim cislem linedrné nezavislych vektord, které prostor mize mit. Napr. pokud
maximalni pocet vektorl v prostoru je N ( @1, #2, ..., ¢~ ), pak fikdme, Ze je prostor N dimenziondlni a jakykoliv vektor v tomto

rostoru se da vyjadfFit jako: N
p viddritjako: |, _ 5,

- Baze vektorového prostoru se sestdva z maximalniho poctu linearné nezavislych vektorﬁ prostoru| @1, P2, .. -,_¢N,_ stru¢né {9i},

1, n=m,

a jednotlivé vektory jsou(bdzové vektory =0 astm

- 1 kdyZ mohou byt libovolné, je vhodné zvolit ty ortonormalni, tedy |(¢i, ¢;) = dij|, kde di; je Kroneckerovo delta. Baze je
ortonormalni, pokud je slozena z ortonormalnich vektorti. Baze je kompletni, pokud pokryva cely prostor a neni tfeba pridat
dalsi bazovy vektor. Koeficienty @; se nazyvaji komponenty vektoru/slozky a kazda komponenta je dana | a; = (¢;, )




Hilbertlv prostor H

Par priklad( pro pochopeni:

1.

Linedrni zavislost funkci  f(x) =4, g(x) = x%, h(x) = e** proredlna x?

Plati: a1 f(x) + a2g(x) + azh(x) = 4a; + arx? +aze®® =0 === plati pouze pro a; =ax =az =0 ... linedrné nezdvislé
2.

Linearni zavislost funkci  /(x) =x,g(x) =x% h(x) =x*  pro redlna x?
Plati: ajx + a»x? + asx® = 0 —— plati pouze pro a; = a» = a3 = 0

Prosadu x = —1, 1,3 dostaneme rovnice: —a1 +a» —az =0, ar+a>+az3 =0, 3a; +9a> +27a3 =0
Které jsou FeSitelné jen pro: a1 = a» = a3 = 0. ... linedrné nezdvislé
3.

Linearni zavislost funkci  f(x) = x, g(x) = 5x, h(x) = x2 pro redlnd x?

Jsou zjevné linearné zavislé, protoze plati: g(x) =5/(x) +0 x h(x)
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Priklady linearnich vektorovych prostor(

1. S konecnou, diskrétni, bazi — typicky trojrozmérny Eukleidovsky prostor:
- Bazeje dana i, i,k atedy jakykoliv vektor v tomto prostoru miZe byt zapsan

- = =

jako A=ali+ayj +ask 2PathZe o =i fay=jda as=k-4

- Je dobré si uvédomit, Ze skalarni soucin v Eukleidovském prostoru je redlné Cislo.

- Normou v tomto prostoru je délka vektoru: || 4 |= 4

- A pro zopakovani: kdykoliv plati  aii +asj +ask =0  tak platitaké a1 =a; —as = 0 a e #adny z jednotkovych vektord 7, j, %
nelze vyjadfrit jako linearni kombinaci druhych dvou

2. Druhym pf¥ikladem je prostor komplexnich funkci ¥ (x) ktery ma nekoneé¢nou dimenzi a ma tak i nekoneény pocet linedrné
nezavislych bazovych vektorl - a pravé témi se budeme zabyvat, i kdyzZ se znazornuji Spatné. ;-)



Kvadraticky integrabilni funkce

V prostoru komplexnich funkci, je vektorova slozka/komponentiﬁQna komplexni funkci a skalarni soucin je dan integralem, tedy

skalarni souc¢in w(x) a ¢(x) je dan:

’lz

(. 4) = / v ()b 0x) dx 1/3“7

Pokud tento integral diverguje (tedy jeho vysledna hodnota jde do nekonecna) pak skaldrni soucin neexistuje.
Pokud chceme operovat s funkcemi, pro které skaldrni souciny existuji, pak vysledek skalarniho soucinu (¥, #) musi byt konecny.

Funkce se nazyva kvadraticky integrabilni, pokud je jeji skaldrni souéin se sebou samou (v, y) = /IW(I)I dx. konecny.
Kvadraticky integrabilni funkce splnuji vlastnosti pro vytvoreni Hilbertova prostoru,

i kdyZ je tento nekonecny.

A pro¢ o tom mluvime? Dobrym pfikladem kvadraticky integrabilni funkce je vinové funkce: v, 1), z Bornovy u;kerpretace vime, Ze

celkova pravdépodobnost musi byt rovna jedné:

"‘x

2 3 +00 +co +00 2 )l(
Iw(rr)ldr—/ dx/ dy/ (WG 0 Pz =1 [“epy
/ \‘ /5??

"nf
Tyto vinové funkce jsou tzv. normalizovatelné, Cili kvadraticky integrabilni. VInové funkce, které nejsou kvadraticky integrabilni nemaji
fyzikdlni smysl v kvantové mechanice! (Pozdéji si ale také ukaZzeme jak normovat na delta funkci.)
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Priklad ke kvadraticky integrabilnim funkcim

+00 +00 +00 [N
/IW(?,I) I2d3r=/ dx/ dy/ | w@#, 1) P dz=1
-0 —o0 —20

7 ~A &
Zjistéme, zda nasledujici funkce je kvadraticky integrabilni: }ﬂ = C o /é/ 5/0

Cili je tfeba spoéitat nasledujici skalarni soucin: < (’/j’;f /‘Jf) /(o//a& /,r/')

A tedy:

Coz je rovno: ~o
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Diracovo znaceni

Fyzikalni stav systému v kvantové mechanice je reprezentovan prvky Hilbertova prostoru, tyto prvky se nazyvaji stavové vektory.

Stavové vektory jsou reprezentovany v rlznych bazich rozvojem do funkci.

Podobné jako v Eukleidovském 3D prostoru, vektor miZzeme reprezentovat v rdznych bazich, aniz bychom narusili jeho smysl, ¢ili: smysl
tohoto vektoru je nezavisly od zvolené soustavy soufadnic k reprezentaci jeho komponent/slozek. Podobné, stav mikrosystému ma

smysl nezavisly na zvolené bazi do které je rozlozen.

Aby se zapis stavovych vektor( osvobodil od zavadéjici predstavy o duleZitosti souradnicového systému, tak Dirac zaved| nasledujici

zapis:

Stavovy vektor ¥ je znacen vektorem | v) - ket vektor, ktery patfi do H . A v dudlnim prostoru Has pak (v | .

Skalarni soucin (¢, ¥) je pak definovan jako (¢ | v):

(@, w) — (d|w)

A plati pro néj i stejna pravidla pfi nasobeni skalarem.

Ve vinové mechanice se zabyvame vinovymi funkcemi ¥ (7,t) oviem v obecné&j$im popisu kvantového svéta se pouziva ket vektort | ¥).
Pokud zname ket, je znama vinova funkce, a zapis je nezavisly od reprezentace — hybnostni, souradnicové...

Skalarni soucin pro soufadnicovou reprezentaci pak je: | (¢ | v) /qﬁ (ACH)) d3

I

l; },;.;}

~,,

"’-J

Pro bra-kets plati stejnda pravidla, jako dfive pro funkce ve skaldarnim soucinu (a, b jsou komplexni Cisla, ¢, v komplexni funkce):

lay) =aly) @ly) = (wld) 1= (4]y) = (/45*(;-’, t)e,y(?,z)d3r)* =/gy‘(?,z)¢(?, 0dr = (v | )

lay |=a™(y | Ay ly) =1

(v layyi+ayr) = a(y | wi) +aw | y2), (v |¢) =
(@191 + aagpa | w) ai (g1 | w) + ay(d2 | v),

(w|¢) =0 ortogondlni stavy

(w|w) =1, (¢ |#) =1 ortonormalni stavy

(@11 + arga | biy1 +bayr) = ajbi(dr | y1) + ajba(dr | y2) ly)1#) a (v 1{® ] jsouzakdzany, patfi do stejného prostoru

+asbi(¢2 | w1) + a3ba(da | v2)




Fyzikalni vyznam skalarniho soucinu

Dvé indicie jsou k dispozici:

Analogicky s Eukleidovskym skalarnim soucinem, A-B reprezentuje projekci Bnad. @1 je také projekce | *.ff}- nal @ .

A
n

a-b= Za;b; =a1by +agby + -+ ayb,

i=1

R —
a-b=lallblcosg=|blOL 0 - B
I lalcos @ |
- — - I bl 1
=| bl (projectionof a on b) ol
a.b al.|lbl cos 0

V pfipadé normalizovanych stavd a dle Bornovy pravdépodobnostni interpretace pak (¢ | ) reprezentuje amplitudu
pravdépodobnosti, Ze systému ve stavu | ¥) bude po méreni nalezen ve stavu | ¢) .

10



Operatory

11

Operator je matematicky objekt, ktery kdyz aplikujeme, nebo jim plisobime, na ket vektor | ¥) tak jej transformujeme na jiny ket | ¥")
v tom stejném prostoru a kdyZ plsobi na vektor bra (¢ | tak jej transformuje na jiny bra (¢" |1 . , R ,
Aly) =y, (P14 = (|

Podobna definice plati pro vinové funkce: | Ay (#) = v' @), p(F)A = ¢'(F).

Priklady operatora:

- Operator gradientu: Vy (7) = @y (?)/0x)i + @y 7)/2y)] + @ )/02)k
- Operator hybnosti: Py (¥) = —ihVy (¥)

- Llaplacdv operdtor: V2y (¥) = 82y (F)/8x? + 8%y () /oy? + %y (F) /62>

Soucin/nasobeni operatoru:

- Obecné neni komutativni: AB # BA.

- Jeasociativni: ABC = A(BC) = (AB)C

- Na vektory pisobi postupné, jeden po druhém: 4B | y) = A(B | y)) , podobné pokud by $lo o plisobeni operatoru ABCD , pak
prvné bude pusobit D , pak C atd.

- Pokud je operator mezi bra a ket, pak: (¢ | Aly) = komplexni Cislo, vysledek mlze byt i Cisté redlné Ci Cisté komplexni Cislo

- Pfitedeni (@ |4|w) je jedno, zda prvné aplikujeme na bra i ket: (¢ | 4) | w) = (@ | (4 | p)

Linedrni operatory:
Operator je linedrni, pokud se fidi distributivitou a komutuje (je komutativni) s konstantou, Cili plati:

A ly) +aly)=adly) + wd| w),

Ataké: [((y1 a1 + (w2 la)d=ai(y1 | 4 + azx(y2 | A.

(wld|y)

Stredni hodnota|(anglicky mean value, ale i expectation value) (4) operatoru 4 ve vztahu ke stavu | ¥) je definovéana jako: (A) = v
vy

Hodnota: | ¢)(w |, Cili ndsobeni ket krat bra, je linedrni operator v Diracové zapisu, mGZeme psat | ¢){yw | w') = (w | ¥') | @), protoZe (v | v’)
je komplexni Cislo.

Ndasobeni typu | w)d aA(y | jsou zakdzané. Nemaiji ani fyzikalni ani matematicky smysl.
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Hermiteovska sdruzenost

Hermiteovsky sdruzené komplexni cislo al &sla a je toto Cislo komplexné sdruzené: al =a”.

n ol AN
Hermiteovsky sdruzeny operator je pak definovan:| (v | AJF lg)=(p1 4| y). I;,, .
I(,,
Vlastnosti hermiteovské sdruzenosti: (AT)JF = A, s"‘% iI'
(aA)f = a”ﬁT,
@ht =y,
Grbrepyt = il4atyet o pt,
dsepyt = pretatal,
(ABED |yt = (v DIcTBTAT
(v DT =1g)w 1.
|ady)=ad| y), @Ay |=a*(y | 4.
@Ay 1= aty | AD = ariy 1 d AN
A ot N #"?,
(wldlg)=(d'y|¢) = (y|4d¢). "’*Uz,»,
Hermiteovské operatory: \% 5?7
Operator oznadujeme jako hermiteovsky, pokud je sdm roven svému hermiteovsky sdruzenému: | 4 = A‘T nebo (y|4d|¢) = (p|A]|w)*

Stfedni hodnota hermiteovského operatoru je redlné cislo!

Pro anti-hermiteovsky operator pak: Bt =—5 or (y|B|¢)=—(@|B]|y)"
Stredni hodnota anti-hermiteovského operatoru je Cisté imaginarni Cislo!




Priklady operatorového poctu:

1. .
Diskutujte hermicitu operatoru: A+ /3') ,oznatme B =A+ 4
Je tedy hermiteovsky.

it gt A

. Pak zjevné: B =+ AHi=4"+i=5

2.

Diskutujte hermicitu operétoru: i (A4 + ﬁT) . Je anti-hermiteovsky, protoze: [i(A + fﬂ

0= —id+ 4"

3.
Najd&te operator hermiteovsky sdruzeny k operatoru f(A) = (1 +iA4 + 3/11)(1 0 91&1)/(5 + 74)
Plati: ff(j) i f*(iﬁ), pak mizeme psat:

x ~2 " ~,2
(1+iﬁ-+3ﬁzﬂl-2ni—ﬁbf))T__U-+2bﬁ-—9AT)(l—iA‘—k3AT)

5+74 5+7JT

Pozor, poradi v Citateli dle

dsepyt = ptetatal

13a



Priklady operatorového poctu:

n d _,1?
Najdéte vysledek plisobeni operatoru 4 = [Exz] na funkci cos x ...

Funkci, na kterou
operator plsob,
napiSeme
napravo

Operator na druhou
se rozepise jako soucin

Vysledek plsobeni

Ix 09 X —XQS’{:WM-’()

: [E{d;xzjr ﬁ‘ﬁxﬁ@iﬁx ;Azs’z‘mx) - = 5

. 5 “ —
: o A . = " X ("()( &
S é_x"?’emx % DZ_x%;m( by siny « 4

Lx’erax — 655X — x1erd X

It

DuleZité:

- Operatory plsobi po jednom zleva!

- Plsobeni operatoru znamenad prendsobeni komponentou operatoru, pripadné aplikace operace, kterou operator obsahuje
(derivace na priklad)

- A pozor, na poradi vidy zélezi, vidy se za¢ne tim prvnim elementem operatoru, ktery je od funkce, na kterou pusobi, nejblize vlevo!
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Priklady operatorového poctu:

Najdéte operator hermiteovsky sdruzeny s operatorem ,nasobeni komplexni konstantou:

Nejdfive si uvédomime, jak je hermiteovska sdruzenost definovana: (| IET | @) = (@ | A | w)*.

C. 12 'n"ff; Lt

Poté zapiSeme pro nas pripad: \ £ag g

e | ] Sy
fe feml= [FEXIY
i)(’ | (/ J; } ! !‘1

A pfepiSeme do integrélniho tvaru, pfitom si uvédomim definici skalarniho soucinu: {¢ | w) = /qﬁ*(?, Oy, 1) d>r

A tedy: AT =

DuleZité:

- Opét dodrzovat poradi psanych proménnych, funkci, operatort
- Dat pozor na znaceni hermiteovské sdruzenosti

- Dat pozor na znaceni komplexni sdruzenosti

14
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Komutdtorova algebra ,,z\,;,;"x

Komutator dvou operatord 4 a B je operator oznaceny jako [4, B] a definovany vztahem:| [4, B]= AB — BA "”%«,(’5;7
"t

A anti-komutator je dan: {4, B} = AB + BA.
Operdétory se oznacuji jako komutujici, pokud plati, Ze jejich komutator je roven nule, tedy: 4B = BA.

Jakykoliv operator komutuje sam se sebou: [4, A] =0.

Pokud jsou dva operatory hermiteovské a jejich soutin také pak tyto komutuji: (AB)T = Btal = i ,vime, e (ABC D)

A protoze plati (iB)T = 4B , pak také plati 45 = BA.

Vlastnosti komutatori:
- Antisymetrie [4, B] = —[B, A]

Linearita [4, B+C+D+--1=[4, B]+[4, C1+[4, D]+---

h

- Hermiteovska sdruzenost [4, B]T =[BT, 4
[4, BC)=[A, BIC + B[A, C]
- Distributivita .. . P A a A
[AB, C]= A[B, C]+[4, C]B

- Jacobiho identita [4,[B, C11+[B, [C, Al +[C, [4, B]]=0

- Operétory komutuji se skaldrem [4, 5] =0



Relace neurcitosti mezi dvéma operatory

Aplikaci komutatorové algebry je naptiklad odvozeni Heisenbergovy relace neurcitosti, z obecnych principl a pro jakékoliv operatory —
ty v kvantové mechanice reprezentuji proménné a veliciny, viz pozdéji.

Mé&jme operatory 4 a B, s definovanymi stfednimi hodnotami: (4) = (y | 4 | w) a (B) = (v | B | v) kde | ) je normalizovany
stavovy vektor.

I . P . (AD? = 4" = 24(4) + (4)?
Zavedme nasledujici operatory: AAd = A4 — (A), AB =B — (B), avime, ze
(AB)? = B2 —2B(B) + (B)?
Pak plati: (y | (AA? | y) =((AD?) = (A) — (A%, ((AB?) = (B —(B)?, kde () =(w |4 1y a (B = (w|B |y,

Nejistoty, nebo-li standardni odchylky, jsou dany: [A4 =/ ((A4)2) = (4°) = (4)2, AB = J((Aﬁ’)z} = J(E’E) —(B)2.

POsobme operdtory A4 a AB na libovolny stavovy vektor | ¥), tedy: | x) = Ad|y) = (fi - (ﬁ}) | w),

|¢) = ABly) = (B - (B) 1w

A alespon na chvili si vzpomernme na Schwarzovu nerovnost (neZ na ni zase navzdy zapomeneme)... 1@l = x|
Protoze jsou oba operatory 4 a B hermiteovské, tak A4 a AB musi byt také hermiteovské: adl = af - (A) = A—(A)=AA
ABT =B —(B)=AB

Mézeme tedy psat: (x| x)=(w [ (AD* | y), (P1d)=(w | (AB|y), (x|1¢)=(w|AAAB|y).

Protoze plati: Adl = ad , muzeme psat: (x | x) = (y | AdTad | w) = (y | (A4)? | y) = ((A4)?) atedy skrze Schwarzovu nerovnost:

2
y , . . (AA((AB?) > ‘(AAAB}|
Pravou stranu pfedchozi nerovnosti mizeme napsat jako:

AAAB = %[Aﬁ, A§]+%{Aﬁ, AB) = %[ﬁ, §]+%{Aﬁ, AB},

-

Protoze plati: [A4, AB] = [4, B].
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Relace neurcitosti mezi dvéma operatory... pokracovani

ProtoZe plati: Adl = Aad , mizeme psat: (x| x) = (v | ad'ad | ) = (v | (AD)? | y) = ((A4)?) atedy skrze Schwarzovu nerovnost:

2
S _— . (AdP)N(aBY) 2 [adaB)
Pravou stranu predchozi nerovnosti miZzeme napsat jako:
AAAB = %[Aﬁ, AB]+ %{Aﬁ, AB} = %[ﬁ, B+ %{Aﬁ, ABY,

Protose plati: [Ad, AB] = [4, B].

pozitivni realné Cislo, protozZe je to
stfedni hodnota hermiteovského operatoru
A dal pro pravou stranu: ‘(AAAB)l | [AS B]}| | ({AA, AB})

[’\

a a2 1~ . |2

ProtoZe posledni ¢len je pozitivni redlné Cislo, mizZeme psat: ‘(AAAB}| = ([4, B]}| . \ 01(*%
. R . N2 A B2 Lis 2 f? . oy . | PN \"5’»
Srovname-li s pfedchozim, pak: ((A4)")((AB)") > 7 |{[A, 3]>| , a dale miZzeme psat: | AAAB > 5‘([/1, B])l- o

Jde o obecné definovany princip neurcitosti, pokud dosadime operatory soufadnice a hybnosti, tak dostaneme Heisenbergovu relaci
neurcitosti tak, jak jsme si ji odvodili pro vinové klubko.

A oA h
Plati totiz: [X, Px] = ihi  atedy AxAp, > 3

17



Vlastni hodnoty a vlastni vektory/funkce operatoru

Stavovy vektor | w)  je nazvan vlastnim vektorem (vlastnim ketem ¢i vlastnim stavem, také dany vlastni vinovou funkci, vlastni funkci)
operdtoru 4 , pokud plsobenim operatoru na vektor dostaneme

Aly) =aly),

Kde a je obecné komplexni &islo, které se nazyva vlastni hodnota operatoru 4 .

Vlastni hodnoty hermiteovského operatoru jsou realna cisla a vlastni vektory nalezici riznym vlastnim hodnotam jsou ortogonalni!
’\
T " s _ / , ovr 4 42{3
=A plati A |¢n) = an | ¢dn) = an = redlnéCisloa (dm | ¢n) = Omn = 0,‘,! e,

Tedy pro 4

%

Pak plati:

~

Al dn) = an | ¢pn) = {‘Fsml-’ilﬁﬁn} = an{Pm | ¢n),

(qjm |A?‘F-=a;4(¢m | = (¢m|-&1.|¢ﬂ> :a;g<¢m |¢n)
T

Pokud vy$e uvedené rovnice od sebe odeéteme, a uvdiime,7e 4 = A" , tak dostadvame: (an — a;,)(ﬁbm | $n) = 0
A tedy jsou dvé mozZnosti, kdy tato rovnice plati:
_ y " 0 nii _Jo i, . , — ¥
- Pro m =n , protoze obecné (¢n | #u) >0 pfi 6, = . , musime mit dp = 4, atedy
vlastni hodnoty musi byt redlné J-
- Pro m #n  protoze obecné an 7 a,, ,pak musiplatit {¢m | ¢») = 0., tedy, Ze vlastni vektory jsou ortogonalni

Vlastni stavy hermiteovského operatoru definuji kompletni sadu vzajemné ortogonalnich vektort, které tvori bazi.

Pokud ma nékolik vlastnich vektoru stejnou vlastni hodnotu, pak se ji Fikd degenerovana. Stupen degenerace je udavan poctem linearné
nezavislych vlastnich vektoru, které maji tu stejnou vlastni hodnotu.

Pro dva komutujici hermiteovské operatory, které nemaji degenerované vlastni hodnoty, pak vlastni vektory jednoho operatoru jsou
také vl. vektory druhého operatoru.
Lze to ukazat nasledovné: méjme nedegenerovany A | ¢,) = a, | ¢») a protoZze herm. operdtory komutuji, miZzeme psat:

s BAI4) = AB1g,) 3tk 4B ¢)) =a,(B1g,));  Oviemmilemepsitii B g = b, |4,).
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Vlastni hodnoty a vlastni vektory/funkce operatoru — standardni podminky na vinovou funkci

Pri konkrétnim matematickém vypoctu je tfeba vzit v Uvahu tzv. standardni podminky, které jsou kladené na vinovou funkci ¥ (x) a jeji
derivaci dw(x)/dx aby méla vinova funkce fyzikalni vyznam, jsou to:

- Koneénost/omezenost funkci — tj. nemuze jit napf. exponencialné do nekoneéna — nezapomerime,
pocitame z ni hustotu pravdépodobnosti!

- Funkce musi byt spojité — podminka pro moznost je derivovat a tedy pocitat Schrodingerovu rovnici!
- Jednoznacnost — jedné pozici nemohou naleZet rizné pravdépodobnosti stavu.

- Pro vazané stavy musi byt kvadraticky integrovatelné — jak jiz diskutovano dfive. Volna ¢astice nem(ze mit ostfe definovanou hybnost
¢i energii.



Priklad pro vypocet vlastnich funkci a vlastnich hodnot hermiteovského operatoru
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Spocitejme pro nasledujici operator: 2 /\’T_ d ]
- # (

,-_.’v{", /f,‘;,":f:i.’f." 4

/
, . v A ) =
Dosadime a fe$ime: [y + = = [ Yr
('{/"1 /i‘: /

TA R e e e T e
, , Martw Avdmerty = nize Ay ATty Sl
A ze standardnich podminek plyne: J J : :
f/n‘ 4-‘7’: z [:.[‘—L'Lnf ,;’?;‘7—'//’1/ ,;7 //L 7 7t ’, Prdd funt i g ,(
A / £

SN
¢ Ay Ala
i
i = i
s ;;4’;‘0?&1}'3 NEC AR
e

v 3 /
i . Lo . Lok e — }
«,‘«’im.m‘:;f_ na Al e X, Matiwiim Xallky ua f‘/
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Diskrétni a spojité baze

a jsme zpét u vektorovych prostoru a jejich bazi:

Budeme se zabyvat reprezentaci stavovych vektor(, bra vektord a operatort v diskrétnich, ale

hlavné spojitych bazich.

Proc to délame, je nyni jiz celkem zretelné... stavy mikroobjektt/¢astic se popisuji stavovym vektorem/vinovou funkci a ty mohou byt
superpozici elementarnich stavi/funkci, dostaneme se k nim vypocétem vlastnich hodnot (redlna cisla) a vlastnich funkci operatordq,
vysledek méreni ndm zprostredkuje urceni stfedni hodnoty operatoru, stfedni hodnoty z vaZzenych pfispévki mnoha moznych
vlastnich stava.

{l @n)} H

UvaZzujme diskrétni, kompletni a ortonormalni bazi, které je tvofena nekone¢nou sadu ket vektort: (&), | #2), | @3), ... | g n — oo
Tato sekvence vektoru je nekonednd, ale spocitatelna. Plati: (#n | #m) = dum, kde Kroneckerovo delta je:

1, n=m,
a"m_{ 0, n#m.

Nékteré vlastnosti:
1
Z5ijaj =
j n n
Zaiéij = aj, a:- b = E airL-jbj = E az-b,; “
i i=1

t i.j=1
> Sidiy = by
k

— —+ N
-3-2-1 001 2 3



Diskrétni a spojité baze

a jsme zpét u vektorovych prostoru a jejich bazi:

Budeme se zabyvat reprezentaci stavovych vektor(, bra vektord a operatort v diskrétnich, ale

hlavné spojitych bazich.

Proc to délame, je nyni jiz celkem zretelné... stavy mikroobjektt/¢astic se popisuji stavovym vektorem/vinovou funkci a ty mohou byt
superpozici elementarnich stavi/funkci, dostaneme se k nim vypocétem vlastnich hodnot (redlna cisla) a vlastnich funkci operatordq,
vysledek méreni ndm zprostredkuje urceni stfedni hodnoty operatoru, stfedni hodnoty z vaZzenych pfispévki mnoha moznych

vlastnich stavd.

20b

V pfipadé kontinudlni/spojité, kompletni a ortonormalni baze mame nespocitatelné mnozstvi ket vektorl a misto Kroneckerova delta

se pouziva tzv. Diracova delta funkce: (,, | ...} = 5(k' — k), ta je definovana: 500) 1 f"‘“’
3 x = —
2

A plati pro ni nasledujici vlastnosti:

d(x)=0, pro x#0,

b
[ 1t = xax =

f(x0) pro a <xp <b,
0 jinde

/'

0F —F)=0d(x —x"No(y —y")o(z—2")

5GF —7') =

1 P
d'_’rk exk-(r—r )
(2z)? /

e'**dk.

—o0

6

5

4

a=1/1
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Reprezentace stavovych vektord, bra vektor( a operator(

RozloZme vinovou funkci do vlastnich funkci hermiteovského operatoru: ?;, C(gr . LD Cfg#’ ; % Lﬁa?e

Pak po prendsobeni zleva:

Qqby 4G = {FC{@ X M;o (P Sondrivncs)

. L Genftg
alies h s. wShos
Obecné jakakoliv me—io o o %W‘&q Q?L(){) Mans

hybnost (stejna ¢i jind nez p) i g b/»o’v\ NPA s w e, C’(@)

Integrace obou stran:

J'o‘)r C(? ) () - %O(@ Cf’( Cx) C(V’ ) MP)

d o {mﬁwzx

K RUOMCERE TCRLCLSLCD
as
(q\’ KPR RIS (% %) (o)
o E Clp) Iy - CCP) 6hs {v’

(C{’P'hf) ¥ \ f SFEE ey

Vysledek pro riznd spektra:

(o S - oS T
r)

Uvazujme operator hybnosti




22

Reprezentace stavovych vektord, bra vektor( a operator(

A tedy: th‘(_r\ ) 0. lh’\'vx(’ Aldb na ]om m(_ﬁ S W j o ﬁﬁl5¥¢,ﬂ1.ajh

WM Y (x) |- o AAA T C(p) (“Fl’]"f) ¢

£ ) /] ‘ AR Ly ! Alone
Cly) g lmrms frnben po **"‘_~4»L‘am : ,
E-,}‘L/‘QV‘AE( oo {’m—’q‘(-—l '1-{/()() , e LW’\\
/'Zﬂt_r\,mMﬂc;. 4

(el )= Gl - €0’

]
N

Pro koeficient C(p’):

pladl | Be
Plati, ze: , v ; - ;\\ﬂ
(¢elv) = Ctlw) - €O

Muzeme dale psat:

Bazova funkce

- N J r”’
Lﬂ(l_‘) kf"f}lf)_ (fr(z)hb}u’} -r'l{(a)

d.o. Ar.

Dle rovnice €.2: Y Cx) =

|
= | Clp) ) ol

Y
A pro C(p°’) stejné jako v rovnici 2. lze psat: F’M%F’e
Cath- & 4 () (P)ob
£ /
vlnov = C
{t{ m‘% jmf’m
s x'n.epw/b%

gA.UD

G,

0]([‘”,

\L 'y,

Podobné jako rovnice 1.

odprdaysl 4

W
Lozt hadvatey
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Reprezentace stavovych vektord, bra vektor( a operator(

o,

Porovname-li vztahy 3. a 4., tedy: < (\9) : K () c(; Cx)o,{ 3o a c ( }9) = a\& "l‘/(x) 1(\& (F');ux

Pak je zjevné, Ze plati pro bazové funkce:

(LN

3
P -2 |,
G- c(:(p)

‘&‘
'.?

. . 1 oo .
asrovname-lis:  w(x,1) = = F(p)e! Px—EO/M g,
v —00
w, 1 oo
- CREC IR
0,;\.,, 2zh J-xo
, "

Wy 50 = o [ o,

Nyni vidime, co jsou tyto funkce zac i ve vztahu k nasim plvodnim popistim pomoci vinového klubka.

Je zjevné, Ze obé reprezentace vinové funkce musi byt normalizovatelné:

S 1 57 S
Pokud je vinové funkce v soufadnicové reprezentaci normalizovéna (pozor, trochu jiny zépis): v () = @rhy deP 77"y (p)

. . , . A 1 _iaz .
Pak bude i vinova funkce v hybnostni reprezentaci: ¥(p) = Wfaﬂ'r e Py ()

A plati tzv. Parsevallv teorém — matematicky pojem, zde ovSsem jasného fyzikaIniho vyznamu pro pravdépodobnostni interpretaci:

Pti prevodu operatorli mezi reprezentacemi je mozno vyuzit stfedni hodnotu,
cokoliv méfitelného by nemélo byt zavislé na matematickém zapisu, reprezentaci:

() =

~

(v14|y)

(v | w)

tedy prakticky pro normalizované funkce:

<x"> = Eq{t’%kjkwﬂ o Ml &i"ﬁ?‘f’):(ﬁ)qr’?)dr

e

* 1 —ipt =
fd3p‘P )] [7(25}‘1)3/2]6;3” P /kw(r)]

- 1 ® N —[pF
der w(r)[(erﬁ)m/dsplP @) /h]

f Pry @ @)
= 1.

/ & p ¥ (H)Y()

a’%;;;' o,
A?,:?:M
\;’jfy.
Pref

Fa
«

e



Uréeni operatoru soufadnice v hybnostni/momentové reprezentaci:

=0 Lo
Vyjdeme z rovnosti pro stfedni hodnotu v rliznych reprezentacich: <Q> ~ j 4{,”(,() A Y() o ~ \’%*(P)Qc P dp
P

=

Prvni integrdl rozepiSeme pomoci znamych vztahu: 23 a 49’*"‘

NG = NG ey a4\ () --——— z,
Vime, Ze funkce ’lfC*() - ‘{’(lf) reprezentuji tentyz kvantovy stav, jen v rlznych reprezentacich.

\E 2 2 e
C{V,CK\ jsou vlastni funkce operatoru (- 12 e '4-'15 |P>  vsoufadnicové reprezentaci, které tvofi bazi.

MdZeme tedy poéitat: f”g? Gz A(( cx)

Fandde

ik

_-Wd) e
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Souradnicova a momentova reprezentace a jejich operatory:

. =
Béze je tvorena nekoneénym poctem ket vektord  {| 7)} , vlastnich vektor(i operatoru pozice/soutadnice R:

Plati ortonormalita:

A pro stavovy vektor ket pak:

Kde W/ (F) znaci komponenty stavového vektoru v bazi {| F}} a tedy:

Toto je tedy nase vinova funkce a jeji misto v Diracové symbolice:

Fl1FYy=60F—-7") =

S(x —xHo(y — y)d(z —

| y) = fd-*r () | 7),

jako pravdépodobnosti polohy mikroobjektu v objemu d3r.

2

rly) = w(@).

Skalarni soucin dvou stavovych vektoru lIze pak také psat, s pomoci jednotkového operatoru, jako:

Podobné pro momentovou reprezentaci.

Operator hybnosti v soufadnicové reprezentaci:

(Plw) =

(e

=31
~|
Il
~y
~y

t//(?) a pro kterou plati Bornova interpretace | (FF | ) 1> dr

|ﬂ@0|w—/ﬁ%w@m@y

_,;-,_
ox’

Lze odvodit aplikaci operatoru gradientu na vinovou funkci rovinné viny y (v, 1) = Ae!PT=ED/N.

Pak mazeme prepsat Hamilton(v operator H = p 2/2my+ V

25

—ihV wr, 1) =

py(F, 1) = Py(F,1).

jako:

A h?
H=——V>47() =
2m

h2
“2m (

ﬁ@y

o2 82 82
_2+6 2)+V(7‘)

FL/ TN
"“f” e

N i’
\,,' v,
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Operator polohy v hybnostni reprezentaci: ;%J,. =ih

A nékteré dilezité komutaéni relace: [ X, Py] = ih.

- Gevins |&=inl . T=int, Z=in o
opj Opx opy 0pz
A
— — — — — — \mff’?l"w
(X Pa=ih, (¥ Pri=ih, (2, P =i %
[R;, Be)=ihdk,  [Rj,Re]=0, [P, B]= (j, k=x,y,2)




Pokud se budeme tedy drzet ,spojitého” Schréodingerova formalismu kvantové mechaniky (a ne Heisenbergova maticového —
,diskrétniho®), pak zapis pro feseni vlastnich hodnot Hamiltonova operdtoru v soufadnicové reprezentaci bude vypadat nasledovné:

Pl H ) = E(F ) e ,
rl |y iy Jiz vime, Ze plati: Jiz vime, Ze take plati:
‘r L 3 — —
(r | w) = w). 2
7 7 3 —_— 2 % :

bazové ve!<tory Tedy, Ze vinova funkce H = 2m Vi+re)
v souradmcgve Vlastni hodnot v soufadnicové reprezentaci

reprezentacl energie Y je primét (koeficient) Co? je vyraz pro Hamiltonian

b stavového vektoru ’ v soufadnicové reprezentaci,
Hamiltonav do bazowych vektorti {| 7} , samozfejmé.
operator které jsou vlastnimi vektory
operatoru soufadnice R,
stavovy vektor dlevztahu g |7 =7 |#).
s ) U .
> | ——Vy @)+ VFE)y ()= Ey(), coz je stacionarni Schrédingerova rovnice.
2m (o staciondrnosti si povime pozdéji)
A ... coZ je zaklad tzv. vinové mechaniky
4:"4),[ o,
\“{?)j:f‘m
N A
iy
"o
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Shrnuti prednasky o operatorech a matematickém aparatu, reprezentacich a vzajemnych transformacich:

Vlastnosti a operace na Hilbertové prostoru, linedrnim vektorovém prostoru.

Definovali jsme skalarni soucin:

(Vla ¢) = (¢9 W)*

kde plati

W.$) = | v () dx

N
Vinova funkce jako linearni kombinace bazovych vektord: v =D ai¢i  a
i=1

Pro srovnani, k €emu jsme dospéli v zavéru této Eastit ~Cx) = | () CP)’(;(‘)O{P a JH,' = (Cﬁ,! Iq?',) a op - ()

-3

-

(¢,

$;) =di; a

a;j

= (¢j, )

( i
Nl < [ '
:Jr_“ YU )l = J. W\*)Cr’r(x) J;,

— o, A

Operatory a jejich pasobeni:

Ay#) = '),

pHA = §@).

, operator zméni vektor/funkci v jinou ze stejného prostoru:

. , . Vy @ = @y @)/ox)i + @y () /6y)]j + @y (#)/o2)k gradient
Aly) =y, P14 = (81| S L2 . .
o . . Py(F) =—ihVy(F)  hybnost v soufadnicové reprezentaci
Linedrni hermiteovské/ - X -
hermiteovsky sdruzené operatory:[{w | 4| ¢} = (A w | ¢d) = (w | Ap). || 4 = yi nebo (w|Ad|¢) = (| Ad]|w)*

Komutator: [4, Bl = AB — BA

Vlastni hod{gotv a funkce linedrniho hermiteovského operatoru: Aly) =
Tedypro A' = A plati 4| ¢,) = an | ¢n) =

al

a, = realné &islo a (dm | dn)

v

= dmr

Rozklad vinové funkce do vlastnich funkci linearniho hermiteovského operatoru, plati:

Souradnicova reprezentace: - () -

il

W

(P n_ﬁgf'*\).__ofr'] , hybnostni: ¢

-
¢ ,‘i, = (% ) 'Lf> : }.(':’c»\‘-‘-.ﬂg], .
de,

1 PN n
a jeho dulezitost pfi kvantifikaci neurcitosti: AAAB > 3 ‘([A, B])|. Stfedni hodnota: (4) =

(w4l

a standardni podminky pro vinovou funkci!

”

Ao

SN

yM@e)dh vztah bazovych funkei:

¥(p)

1
= Quh)32

/d3r e—iﬁ-f‘/ﬂw(;)

A stacionarni Schrédingerova rovnice je:

n? I "
—2 -V @) + V) = Ey @),

3

e =]

I

(ﬁ-’ o) ((:t_p)

A

viz. Fourierova transformace



