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Shrnuti prednasky o operatorech a matematickém aparatu, reprezentacich a vzajemnych transformacich:

Vlastnosti a operace na Hilbertové prostoru, linedrnim vektorovém prostoru.

Definovali jsme skalarni soucin:
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kde plati
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Operatory a jejich pasobeni:

Ay#) = '),

pHA = §@).

, operator zméni vektor/funkci v jinou ze stejného prostoru:

. , . Vy @ = @y @)/ox)i + @y () /6y)]j + @y (#)/o2)k gradient
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o . . Py(F) =—ihVy(F)  hybnost v soufadnicové reprezentaci
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Rozklad vinové funkce do vlastnich funkci linearniho hermiteovského operatoru, plati:
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viz. Fourierova transformace

A stacionarni Schrédingerova rovnice je:
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Povaha postulatd pro kvantovy svét

Formalismus kvantové mechaniky je zaloZen na postulatech této teorie.

Postulaty nebyly odvozeny, zakladaji se na vysledcich experiment (tak jak jsme je mimo jiné prosli v prvni kapitole) a jsou zapsany
pomoci matematického aparatu, ktery jsme si pripravili v druhé kapitole.

Dulezitym dUsledkem pouziti téchto postulatl je pravé moznost kvantitativniho popsani kvantového svéta skrze teorii a experiment, a
jejich shoda.

Postulaty reprezentuji minimalni pocet predpokladd, které jsou potieba k vytvoreni teorie kvantové mechaniky.

Problém je, Ze tyto postulaty nelze primo ovéfit. Lze pouze usuzovat s vyvijejicich se méreni a teorie, zda pripadné nepfimo neukazuji
na néjakou nesrovnalost — to se zatim za poslednich 100 let nestalo. Clovék se tedy vztahuje k vysledk(im teorie, ktera je postavena na
téchto postulatech: pokud teorie funguje, postulaty jsou spravné, pokud ne, pak je tfeba zména - ostatné jako v jakékoli jiné fyzikalni
teoriil

Kvantova teorie ovsem funguje, a to velice dobre, dava presné predpovédi o vyvoji kvantovych fyzikalnich systému a je opakované v
souladu s experimenty!

A tedy:
presnost predpovédi kvantové teorie nam dava nepochybnou evidenci o platnosti postulat(l, na kterych je tato teorie postavena!




Zakladni postulaty kvantové mechaniky

Klasicka teoreticka mechanika nam Fika, Ze stav jakékoliv ¢astice v jakémbkoliv ¢ase t je dan dvéma fundamentalnimi proménnymi:
pozici 7(t) a hybnosti P(t) této ¢astice. Jakékoliv dalsi fyzikalni veli¢iny relevantni pro studovany systém jsou odvoditelné z téchto
dvou. Navic, paklize zndme tyto proménné pro dany cas t, tak napfiklad pomoci Newtonova druhého zakona ¢i Hamiltonovych rovnic
mulzeme predpovédét, jak se systém bude vyvijet v ¢ase v budoucnu, jaky bude jeho stav napf. v Case t".

Kvantové-mechanické protéjsky k témto fundamentalnim Gvaham, ¢i postuldatdm, jsou postulaty kvantové mechaniky, které nam
umoznuji pochopit:

- Jak je kvantovy stav popsan matematicky pro dany ¢as t

- Jak spocitat rlizné fyzikalni veli¢iny dané timto kvantovym vztahem, a

- Pokud tak zname stav systému v Case t, jak najit stav systému v jakémbkoliv pozdéjSim case t; a tedy jak popsat ¢asovy vyvoj systému
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Z3akladni postulaty kvantové mechaniky «if:i

1. Stavsystému
Stav jakéhokoliv fyzikalniho systému je specifikovan v kazdém ¢ase t pomoci stavového vektoru ket |w(?)) (tedy vinové funkce,
pokud promitneme stavovy vektor na néjakou bazi), stavovy vektor obsahuje (a slouzi i jako prvek k dalsimu odvozeni) vSechny
potfebné informace o systému. Jakakoliv superpozice stavovych vektor( je také stavovy vektor.

2. Pozorovatelné a operatory
Kazda fyzikdlni méritelna veli¢ina A, zvana v kv. mechanice pozorovatelna, ¢i dynamicka proménnj, je reprezentovana linedrnim
hermiteovskym operdtorem 4 jehoz vlastni vektory jsou kompletni bazi.

3. Meéfreni a vlastni hodnoty operatoru
Méreni pozorovatelné A muaze byt formalné reprezentovano pusobenim operatoru A na stavovy vektor 1¥(?)) . Jedinym moznym
vysledkem takovéhoto plsobeni je ziskani jedné z vlastnich hodnot a, (tyto jsou realné) daného operatoru A . Pokud je
vysledkem méfeni pozorovatelné A na stavu |y (2)) vlastni hodnota a. , pak se stav systému po méfeni okamzité zméni na |[¥»):
Aly (1)) = anlwn), Vzpomeiime:
kde|a, = (yn|lw(t))|. Pozndmka: a, je slozka vektoru |w(¢)) ptijeho projekci na vlastni vektor |wy).
Vzpomenimey| a; = (¢;, )
4. Pravdépodobnostni povaha méreni
Pro diskrétni spektrum: pokud mérime A ve stavu |y (¢)) , pak pravdépodobnost ziskdni nedegenerované vlastni hodnoty a, je:

RIFY =F|F) Fly) = w.

Kyl 2 anl?
Pn(an) = = , . L Yy ey vy (oL AN _
(wlw) {wlw) pokud je systém pred mérenim jiz ve stavu |y,) pak méfeni A ddva stoprocentné a, : A|y,) = a,|v,).
Pro spojité spektrum: predchozi vyraz pro pravdépodobnost Ize pfevést na hustotu pravdépodobnosti méreni A, da hodnotu mezi
a, a+da systému pdvodné ve stavu |y (1)) : dP@)  ly@* ly (a)|?

da — (yly) f_"'oo‘;) ly(a")|*da’’
napf. hustota pravdépodobnosti nalezeni Castice v intervalu x, x+dx je dana vyrazem: dP(x)/dx = |y (x)|>/{(w|w).

5. Casovy vyvoj systému
Casovy vyvoj stavového vektoru (stavu, tedy vinové funkce) je popsan casové zawslou Schrédingerovou rovnici:
kde H je Hamilton(v operator reprezentujici celkovou energii systému: E = P— + V(1)

aly()
ih——= = Hly (@),
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Zakladni postulaty kvantové mechaniky \«fmi);

1. Stavsystému
Stav jakéhokoliv fyzikalniho systému je specifikovan v kazdém case t pomoci stavového vektoru ket |w(?)) (tedy vinové funkce,
pokud promitneme stavovy vektor na néjakou bazi), stavovy vektor obsahuje (a slouzi i jako prvek k dalsimu odvozeni) vSechny
potfebné informace o systému. Jakakoliv superpozice stavovych vektor( je také stavovy vektor.

2. Pozorovatelné a operatory
Kazda fyzikdlni méritelna veli¢ina A, zvana v kv. mechanice pozorovatelna, ¢i dynamicka proménnj, je reprezentovana linedrnim
hermiteovskym operdtorem 4 jehoz vlastni vektory jsou kompletni bazi.
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Méreni pozorovatelné A mUze byt formalné reprezentovano plsobenim operatoru A na stavovy vektor 1¥(?)) . Jedinym moznym
vysledkem takovéhoto plsobeni je ziskani jedné z vlastnich hodnot a, (tyto jsou realné) daného operatoru A . Pokud je
vysledkem méfeni pozorovatelné A na stavu |y (2)) vlastni hodnota a. , pak se stav systému po méfeni okamzité zméni na |[¥»):
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kde|a, = (yn|lw(t))|. Pozndmka: a, je slozka vektoru |w(¢)) ptijeho projekci na vlastni vektor |wy). |
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4. Pravdépodobnostni povaha méreni
Pro diskrétni spektrum: pokud mérime A ve stavu |y (¢)) , pak pravdépodobnost ziskani nedegenerované vlastni hodnoty a. je:

y =717 Fly) = p).
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P, (ay) = (waly)* _ lan|? , _ o o o ) A
(wlw) (w|w) pokud je systém pred mérenim jiz ve stavu |y,) pak méfeni A ddva stoprocentné a, : A|y,) = a,|v,).
Pro spojité spektrum: predchozi vyraz pro pravdépodobnost Ize pfevést na hustotu pravdépodobnosti méreni A, da hodnotu mezi
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napf. hustota pravdépodobnosti nalezeni Castice v intervalu x, x+dx je dana vyrazem: dP(x)/dx = |y (x)|>/{(w|w).

5. Casovy vyvoj systému
Casovy vyvoj stavového vektoru (stavu, tedy vinové funkce) je popsan ¢asové zavislou Schrédinger

L Oly (@)
=
Al . . . o . ] 2 .

kde H je Hamilton(v operator reprezentujici celkovou energii systému: E = &=+ V(#, 1)

Hly (),




1. Stav systému

K matematickému popsani kvantového systému pouzivame tedy komplexni funkci, kterd patfi do Hilbertova prostoru, tzv. ket vektor
|w(t)), ktery obsahuje veskeré informace o studovaném systému a ze kterého mizZzeme spocitat veskeré fyzikalni veli¢iny, které nas
zajimaiji. Jak jsme jiz ukazali, tento vektor mGzeme reprezentovat dvéma zpUsoby:

1 oo o
px,t) = m[ ¢(p)el(px Et)/hdps
—o00

- Jako vInovou funkci v soufadnicové reprezentaci: w (7, t) = (F|w(¢)). Vzpomefime: 1 /Jrooq:"o(p)eipx/hdp,
2Tk o
= = 7 1 oo —ipx
- Jako vlnovou funkci v hybnostni/momentové reprezentaci: ¥(p,?) = (ply (¢)) ¢p) = m[w po(x)e” P/,

Cili abychom nap¥iklad popsali v kvantové mechanice 1D €&astici, pouzijeme vinovou funkci W (x, ) namisto dvou redlnych ¢&isel
(souradnice x a hybnost p) jako to délame v klasické mechanice.

Takovato matematicka funkce (stavovy vektor) ovSem musi reprezentovat fyzikalni systém, musi mit fyzikalni smysl. Jaké jsou tedy
matematické naroky na to, abychom z obecné vinové funkce ziskali takovou, ktera popisuje fyzikalni realitu?

UZ jsme si to fikali, jedna se o tzv. standardni podminky, pro vinovou funkci i jeji prvni derivaci podle soufadnice:

- Koneénost/omezenost funkci — tj. nemdze jit napf. exponencialné do nekonecna — nezapomerme, pocitdme z ni hustotu
pravdépodobnosti!

- Funkce musi byt spojité (véetné prvnich derivaci) — podminka pro moznost je derivovat a tedy pocitat Schréodingerovu rovnici!
- Jednoznacnost — jedné pozici nemohou naleZet rlizné pravdépodobnosti stavu.

- Pro vazané stavy musi byt kvadraticky integrovatelné — jak jiz diskutovano dfive. Volna ¢astice nemuize mit ostfe definovanou
hybnost ¢i energii > vinova klubka.




1. Stavsystému

Hustota pravdépodobnosti:

O smyslu vinové funkce jsme také hovofili ve spojitosti s Bornem, pouze druha mocnina jeji amplitudy |w (7, £)|*> ma fyzikalni vyznam a
to jako hustota pravdépodobnosti. Pak |w (7, 1)|?d*r vyjadFuje pravdépodobnost nalezeni &3stice v &ase t v objemu d3r
lokalizovaném v intervalu 7 a 7 + dr.

Pro zopakovani: celkovd pravdépodobnost nalezeni ¢astice kdekoliv v prostoru je rovna jedné...
400 400 +00
[W(F, D*dr =f dx/ dy/ ly(#, 0)%dz = 1.
—00 —00 —00

VInova funkce, ktera spliiuje vySeuvedenou relaci se nazyva normalizovanou. J'ednotkové pak plati pro w(r) , Ze md rozmér 1/~/L3
kde L je délka. Déle: [|z/;(?)|2] = 1/L3. Je dobré siuvédomit, ze (., ?) a e%y(r,1). ,kde a je realné &islo, reprezentuji stejny
stav. Proc? ... Vyznam pro hustotu pravdépodobnosti?

Pro pochopeni, ktera z nasledujicich funkci reprezentuje fyzikdlné akceptovatelnou vinovou funkci? Proc?

f(x)= 3sin wx, gx) =4 — |x|, h*(x) = 5x, e(x) = x2.




1. Stavsystému

Hustota pravdépodobnosti:

O smyslu vinové funkce jsme také hovofili ve spojitosti s Bornem, pouze druha mocnina jeji amplitudy |w (7, £)|*> ma fyzikalni vyznam a
to jako hustota pravdépodobnosti. Pak |w (7, 1)|?d*r vyjadFuje pravdépodobnost nalezeni &3stice v &ase t v objemu d3r
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Pro zopakovani: celkovd pravdépodobnost nalezeni ¢astice kdekoliv v prostoru je rovna jedné...
400 400 +00
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VInova funkce, ktera spliiuje vySeuvedenou relaci se nazyva normalizovanou. J'ednotkové pak plati pro w(r) , Ze md rozmér 1/~/L3
kde L je délka. Déle: [|;/;(?)|2] = 1/L3. Je dobré siuvédomit, ze (., ?) a e%y(r,1). ,kde a je realné &islo, reprezentuji stejny
stav. Proc? ... Vyznam pro hustotu pravdépodobnosti?

Pro pochopeni, ktera z nasledujicich funkci reprezentuje fyzikdlné akceptovatelnou vinovou funkci? Proc?

f(x)= 3sin wx, gx) =4 — |x|, h*(x) = 5x, e(x) = x2.

3 sin(3.14x)
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1. Stavsystému

Princip superpozice:

Stav kvantového fyzikdlniho systému nemusi byt reprezentovan jen jednou vinovou funkci, mize byt reprezentovan superpozici dvou a
vice vinovych funkci. Pokud vinové funkce wi(#,1) a w2(7,t) oddé&lené vyhovuiji/jsou fe$enim Schrédingerovy rovnice, pak vinova
funkce w(#, ¢) = a1w1(#,t) +awy (¥, 1) Schrodingerové rovnici vyhovuje také, kdy alfy jsou komplexni &isla.

Schrédingerova rovnice je linedrni rovnice, Cili z principu superpozice plyne, Ze linedrni superpozice mnoha vinovych funkci (které
popisuji rizné povolené fyzikalni stavy systému) dava novou vinovou funkci, ktera reprezentuje mozny stav systému také: |y) = Za-f””")’
kde alfy jsou opét komplexni Cisla a veli¢ina ‘Z“ ) je pravdépodobnost pro tento superponovany stav. i

Pokud budou jednotlivé slozky |y;)
pro jednotlivé slozky (stavy):

vzéjemné ortonormalni, pak bude tato pravdépodobnost rovna souctu dil¢ich pravdépodobnosti

‘Zazl'/]z

Z|a,|2_P1+P2+P3+---

kde P =la;i|* je pravdépodobnost nalezeni systému ve stavu ).
2
Ptiklad pro vinovou funkci: = £I<;151 |¢z) + £|¢3)
. , 4 2
Je normalizovana? (y|y) = qsl 1) + = ¢2|¢2) + ¢3|¢3 t5+5= 1
. y N 3 f f
Jakd je pravdépodobnost nalezeni systému ve stavu |¢1) ? P = |(¢1|y)|* = (P1101) + ¢1|¢5z) + —($1l43)
. , |2 2 4
Pro daldi stavy? P2 = |{¢2ly)]* = §(¢2|¢52) = -
V2 2 lkemtedy: P=Pi+Py4Ps—ntoy2—]
5 ) celkem tedy: =P+P+P=c+-+<-=
=i’ = |- (dlgs)| =3 3 %9




2. Pozorovatelné a operatory:

Pozorovatelnou nazyvdme dynamickou proménnou, kterou mizeme méfrit. My se setkdme s témito proménnymi jako soufadnice,

hybnost, moment hybnosti a energie. Jak reprezentujeme tyto proménné v kvantové mechanice?

Dle druhého postuldtu je kazdd méritelna fyzikalni velicina, tedy pozorovatelna (méritelnd), reprezentovana hermiteovskym
operatorem. Jako napfiklad hybnost je v 1D soufadnicové reprezentaci reprezentovana operatorem: P = —ihd/ox

Obecné, jakakoliv funkce f(F, p) , kterd zavisi na veli¢inach soufadnice/polohy a hybnosti, mizZe byt vyjadfena v kvantové

mechanickém zapisu jako funkce operatorl polohy a hybnosti: G B — F(ﬁ 1"3) _ f(ﬁ —ihV)

f(x, p) > F(X, —ihd/dx).

- . . . v . . s sy, . 1 . -
Napfriklad operator pro Hamiltonidn (proménna, kterd je souc¢tem kinetické a potencidlni energie): H = 5P 24 VE D
m

2 .
muzeme psat: H = _;_vz + V(R, 1), kde v2 je Laplacedv operator dany: V? = 82/ox? + 8%/8y* + 8*/a2%.
m

~ 2
A protoze je operator hybnosti P hermiteovsky a potencialni energie V (R, ) je readlnda funkce, pak i operator Hamiltonianu je
hermiteovsky. Vime, Ze vlastni hodnoty hermiteovského operatoru jsou redlné a tedy spektrum hermiteovského operatoru, které je

tvoreno sadu vlastnich hodnot, je také redlné.

Ionized atom

Spektrum vlastnich hodnot muize byt spojité i diskrétni (i smés obou):
-V pfipadé vazanych stavli ma Hamiltonidn diskrétni spektrum
-V ptipadé volnych stavll ma Hamiltonian spojité spektrum

-V ptipadé periodickych vdzanych stavi ma Hamiltonidn pasové spektrum n=4

Paschen series
(infrared)
b

Obecné, Hamiltonian bude mit vazané ¢i spojité spektrum, ve stejném smyslu ne2

Foo =0
Es = —0.54 eV
Egy=—0385 eV
E3s=—151 eV
F»=—-34 eV
Ejp=—136 eV

. . s v ’ s Je 7 ve s Bqll_ner series

jako klasické proménné budou mit vazané i volné hodnoty. (visible region)
e et 2 .r cey 7 v ’ . s s n=1 LIt

Operdtory P a R maji spojitd spektra, protoZe p a r mohou nabyvat kontinualnich Lyman series

Continuous spectrum
(Unbound states: E,, >

Discrete spectrum
(Bound states: £, < 0)

0)

hodnot. Energie je sloZitéjsi, jeji spektrum muze byt smiSené.




2. Pozorovatelné a operatory: ‘

E>V_>V,.

spojité energetické spektrum, které neni kvantovaneé
nejsou kvadraticky integrabilni, zstavaji ale omezené!

energie je dvakrat degenerovana

E

Vi< E<V_

Energetické spektrum je spojité a nedegenerované.

osciluji pro z — oo a nejsou kvadraticky integrabilni.
N

v

=

tlumené pro x — —oc 5

E<V,<V_.

diskrétni energetické spektrum

Pokud funkce neni

kvadraticky integrovatelnd?

>>>

volna ¢astice (~ de Broglieova vina,
~ bazovy vektor)

s ostre definovanou hybnost

¢i energii — coz neni fyzikalni

/

nedegenerované N

kvadraticky integrabilni a nazyvaji se vdzan€é stavy

9b

Ey

Ionized atom {
Continuous spectrum
(Unbound states: E, > 0)
oo =0 —
Es = —0.54 eV
Ey=—085 eV
E3;=—151 eV
Paschen series Discrete spectrum
n (infrared) Frm —14 eV (Bound states: £, < 0)
Balmer series B
(visible region)
Eyj=-136 eV _

T
L)'lllil'l'l Seres
(ultraviolet)




Mg
Nlop,
3 m"«i‘f"iy.
r R S
p P =—ihV
Nékteré pozorovatelné a jejich operdtory -2 Fo _Ry2
(zde v soutadnicové reprezentaci): Zm . . 2;:; oA
E=L4+V({F1) H=—EV2+V(R,3)
L=Fxp L=—ihRxV
2. Pozorovatelné a operatory
" . . . Y Y« s . olw(t . oy v oy .
Podle patého postuldtu, kde je uvedena Schrédingerova ¢asové zavisla rovnice: ik Ig;( ) = H|y(t)), mulzZeme Fici, Ze celkova
energie systému je ddna skrze operator: i—in 0
=Imn—.
ot

Lze to ukazat jeté nasledovné: volna Eastice s hybnosti  a energii E je déna vinovou funkci w(@#, 1) = Ae!P7=ED/h  aokud ji
derivujeme podle ¢asu, tak dostavame _kaw(;?, 1)
A AAL)]

= Ew(,1).
Py w(r, 1)

Podobné, podivejme se na vlastni funkce a hodnoty operatoru hybnosti: —iaVy () = py (),
FeSenim této rovnice je funkce: y () = Ae'PT/h
A protoze p = hk je vlastni hodnota operatoru P tak vlastni funkce je redukovéna na: w () = Aefk'.}'

A rovnice pro vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru hybnosti bude vypadat: 5 | .
Py () = hky ().

Z vySe uvedeného je tedy zfejmé, Ze operatory reprezentuji jedna ku jedné méfritelné veli¢iny, pozorovatelné.
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Ky, ™
4 fh()\:\&
\m‘,([g
- Ty \,": /Bb ",
r R nef
o _— , p P = —ihV

Nékteré p?zorovat§lne a jejich operatory -2 PRy

(zde v soutadnicové reprezentaci): Zm . A 2m .
E=L+V({F#1) H=-L2v2 (R, 1)
L=Fxp L=—ihR xV

2. Pozorovatelné a operatory

Jako pfriklad najdeme operator pro moment hybnosti (v souradnicové reprezentaci)...

Iy =ypz — ZPy,
Klasicky zapiseme moment hybnosti ve tfech dimenzich nésledovné: L =7 x p = L,i + l,j +Lk ,kde I, =zp, —xp;, I, = xpy — ypx.

Abychom nasli operator momentu hybnosti, potfebujeme nahradit 7 a p jim odpovidajicimi operatory R a P = —ihV:
A tedy: L = —fﬁ}_é X ﬁ'

Coz vede na nasledujici vztahy: jjx — ffﬁz — 7P, = —ik fi _ Qi
’ 0z oy )’
- PN P ~ 0 A O
L, = ZP,—XP,=—ih|Z— — X—
Y xT A= ( ox az)’
~ ~ A ~ A ~A 0 0
L = XP,—YP.=—ih (X——Y—)
oy ox

Je tfeba si také uvédomit, Ze operatory souradnice a hybnosti nekomutuji, zalezi tedy na poradi!

11



3. Méfeni a vlastni hodnoty operatoru

Kvantova teorie popisuje vysledky méreni, bez spekulaci o neméfritelném.

V klasické fyzice mérenim zkoumany systém ovlivnime jen malo (napf. méreni vzdalenosti laserem) a mizZeme tento vliv zanedbat, v
mikrosvété méreni ovlivni studovany systém zasadnim zpUsobem (napf. laserem indukovana fluorescence atomu plynu pfi méreni
hustoty metastabilnich ¢astic) a vliv méreni zanedbat nemUzZeme.

UvaZujme nasledujici priklad: mérime pozici elektronl v atomu vodiku pomoci rozptylu svétla/fotonl pfimo na téch elektronech.
- Abychom urcili pozici co nejpresnéji, pouzijeme co nejkratsi vinové délky svételného zareni, fotonl
- Rozméry elektronovych drah jsou v fadu 101° m a tedy potfebujeme zareni o mensi vinové délce a tedy energii:

3 x 108

4
W"‘]O eV

[
h=hs=hn
V=07

- Pokud takovy foton bude interagovat s elektronem v elektronovém obalu vodiku, ktery ma ioniza¢ni energii 13.6 eV, tak
samoziejmé tento elektron nejen ovlivni, ale kompletné jej vyhodi z orbity — vodik tedy bude ionizovany

Méreni zméni stav kvantového systému: méreni tedy v teorii reprezentujeme plsobenim operatoru, kdy po jeho provedeni, po jeho
pusobeni, bude systém v jednom z vlastnich stavli tohoto operatoru (v jedné z vlastnich hodnot — realnych hodnot veliciny
reprezentované operatorem). Pokud mame systém ve stavu |y) , mlze byt reprezentovan superpozici stava:

) = D" lwadlwnly) = D anlya).

Akt méfeni A tedy zméni stav systému z |) na jeden z jeho vlastnich stavil |v.) operdtoru 4 a vysledkem méFeni je vlastni
hodnota a,.

Jedinou vyjimkou je, kdyzZ se systém jiZz v jednom z vlastnich stavl mérené veliciny nachazi, kdyz tedy bude pred mérenim v v.) pak
vysledkem méreni bude se stoprocentni pravdépodobnosti hodnota a,. Bez toho aby se zménil stav, systém zlstane tedy v Iva)

12



3. Méfeni a vlastni hodnoty operdator( a 4. Pravdépodobnostni povaha méreni

Pred kazdym mérenim v kvantové fyzice, my samoziejmé nevime, ve kterém z jeho vlastnich stavl systém po méreni skonci, zname
pouze pravdépodobnosti. Jak jsme si jiz fekli, tyto jsou dany jako P; = |oz,‘|2 , pravdépodobnost nalezeni ve stavu |wi).
[(walw) |
(wly)

Nezapomenme, Ze vinova funkce nepfedpovida vysledek jednotlivych méreni, misto toho, uréuje pravdépodobnostni rozdélovaci

Postulat ¢islo 4 ndm fikd, Ze pravdépodobnost nalezeni systému v jednom z jeho vlastnich stavi lva) je dana: P, =

funkci P = |y|? pfes mnoha méfeni identickych stavl najednou.

Stfedni hodnota: Vzpomefime: | |y (£)) = an|wn),

a a . wld
Stfedni hodnota (4) pozorovatelné 4 nastavu |y) je definovdna: (4) = <f’;j| lLT).
W

Je to redIné &islo a tedy pro energii: E = (H) = (y|H|y)/{y|w).

Stfedni hodnota reprezentuje prﬁmérny vysledek méreni A nastavu l¥) . Pro lepsi

porozuméni miizeme psat: - WA
(4) = (vl VAATANE —
{W|W) Z YNV ) (W | Al W) (Wn | ; n (W)

Kde jsme pouZili (yp|A|wn) = andum.

2

A protoze [{wnlw)|?/{wlw) dava pravdépodobnost nalezeni Py vlastni hodnoty an, pak

muzeme stifedni hodnotu opravdu oznacit za prlimér nékolika méreni: ,,\
! \
, [{waly)* N mps.,
(A)=>a S ey
2‘ " (yly) Z o \\N@

Pro kontinudlni rozdéleni pravdépodobnosti (spojitd spektra), miZeme psat:
Sy aly(@)da /+w

(4)

[ = L 2
IMPORTANT [ 2llw@Pda  J-

Crarcnems mawmcns

adP(a).

Stfedni hodnota pozorovatelné se ziska experimentem nasledovné: pfipravi se velké
mnozstvi identickych systém( ve stejném stavu, vysledky méfeni jsou ay, az, ..., @y, ...}
13 odpovidajici pravdépodobnosti jsou Pi, P, ..., P,, .. .. A primérnd hodnota ze viech téchto méfeni je pak ta stfedni hodnota (4)
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3. Méfeni a vlastni hodnoty operdator( a 4. Pravdépodobnostni povaha méreni

Priklad: uvazujme systém v nasledujicim stavu:

—=I1) + —=l|¢2) + V1o I¢53) V1o I¢4 V1o I¢5}
,\ «/_ «/_
Kde |¢n) jsou vlastni stavy Hamiltonidnu studovaného systému H|¢,) = negld,) kde n=1,2,3,4, 5, a & marozmér energie.

Pokud provedeme mnoho méfeni na uvedeném systému, jaké budou vysledky méreni a s jakou pravdépodobnosti?

Nejdfive si mlZeme ovéfit, zda je |y) normalizovany: (y|y) = Za (DnlPn) 4 2 3 > 15

2
Z _—+—+—+—+———,
PFitom (¢;1¢%) = djx @ j,k=1,2,3,4, 5. o 9719719 19

En = ($ulH\pn) = neo (n = 1,2,3,4,5)
E1 = ¢, E; = 2¢0, E3 = 3¢9, E4 = 4e9, E5s = S¢g

Protoze plati: E, = (¢n|ﬁ|¢n) (¢ili rovnice pro vlastni hodnoty a funkce operatoru), pak
A tedy vlastni hodnoty budou mit nasledujici velikosti:

S pravdépodobnostmi danymi:

I(¢1|w>|2 219 1 ligalw)* | 2 19
Pi(Ey) = —=—, Py(Ey) = = o2
1(E1) \/—(¢1|¢1) 5= 15 2(E2) wiv) m( kT
g B | 2 19 2 Py < QP | [3 WZ 19 3
3 (E3) = ) E(fﬁalqﬁs) X5 =15’ 4(Ea) ==y = |V 1o el X5 =15
sl | [3 P19 s
—_— 5 — — —
Ps(Es) = Wl 19(¢5|¢5) =15
Stfedni hodnota energie systému bude: > 1 8 6 12 25 52
E=S PE; = g0+ —&0 4+ —ep + — -z
;f T T T R AU T A T At
CoZ muzZeme ziskat i ze stfedni hodnoty Hamiltonianu: Wil 193 ) 19 /1 g 6 12 25 5
T = > gl Al = < (st et ot st g )80 = 7560
(wly) 15 —~ " 15\19 1919 19 ' 19 15
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3./4. Méfeni v kvantové mechanice — sou¢asna méfitelnost

O dvou pozorovatelnych A a B fekneme, Ze jsou kompatibilni, kdyZ jejich operatory komutuiji: [Aa B] =0

Vime, Ze méreni v kvantové mechanice ovlivni méreny fyzikalni systém. Pokud nejdfive budeme méfit A, tak zménime stav systému,
ne kterém bychom pak méfili B. Pokud bychom méfili nejdfive B, pak systém pro méreni A bude také v jiném stavu. Podle toho, kterou
pozorovatelnou budeme méfit nejdrive, skonci systém v rozdilnych stavech.

Pokud operatory pro A a B nekomutuji a systém bude ve vlastnim stavu |z/1,ga)) , pak budeme-li znovu méfit A, pak: /f| y/,ga)) = ay,| y,,S“))
A to se stoprocentni pravdépodobnosti. Pokud poté budeme méfit B, tak systém prejde do vlastniho stavu operatoru B. A pokud znovu
zméfime A, pak ziskame jiny stav nez {;,. O tom, jakd bude nova hodnota A nemiiZzeme s jistotou nic fici, jen vycislit
pravdépodobnost. Pokud chceme tedy merit A, pak rozlozime vlastni stavy B do vlastnich stavi A - a tedy ziskame jejich
pravdépodobnost.

>>> Pokud tedy operdtory A a B nekomutuji, jejich pozorovatelné nemohou byt méreny zaroven, zalezi na poradi, kterym mérenim
zatneme!

Pokud operatory A a B komutuji, pak na poradi méreni nezalezi! ProtoZe, pokud operatory komutuji, pak maji spolecné (sdilené)
vlastni vektory. (Plati jak pro degenerované tak nedegenerované stavy.) Pro nedegenerované:

ProtoZe komutuji, tak plati: (y/m|[ﬁ, I;’]| Wn) = (am — an){¥m |I;’|y/n) = (0 ... vypocet zkuste na cviceni
Proto také (Wm|Blwn) musi byt nulové, pokud zrovna neplati: @n = @m. atedy: (Wml|Blwn) = (Wn|Blwn) X Sum.

To znamena, ze |y,) jsou sdilené (simultanni) vlastni vektory operator( A a B.

Pokud pro kompatibilni operatory budeme mérit stfidaveé A a B, tak budeme ziskavat vzdy stejné vlastni hodnoty a, a b, s jistotou.
Rikame, Ze kompatibilni pozorovatelné jsou sou¢asné méfitelné s libovolnou pFesnosti, nekompatibilni nejsou.




3./4. Méfeni a relace neurditosti

Drive jsme si fekli, Ze relace neurcitosti, ktera se vztahuje ke dvéma pozorovatelnym Aa B jedana: AAAB > |([/f, E])|,

Kde AA =/ (4d7) = (4)2.

Ukazme si konkrétné, jak se to tyka pozorovatelnych polohy a hybnosti. Slozitym vypoctem pres vinova klubka jste to jiz spocitali na
prvnim cviceni.

[N e

ProtoZe tyto pozorovatelné nejsou kompatibilni, pak je nemdzeme zmé&fit zarover s nekoneénou presnosti. Protoze plati [X, P] = i#
Tak neexistuje zadny stav, ktery je vlastnim stavem jak X takipro P.

Relace neurditosti je: AxAp > 5

A tedy méreni polohy a hybnosti interferuji, nejsou sou¢asné méritelné.
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Casovy vyvoj systému

V souradnicové reprezentaci lze ¢asové zavislou Schrédingerovu rovnici zapsat pro ¢astici o hmotnosti m a ¢asové zavisly potencial

V(r,t) nasledovné: ., V(1) 52
h— =

——VXYGE O+ VE DY, ).
= . r,O+VE,n¥Ye,r)

UvaZujme pro zjednoduseni, Ze V = V(r) a je tedy ¢asové nezavisly. To ndém umozni separovat proménné pro feseni rovnice na ¢asovou
a prostorovou slozku: \p(r 1) = y (r) f(¢).

1 df(r 1 h? A
Dosadime-li toto predpokladané reseni zpét do SR pak po vydéleni timto fesSenim dostaneme: i# s _ —— V() + V(r)w(r)} .

f()y dt w@E)| 2m

Aby tato rovnost byla splnéna, pak jedina moznost ie, Ze se obé strany budou rovnat &islu, konstanté, kterou si ozna¢ime E.

dj()

v’ .« . v v s . : 1 to i(px—=Et
Rozdélime rovnici na pouze &asové zavislou: i/ P Ef(1), y,f) = Jﬁ/m F(p)e! P=E/hgp,
I Vzpomernime: 1 ‘oo
- NS v = ——=[ PP dp,
A prostoroveé zavislou: h o s 5 . \f{fsfl oy VZah /_oo
_EV + V@) | wr) = Ew(r). *m}"'- ,;. P 1 /Jroo o=
‘X8 = 5= 0 s
x%~1$ NIl

Kterou oznacujeme jako stacionarni Schrédingerovu rovnici — SSR — pro ¢astici s hmotnosti m a v ¢asové neproménném potencidlu V.

< o _- , . > o —iEt/h
ReZenim asové rovnice je: /(1) = e~ 'E1/" 3 tedy stavové vinova funkce bude: ¥ (. 1) = y (e H/,

Toto reSeni Schrodingerovy rovnice pro ¢asové nezdvisly potencial se nazyva staciondrni feseni. Protoze hustota pravdépodobnosti
nezavisi na case: |y (7 )|> = |,//(;7)e—iEl‘/f?|2 - |,/,(,7)|2 )

Je tfeba si také uvédomit, Ze takovy stav ma ptesné danou hodnotu energie: £ = hw.

Sada hodnot energie, kterd je reSenim této rovnice se nazyva energiové spektrum systému. Stavy odpovidajici diskrétnim a
kontinualnim spektriim se nazyvaji vazané a volné.




spojité energetické spektrum, které neni kvantovaneé

Vi
nejsou kvadraticky integrabilni, zstavaji ale omezené! /

energie je dvakrat degenerovana

Energetické spektrum je spojité a nedegenerované.
osciluji pro z — oo a nejsou kvadraticky integrabilni.

2. Pozorovatelné a operatory: ‘

E>V_>V,.

Vi< E<V_

tlumené pro x — —oc

kvadraticky integrabilni a nazyvaji se vdzan€é stavy

17b

E<V,<V_.

diskrétni energetické spektrum
nedegenerované

E

v

ﬁ
\

0

Pokud funkce neni

kvadraticky integrovatelnd?

>>>

volna ¢astice (~ de Broglieova vina,
~ bazovy vektor)

- fyzikdIné nemUze mit

ostfe definovanou hybnost

i energii

7

Ionized atom {
Continuous spectrum
(Unbound states: E, > 0)
oo =0 —
Es = —0.54 eV
Ey=—085 eV
E3;=—151 eV
Paschen series Discrete spectrum
n (infrared) Frm —14 eV (Bound states: £, < 0)
Balmer series B
(visible region)
Eyj=-136 eV _

L)'lllil'l'l Seres
(ultraviolet)




Casovy vyvoj systému - pokracovani
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Obecné fedenim Casové zdvislé SR Ize zapsat jako rozvoj do stacionarnich stavdl Wy () exp(—i E,t/h)

Tedy: Y, 1) = ch Wn () exp (_

iE,t
h b

Toto feSeni samotné neni nutné stacionarnim stavem, protoze linearni kombinace stacionarnich stavli neni nutné stacionarni stav.

kde cn = (Y|Pt = 0)) = [y (P () dr.

V jednorozmérném vyjadreni jsou ¢asoveé zavisla SR a SSR ddany:

?
1 \,

'u

oOW(x.0) R *W(x,1)

ot

2m  ox?

+ V(x, )Y (x, 1),

n? d*y(x)

— -+ Ty ) = Ev ().
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Schrédingerova rovnice a vinové klubko

Je mozné odvodit Schrédingerovu rovnici z fundamentalnich principd? Bohuzel ne, mGZeme ji pouze postulovat a neustale ovérovat

jeji platnost. MlZzeme se ale také pokusit o tzv. rozumny odhad krokd pro jeji sepsani, zaloZzeny na nasi predchozi zkusenosti s vinovymi
klubky.

Drive jsme si popsali vinové klubko castice o energii E a hybnosti p pohybuijici se v potencialu V jako:

+co

) . 4
Y(x, 1) = el qﬁ(p)eXp[% (px—Er)]dp

. 1 +oo i pz . .
& $(p) exp [g (px— (ﬁ i+ )f)} P

Nezapomefime, fe plati: k = p/h, ho = E = p?/Qm) + V.

SV Y . 0 1 e P’ i P’
C o h=Y(x, 1) = — 47 —\px—(=+7)t])]|dp.
Parcidlni derivace dle casu da: ih— (x, 1) = [_x ¢(p)(2m 4 )exp [;, (px (2m + ) )} p

ProtoZe plati: pz/(2_m) = —(h%/2m)6%/6x? apokud V je konstantni, pak —(h%/2m)é%/ox2+V  mizeme vytknout pred

integral a psat: a2 32 I +oo ; e
ih—Y(x,1) = —=—— v —N\px—|=—+V)t)|d
"ot (1) m ot T V27h - lp)exp |:}‘z (pv (Zm + ) ):| P

Cili pro prostorové zavisly potencial mame Schrédingerovu rovnici:

202

0
ih—Y HN=|—-———+TV|%Y(x,1).
! ot (. 1) |: 2m 0x2 + :| (. 1)



casove zavisla SR

‘ P 2 2
Zachovaéni pravdépodobnosti lhE‘P(X, 1) = [_ﬁ@ + V:| Wix,1).

Ukazme, ze norma (Y (#)|W(z)) = f |\ (7, t)|2d3r, je nezévisla na ¢ase. Tedy, pokud je |V (7)) normalizovany, pak takovym
zGstane i pro dalsi ¢asové okamziky. To je pfimym dasledkem hermicity Hamiltonova operatoru.

Abychom ukazali, Ze norma z(istdva konstantni v ¢ase, staci potvrdit, Ze derivace dle ¢asu bude nulov4, tedy:

L) = (Loww)) e () (LW
df< ONY(@)) = (dz( (f)I)I (1)) + ¢ (f)I( 7 )

d I d i A d i A . , . Yy . .
Kde Ep{l(z)) = —%HH’([)), E(\P(m = %(\P(rﬂHT = E(‘P(r)lH. (¢asova SR) Po doplnéni do vyse uvedené rovnice
pak dostaneme: %@y(;)p{l(;)) = (% — %) (W ()| H|W (1)) =0.

Spocitejme hustotu pravdépodobnosti v soufadnicové reprezentaci. Zaéneme €asoveé zavislou SR a komplexné sdruzenou ¢.z.SR:

LoV, 1) Py . . O¥*(F, 1) h? X
h = ——VYF O+ TVE DY, 1 —ih— T N2 7OV .
i = . r,ty+ Ve, ¥, 1) ik Py 2mV Y*r, )+ V@FE, )Y (r, 1

Po vynasobeni prvni rovnice W* (7, 1)a druhé ¥ (r, t) avzajemném odeéteni ziskame:

9

. d # o ; ____ * 2 + _ 2\ *
_ !%;;,\«v in— [ 0¥ ] = - [Lp F, OV (F, 1) — PV Y ]
oy . . op(r,t)y - - RN

Kterou muizeme prepsat jako: +V.J=0, ~ap

ot \%;l/sb'

o/
Kde: . ik . -
p(F, 1) = W* G, DG, 1), JE 0= (‘PV‘P* - ‘P*V‘P) :
m

Hustota pravdépodobnosti je znakena p (', 1) a proudova hustota pravdépodobnosti (hustota toku pravdépodobnosti) j(?, 1)
Vyse uvedené rovnice nam tedy popisuji zachovani pravdépodobnosti, je to rovnice kontinuity.
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casove zavisla SR

2 A2

0
ih—VY(x, )= |—-———+V |¥(x,1).
alPy (. 1) |: 2m ox2 T :| (. 1)

Casovy vyvoj stfednich hodnot

Pokud je vinovy vektor normalizovany pak miZeme psat pro jeho stfedni hodnotu: (ﬁ) = (‘P({)|ﬁ|‘{'({)),

Pouzitim Casové SR pak Ize psat derivaci stfedni hodnoty jako:

a1 oA
Nebo také: | —(4) = —([4, H]) + (—).
dt ih [ | ot

Z tohoto vyrazu plynou dva dasledky:

- pokud pozorovatelna A nezavisi explicitné na ¢ase pak jeji parcialni casova derivace bude nulova a jeji zména dana prvnim ¢lenem.
- pokud bude navic operator pozorovatelné A komutovat s Hamiltonianem, pak se stfedni hodnota nebude ménit s ¢asem, derivace
dle ¢asu bude nulova

d - 1 AA A A 0A
EM) = %(‘P(f)IAH — HAY (1)) + (‘P(t)IEI‘P(l‘))

Pokud oboji zminéné nastdva pak je pozorovatelnd neménici se s casem:

. oA d(4 A
If [H,A]=0 and E:O::» %:0::» (A) = constant.

Ptikladem muZe byt energie, hybnost ¢i moment hybnosti v izolovaném systému — plati pro né zakon zachovani:

d()/dt = 0, d(P)/dt = 0, d(L)/di =

Z klasické mechaniky vite, Ze zakony zachovani energie, hybnosti a momentu hybnosti jsou dany homogenitou ¢asu, homogenitou
prostoru a isotropii prostoru.

Priklad pro hybnost viz napft. kniha Zettili.
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Propojeni kvantové a klasické mechaniky

Pokud ma byt kvantova teorie obecnéjsi teorii nez klasickd mechanika, pak ji musi obsahovat jako limitni pfipad. Pro ilustraci vezméme
Casovy vyvoj strednich hodnot operator( polohy a hybnosti pro ¢astici pohybujici se v potencialu V(r) a srovnejme je s vysledky
klasické fyziky.

V rdmci vinové mechaniky nezavisi operéatory hybnosti a polohy explicitné na ase: (8R/8r OP/af jsou tedy nulové.
Viozime-li = P 2/(2117) + ﬁ(ﬁ, 1) do d —(A) = i [A H] + (%) a vyuzijeme-li faktu, Zze operator polohy komutuje s
operatorem potencidlu V, pak: d’ ot
SRy = (R A1) = (R A W — 2
dt ih" " 2m © 2imh
A protoze plati: [ﬁ’ )2 2] — 2ihP, tak dostaneme: E N
—(R) = —(P).
dt m
Déle pouzijeme-li: []%, [}'(}_é’ )] = —iAVV(R,t), mazeme pst: I "
—(P) = [P P(R.0)]) = —(VI(R. 1)),

VySe uvedené rovnice pro ¢asovy vyvoj strednich hodnot polohy a hybnosti jsou tzv. Ehrenfestovy rovnice, Ehrenfestv theorém.

Tyto se redukuji v klasické mechanice skrze Hamilton-Jacobiho rovnice na Newtonuv druhy pohybovy zakon:

dp d’r S
- = mﬁ =-—-VV(r).

Centrum vinového klubka tedy mdzeme opravdu vnimat jako polohu ¢astice pohybuijici se v potencialu V(r).



Kvantova a klasickd mechanika

Bohr(iv princip korespondence:
Kvantova mechanika ma v limitnim pfipadé prejit do klasické.

Pokud se vinova délka De Broglieovy viny blizi k nule pak prechazime od kvantové ke klasické mechanice.
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SHRNUTI - Zakladni postulaty kvantové mechaniky ~,,

1. Stavsystému
Stav jakéhokoliv fyzikalniho systému je specifikovan v kazdém case t pomoci stavového vektoru ket |w(?)) (tedy vinové funkce,
pokud promitneme stavovy vektor na néjakou bazi), stavovy vektor obsahuje (a slouzi i jako prvek k dalsimu odvozeni) vSechny
potfebné informace o systému. Jakakoliv superpozice stavovych vektor( je také stavovy vektor.

2. Pozorovatelné a operatory
Kazda fyzikdlni méritelna veli¢ina A, zvana v kv. mechanice pozorovatelna, ¢i dynamicka proménnj, je reprezentovana linedrnim
hermiteovskym operdtorem 4 jehoz vlastni vektory jsou kompletni bazi.

3. Meéfreni a vlastni hodnoty operatoru
Méreni pozorovatelné A mUze byt formalné reprezentovano plsobenim operatoru A na stavovy vektor 1¥(?)) . Jedinym moznym
vysledkem takovéhoto plsobeni je ziskani jedné z vlastnich hodnot a, (tyto jsou realné) daného operatoru A . Pokud je
vysledkem méfeni pozorovatelné A na stavu |y (2)) vlastni hodnota a. , pak se stav systému po méfeni okamzité zméni na |[¥»):
Aly ®) = anlyn), Vzpomerime:
kde|a, = (yn|lw(t))|. Pozndmka: a, je slozka vektoru |w(¢)) ptijeho projekci na vlastni vektor |wy). |
zpomenme:| a; = (¢;, v)
4. Pravdépodobnostni povaha méreni
Pro diskrétni spektrum: pokud mérime A ve stavu |y (¢)) , pak pravdépodobnost ziskani nedegenerované vlastni hodnoty a. je:

y =717 Fly) = p).

=

=T

P, (ay) = (waly)* _ lan|? , _ o o o ) A
(wlw) (w|w) pokud je systém pred mérenim jiz ve stavu |y,) pak méfeni A ddva stoprocentné a, : A|y,) = a,|v,).
Pro spojité spektrum: predchozi vyraz pro pravdépodobnost Ize pfevést na hustotu pravdépodobnosti méreni A, da hodnotu mezi
a, a+da systému pdvodné ve stavu |y (1)) : dP@)  ly@* ly (a)|?

da — (yly) f+°°|y/(a’)|2da’;

—00

napf. hustota nalezeni astice v intervalu x, x+dx je dadna vyrazem: dP(x)/dx = |y (x)|*/(w|v).

5. Casovy vyvoj systému
Casovy vyvoj stavového vektoru (stavu, tedy vinové funkce) je popsan ¢asové zavislou Schrédinger

L Oly (@)
=
Al . . . o . ] 2 .

kde H je Hamilton(v operator reprezentujici celkovou energii systému: E = &=+ V(#, 1)

Hly (),
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