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Zakladni postulaty kvantové mechaniky \«fmi);

1. Stavsystému
Stav jakéhokoliv fyzikalniho systému je specifikovan v kazdém case t pomoci stavového vektoru ket |w(?)) (tedy vinové funkce,
pokud promitneme stavovy vektor na néjakou bazi), stavovy vektor obsahuje (a slouzi i jako prvek k dalsimu odvozeni) vSechny
potfebné informace o systému. Jakakoliv superpozice stavovych vektor( je také stavovy vektor.

2. Pozorovatelné a operatory
Kazda fyzikdlni méritelna veli¢ina A, zvana v kv. mechanice pozorovatelna, ¢i dynamicka proménnj, je reprezentovana linedrnim
hermiteovskym operdtorem 4 jehoz vlastni vektory jsou kompletni bazi.

3. Meéfreni a vlastni hodnoty operatoru
Méreni pozorovatelné A mUze byt formalné reprezentovano plsobenim operatoru A na stavovy vektor 1¥(?)) . Jedinym moznym
vysledkem takovéhoto plsobeni je ziskani jedné z vlastnich hodnot a, (tyto jsou realné) daného operatoru A . Pokud je
vysledkem méfeni pozorovatelné A na stavu |y (2)) vlastni hodnota a. , pak se stav systému po méfeni okamzité zméni na |[¥»):
Aly ®) = anlyn), Vzpomerime:
kde|a, = (yn|lw(t))|. Pozndmka: a, je slozka vektoru |w(¢)) ptijeho projekci na vlastni vektor |wy). |
zpomenme:| a; = (¢;, v)
4. Pravdépodobnostni povaha méreni
Pro diskrétni spektrum: pokud mérime A ve stavu |y (¢)) , pak pravdépodobnost ziskani nedegenerované vlastni hodnoty a. je:

y =717 Fly) = p).

=

=T

P, (ay) = (waly)* _ lan|? , _ o o o ) A
(wlw) (w|w) pokud je systém pred mérenim jiz ve stavu |y,) pak méfeni A ddva stoprocentné a, : A|y,) = a,|v,).
Pro spojité spektrum: predchozi vyraz pro pravdépodobnost Ize pfevést na hustotu pravdépodobnosti méreni A, da hodnotu mezi
a, a+da systému pdvodné ve stavu |y (1)) : dP@)  ly@* ly (a)|?

da — (yly) f+°°|y/(a’)|2da’;

—00

napf. hustota nalezeni astice v intervalu x, x+dx je dadna vyrazem: dP(x)/dx = |y (x)|*/(w|v).

5. Casovy vyvoj systému
Casovy vyvoj stavového vektoru (stavu, tedy vinové funkce) je popsan ¢asové zavislou Schrédinger

L Oly (@)
=
Al . . . o . ] 2 .

kde H je Hamilton(v operator reprezentujici celkovou energii systému: E = &=+ V(#, 1)

Hly (),




Schrédingerova rovnice

Popisuje dynamiku mikroskopické c¢astice o hmotnosti m pohybuijici se v silovém ¢asové-nezavislém potencialu velikosti V(x):
i d?y(x)
2m  dx?

Kde E je celkova energie Castice a feSenim této rovnice jsou vlastni hodnoty £, a jim odpovidajici vlastni funkce ¥/» (x).

+ V@) yx) = Ey(x),

Abychom rovnici vytesili pro konkrétni pfipad, tak potfebujeme specifikovat potencial V(x) a okrajové podminky daného fyzikalniho
systému.

, Ly v v " " . . —iEt/h .
Vime také, Ze feSeni pro SR s ¢asové nezavislym potencidlem jsou stacionarni: Yix,7) = yx)e - > protoze hustota
pravdépodobnosti nezavisi na ¢ase. Stavova funkce w(x) marozmér 1/4/L, kde L je délka. Pak tedy rozmér |y ()c)|2 je 1/L.

V nasledujici vykladu se budeme nejdfive zabyvat obecnymi vlastnostmi jednodimenzionalniho pohybu a budeme diskutovat symetrii
reSeni SR.

Poté budeme aplikovat SR na rlizné problémy:
volnou castici, potencialovy schod, konecné a nekonecné hluboké potencialové jamy, harmonicky oscilator a periodické potencialy.

Coz jsou prvni jednoduché modely pro popis fyzikalni reality elektronové struktury atomd a molekul.



Diskrétni a kontinudlni spektra

Obecny 1D potencial V(x):
Continuum states

Bound states

x = 400, V(=o00) = 1y, V(+0) = 1

Diskrétni spektrum:
Vazané stavy se vyskytuji vidy, pokud ¢astice nemuze uniknout do nekonecna. Cili éastice je uvéznéna/vazana v omezeném prostoru,

definovaném hranicemi potencialu V,,,;, < E < Vj. Pohyb Castice je tzv. limitni.
V takovém piipadé jsou FeSeni SR pouze ta diskrétni. Toto plati napf. pro harmonicky oscilator ¢i nekonec¢nou potencidlovou jamu.

Stavy odpovidajici vyse uvedené podmince pro energii E jsou stavy vazané. Jejich vinové funkce jsou koneéné/nulové pro x jdouci do
+- nekoneéna. Tyto stavy pak maji energie mensi nez dany potencial £ < V.

Aby vdzany stav mohl existovat, tak potencial V(x) musi mit alespon jedno minimum. Energiové spektrum vazanych stavu je diskrétni,
tedy jen spocitatelné vlastni hodnoty £, a jim pfislusejici vlastni funkce. Pro nalezeni vinoveé funkce a energie, které jsou reSenim SR
musime aplikovat okrajové podminky. ProtoZe je SR rovnice druhého fadu, jsou pro jeji feSeni potfeba pouze dvé okrajové podminky.

V 1D pfipadech jsou vézané stavy diskrétni a nedegenerované. Vinova funkce ¥/ (x) ma v 1D pfipadech n uzl(, tedy je rovna nule
n-krat, pokud n = 0 je zakladni stav a (n-1) uzl( pokud n = 1 je zakladni stav.



Diskrétni a kontinudlni spektra

Obecny 1D potencial V(x):
Continuum states

Bound states

x = 400, V(=o00) = 1y, V(+0) = 1

Kontinualni spektrum:
Nevazané, Cili volné stavy nastavaji, pokud neni pohyb ¢astice potencidlem omezen/vazan - typicky jde tfeba o volnou ¢astici. Pohyb
takové &astice je infinitni pro V|, < £ < V5 apro E > 4.

Pfipad 1 < E < J»

V tomto pripadé je pohyb ¢astice infinitni pouze pro x = —o0 . Energiové spektrum je kontinualni a Zadny ze stavl neni
degenerovany. SR je rce druhého fadu a ma tak dvé linedrné nezavisla reseni, ale pouze jedno je fyzikalné akceptovatelné. Toto reseni
je oscilujici pro x < x3 a silné klesajici pro x > x3 tak, Ze je finitni (nulové) pro x — +occ , protoZe divergentni feSeni nejsou fyzikalni
(vzpomenite na kvadraticky integrabilni funkce).

Pfipad £ > 5.

Energiové spektrum je kontinualni a pohyb &astice je v obou smérech infinitni x — 00 . Vechny energiové stavy spektra jsou
dvojnasobné degenerované. Obecnym feSenim SSR je linedrni kombinace dvou oscilacnich funkci, jedna pro pohyb doleva a druha pro
pohyb doprava. (V pfedchozim nedegenerovaném pripadé zUstdva jen jedno feseni, protoZe to druhé diverguje pro x — +00 aje
fyzikdlné neakceptovatelné, je tedy zamitnuto.) V kontrastu k vdzanym staviim, volné stavy nelze normalizovat a nelze pouzit okrajové
podminky.



Volna castice — kontinualni, volné stavy

Jde o nejjednodussi 1D problém, kdy V(x) = 0.
V takovém pripadé dostava SR tvar: 72 d?y(x)

d2
C2m dx? = Eyx) - (_ " kz) ye) =0

dx?

Kde k% = 2mE/ﬁ2 , a k je vinovy vektor.

. v . .. vvr v v s , .. v .y Y . _  kx —ikx
Jak jsme jiz probrali, nejjednodussim rfeSenim této rovnice je soucet dvou linearné nezavislych planarnich vin wr(x) = Aye'™ + A_e™ '™,
kde A4+ a A— jsou libovolné konstanty. Kompletni vinova funkce je pak déna stacionarnim stavem:

“Pk(x f) :A+ei(kx—a)r) +A_e—i(kx+(ur) :A+ei(kx—hk2[/2m)+A_e—i(kx+hkzrf2m)

kde ® = E/h = hk*/2m. Prvni&en Yy (x,t) = AL ™=@ reprezentuje vinu jdouci doprava, druhy ¢len pak vinu &ifici
se doleva. Intenzity téchto vin jsou dany: |4 |* a |A_|?

Je dobré si uvédomit, Ze tytoviny W (x,7)_a W_(x, #)_isou spojeny s volnou &astici jdouci doprava a doleva s piesné
definovanou hybnosti a energii: p+ = +hk, E. = h?k?/2m. A protoZe pro volnou ¢astici nemame Zadné okrajové podminky, tak
neklademe 7ddnd omezeni na hodnoty k a E.

SR pro volnou c¢astici je tedy matematicky resitelnd a jednoduse popsatelna, ovsem ma zjevné fyzikalni problémy:

- hustota pravdépodobnosti pro obé feseni je konstantni: Py (x, 1) = [P+ (x, z‘)|2 — |A4|*> ProtoZe nezavisi ani na x aninat. To
samoziejmé plyne z Heisenbergova principu neurcitosti, protoZze pokud mame presné znamé hybnost a energii, pak o poloze a ¢ase
nemUGZeme fici nic. Tedy, pokud Ap =0 aAE =0.pak Ax — o0 a A/ —> oo.

- rychlost $ifeni viny a &astice se lisi: o E  h*’/2m  hk  PFitom pro ¢astici: p  hk

v .. vivs , . Vpgpe =T =17 =—F/— = —. Uclassical = — = — = 2Uyavpe-
A tedy castice se Sifi dvakrat rychleji k  hk hk 2m m m
nez vina. o

+00
- vysledna vinova funkce neni normalizovatelna: / P (x, 1) Pe(x, 1) dx = |Ai|2/ dx — co. Atedy feteni W.i(x, ) nejsou
fyzikalni, nejsou kvadraticky integrabilni. R J—00

Problém je zjevny: volna ¢astice nemuiZze mit pfesné danou hybnost a energii v kvantovém popisu.



Volna castice — kontinualni, volné stavy

Z ptedchoziho plyne, Ze fyzikalné akceptovatelna feseni SR nemohou byt planarni viny, oviem mohou to byt linedrné slozené,

superponované, planarni viny, vinova klubka: 1 +00 o
w(x, 1) = / ¢ (kye' F>=oD g,
V2r J-o
1 e e
kde ¢ (k) je amplituda vinového klubka a je dana Fourierovou transformaci ¥ (X, 0) , tedy: ¢ (k) = T / w(x,0)e " dx.
T J—o0

Vinové klubko fesi vsechny vyse uvedené problémy planarnich vin, hybnost a energie jsou dany s nenulovou pfesnosti/rozptylem,
vinové klubko i ¢astice se Sii stejnou rychlosti a vinové klubko je normalizovatelné.

Fyzikalni feSeni SR pro volnou ¢astici jsou tedy dana vinovymi klubky, ne stacionarnimi resenimi.

Vzpomernime si na princip superpozice, vlastnosti Hermiteovskych operatort a linearitu SR!



Potencidlovy schod

Dalsim elementarnim problémem je tzv. potencidlovy schod, tedy kdy ¢astice je volnd vSude, ale za urcitou souradnici uz to neni

mozné, potencidl tam strmé stoupd. Ma obecné nasledujici tvar: 0
Vix)=4 4

x <0,
Vo, x > 0.

V nasledujicim vykladu se budeme zabyvat dynamikou toku ¢astic, vSech o hmotnosti m a rychlosti v, které se $ifi z leva doprava k
hrané potencialu a budeme uvazovat dva pfipady:

a) Pfipad £ > 1) V(x)
A
Céstice je volna pro x < 0 a pro x = 0 a x > 0 na ni pdsobi odpudivy potencial V. Podivejme | ———— ——— — —— —
se na tok Castic za téchto podminek nejdfive klasicky a poté kvantove: i o
Klasicky dochazi k tomu, Ze ¢astice se bliZi ke schodu zleva s hybnosti/2m E . Jakmile pak
Castice pronikne do oblasti x > 0, kde je potencidl V' = ¥, tak zpomali a budou mit ikx
hybnost +/2m (£ — Vp): a ponechaji si ji pfi dalSim Sifeni doprava. A protoZe ¢astice maji _‘_Be ilox
: . y i .. ;. Ce'"2
Dostatecnou energii, tak se budou vSechny Sitit dal doprava — plijde o kompletni prichod. ki
Jde o zjednoduseny pripad rozptylu v 1D. = __, -
5 >
Kvantové bude dynamika ¢astic v téchto oblastich dana SR nasledovné:
d? d? g (x0)]?
(ﬁ +k%) yix) =0 (x <0), (@ +k§) yrx) =0 (x 2 0), IVA( )
o ;‘L] = 27[/k1
Kde k7 = 2mE/n*> a k3 = 2m(E — Vo)/h>. Obecnym Fedenim téchto rovnic jsou: do =27/ ks
w1 (x) = Ae'™1* 4 Bem TR (x <0,
wr (x) = Ce'** 4 De~ihex (x = 0), .
pfi¢emZ je zfejmé z naSeho zadani, Ze D je rovno nule, pro¢??? 0
E > V()




10

Potencidlovy schod

A protoze se zabyvame staciondrnimi stavy, tak kompletnim feSenim je: W(x,?) = {

p1(x)e
wa(x)e
kde Aexpli(kix —wt)], Bexp[—i(kix+wf)] a Cexpli(kox —wt)]| jsou dopadaijici, odrazend a priichozi vina na rozhrani.

—iot _ (ol (fyx—awrt)

Vsimnéte si, Ze hustota pravdépodobnosti |l/f (x) |2 pro x > 0 jerovna ¢ara, to proto, Ze plati

UvaZzujme nyni o koeficientech odrazu a prtchodu (transmise).
Tyto jsou definovany nasledovné:

Jreflecred Jrransmitted

T =

2

Jincidenr

reflected current density ‘
Jincident

incident current density

kde Jincidents Jrefiecred a J.transm;’ﬁed jsou hustoty toku pravdépodobnosti,
o kterych jsme se jiz bavili v predchozi kapitole.

Pro dopadajici vinu mame ¥i(x) = Ae™* 3 tedy dopadajici hustota toku

pravdépodobnosti bude: d,/,*(x) du; (x Wk
Jincident = (l/l( ) l//j*(x) Vd; )) = 71|A|2

Obdobné pro hustoty toku odrazené a prlichozi pravdépodobnosti plati:

hky Bk
ref:’ecred = __|B| Jtransmitted = _|C|
m m

Pro koeficienty odrazu a transmise tedy plati:

18P ,_kICP
RVIE VI

—iwr _ Aez’(klx—a)r) +Be—z'(k1x+a)l)

[y ()| = |C expi(krx — wt)]* = |C|*.

Vi(x)
A
Vo
Be—ikm
-~ Cez’kzx
Aeiklx
_’- _
0
|y (x)]?
A
1 =2m/k
2 =2m/ky
0 >
E > V()
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Potencidlovy schod

Pro kvantifikaci koeficientll odrazu a transmise je tedy tfeba vyjadfit konstanty B a C, pro dané vinové funkce o danych vinovych
vektorech/energiich. Pro jejich uréeni vyjdeme z okrajovych podminek pro vinovou funkci pro x = 0.

dy1(0)  dyn(0)
dx  dx ’

I vinova funkce i jeji prvni derivace musi byt spojité v x = 0, musi plynule navazovat: |y, (0) = y»(0),

Pak dostavame dosazenim vinovych funkci:

A+ B = C, ki(A — B) = k(;
A tedy:
:kl—kz C_ 2k
ki +ky S

Protoze jsou koeficienty odrazu a transmise vyjadreny pomérem, kde v obou ¢astech zlomku vystupuje konstanta A, tak ji

nepotrebujeme pocitat (dala by se ziskat normalizaci vinové funkce). Vysledkem tedy je:
(i —k)? (1=K dky 4K

T ht+k)? T (+K)7 Ttk T (407
Kde K =kr/ky = /1 — Vy/E. Souletobou koeficientli by mél byt 1, coz uvedené rovnice splfuiji.

Na rozdil od klasické mechaniky, kde z uvedenych hodnot pro energii by mélo byt jasné, Ze se Zadnd ¢astice neodrazi, koeficient R by
mél byt roven nule, v kvantové mechanice roven nule neni. Diky vinové povaze kvantového svéta, vtomto pripadé mikrocastice, i
Castice s vy3si energii neZ je hodnota potencidlového schodu, mohou byt odraZeny.

Z vyie uvedenych vztaht je také zjevné, e pro snizujici se E, koeficient T se také snizuje a pro £ = Vp je T=0.

Pro opacny pfipad, pro £ >> Vy mame K = ./T1—TV,/E ~ 1 atedyR=0aT=1.



Potencidlovy schod

Fyzikalni vyznam okrajovych podminek:

1. ProtoZe hustota pravdépodobnostil l,ff(x)l2 nalezeni ¢astice v jakkoliv malé oblasti se méni kontinualné z jednoho bodu do dalsiho,
vinovd funkce ¥ (x) musi tim padem byt kontinudlni, spojitou funkci proménné x, a tedy musi platit: w1(0) = w2(0).

2. ProtoZe hybnost ¢astice ﬁt/f(x) = —ihdy(x)/dx musi byt také spojitou funkci proménné x, tak prvni derivace vinové funkce
dw(x)/dx musi byt také spojitou funkci na x, zvlaté na x = 0. Proto také musi platit: dy(0)/dx = dy»(0)/dx.

12



ﬁ d?y(x)

. + VX)) y(x) = Ey(x)

Potencidlovy schod

b) P¥ipad £ < V)

V klasické mechanice bude &astice blizici se k potencidlovému schodu zleva o hybnosti P = v2mE  zastavena na pozici x = 0. A
poté se odrazi zpét beze zmény velikosti hybnosti. VSechny ¢astice se odrazi zpét a T=0, pljde o totalni odraz.

Kvantové budeme pozorovat ale trochu jiné chovani systému. Pro x < 0 bude situace stejna jako v predchozim pripadé:

d? )
(ﬁ +kf) wi(x) =0 (x <0), k12 = 2mE /h* V(x)
_ . 4
wi(x) = Ae™¥ 4 e~k (x <0),
2 , 4
Pro &ast x > O pak bude ale SR vypadat nasledovné: (W — i ) yolx)=0 x>0, @ E
Kde plati: &% = 2m(Vy — E)/h>. Re—ikix
"e— Ce—kz\
Proc je tam najednou minus, v SR? Co myslite? PELE:
—khx K x - X
Tato SR mé nasledujici fegeni:  w2(x) = Ce™ 2" + De™2*  (x > 0). 0
! on
Ale dale: protoZe vinova funkce musi byt vSude konecna a protoze ¢len ekZ'\ diverguje Iz,pr(x)l2
pro x — 00 , tak konstanta D musi byt rovna nule. Tedy vysledné feseni je: 4
Aei(fclx—a)f) + Be—i(k1x+r:of)’ x <0,
\P(x, f) = _kf " .
Ce Fa¥ g0t x > 0.
= X
Otdzka k zamysleni: pro€ neni konstanta C rovna nule? 0
E < V()
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2m dx

if dy’(x) ., Adyilx
Jincident = =— (!//J(x) Vi dx — ¥ (x) il ))

Potencidlovy schod

Vyjadieme koeficienty odrazu a transmise jako pro predchazejici pripad:

5
Prvni, co je dobré si uvédomit je, 7e transmisni koeficient, odpovidajici vinové funkci y;(x) = Ce Iy , bude nulovy, protoze tato
vinova funkce je redlnou funkci (¥, (x) = w:(x)) a tedy:

h dyy(x dy(x
Jfransmrfted = I‘( ) V f( ) V/f(x)L() =0.
2im dx
Z toho vyplyva, Ze koeficient odrazu musi byt roven jedné, R = 1. Tento vysledek ziskame, pokud aplikujeme podminky spojitosti pro
x =0 na feSeni SR:
B — —ik — 24, C = 2—klA V(x)
kl —+ Ik’ ' kl + Iké ' 1
A koeficient odrazu je tedy: 5 v
B> k43 0
L 2 R E
Be—ikl,\'
, _ - . - . - B E— (e k2
Mame tedy totalni odraz, stejné jako v klasickém pfipadé, ale co je jinak? . €
ikix
Ae_.. Ly

Zatimco pfi klasickém pohledu nemizeme najit Zadnou ¢astici v prostoru x > 0, 0 g
tak z kvantové mechanického vypoctu nam plyne néco jiného: a totiz nenulova
pravdépodobnost pro vyskyt mikroobjektu pro x > 0: |!//(X)|2

7

 Akf|AP
/ ot
P(x) = |y (x)]? = |CPe™ 2 Tl 27
+ 2
= X
0
E < V()

14
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Potencialova bariéra

Uvazujme proud ¢astic o hmotnosti m poslanych zleva na potencidlovou bariéru:

Vix)=

0 - x =0
Vo, 0<x<a,
0 X > a.

Podobné jako v predeslém pripadé se jedna o 1D rozptyl. Opét jej miZeme rozdélit na dva pripady:

a)P¥ipad £ > T

Klasicky, ¢astice o hybnosti /2m [ , kterd vleti do oblasti 0 < x < g , zpomali a bude
mit hybnost p» = «/2m(E — ;).  Po dosaZeni soufadnice x = a pak zrychli na pGvodni
hybnost. Castice maji dostatek energie, aby prosly bariérou a tedy transmisni koeficient
bude roven jedné.

Zjevné, kvantové opét dostaneme oscilujici vinovou funkci pro vSechny tfi
oblasti a jen jejich amplituda se bude ménit.

Redenim SR bude:

w1(x) = Ae'f1* 4 Be=h1Y -y <,
w(x) =1 ypa(x) =Ce™* 4 D7 0 <x <a,
ps(x) = Ee'™, x za,

Kde k| = \/2mE/h> a ky = \/2n1(E — Vy)/h2.

Opét, konstanty B, C, D, E dostaneme ve vztahu k A aplikaci okrajovych podminek, tedy
spojitosti vinové funkce a jeji derivace na obou rozhranich, x=0ax=a.

Vi(x)
e P ;O _________
Be—ikl:\' De—ikzx
Aeikl,\' Ceikgx Eeiiqx
0 a
|l (x)I?
|
|
|
0 a
E > V()
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Potencialova bariéra

dy1(0) _ dyn(0)

w1(0) = y2(0),

dx dx
Z ptedchoziho tedy vyjadrime:
(@) = ya(a) dyr(a)  dys(a)
wa\a) = ysia), dx dx
Z téchto rovnic plyne nasledujici: A+B=C+D, iky (A — B) = iky(C — D),

A pro E pak dostavame: E

Transmisni koeficient pak vychazi:

Pomoci A =ay/2mVy/h* a & = E/Vy, miieme psat:

A podobné pro R:

Ceikza + De—ikza — Eeikla, sz (Cejkza _ De—ikga) — iklEeikla_

— 4k]k2Ae_ikla[(k1 + k2)2 e_ikla _ (kl _ k2)2 eikza]—]_
i —1
= Adkky Ade” R4 [4k1k2 cos(kra) — 2i (k% + k%) Sin(kza)] )

2
ki E? 1(E-BY
T = =[1+-({21—=2 k
T AR T\ Teg ) Sk

p2 , !
- |:1+WO_VO)51112 (a,/szo/hz\/E/Vo—l)] @y (

-1

-1
T = [1 + _ sin®(Av/e — 1)] .

4e(e — 1)

Podobné pak na cviceni...

R sin(Av/e — 1) B |:1 de(e — 1) :|_1
B 4e(e — 1) + sin>(A/e — 1) B '

_|_
sin (A& — 1)
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Potencialova bariéra T = [1 + —

sm (& Ve )]

Z predchoziho vyrazu pro transmisni koeficient pak mizeme uvaZovat néasledujici specidlni pripady:

1. Pro E > V,, atedypro & > 1, setransmisni koeficient asymptoticky bliZi hodnoté 1 a R se bliZi k nule. Tedy pro
vysoké energie a a slabé potencidlové bariéry, tyto ¢astice nebudou efektivné ovlivnény bariérou — budeme mit totdlni transmisi.

2. TotaIni transmise nastavd i pro sin(l+/e¢ —1) =0 nebo Ave —1 = nx. Totdlni priichod T(Pﬁ) = 1 nastéava tehdy, kdyz
en = En/ Vo = n E2h2/(2mg Vo) + 1 nebo kdyZ pocatecm energie éasticje £, = Vp + n nzhz/(2ma2) pro hodnoty

n=12,3,...

Maxima transmisniho koeficientu odpovidaji s energiovymi vlastnimi hodnotami
nekonecné potencidlové jdmy a nazyvaji se rezonance (jesté se k tomu dostaneme).

Toto je Cisté kvantové mechanicky jev je dusledkem konstruktivni interference
dopadajici a odrazené viny. Experimentalné je pozorovan napf. pfi rozptylu
nizkoenergetickych elektroni na atomech vzacnych plyna (napf. argon), kde je
disledkem symetrie téchto atomU a zodpovida napf. za tzv. Ramsauer-Townsendovo
minimum pro interakéni prarezy >>> nestability v plazmatu téchto plyna.

Kratce k potencialové jame, kdy 7, < 0 :
1

2
G sin“(Ave + )] ,

Podobné jako vypocet vyse dostaneme Iy = |:1 + —

kde &€ = E/|Vo| a 4 = ay2m|Vol/n*.

Podobné jako vyse dochazi k rezonancim pro £, = n ?rzhz/(Zmaz) — |V0|

Tg(e)
A

1
14—
e(z-1)

T
4%
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Potencidlova bariéra

b) Pfipad £ < F} -tunelovani

A opét, klasicky by mél ndsledovat totdIni odraz, Zadny prlichod bariérou neni mozny.

Kvantové je situace ovsem jind, existuje nenulova pravdépodobnost, Ze nékteré ¢astice bariérou projdou.

>>> opét rozdélime feSeni SR do relevantnich intervall, zde opét do tfi:

w1(x) = de'1* 4 Be7hix¥  x <0,
wx)=1{ wmix)= Ce?* 4 De=®* 0 <x <a,
w3(x) = Eei‘rclx, X >a,

Je dobré si uvédomit proc¢ a konkrétné jakych tvar(i feSené Schrodingerovy rovnice nabyvaji,
a totiz:

{ :/( ((,\ € 1 L ]
\ g ! U (x) L bR
Il oh "y~ (» g o RN . 9 .\-Qfﬂ/ ¢\
- 3 ¢ } / y e ¢ ,l.né
e /L A (8 '

Vychazime totiz ze vztahu pro SR:

ﬁ d’w(x)

s + V(@) ywx) = Ey(x),

Aer'kl x De—kzx Eefk] x
0 a
|y ()]
|
|
|
|
0 a
E < VQ

X
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Potencidlova bariéra

b) Pfipad £ < F} -tunelovani

A opét, klasicky by mél ndsledovat totdIni odraz, Zadny prlichod bariérou neni mozny.

Kvantové je situace ovsem jind, existuje nenulova pravdépodobnost, Ze nékteré ¢astice bariérou projdou.

>>> opét rozdélime feSeni SR do relevantnich intervall, zde opét do tfi:

w1(x) = de'1* 4 Be7hix¥  x <0,
wx)=1{ wmix)= Ce?* 4 De=®* 0 <x <a,
w3(x) = Eei‘rclx, X >a,

Kde: k2 = 2mE/h? a k5 = 2m(Vo — E)/h°.
Abych Sli koeficient od t i k R Ll T £
chom nasli koeficient odrazu a transmise, pak: — =
Y P AP AP
Kdy B a E vyjadfime nejdfive ve formé zavislé na A, které se ndm pak vykrati.

Vysledkem jsou vztahy, ke kterym se podrobné propocitate na cviceni:

. -1

2 2
1 (B+i2Y LR+
R = ZT W sinh (kza) T=1|1+ Z W sinh (kza)

A tedy pravdépodobnost priichodu mikroobjektu na druhou stranu bariéry je nenulova.
Jedna se o dalsi ndzorny/aplikovatelny vysledek kvantové teorie — tunelovy jev/efekt.

Aer'kl x De—kzx Eefk] x
0 a
|y ()]
|
|
|
|
0 a
E < VQ

X
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Potencidlova bariéra - tunelovani

4 k]kg kikz

. 2
.- . 1 kz k2 ) kz + k
Koeficienty tedy mame: R = —-T sinh”(kxa) =11 + i

-1

Kvantové mechanické tunelovani nelze samozrejmeé vysvétlit klasickou fyzikou. Tunelovani stoji za radioaktivnim rozpadem nebo

pfenosem naboje v polovodicové elektronice.

2
Pomoci vztahd: (k% +k§) _ ( o )2 _ Ve A= ay/2mVy/h?

k1 k E(Vy—F E(Vy—E)’
1k2 VE ) ("o ) ¢ = E/V

MUzZeme koeficienty prepsat na:

4(0(1 o) —— sinh? (/lvl — F)
T = |:l + — 2 —2) sinh’ (A\/m)]

Specialni pripady:

1.Pro E < Vp. tedy A+v/1—¢& > 1 mlzeme aproximovat sinh (11 —¢) =
% exp (/1\/1 — F) a tedy: [

-1

2
! {lelm] ] = 16e(1 — H)e_um

d 4e(1 —¢)

12

16E (1 E\ p-a/myvamtro-5)
7 7

Coz jasné ukazuje, Ze T neni roven nule, a ma kone¢nou hodnotu. Kvantoveé tedy
mame koneéné/omezené tunelovani skrze bariéruna x > a.

2.Pro £ = Vy se dostavame k vztahu podobné aproximovatelnému ze str. 16: 7' = (1 +

2
) sinh? (kya)
Vi(x)
Vo
___________ | __ FE
Be—rklx Cekgx
+
Aeiklx De—kz,\‘ Eerkl\
0 a
|y ()17
|
|
|
|
0 a
E < VO
ma® Vo)_1
2h?
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Potencialova bariéra - tunelovani

Ve skutecnosti jsou vypocty slozitéjsi. V klasické mechanice jsou souradnice x, a x,, ty, za které by se klasicka ¢astice nemohla dal
pohybovat. Prostorové libovolné se ménici profily potencidld nejsou analyticky resitelné, je tfeba to resit numericky, ¢i pomoci dalSich
aproximaci.

Vix) V(x)

A I 3

L/ x

X1 Ax; X2

(b)

Wentzel-Kramers-Brillouin metoda aproximace (zkratka WKB — v statistické termodynamice a fyzice plazmatu jsou i horsi zkratky, napf.
BBGKY cili Bogoliubov—Born—Green—Kirkwood—Yvon hierarchie) je jedna z nejudinnéjSich (pro spoojité, pomalu se ménici V(x)).

X

2
UkaZzme, Ze transmisni koeficient Ize vyjadfit jako: 1" ~ exp {—g /
<4 X1

2 dx~/2m [V (x) — E]} .

Rozdélime prubéh potencialu V(x) na mnoho malych intervald  x, které pak umozni cely potencial rozdélit do nékolika pravouhlych

bariér s transmisnimi koeficienty: 2 Ay Celkové pak: N ;
T,‘ ~ €Xp |:— : \/277’1(V(X,) — E):| i Tr ~ lim Hexp |:-w2A7\', 2m(V(x;) — E)]
h N—oo h
Z predchozi strany: _ 2 - Z s
16E E 1 Axi— 04
T — - e—(2a/h)a,/2m(Vo—E) -
Vo o —>  exp [_E / dx/2m [V (x) — EJ] .
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Nekonecna potencialova jama l‘
1 B\ ™
400, x <0,
Uvazujme nasledujici pripad: V(x) = 0 0<y <a -
+00, x > a. 1 o X
0 O,

Klasicka mechanika dava kmitajici ¢astici uvnitf jdmy, pohybujici se s hybnosti ++/2mFE
ktera se bude pohybovat mezi 0 a a.

Podle kvantové mechaniky budeme ocCekavat vazané stavy a diskrétni nedegenerované spektrum. Protoze potencial mimo oblasti Il jde
do nekonecna, musi tam byt vinova funkce nulova. Hleddme tedy feSeni SR pouze uvnitf jamy: 72 % (x)

dx?
Kde k> = 2mE /h” avinova funkce je: v (x) = AR 4 Blemi — w(x) = Asin(kx) + B cos(kx).

+ i w(x) =0,

VInova funkce je nulova na okrajich: ¥ (0) = w(a) = 0z y(0) = 0 plyne B =0, az y(a) = Asin(ka) =0 plyne:
kna = nm m=1,2,3,---).

Tato podminka nam pak urcuje energii: h? > h2 2
En = _k

n

n? n=1,2,3,---).
2ma2

Energie je tedy kvantovdna, pouze nékteré hodnoty jsou povoleny, tedy jak oéekdvano pro ¢astici uzavienou v limitované oblasti.
Mame tedy diskrétni energiové spektrum a vdzané stavy. Toto je samoziejmeé v kontrastu s ocekavanim pro klasickou mechaniku, kde
energie [ = pz/(2m) mUzZe nabyvat spojité libovolnych hodnot.

Uvédomme si, Ze energie mezi sousednimi stavy neni konstantni: £,4+1 — E, = 2n + 1, z ¢ehoZ plyne relativni vztah:

_ 2 _ 2 . E,g—FE . 2n+1
Ent1 = En — (mt )" —n — 2n + 1_ A pro prechod do klasické fyziky: ~ lim 7 — lim
E, n2 72 n— 00 E, n—oo pn2

=0

Cili pro klasickou mechaniku neexistuje diskrétni omezeni pro hodnoty energie! Nezapomeiite, také, 7e zde pocitame vlastni hodnoty!
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Nekonecna potencialova jama

Protoe B=0a k, = nm/a ,vychazindm yy(x) = Asin(nmx/a) azbyvajici konstantu A mGZeme uréit z normalizace vinové

funkce:
lzifoaly/n(x)lzdleAlzfoa sin’ (’%rx) dx = A:\/g,
A tedy: 5 o X/(X)
wn(x) = \/;sin (7x) mn=1,2,3---). : y (x)

Prvni hodnoty pro vySeuvedenou funkci jsou uvedeny na grafu vpravo.

Reeni SR nam tedy dava energiové hladiny a vinové funkce, v tomto p¥ipadé
nekonecné mnoho pro rostouci n.

Pro n = 0 vychazi fyzikdlné nepotfebny vysledek: wo(x) = 0 a Eg =0

Jednak je vinova funkce nulova a tedy hustota pravdépodobnosti taktéz, ale

také castice s nulovou energii bude spocivat nehybné v potencidlové jamé,
coZ odporuje Heisenbergovu principu neurcitosti.

Pokud lokalizujeme ¢&astici v omezeném prostoru, pak ma také danu hybnost s nenulovou kone¢nou hodnotou, a tedy bude mit
nenulovou energii. Pokud je limitujici interval 0 < x < a pak je pfiblizna neuréitost polohy Ax ~ a ato vede pres princip__
neurtitostik Ap ~ #/a akhodnoté energie #*/(2ma®) co? je zhruba hodnota energie pro prvni hladinu: £, = 7 2#%/(2ma?).

Uvédomme si, Ze pro snizovani Sitky intervalu a nam bude Ap ~ #i/a rast. Coz bude ¢astici urychlovat, zvétSovat jeji energii a s tim
také hodnotu prvni hladiny. Tento tzv. nulovy-bod energie (zero-point energy) ndm tedy uréuje minimalni pohyb ¢astic skrze jeji
lokalizaci. Tento fakt ndm zarucuje stabilitu atomu, bez omezeni minimalni energie by elektrony spadly na jadro.
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Nekonecna potencialova jama

2 . /nrm
Ale vratme se k vinovym funkcim: | w,(x) =/ —sin (—x) n=1,2,3,---
)

a

jejich energie plati zjednodugené: E,, = n?E].

Z obrazku nize vidime, Ze kazda vinova funkce ¥n (x) ma (7 — 1) uzld. Vidime také, ze funkce Yon+1 (x) jsou sudé a funkce w2, (x)

jsou liché vzhledem k centru a/2 potencialové jamy.

Je dobré si pfipomenout, Ze Zddné energiové stavy nejsou degenerované (kazda
vlastni hodnota ma jen jednu vlastni funkci) a Ze vinové funkce odpovidajici
jednotlivym energiovym staviim jsou ortogonalni (tvofi bazi Hilbertova prostoru):

/ o () (x) dx = .
Jo

A protozZe jde o staciondrni stavy a plati £, = H2E1 tak nejobecnéjsi reseni
Casoveé zavislé SR je dano:

e

(0.9
Ve, 0) =Dy )e E =
n=1

n=1

s nwTx 2
Zsin( )e—m Eit/h. ~
a

w1(x)
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Nekonecna potencialova jama

Uvazujme, co by se stalo, kdybychom potencialy posunuly a vytvofili symetrickou nekone¢nou potencialovou jamu:

400, x <-—a/2,
VFix)y=1 0, —a/2 <x <a/2,
00, x> all

Za prvé, energiové spektrum zlistane nezménéno touto operaci, protoze Hamiltonidn je invariantni vici prostorovému posuvu a pro
dané intervaly ma jen kinetickou slozku, kde ale komutuje s hybnosti: [ﬁ, }3] = 0.
Za druhé, pokud jsou potencialy symetrické J'(—x) = V' (x), pakvinové funkce vazanych stavi budou liché nebo sudé, pro tento

pfipad: - symetrické
2 . rnxm a \/;cos(%x) n=1,3,5,7,---), | w(=x)=w(x)
Wn(x) =4/ —sin [— (x + —)] = Y . nx antisymetrické

2

Srovnejme s predchozim:

wn(x) = \/gsin (%Ex) n=1,2,3,--).

MuzZeme tedy konstatovat, Ze posunem nekonecné potencialové jadmy na stred se s hustotou pravdépodobnosti nic nestane.




Konecna potencialova jama

Vo, x < —a/2, - . o
UvaZujme nasledujici tvar potencidlu: 7(x) =1 0, —a/2<x <a/2, Aefx | Cellr |
Vo, x > a/2. a3 -
2 2
E > V()

a) Uvazujme ptipad £ > V)

Jde o pfipad rozptylu, jak uz jsme si jednou zminili. Napf. elektron pohybujici se kolem atomu, jeho potencidlového pusobeni.

Klasicky, pokud ¢astice s hmotnosti m se bude pfiblizovat zleva s hybnosti /2m(E — V), takvintervalu —a/2 < x < a/2 zrychli
na hybnost /2m E  a déle pak opét zpomali za x = a/2.

VSechny castice projdou a Zddnd nebude odraZena, koeficient transmise bude roven jedné a koeficient odrazu roven nule.

Z pohledu kvantové mechaniky mGzeme jiz dle predchozich zkuSenosti fici, Ze dostaneme nenulovy, konecny koeficient odrazu.

Vypocet je jednoduchy, pokud pouzijeme navod, ktery jsme si jiz osvojili v predchozich pripadech. MUzete zkusit ve cviceni.
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Vix)

|

Vo
Konecna potencidlova jama - 1  F @
Csinkyx
Vo x < —a/2, 7| Do
UvaZujme nasledujici tvar potencidlu: V(x)={ 0, —a/2<x <a/2, A | Bcoskx
> X
Vo, x > a/2. = 0 :
0<E<I)

b) Uvazujme pfipad 0 < £ < V)

Z pohledu klasické fyziky, pro £ < V) je &stice uzaviena v potencidlové jamé, ve které se bude pohybovat tam a zpét mezi -a/2 a
a/2 s hybnosti p=~2mE.

Z pohledu kvantové mechaniky bude toto jiZ mnohem slozitéjsi pripad. Jde o pfipad konecné potencidlové jamy s vazanymi stavy a
diskrétnimi stavy energie, jak miZeme cekat. Ve tfech vyznaénych intervalech pak bude SR vypadat nasledovné:

d? 1
(E —k%) UJ](X) :0 (x < —50),

d? 1 1
() =0 (esve3),

a? 1
(@ _kl) w3(x) =20 (x > Ea),

Kde kf = 2m(Vy — E)/K* a k3 = 2mE/h?.  Pokud eliminujeme nefyzikalni Fegeni, tedy ta kterd rostou do nekoneéna
pro velkd |x|, mlZeme psat fesSeni pro vnéjsi intervaly nasledovné:

. 1
w1(x) = Al (x < —Ea) ,
. 1
w3 (x) = De 1 (x > Ea) .
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V(x)
v 7 7 ’ Ve VO

Konecna potencidlova jama - 1  F @

Csinkyx

Vo, x <—a/2, L
UvaZujme nasledujici tvar potencidlu: V(x)={ 0, —a/2<x <a/2, A | Bcoskx
» X
Vo, x > a/2. —¢ 0 ] >
0<E<I)

Jak uZ bylo fe¢eno — pro symetrické potencialy, tedy pro vlastni funkce vdzanych stavi symetrickych jednodimenzionalnich
Hamiltonidan(, mizZeme pocitat s feSenim jako se prostorové symetrickymi lichymi a sudymi funkcemi.

¥ v s d? » 1
Reseni SR: (@—lﬁ)wl(x) =0 (x<_5g),

d? 1 1
(W + kg) ya(x) =0 (—Ea <x < Ea) ,

az o, 1
(ﬁ _kl) p3x) =0 (x > 56’)’

Jsou tedy lichd (antisymetrickd): Aekrx x < —a/2,
wa(x) =1 Csin(krx), —a/2 <x <a/2,
De~ x| x>a/2,
Nebo sudd (symetrickd): oy
Ae™1r x < —a/2,
ws(x) =14 Becos(kax), —a/2<x <a/2,
De~ x| x> a/2.

Abychom mohli urcit vlastni hodnoty, je tfeba zavést podminky spojitosti na rozhranich.

28
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Konecna potencialova jama

Podminky pro spojitost na X = +a/2:

Zkombinujeme podminku pro spojitost vlovych funkci a spojitost prvnich derivaci a vydélime jednu rovnici druhou — ziskdvame vztah
pro logaritmickou derivaci: (1/w,(x))d wq(x)/dx —— i cot (%ﬂ = —k.

A pro symetrickou funkci: (1/ws(x))dws(x)/dx = K tan (g) = k.

i

7 2
Tyto rovnice ale nemUzeme vyresit pfimo, jen nhumericky a graficky. Pomoci vztaht |@; = (ﬁ'szﬁ)z = ”thn/(zﬁz) a
R? = ma*Vy/(2i?)

A pomoci dfive uvedenych: k% = 2m(Vy — E)/h* a k2 = 2mE [h*.

Ziskame:|—ay cota, = /R? — a2 pro liché stavy \

antana, = ,/R? — a2 pro sudé stavy "=

=
—

A muZeme jejich pruniky vidét na grafu vpravo >>>

=
Il
2

| ay tan a,
Regenim jsou samoziejmé diskrétni hodnoty, mame vazané I | ; |
stavy prece. | v i VR —a,
7 =|0 : | | fe— —ay cotay
v vy ey . . 2 _
Pocet fedeni zdvisi na velikosti: R = \/}Hﬂz Vo/(217). - b |- | +a
n
0 . T 3z 2 plid 3n
. 2 2 2
Cim hlubsi a Sirsi je jama, tim vétsi R a tedy i pocet stava.
2
O .7 v v s v 7 .7 7 .7 v ’ 7 ?}K Ihhz F
Pokud pUlijde hodnota potencidlu k nekonecnu, tak se blizime nekonecné potencidlové jdmé a ziskdme: a; = B3 — By = ,)”m,,}i .

Priklad ve cviceni.
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Konecna potencialova jama

Jde o jednoduchy fyzikdlni model napr. elektronu v polovodici, ¢i protonu v atomovém jadre.

Pro srovnani s nekonecnou jamou a elektron:

(a) Finite potential well

h(x)

— N[

1.0 eV
E, = 0949 ¢V
The wave I'uncti_nn\_
extends into the
classically forbidden
region. ;

E,.=0.585eV //\

L 1S

(S

E, = 0.263 eV B n=2
E, = 0.068 eV - - S5 b
0eV
T T — X (nm)
bl 1 2 3

(b) Particle in a rigid box

The wave
function is zero

al the L‘\|5't‘ of

_the box.

E, = (0.848 eV

E,=0377¢eV

E, = 0.094 eV

s (x) =
s

L T T

0 1 2

rinm)



Energy

U = ko2

Harmonicky oscilator — nejen model kmit(i molekul

Jeden z velice duleZitych modelli pro mnoho oblasti moderni fyziky —
elektrodynamiky, statistické i fyziky pevnych latek. Hamiltonian pro ¢astici s hmotnosti m,
ktera osciluje s uhlovou frekvenci (o vlivem jednorozmérného harmonického potencialu je dan:

~ A
2 ) r’{, \“’
H= i + lmwszz. “\{ffl;??'x
2m 2 ‘«;.;5?:7

Problémem je nyni urcit, jako obvykle, vlastni hodnoty energie a vlastni stavy pro tento Hamiltonian. Lze jej feSit dvémi rlznymi
metodami: analytickou a algebraickou. Analyticka spocivd v pfimém feseni SR s vyuZitim Hermiteovskych polynom( - o tu se jen
otfeme a problém budeme fesit pomoci algebraické metody — elegantnéjsi a vice pfimocaré — ovSem s pouzitim novych operator.

Pro analytickou metodu potrebujeme Schrédingerovu rovnici v nasledujicim tvaru: 2 2
hedyx) 1 5,
—————— t smwx"y(x) = Ey(x),
2m dx 2
A mlzeme ji pfepsat do nasledujiciho tvaru: 2 W (x) 'mE x2
—— Jyx)=0

Kde xo = +/h/(mw) je konstanta s rozmérem délky. Redeni takovychto rovnic bylo ziskano jiz dive a to ve tvaru tzv.
Hermiteovskych polynom(, které vedou na nasledujici tvar pro vlastni hodnoty Hamiltonianu:

1
En:(n+§)ha) (n=20,1,2,3, ...).
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Harmonicky oscilator

Pro vlastni funkce téchto vlastnich hodnot, které maji fyzikalni smysl, pak vychazi:

1 2/n.2 X
wn(x) = e /ZIOHn (_) )
VA/T2"nxg Xo
> d" _ 2
Kde [1,(y) jsou Hermiteovy polynomy n-tého Fadu: 1, (y) = (—1)"&” y —e 2
Y
Pro prehled, prvnich nékolik Hermiteovych polynom vypadd nasledovné:
Ho(y) =1, Hi(y) =2y,
Hy(y) = 4y* = 2, H(y) = 8y° — 12y,

Hy(y) = 16y* —48y? + 12, Hs(y) = 32y° — 160y° + 120y.

K fyzikdlnimu popisu a vyznamu téchto vysledkd se dostaneme pfi feSeni druhou metodou.
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Harmonicky oscilator

Rede
a q“:f(./mw/h do tvaru: . ho .
H = 5 P+,

Poté zavedeme dva ne-Hermiteovské, bezrozmérné operatory (jejichZ vyznam si objasnime pozdéji):

L et L
a—ﬁ(qulp), a —ﬁ(q’ ip).

Uvédomme si, Ze:

P D T E N T
ata = 5@ —ip)G+ip) = E(q2 +p*+iGp —ipg) = E(q2 +pH + >4, Al

A A } R mo 1 A lr~ & )
Kde pouzitim [X, P] =il muzeme ovéfit, 7e komutator je roven: [, p| = P X, \/}‘/7_P =7 [ , P] =i
me

1 1 1 . . a1
A tedy plati: &Tazi(@2+ﬁ2)_§ a 5(q2_|_pz):arJfar_|_§_

VloZenim posledniho vztahu do vyse uvedeného prepsaného Hamiltonianu pak dostavame dulezity vztah:

,\ 1 A 1 N
T = ho (&T& n E) — hw (N n E) N =ala,| s

Kde N je operator poctu excitaci, Cili ¢itaci operator.

ni algebraickou metodou vyZaduje pfepsani Hamiltonianu pomoci dvou Hermiteovskych bezrozmérnych operator( }3 = P/y/mho



Harmonicky oscilator

34

Pro uplnost, odvodme komutator [&, CAIT].
A A A A A~ A . A A 1 ™ . A A . A . ’s A
Protote [X, P1=ih pak [, Pl = 3[.X, P1=j atedy: [a,a]L] =3 [G+ip,g—ip|=—i[g,p]=

Plati:

a,a11=1.




35

Harmonicky oscilator - vlastni hodnoty

Uvédomme si, Ze dfive upraveny Hamiltonian komutuje s operatorem poctu excitaci. Tedy maji spolecny set vlastnich stav(, ozna¢me

jejako | m): . atedy:
Nin=nln T 1n) = E, | n); A
a‘uf{,‘(};ﬁ,‘*%
Ket vektory n tedy znacime jako energiové vlastni stavy. "\.é’ N
""J

R R R 1
Kombinaci /7 | n) = E,, | n) apredeslého vyrazu [ = hiw (& a—+ %) = hw (N + %) dostaneme: E, = (n + 5) ho.

(Pozdéji si ukazeme, Ze n mlzZe nabyvat jen pozitivnich celych Cisel.)

A A . A A -~ AT A l
eme vyjasnit vyznam operdatorli a]L a N . Zvyse uvedenych vztaht [a, CIT] =1a H=ho (aTa + 5) = 7’60(

b

6. B = hoa, [, Al = —hwa'.

pouzitim vztahu FJ | n) = E, | n); dostavame: ﬁ(gz | n)) = (6H — hwd) | n) = (E, — ho) (a | n)),
ﬁ(aﬁ |n)) — @1 A + howaly | n) = (E, + ho) @7 | n)).

Tedy @ | 1) a cAz]L | 1) jsou vlastnimi stavy hamiltonidnu £7 s vlastnimi hodnotami (Eyn — hw) a (E, + ho).Cili

uvedené operatory 5 A4 plsobicina ket | n) generuji nové energiové stavy s niZsi Ci vy33i energii o hodnotu ho - Tyto
7 . , . . . v ’ v ’ ra
operatory jsou tedy zname jako anihilacni a kreacni operdtor.
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Harmonicky oscilator — kreacni a anihilacni operatory | ... pro procviCeni prace s operatory

UkaZme si nyni, jak anihila¢ni a kreaéni operator plisobi na vlastni stavy | ﬁ) . ProtoZe tyto dva operatory nekomutuji s N , tak

stavy n nejsou vlastnimi stavy ani jednoho z téchto dvou operator(. PouZitim [G &’[] —1@ vztahu [/IB ("v] _
bl - s ~ 1

[ze ukazat, ze

ALB, C1+ 1[4, C1B

Pougitim téchto vztahti avztahu N | n) = n | n) ziskéme relace: 77 (@|n) = aN=1D|n =m-1) (@|n),

4 (aT | n}) T+ 10 =+ 1)@ ).

Tyto relace ukazuji, 7¢ @ | n) a CAIJ[ | 1) jsouvlastnimistavy N svlastnimi hodnotami (n — 1) a (n + 1) . Je tedy

zjevné, Ze pokud pusobi anihila¢ni a kreacni operator na stavovy vektor ket, pak snizi ¢i zvysi n o jednotku.

Mazeme psat: d | n) =c¢, | n — 1), kde ¢, je konstanta, kterou Ize uréit z normalizaéni podminky pro viechny hodnoty n.

Z pravé uvedené rovnice plyne:

(n1al) - @1m)=wialaim=lelPn—11n-1)=leP

Azrovnice N | n) =n | n) plyne: ((n |&T) @1m) =mata|ny=nmn|n)=n

Atedy: |c, |2 =n. Hodnota n nemUzZe byt negativni a rovnice pro vlastni stavy anihila¢niho operatoru pak je:

alny=+mn|n-1.

Opakované ptsobeni anihilacniho operdtoru na n ket vektor generuje sekvenci vlastnich vektorl |  — 1), |n —2), |n —3), ....

ProtoZze n nemuzZe byt negativni, jsou také redlné hodnoty n nemozné. Sekvence jasné konci v nule.

Pro kreacni operator pak podobné: an |n)=+/n+1|n+1).
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Harmonicky oscilator

A opét, opakovanou aplikaci kreaéniho operatoru na ket vektor | 77) generuje sekvenci vlastnich vektor(

A tedy energiové spektrum pro harmonicky oscilator je diskrétni:

Je to stejny vysledek jako jsme dostali prvni analytickou metodou.

Ey

1
(n—l—z)hw (n=20,1,2,3, ...).

n 1), [n4+2), [n+3), ...

s
Lo
~,,
\\?’(?:"’w
Ny,

Vidime, Ze energiové spektrum harmonického oscilatoru je sloZzeno z energiovych hladin, které jsou stejné vzdaleny: En+1 —F, =ho.

A zde pozor! Toto je ptece slavna Planckova idea o kvantovani. Cili, Ze energie zaFeni emitovaného oscilujicimi naboji (z vnitiku dutiny,
¢erného télesa) mGze byt pfendsena jen po jakychsi balicich, kvantech, a to v nasobcich /i . Coz bylo u samotného zrodu kvantové

mechaniky.

Pro harmonicky oscilator, jak uz jsme mohli o¢ekdvat pro vazané stavy 1D potencidlu, je tedy energiové spektrum diskrétni a

nedegenerované. Obdobné jako pro nekonecnou jamu se zde setkdavdme s otdzkou nulové energie, zde je

Vzpomenme co se probiralo v mikrosvété a jak jsme tehdy chapali 3D dutinu s oscilujicim elektromagnetickym zarenim.

Eo = ho/2



Harmonicky oscilator — vlastni stavy

Vlastni stavy (stavové vektory) Ize vyjadrit pomoci algebraické metody také. Vyjdeme-li ze vztahu al |n)=~vn+1|n+1).|,tak

uvidime, Ze mohou byt zapsany pomoci | 0) nasledovné: A% 1 0)
= a )
1 1 2
12) = —=al 1 y=—(aT) 10,
V2 21
3 = —al1a=— () 10
R = —a =—\a ,
V3 V3!
im = —=at ln—1=— (af)" 10
n = —a n — = a .
Vi V!

Abychom tedy nasli potfebny stavovy vektor, staci aplikovat CAIT na nulovy stavovy vektor potfebné-krat.

Uvédomme si, e jakykoliv set ket vektord odpovidajicich odlignym vlastnim hodnotdm musi byt ortogonalni: (n’ | n) ~ W .n
A to proto, protoze Hamiltonidn je Hermiteovsky a Zadny z jeho vlastnich stavl neni degenerovany.

Je zjevné jiz z ptedeslych Gvah, Ze vlastni stavy Hamiltonidnu jsou také vlastnimi stavy operatoru poctu excitaci a plati:

+00
(' [n) =6wn D Im)nl|=1.
n=0
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Harmonicky oscilator — energiové vlastni stavy v soufadnicové reprezentaci

Urceme nyni vinovou funkci harmonického oscilatoru v souradnicové reprezentaci.
Z predchoziho vime, Ze pro nas je dllezity zakladni stav a vSechny dal$i mUZeme generovat krea¢nim operatorem.

ih d o d
R —le—
Vmho dx dx’
Kde xo = +/f/(mw) je konstanta s rozmérem délky. MUZeme tedy, v ndvaznosti na pfedeslé, zapsat anihilagni a kreaéni operétory
v souradnicové reprezentaci nasledovné: 1 (j( d ) 1 (A

Operator definovany jako p = P/Jmhw je dan v souradnicové reprezentaci nasledovné: p = —
p p

X0 + XOE

b= —

NG

4 1L (X d 1 (o od
al = ——— —xo— | = —x5— ).
V2 \ xo Odx V2x¢ xodx

Pomoci prvniho vztahu (anihila¢niho operétoru) a dfive odvozené rovnice |é | n) = /n | n — 1).| maZzeme vyjadfit a | 0) =0 v
souradnicové reprezentaci jako:
deO(x)) — 0

(x wo(x) + x i

1 1
V2x¢ V2x0

(Vzpomenme na bra — ket symboliku, projekci (skalarni soucin) do bazovych vektorl a rozvoj vinové funkce do vlastnich funkci
Hermiteovského operatoru. )

dyo(x) X .
A tedy plati: P _x_z'//O(x)’ kde wp(x) = (x | O) reprezentuje vinovou funkci zdkladniho stavu. ReSenim této
0 oo

rovnice tedy bude:
.1‘2
wo(x) = Adexpl —— |
2x5

(x]a | 0) = <x|ff+xzi 10) =
_ 3 10) =
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Harmonicky oscilator — energiové vlastni stavy v soufadnicové reprezentaci

2
v X i
Resenim predchoziho tedy je: wo(x) = 4 exp(—2 7), kde konstantu A ziskdme normalizaci:
2

X3 oo oo
1 :j dx |yo(x)]? = AZ/ dx exp = A* /7 xp;
—00 —00 XO

Atedy: A = (mow/(xh)!/* = 1//\/Txo. avysledna normalizovana vinové funkce zakladniho stavu je (Gaussovska fce):

_ | x2
V= T p(_z_)
Pro dalsi, excitované, stavy pak pomoci krea¢niho operatoru:
(x|1) = <x|51][ | 0) = ! (x —xéi) {(x10)
\/EX() dx \/E 2 x?
| . X J3 e Y/ (X) = —Ox wo(x) = ﬁxgx exp(—ﬂ
= N (x —Xp (—g)) wo(x) = ;x wo(x)

A podobné:
(x12) = —— (x| (a'l')2 10y = — ( 1 )2 (r = rZi)z iy — . 2’
i T BV O LG B e NN

Obecné tedy:

1 1

1 t 1 | 1 " 5 d\"
b = — (X = —— — X —X5— X — —
(xlm = —=xl (a") 1) - ( \@0) (x i dx) wo(x), ) =

&ili aplikaci a1 = (e xod/dx)/(\/_xo) na Wo(Xx) nalezneme vinovou funkci projakaoIiv vyssi stav 7, (x).

Vysledné vinové funkce jsou bud sudé nebo liché, v zavislosti na n. o) e

Ve vysledku fce {2y (X) jsou sudé a fce ¥2u+1 (X) jsou liché. $ l j

wa(x)




yo(x) y(x) pa(x)

Harmonicky oscilator — dusledky a pouziti

y V(x)

Na predchazejicich strandch jsme si spocitali tvar vinovych funkci
pro prvni tfi energiové stavy harmonického oscilatoru, dvé dalsi
jsou uvedeny spolec¢né s prabéhem limitujiciho potencialu vpravo
(dobré je si uvédomit, ze uvazovany potencial, jdma, pro harmo-
nicky oscilator je nekone¢né hluboka):

Energy (in units of hv0)

Pro srovnani vzpomenme jak to vypadalo pro nekone¢nou a konecnou pravouhlou potencidlovou jamu:

(a) Finite potential well (b) Particle in a rigid box

The wave
Plx) 4 Wix 5 %
% e i % function is zero
1.0eV /\ /; at the edge of
E, = 0949 cV n=4 .the box
The wave hlnclm/ \/ W y
E, = 0.848 eV
extends into the
classically forbidden =
region (\ /\ .
¢ . n=3
E, = 0.585 eV ] \/ iy
/\\ 7 E,=0377¢eV
E, = 0.263 eV \%\ “n- 2
E, = 0,068 eV “RE Decacad
OeV
T - T —r— x (nm) —r—7———x(om)
1 0 1 2 3 0 1 2

Vidime zjevnou podobnost a mizZzeme si znovu zopakovat vSechny predpoklady a dulezité vlastnosti pro tato reseni...
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Harmonicky oscilator — dusledky a pouziti

... ale je to jiz blizko pro pouziti
v néjaké konkrétni fyzice?

Energy

Vpravo vidime srovnani feSeni SR pro harmonicky
oscilator a pro tzv. Morseho potencial, dany:

V(r) = De(1 — e 2Te))?

(Neni tfeba jit hloubéji do jeho popisu, ale vidime tvar
funkce. Pro kompletnost ale: D, je disociacni hloubka

I——

e
Internuclear Separation (r)

N5 vibrational levels
|

Morse

Morse v = 21

jamy, r, je rovnovazna vzdalenost vazby, a je Sifka jamy
a r aktudlni vzdalenost mezi atomy dvouatomové molekuly.)

Morseho potencidl se pouziva k presnéjsimu popisu oscilacniho pohybu (vibraci) dvouatomovych molekul a vpravo vidime jeho

prubéh a také vinové funkce pro prvnich nékolik stav(.

Vsimnéme si relativnich energii jednotlivych stavli mezi harmonickym oscildtorem a Morseho potencidlem. Harmonické jsou
ekvidistantni zatimco Morseho jsou si pro vyssi stavy blize a blize.

Je to dano nejen tvarem Morseho potencialu, ale také tim, Ze je z jedné strany omezeny, potencidl nejde do nekonecna.

Pro prvnich nékolik energiovych hladin je harmonicky oscilator pomérné dobra aproximace popisu vibrujici molekuly.

Zobrazené diagramy jsou pro jeden elektronicky stav, tedy napriklad molekulu v zakladnim elektronovém stavu ovsem v rznych

stavech vibracnich. Pokud bychom $li v nasi aplikaci ziskaného védéni z kvantové mechaniky dale, pak mizZeme prejit ke spektroskopii,

napf. optické emisni...

Co se déje pfi emisi fotonu v atomu ¢i molekule?
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Harmonicky oscilator — dUsledky a pouZiti

Pro atomy a svételnou emisi jiz néco vime z fyziky mikrosvéta, ovsem molekuly potfebuji komplexnéjsi popis. Maji nejen elektronické
stavy, ale také stavy vibracni a rotacni — vSechny tyto energiové stavy lze popsat pomoci kvantové mechaniky relativné presné.

Vyuziva se k tomu tzv. Born-Oppenheimerova aproximace (ano, ten Born, z interpretace vinové funkce a ano ten Oppenheimer, ktery
vedl Manhattan projekt, byl Bornovym doktorskym studentem), ktera ulehcuje feseni SR rozpisem vinové funkce do oddélenych ¢len(

pro elektronickou, vibracni a rotacni slozku: Y(r, R) = w.(r, Ry (R, (R)
Prechody mezi jednotlivymi stavy (ano, i ty zarivé, emisni) pak mlzeme vyjadrit pomoci tzv. prechodového integralu dipélového
MOMENN M = [yl(r,R.) - pe - W' (r, R)Ar [yl (R) - y!'(R)IR

Ktery nam pak pro dany elektronicky stav dokaze kvantifikovat pravdépodobnost pfechodu mezi jednotlivymi vibra¢nimi stavy formou

tzv. Franck-Condonova faktoru: . .  ~ 0 Factor | /Wv,%,,dez

A to neni nic jiného nezZ pravdépodobnost spocitana z ,,hustoty pravdépodobnosti” vinové funkce plivodniho a vinové funkce
konecného energiového stavu. Pro vysvétleni pak lépe schematicky (pro excitaci, emise je obdobna -> vyuZiti napt. pfi diagnostice

plazmatu):

N

= Electronic
V4 excited state

Energy

4
D‘Q
=

o
<
&
<
@

<
Y
w
<
w~

Energy

Counting Rate
<
o
<
s

. Binding Energy
Electronic
v, ground state
Vs

V2

vy

Vo

'y
- .

Nuclear Coordinates Redrawn from data of Sharp, T. E,, Internuclear Separation
Atomic Data, 2,119 (1971)
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V(x)

TN

-+
Periodicka jdma — model krystalickych latek
tzv. Kronig-Penney model

-4 [RNISRIT
L L : \

Uvazujme periodicky se opakujici potencidlovou jamu, - o b T
tak jak je zobrazena na grafu vpravo...

Vyjdeme z SR: ﬁw(.ﬂf) = Ew(ﬂf)
2 02
Tedy v analytickém tvaru: (_%()d? BiE V(g;))w(g:) — Ew(x)

Pro oblasti s nulovym potencialem V(x) = 0:

2
L yh(z)+ Bp(z) =0 a=

stesenim: o7(z) = A" + Be T — Ay sin (kx) + By cos (k)

Pro oblasti s potencidlem V(x) = V, pak plati:

A feSeni SR dava:
. P _
Vi(z) = C1e* T 4 D1e” T = Cysin (K'z) + Dy cos (kK'z)

A z okrajovych podminek dostavame: w](()) — 1/)11(0): By = DQ

ol :
e ((‘f)){f l2—0  [k(Ascos (kz) — Bosin (kz))],_o = [K'(Co cos (K'z) — Dosin (K'z))]—0

(f)lfz‘ i
ox

kAy = K'Cy



Periodicka jdma — model krystalickych latek

Ovsem je zde tfeba jesté jedna podminka! A totiz tzv. Bloch(iv theorém pro periodicitu, obecné:
i

y(x + nl) = €y (z) neZ, qel-T. 7

Ktery v podstaté nefika nic jiného, nez, Ze pro periodicky se opakujici potencial je rozumné ocekavat periodicky se opakujici reSeni
SR, tedy Ze vysledna vinova funkce bude periodicka taktéz.

A pro nd$ pfipad: )y, (a) — ”!(” | h)U”( b)
—+  Assin(ka)+Bocos(ka) = €100 (Cysin(—k'b)+ Docos(—k'b))

Apro derivace:  ()y/;, ,q(a L) OV
P |I:(L = o |r;:—b

b |(Ancos(ka)—Bosin(ka)) = e’.”(‘“”’)k’(C-_)_cos(—k’a.) —Dysin(—k'b))

Dosadime-li vzajemné okrajové podminky pro vinové funkce a vzajemné pro jejich derivace (i z predeslé strany), pak nahrazenim
konstant C, a D, ziskavame dvé rovnice o dvou neznamych:

Ao(sin(ka) + %)eiq(”'ﬂ))sz’n(k’b) + By(cos(ka) — €M1tV cos(kb)) =

Ask(cos(ka) — €@ t0) cos(k'b)) + Bo(—k sin(ka) — k'e(010) sin(k/b)) =

45
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Periodicka jdma — model krystalickych latek

Soustavu rovnic vyfeSime maticovym zpUlsobem, ptes charakteristickou rovnici:

sin(ka) + %eiq(”*b)si-n(k’b) cos(ka) — €440 cos(k'p) : (AQ) B (())
k(cos(ka) — @V cos(ka)) —ksin(ka) — ke t0) gin(kb) B (

Charakteristicka rovnice:

(sin(ka)Jr%e”’(”’ ) sin(K'b))(—ksin(ka)— K €90t sin (kb)) — (k(cos(ka)—
etalat b)cos(k’a))(cos(ka.) — etalad b)co.s(k"'b))) =

A pro pfipad 0 < E <V

L k = ko
cos(ka)cosh(kb) — k)k ~sin(ka)sinh(kb) = cos(q(a + b))
- K= .0\/1 — 1
. famy E
Vsledkem je nasledujici rovnice: i Vew | sy

cos(qla + b)) = cos(koay/m)cosh{koby/1 — 1) + \/—sm(koa\/_)smh(kob\/ n)

To samoziejmé vypada slozité, ale opét mizeme k reSeni pristoupit graficky.



Periodicka jdma — model krystalickych latek

A grafickym feSenim rovnice:

cos(gla+b)) =

f(n)

cos(koay/m)cosh(koby/1T — 1) +

\/ism(koa\/_)smh(kob\/i)

Je nasledujici schéma, ukazujici pasovou strukturu v pevnych latkach a ukazuji ndm plvod valencnich a vodivostnich pasa

o=

n—
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Conduction
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— i
A
v Band gap

A Interatomic distance

http://www.falstad.com/gm1dcrystal/
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Shrnuti

Diskrétni spektrum:
Vazané stavy se vyskytuji vzdy, pokud ¢astice nemdze uniknout do nekoneéna. Cili €astice je uvéznéna/vazana v omezeném prostoru,
Pohyb Castice je tzv. limitni. V takovém pripadé jsou feSeni SR pouze ta diskrétni. Toto plati napt. pro harmonicky oscilator i
nekonecnou potencidlovou jamu. Jejich vinové funkce jsou kone¢né/nulové pro x jdouci do +- nekonecna. Tyto stavy pak maji energie
mensi nez dany potencial.

Kontinualni spektrum:

Nevazané, Cili volné stavy nastavaji, pokud neni pohyb ¢astice potencidlem omezen/vazan - typicky jde tfeba o volnou ¢astici. Pohyb
takové castice je infinitni.

Jreflected

Jtransmirred

* Rozdélime x-ovy 1D prostor do vyznacénych interval(i | incident current density
* ZapiSeme Schrddingerovu rovnici a vyreSime ji pro dané intervaly
* Aplikujeme fyzikalni intuici, standardni podminky na vinové funkce, a feSeni specifikujeme
* Normalizujeme vinové funkce ) .
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* Aplikujeme okrajové podminky (podminky spojitosti) a feSeni dale specifikujeme Tincident = — | wi (x) -y (x)——=

vrrs _ v . ., 2m dx dx

Spocitdme koeficient reflexe Ci transmise, pokud bylo v zadani
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Reseni 1D problémi: R reflected current density ‘

Jincident Jincident
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ReSeni pro harmonicky oscilator: E, = (n + 5) hw n=0,1,2,3, ...).

Regenim SR pro periodicky potencidl je pasova struktura:

Energy (in units of hv0)
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