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1. Necht' F(x,y) = - e”+7". Spoététe (a) 9L, (b) 95, (¢c) TF, (d) 224, (e) 25, (F)

oy?
Reseni
8<m-ez2+y2>
(a) =———= = exp (22 + y?) + 222 exp (22 + y?) = exp (2% + y?) (1 + 22?),
O z-ex2+y?
i 2 5 ) — 2y exp (2 4+ 42),
92 (z-ev"ty
(c) =4z exp (2% + y*)+(1 + 22%) 2z exp (2% + y?) = exp (2% + y?) (4dz + 22 + 42®) =

2
exp (22 + y?) (6x + 423) = 22 (3 + 22?) exp (2% + y?)

2 <x~e”2+92

(d) T@y> = 2y (1 —+ 2$2) exp (.1'2 + y2>,
82(x-62+y2)

(6) —gy5x— = 2yexp (22 +y?) + 42’y exp (2 + y?) = 2y exp (° + ¢*) (1 + 227),
82 (z-ex”+v*
(f) % =2z exp (22 + y?) + day? exp (22 + y?) = 2w exp (22 + v?) (1 + ?).

2. Bud’ dw = A(z,y)dz + B(z,y)dy libovolna diferencialni forma (Pfaffian). Ukazte,
ze v piipadé, ze dw je uplny diferencial (existuje funkce F'(x,y) tak, ze dw = dF'), musi
platit

0A 0B
a) a—y = %, b) %dw = 0,

(b) pro kazdou uzavienou integra¢ni cestu.
Reseni:
(a) Za splnéného piedpokladu

dF = or dx + or dy = A(z,y)dx + B(z,y)dy
ox dy

jelikoz plati zaménnost druhych derivaci:

O O0F 0 0F _0B(x,y)  0A(z,y)
ox oy Oyox  Or Oy

jelikoz ziejmé plati

A(Z’,y) = %73(1'7?/) = a—y

(b) Pro vypocet vyuzijeme Stokestuv teorém, ktery je ve tvaru

/dw:/w
1% v



Obréazek 1: Znazornéni kruhového déje k tloze 3.

Spocitame levou stranu

f dF = f (dxﬁF + dyaF) / d (dxa—F + dyaF) / d(dF) =0,
dy F(0.9=F) Ox dy S(0.9=F)

nebot’ vnéjsi derivace z vnéjsi derivace libovolné formy je vzdy nulova.
Alternativni feSeni: parametrizujeme integracni cestu

Fao= [ (Grtnmon o+ G e Pas) -

/Sl i—ids = F(2(s1),y(s1)) = F(x(s0), y(s0)) = 0.

0

3. Bud’ dw; = (2% —y)dz + x dy. Je to uplny diferencial, je dws = dw;/2* tGplny
diferencial? Vypoctéte integral [ dw mezi body (1,1) a (2,2) podél pifmek (1,1) —
(1,2) = (2,2) a (1,1) = (2,1) = (2,2).

ReZeni:

Jelikoz derivace ¢lenu udx podle y je rovna -1 a derivace druhého ¢lenu podle x je rovna
1, neni tento vyraz uplny diferencial. Po podéleni 22 dostaneme obé derivace rovny

—x%, takze to uplny diferencial je. Vypocet kiivkového integralu provedeme nasledovné:
integral mizeme rozdélit na dvé casti

/dwl :/ dw1+/ dw1
4 61 (2

Néasledné parametrizujeme integrac¢ni cestu, kterd je znazornéna na obrazku 1. Pro
cestu a a b jsou parametry nasledujici:

(a): z =1y =ttell,2],

(b): z=t,y=2,te[l,2].
Muzeme tedy spocitat prislusné integraly:

2
/ dwl = / dt =1
1 1
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nebot’ dxr = 0. Druh4 c¢ast:

2 ) t3 2 2
dw:/ dtt—2:[——2t] —
/%2 ! 1 ( ) 3 1 3

Vysledek je tedy roven

V piipadé integrace po modré integracni cesté dostaneme vysledek %0. Pokud integru-
jeme dw,; /22, dostaneme pro oba p¥ipady stejny vysledek 1.

4. Je dw = p dV + V dp tplny diferencial? Pokud ano, urcete funkci F' jejimz tplnym
diferencidlem je dw. Spo¢téte integral [ dw mezi body (V4,p1)a(Va, pe) podél piimek
(Vi,p1) = (Vi p2) = (Va,p2) & (Vi, 1) = (Va, p1) — (V2, pa).

ReZeni:

Z podminek integrability plyne, Ze se jedn& o uplny diferencial. Funkci w najdeme
snadno. Vime, Ze

or
v p
potom
F=pv+g(p)
derivace této funkce podle tlaku je rovna V', odtud
or dg(p)
0—p =V=V+ d—p

pro derivaci funkce g(p) dostaneme, Ze je nulova, a proto musi byt funkce g(p) néjaka
konstanta. Funkce F' je tedy rovna

F(p,V) =pV + konst

Kfivkovy integral spoc¢itame analogicky predchozimu piipadu. Na obr. 2 jsou znazor-
nény integracni cesty. kiivkovy integral po modré cesté vyjde —Vip; + Vops a po Cervené
cesté samoziejmé uplné stejné.

5.Je dQ = ¢ AT+ RL dV uplny diferencial? Spottéte integral [ dw mezi body (V4,T)
a (‘/2’T2> pOdél pﬁmek (‘/i,Tl) — (%,Tg) — (‘/2’T2> a (‘/i,Tl) — (‘/Q,Tl) — (‘/2’T2>
Jakou funkei f(V,T) musime d@ vynasobit, aby souc¢in f d@ byl aplnym diferencidlem?
Urcete funkci S pro niz dS = f d@Q.c a R jsou konstanty.

ReSeni:
Jelikoz derivace prvniho ¢lenu podle objemu je nulova a derivace druhého ¢lenu podle

teploty je rovna %, nejednd se o uplny diferencial. Integrace probiha po podobnych

integracnich cestach jako je znazornéno v 2, integral po modré integracni cesté je roven
RTy1In % + ¢ (Ty, — T1) a po Cervené integracni cesté: RT} In % +c(Ty —T1).
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Obréazek 2: Znazornéni kruhového déje k uloze 4.

Nésleduje mirné slozitéjsi ¢ast. Musime najit takovou funkci f(7', V'), aby byla splnéna
podminka

o(f(T,V)e) 0(f(T,V)R])

o oT
Spocitame derivaci na obou stranach:
of T of
“ov =Ty ar TR

po vynasobeni V' dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi

of  ...0f

funkci f pak muzeme predpokladat ve tvaru
F(T,V) =g(T)-nV)
Dosadime a vydélime V - g(T') - h(V)

1 Oh(V) 1 9g(T)
vy ov - Mamyar tH

Levéa strana nyni zavisi pouze na objemu, prava strana zase pouze na teploté. Aby bylo
mozné splnit rovnost pro libovolné V' i T', musi byt obé dvé strany konstantni. Z této
rovnice tedy vypadnou dvé diferencialni rovnice pro objem a teplotu:

1 onwv)
WW = konst.

feSenim je, po vydéleni rovnice objemem
cln(h(V)) = konst -In(V)

potom je funkce h(V') rovna



Zamérime se na pravou stranu:

1 9g(T)
————- + R = konst
9(T) T + ons
feSime téz separaci proménnych:
L og(T) k 1
g(T) 0T R

a vysledek je

potom

Vzpomeneme si nyni na funkci f(7,V) = ¢(T) - h(V), do které dosadime vysledek
nasich vypoctu
konst. konst 1
f(r,vy=v-_—e T &
kde konst. je libovolné. Proto zvolime nejjednodussi feSeni konst.= 0:

1

f(‘/aT>:T

6. Necht’ z, y a z jsou 3 stavové veli¢iny, spojené stavovou rovnici f(x,y, z) = 0. Ukazte

platnost vztahu
0r) ()" )
oy ) . -\ oz B
Ox Ox 0z
=) === = 2
(5).~ (%), (). g
Ox Ox Ox ow
— | == — — 3
<8y)z <8y)w+<8w)y<0y)z )
pricemz dolni index oznacuje konstantni veli¢inu a w je dalsi stavovou veli¢inou, w =
w(z,y, 2).

Reseni:

Spocitame parcialni derivace podle x a y za predpokladu, Ze je z konstantni:
d
dz ox e or )\ Oy o
d
dy oy vz oy ), \Ox -



z kazdé rovnice vyjadiime ¢len neobsahujici f :

dy\ (%)y,z or\ <g_§):v,z
() - () -8

po vynasobeni obou dvou vyrazii mame:

of g_g ]
(). (3).- (==

x
yiz
coz dokazuje (1). Rozepisme nyni pravou stranu vyrazu

().

9y

derivace na pravé strané transformujeme do z-ovych soutradnic

@) BB ) 2)

0z

timto je dokdzan vyraz (2). Pfipoménme si vzorec transformace soufadnic (x,y, z) —
(u,v,w) pro derivaci:

o\ _(0r) (o) (B (o) (%) (0w
ozr Z_ ou - ozr - ov waw ozr - ow w ozr -

vyuzijeme tohoto vztahu za piedpokladu, Ze transformujeme pouze jedinou soutradnici
Z—w

Oy _ (%) L (%

ox ), \Oz o ow

7. Stavova rovnice pV = NKT vaze proménné p,V a T, pticemz N a k jsou konstanty.

Primym vypoctem ovérte, ze
ap\ _ [(oV\
o ). \0p),

().~ (%),
(@), =), (&),
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(v), = (%), GF)
v ), op ), \oV /),

Podivejme se tedy postupné na jednotlivé rovnice:
Op\ _ NEKT  p (OVNT' ([ NET\T' [ VN p
ov), Vv o V'\dp), P2 ~\p) OV
O\ _ Nk _p (0T\T _ (VN _ (TN _
or), v. T'\op), \Nk S A\p N
op\ __NKT __p _(Op\ (OT\ _ _pp __

ov/), vz v \ar),\oev), TNk
p

P
T
ory _T _(oT\ (9p _Z(_ >__Z
8VP_V7 o)y \oV /), p v) Vv

8. Stavova rovnice idedlniho plynu muze byt zapsana jako

Reseni:

e pV = NKT,
e pV =nRT,
pkT

*rP="

e p=nkT,

kde p, V., T jsou tlak, objem a teplota, N je pocet castic, n jejich koncentrace, k je
Boltzmannova konstanta (k = 1,38 - 1072 m? kg s=2 K™'), R je plynova konstanta
(R=28,31Jmol™! K™ ), ny je latkové mnozstvi, p je hustota plynu a p molekulova
hmotnost. Ovéite rozmér k a R. Jaky rozmér ma n? Ukazte, Ze jednotlivé rovnice jsou

ekvivalentni (NA =6.022-10% mol_l).
Reseni:
Rozméry jednotlivych konstant urc¢ime z p¥islusnych stavovych rovnic

-1 —2 3

[]{Z] — [p][V] kg'm S T -1l

= —ko-m?-g2
[N][T] K B
[p][V] kg -m™'-s7?.m? 2 9 -1
= — — ko -m2-s2 - mol
B =l mol - K &1 s o

n méa rozmér m—>. Je to koncentrace ¢astic. Nyni k odvozeni ekvivalence mezi jednot-
livymi tvary rovnice: Druhou rovnici odvodime z té prvni velmi snadno: pravou stranu

rovnice rozsifme Avogadrovou konstantou
Na
V =N—kT
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jelikoz je Nak = R - molarni plynova konstanta a N/Ny = n, dostavame hledanou
druhou rovnici

pV =nRT

Pro odvozeni tieti rovnice vyjdéme opét z prvni rovnice. Pfedpokladejme, Ze zname
stfedni molekulovou hmotnost p, se kterou rozsiriime pravou stranu stavové rovnice

pV = NEgr
7

Y

m 1
= ——kT

a vidime, ze jsme dostali ve vyrazu hledanou hustotu

p:BkJT
i

Odvozeni posledni stavové rovnice je vskutku jednoduché. Prvni rovnici totiz staci
vydélit objemem a uvédomit si, ze N/V = n, tj. koncentrace ¢astic

p =nkT
Tot’ vse.

9. Pii konstantni teploté 20°C se idedlni plyn kvazistaticky rozpina ze stavu s tlakem
20 atm do stavu s tlakem 1 atm. Jakou praci vykona 1 mol plynu?

Reseni:

Prace je obecné rovna

Va Va(p2) RT
W= [ avp(T) = / v = nRIn(V)|2%) =
Vi Vi(p1) 4

nRT
nRT I Y22 R 2 R P~ 8.31-203.15 - In(10)] ~ 5.6 kI (4)
Vi (p1) — P2

p1

10. Pri kvazistatické adiabatické expanzi 6 litri hélia o teploté 350 K klesa tlak ze
40 atm na 1 atm . Vypoctéte vysledny objem a teplotu (pfedpokladejte platnost stavové
rovnice idedlniho plynu). Ziskané vysledky srovnejte s hodnotami, které by vysly pro
izotermickou expanzi (k = 1,63). Predpokladejte, Ze se jedna o ideélni plyn.

Reseni:

Pro adiabaticky déj plati
pV" = konst.



potom
PVt =pmVf*

tj. novy objem je roven
Vi = o2V, = VA0 - 61 ~ 571
P1

Pro vypocet teploty musime nejprve zjistit latkové mnozstvi plynu. To provedeme
snadno ze stavové rovnice idedlniho plynu, kde vyuzijeme veli¢iny z poc¢atec¢niho stavu
plynu

_ Vo

~ RTy

samotnou teplotu spocitame téz ze stavové rovnice, ale pro konecny stav

po‘/o = TLRTO —

poVo poVo po p1

40765 —1-350 K = 84.11 K

11
Vi = nRTy Ty = B = BAT, — BT, — 2o/, — (20)" gy

Nyni se zaméime na srovnani s izotermickou expanzi. Teplota je stejna, tou se zabyvat
nemusime. Z rovnice poVy = p1Vi snadno zjistime, ze objem bude

v, = 20y — 4061 = 2401
P

konecny objem je tedy priblizné ctytikrat vétsi nez v pripadé adiabatické expanze.

11. Spoctéte praci vykonanou idedlnim plynem pii kvazistatické adiabatické expanzi
ze stavu charakterizovaného pq, Vi do stavu pso, V5. Urcete praci, kterou plyn vykona,
prechazi-li z pocatecniho do koncového stavu nejdiive izochorickym déjem a poté izo-
barickym, nebo nejdiive izobarickym déjem a poté izochorickym.

Reseni:

Pro adiabaticky d&j plati, Ze pV® = konst. = p, V| = p, V. Praci pak snadno spoci-
tame

Va Vo Vr Vl—n Va Ve
W — dvp :/ dvpl 1 plvﬁ — y4 1 (‘/21—/-@ o ‘/11—/4)

‘71 ‘71 L ! 1 K ‘Vl 1 K
<‘r )1—’{
[1

Druhou ¢ast piikladu snadno spocitame tvahou. Vykonana prace je rovna ploSe mezi
kiivkou a osou V. Podivame-li se na pV diagram jednotlivych procesu 2 je ziejmé, Ze pii
izochorickych déjich se prace nekona, takze hlavni prispevék budou mit izobarické déje.
Vypocet préace se tedy omezuje na vypocet obsahu obdélniku. Je-li nejprve izochoricky
a potom izobaricky déj, vykonana prace je rovna

:P1V1
11—k

W1:p2(V2—V1)
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pro druhy pripad
Wi =p (Va—W).

12. Pii vyméné vzduchu mezi spodnimi a hornimi vrstvami tropostéry dochazi k ex-
panzi, popt. kompresi vzduchu: stoupajici vzduch se rozepina v oblasti mensiho tlaku.
Vzhledem k malé tepelné vodivosti vzduchu je mozno pokladat procesy expanze a
komprese za adiabatické. Vypoctéte zménu teploty s vyskou nasledkem téchto procest.
(Vzduch povazujte za idealni plyn.)

Reseni:

Nejprve si zopakujme zakladni rovnice, které pouzijeme: jedna se o idealni plyn, a proto
se bude hodit jeho stavova rovnice

pV =nRT
a rovnéz z informace, zZe déj muzeme povazovat za adiabaticky
pV"™ = konst.

Tuto rovnici vSak chceme vyjadiit pomoci teploty misto objemu, vyuzijeme tedy sta-
vovou rovnici a dostaneme

RT\"
D <_> = p!™FRFTF = p'=FT" = konst.
p
vyraz diferencujeme
(1 —k)p "R*T"dp = p' "R*kT"* dT =0
néco se tu pokrati a rovnice se pak zjednodusi na
(1—H)dp+z?dT:0 (5)

Néas nyni bude zajimat, kde vzit zavislost na vysce. Proto si vzpomeneme na Eulerovu
rovnici proudéni tekutin (ktera se bude hodit i v nékterych dalsich piikladech)

v Vv=—L—y (6

Predpokladejme stacionarni proudéni a téz zanedbejme nelinearni ¢len. Potom dosta-
neme rovnici hydrostatické rovnovahy ve tvaru

Vp = —pg

coZ muzeme prepsat na



a dosadit do (5)

K—1 % - d_T - ld_T dh

K P T T dh

v rovnici nam jesté prekazi tlak, kterého se zbavime pomoci stavové rovnice idealniho
plynu ve tvaru

—PY

szkT
L
potom
ar _ _pgr—1
dh k&
Pro g =981 m-s7 2, u=29my a xk = 1.4 vyjde
dT
— ~ 10K -km™*
T 0 m

13. Piedpokladejme, ze atmosféra planety VenuSe obsahuje k1 = 96.5% molekul CO,
a ko = 3.5% molekul N,. Ostatni slozky muzeme zanedbat. Teplota atmosféry je t =
464°C a atmosféricky tlak na povrchu Venuse obsahuje po = 9.1MPa. Hmotnost planety
je M = 4.87-10* kg a polomér R = 6052 km.

(a) Urcete hustotu py atmostéry a gravita¢ni zrychleni g, u povrchu Venuse.

(b) K vyzkumu atmosféry planety pouzijeme otevieny ,horkovzdusny balon"(plnény
ovem atmosférou planety) o objemu V' = 50 m*. Hmotnost konstrukce je m = 100 kg.
Na jakou teplotu t; musime ohfat plyn v balonu, aby zacal stoupat nad povrch planety?
Pti které teploté ¢ uvniti balonu dosahneme vysky 1 km?

Rotaci Venuse a pokles gravitacniho zrychleni pfi vystupu balonu zanedbejte. Tep-
lotu atmosféry do vysky 1 km povazujte za konstantni. Molarni hmotnosti obou hlav-
nich slozek atmosféry Venuse jsou My, (CO,y) = 44.0 - 1073 kg - mol™, My, (Ny) =
28.0- 1073 kg - mol .

Reseni:
(a) Hustotu atmosféry ur¢ime pomoci stavové rovnice ve tvaru
pl{?BT
p —_=
I
kde p je stfedni molekulova hmotnost, kterou spoc¢itdme pomoci vzorce

key My, + ko My, _
= 1;2 2 =721 x 10" kg
A

Hustota atmosféry je potom rovna

up —3
= —— =64.518 kg -
p T 64.518 kg - m

Velikost gravitacniho zrychleni spoc¢itame pifimym dosazenim do vzorce

GM
ag = Tz =8.87m-s?

11



(b) K vypoctu teploty vyuzijeme Archimedova zakona. Velikost vztlakové sily musi
byt vétsi nebo rovna velikosti sily tihové, rozepsano

mo Hp
Patm. ‘/i)al g > mg = (mbal -+ Mplyn )g — V + ]{;B—T
z této rovnice snadno vyjadiime teplotu ve tvaru
Ta m
T>—""— =760.73K
1 __ MRrBlatm.
Vip

Pro vypocet teploty potiebné k tomu, aby mohl balon vzletnout do vysky 1 km potie-
bujeme ur¢it hustotu/tlak atmosféry v pfislusné vysce. Barometrickou rovnici mizeme
odvodit z rovnice hydrostatické rovnovahy, kterou zapiSeme ve tvaru

op
do které dosadime stavovou rovnici idealntho plynu
op _ _pi
oh kgT

feSeni této rovnice je ve tvaru

_ K
p(h) = po exp ( kBTh)

resp. hustota (dosazeni do stavové rovnice)
p(h) = Hpo exp <—Lh) = 64.063 kg - m™*

Predpokladejme, ze plyn v balonu ma stejny tlak jako plyn v atmosféfe, potom mizeme
pomoci stavové rovnice napsat

p= Phball kg T = Patm. kg T
1% 1%

odkud dostaneme
Tatm.

Tbal.

Poral. = Patm.

Podminka pro teplotu potom je

T
Ty > =762 K

— iz exp ()

14. Plyn je popsan stavovou rovnici p = p(V, T). Ukazte piimym vypoctem, Ze 6Q) neni
uplnym diferencialem.
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Reseni:

Vyjdeme z prvni véty termodynamické dE = 0Q) — p dV, ze které vyjadiime 6Q)
0Q =dE +pdV

diferencial energie mizeme rozepsat v proménnych teploty a objemu, potom

oF oF
°Q= (a—T)V s [(W)ﬁp} v

Vzpomeneme si, jakd podminka musi platit pro uplny diferencial a pouzijeme ji na

prislusny vzorec
0 (9B _ 0 (0B\ (o
ov\or), or\ov), \oT),

vzhledem k zameénnosti parcialnich derivaci dostaneme

op B
(a—T)V ="

coz je vSak ve sporu s predpokladem, ze je tlak funkci objemu. Tato podminka tedy
neni splnéna a ziejmeé se nejedna o uplny diferencial.

15. Energie c¢astice uzaviené v nekonecné vysoké potencidlové jamé s rozméry L, X
L, x L, je dina vztahem

h? n: n, n
E=_—_g224 Y4 ¥
om" (L; Tt L;)

Piedpokladejte, ze L, = L, = L, = L. Pfedpokladejte, Ze systém jako celek je charak-
terizovan energii systému. Jak je urcen mikrostav, jak makrostav? Spoctéte silu, kterou
castice pusobi na stény nadoby. Urcete vztah energie systému a tlaku.

Reseni:

Makrostav je popsan makroskopickymi charakteristikami systému, kterou muzeme piimo
méfit. V tomto piipadé je makrostav charakterizovan energii £ (L, ng, ny, n,). Pro dany
makrostav existuje nékolik mikrostavi, které vsak nemuzeme odlisit. Zde je mikrostav
charakterizovan hodnotami n,, n,, n..

NapiSme, jak se zméni energie systému pii posunuti o pidi pidi kousek dx. Jelikoz
predpokladame skutec¢né pidi pidi zménu, provedeme pak rozvoj pouze do prvniho fadu

n*r?
B(L+dw, L, 1) = B(L,L,L) - —n? do
Potom 22
_ T2
dE = — T3l dx
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Jelikoz je v platnosti relace d& = —F - dr, dostaneme pro piusobici silu vzorec

B2n2n2
P wn2
mL?
tlak je roven p = F/S, a proto
h2m?n?
b= mL?®

Stiedni hodnoty jsou nasledujici: tlak:

h?r2n? R’r?
(p=) = < mL® > " mLp ()

a energie
h*m? 2 2 2
(B) = 0 (2 + () + (n2) = 2.

16. Odvod’te z existence stavové rovnice f(p,V,T) = 0 vztah

o = p . 5 - K
mezi termickym koeficientem roztaznosti a := % (%)p, koeficientem izochorické rozpi-
navosti = 1 (@) a koeficientem izotermické kompresibility s := —+ (2¥
: p \oT/V Y ’ |4 Op T'

Reseni:

Dosadime piislusné vyrazy do pravé strany
gonp () [LL(OVY L o) (VY _1gevy
P “Pp\or) [ v\aw ), v\er) \a /), v\er), ~

17. Stavova rovnice ma tvar p = f(V') - T. Dokaite:
(a) (%)T =0

(b) pokud plati a), pak (%—f)T =0.

Regeni:

(a) Z prvni véty termodynamické vyjadiime vyraz 6Q/T

0QQ 1 (0F 1 oF

— == = dT'+ = || = dV

77 (ar), 7 |(5),
Nasledujici vzorec bude pouzivan hodné ¢asto, proto je nutné odvozeni udélat poradné!
Jelikoz se jedna o tplny diferencial, musi byt derivace prvniho ¢lenu podle objemu roven

14



derivaci druhého ¢lenu podle teploty, tedy Vyuzijeme druhou vétu termodynamickou
pro kvazistatické procesy, kterou dosadime do prvni véty termodynamické

_dE

p
dS_T+?dV (7)

Vime, ze dE je uplny diferencidl, ktery rozepiSeme v proménnych teploty a objemu
) oF
dE = | — dT — dVv 8
(57), a7+ (5), ®

1 [O0F 1 OF

Vime, ze dS je téz uplny diferencial, a proto musi platit

v 7 (52). 1, - {or (2 (o), 713,
rlov (o)), =), o 7 ilar (). ), (). v

Druhé derivace zmizi a vyraz na zavér vynasobime T2. Dostaneme

(@), =7 (), &

Nyni staci spocitat prislusné parcialni derivace

dostaneme

(2—5) —TH(V)— F(V)T =0

(b) Derivaci energie podle objemu ptepiseme néasledujicim zpiisobem
<8_E) _ <8_E) <3_V) _0
op ) oV )\ 0p )

18. Pro ideélni plyn spoctéte (g—"})ad, (g—"})T.

Reseni:

19. Ukazte, ze pro plyn popsany stavovou rovnici f(p, V,T) = 0 plati

o\ _ (%) &
v )., \oV /) pev

15



Reseni:

Levou stranu si rozepiSeme pomoci nové proménné T’

(&), = (7)., + (r), (&), (1)

Nyni dokdZzeme tii dulezité vzorce vyplyvajici z prvni véty termodynamické, ze které
si vyjadiime teplo
0Q =dE +pdV (12)

Nejprve si odvodime dalsi dilezity vzorec popisujici rozdil ¢, a cy. Vyjdeme opét z
(12), kde opét rozepiseme dE

OF OF
Q= (a—T)T e KW)T“’} v

Nyni rozepiSeme objem jako funkci tlaku a teploty

oV oV
- (3) o (5)

Jelikoz chceme vyjadrit tepelnou kapacitu za konstantniho tlaku, polozime dp = 0.

Navic plati
0Q
= (== 13
v (aT)v 12)
Dosadime do vztahu pro Q)

oF oV oP ov
it (), ] (), -7 (), ),

kde jsme vyuzili vzorec (10). Z tohoto vzorce jiz vyplyva

(@) (),

Ptred samotnym vypoctem bude jesté nutné vyjadrit adiabatickou derivaci. Zacneme
opét s (12). Zajimaji nas adiabatické déje, a proto 6Q) =0

dT

0=dE +pdV

dE klasicky rozepiSeme v proménnych objemu a teploty. Vyuzijeme prvni odvozeny
vzorec pro derivaci energie podle objemu. Dostaneme

_ [ Op
O—T(a—T>V dV + ¢y dT

kde nyni d7" rozepiseme jako funkci objemu a entropie. Zajimaji nas procesy, pii kterych
je entropie konstantni, a proto muzeme vzit ¢len sdS nulovy

B op oT
0=T (8_T>V dV + ¢y <W>s dv

16



Odtud ziejmé dostavame

), (3),

Mame odvozeny vSechny dilezité identity, které nyni staci spravné zkombinovat. Vzorec
(14) dosadime do (15) za derivaci tlaku podle teploty

O _ ey (0T
oV S_ Cy 5% »

Tento vzorec mizeme dosadit do (11), obdrzime

OP\ _ (0P\ _ v (0PN (0T
v )e \oV ), cv \IT ), \oV ),

Soucin parcidlnich derivaci miizeme upravit

oP\ (9T _ (9P
or),\ov),  \oavV ),
Po dosazeni

8_P — 8_P _'_Cp—CV 8_P - 1+Cp—CV a_P ) a_P

av)s \oV ), cv \OV /), cy oV ), ey \OV ),
a konec¢né dostavame hledany vyraz. Pii pouziti Maxwellovych relaci je postup jedno-
dussi.

20. Ukazte platnost relace ¢, — ¢y = R mezi izobarickym a izochorickym specifickym
teplem jednoho molu idealniho plynu. Vnitini energie idealniho plynu nezavisi na jeho
objemu.

Reseni:

Tuto rovnici sta¢i spocitat z diive dokdzaného vzorce (14). Dosadime rovnici idealniho

plynu
B oP ovy . pV _pV
Cp_CV_T(aT)V(aT)p—TTT_ 7 =i

Pro 1 mol plynu je toto rovno pravé R, Mayerova relace je tedy dokazana.

21. Vypoctéte entropii idealniho plynu pii ¢, = konst., ¢y, = konst. Ukazte, ze 0() neni
uplny diferencial.

Reseni:
Vyjdeme ze vzorce (9), kam dosadime (10), mame

_ P
ds = T dT+(8T)V dv

17



Dosadime derivaci platnou pro idealni plyn

cy nk
= —dT'+ — dV
ds 7 dT + T d

Je zfejmé, Ze se jedné o uplny diferencial. Z prvni rovnice
oS o Cy
or), T

S(V,T)=cyIn(T)+C(V)

zderivujeme nyni podle objemu
95 _ (€)Y _nk
o), \ oV ), V

C(V)=nRIn(V)+ konst.

dostaneme

potom

Hledana entropie je rovna

S(T,V)=cyIn(T) +nRIn(V) + konst.

22. Ukazte platnost relace pV* = konst. ( & = ¢,/cy je adiabatickym exponentem) v

kvazistatickém adiabatickém procesu idealniho plynu. Spoctéte s za predpokladu, ze
3

Cy = iR

Reseni:
Vyjdeme ze spocitané entropie idealniho plynu, ktera je konstantni

S(T,V)=cyIn(T) 4+ nRIn(V) + konst. = const.
konst. schovame do const. a dale upravime

nR nR
In(T) + In (V cv) ~In (Tch) — konst.
z této rovnice .
TV v = konst.

Dosad’me nyni za teplotu ze stavové rovnice idealniho plynu

pV _ nr
—Vev = konst.
.y v ons

nR se muZze zahrnout do konst.

nR
va °v. = Kkonst.

18



Vyuzijeme Mayerovy relace

CP cV

pV - =pVev v — = pVE = konst.

Mame tedy dokazanou rovnici adiabaty pro idealni plyn. Je dobré zduraznit, ze to plati

skutecné jen pro idealni plyn a ne napi. pro van-der Waalsuv plyn.

23. Pro plyn bylo experimentalné zjisténo, Ze soucin tlaku a objemu je funkci pouze
teploty, pV = f(T) a ze vnitini energie zavisi také pouze na teploté. Jaky tvar ma

f(T)?
Reseni:

Vypocet funkce provedeme dosazenim stavové rovnice p = f(7")/V do

G§)4m T<g) (16)

F0) (052N T o)
77—T<3T>V—v(@?)v

f(T) = konst. - T (17)

po dosazeni

a integraci

24. U fotonového plynu je hustota energie pouze funkei teploty a tlak je dan vztahem
p = su(T), kde u(T) = E/V. Spoctéte

(a) Funkei u(7T),

(b) entropii,

(c) rovnici izotermy a adiabaty.

Reseni:

(a) Vypocet funkce u provedeme dosazenim stavové rovnice do

(3,1 (3),

jelikoz vime, ze E' = Vu(T), potom

1 . 10u(T)
u(T) + gu(T) = T§ 5T

(19)

jejiz ré€enim je
u(T) = konst. - T* (20)

(b) Entropie je rovna

_ dp
dS——dT+ (8T> dV
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ze zadani spocitame tepelnou kapacitu

oF

_(9F) _ 3
CV_(@T)V 4V konst. T’

potom pro dS dostaneme
4
dS = 4V konst. T? dT + 3 konst. 72 dV

Jedné se o uplny diferencial, takze jednoduchou integraci (resp. dvéma integracemi a
jednou derivaci) nam vyjde entropie rovna

S(T,V) = gV konst. 7% + konst 2. (21)

(c) Rovnici adiabaty ur¢ime snadno z posledné spo¢itaného vyrazu pro entropii, ta
totiz musi byt v pripadé kvazistatickych déju konstantni:

S(T,V) = konst.

z vyrazu miuzeme vSechny konstanty podélenim nebo odectenim zahrnout do konstanty
na pravé strané, potom
V - T3 = konst (22)

Rovnici izotermy zjistime ze stavové rovnice, ktera riika, ze pokud je teplota konstantni,
musi byt konstantni i tlak. Rovnice totiz nezavisi na objemu.

25. Ty¢ je zkroucena momentem sily M o thel . (a) DokaZte, Ze prvni véta termody-
namicka je v tomto pripadé ve tvaru:

dE = 6Q + M de. (23)

(b) Odvod’te z definice tepelné kapacity (a prvni véty termodynamické) vyjadieni ¢y,
a cyp.

c) Najdéte vztah mezi <8—M> a <8—M) .

( ) J O adiab 9 izoterm

ReZeni:

(a) Z vyjadieni prace ve tvaru
dW =F -dr = —F - (r x dyp), (24)

kde F je piusobici sila, dr je element posunu bodu a d¢ vektor otoceni o thel dy v
ose rotace. Ukazeme, ze dW = —(F x r) - dp, napf. pomoci vyjadieni pfes antisymet-
ricky tenzor €;;,. Element prace dWW vyjadiime pomoci zapisu pomoci antisymetrického
epsilon tenzoru

—F .- (rxdp)=—F - (cjjr-rj-dpg) = —¢cpij - Fi-rj-doy = —(F xr)-dp=M-dp
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dr F

Obréazek 3: Krouceni tyce.

kde jsme pouzili definici momentu sily M = —F x dg. Pii vhodné volbé souradnicové
soustavy: hlavni osa kartézské soustavy soutadnic splyva s osou symetrie tyce, potom
se skalarni soucin zjednodusi na soucin dvou skalarti a my prvni vétu termodynamickou
muzeme zapsat ve tvaru

dE =0Q + M dp (25)
(b) ¢, vyjadiime analogicky cy, pro ¢ = konst. mame 1 VT:

dE = 6Q

OE\  [(0Q\
(a—TL - (a—T)w = (26)

OF [ oE
0Q = (a—T)¢dT+ <%)T dp — M dy = c,dT + {<%)T—M] de

Dalsim tukolem je spocitat parcialni derivaci podle thlu za konstantni teploty. To se
provede analogicky s piedchozim pripadem, kdy jsme méli proménné tlaku a objemu.
Vime, ze 6Q /T je uplnym diferencialem, a tak po podéleni obou stran rovnice teplotou
vyuzijeme podminku nutnou pro uplny diferencial, potom

odkud

uhlu:

oF oM
— | —M=-T|— 2
(52), == (5r), &
dosadime do upravené 1VT
oM
5@ = CcpdT - T <8—T)<p dQD

zajima nés tepelnd kapacita, kterd je dana podilem Q) a diferencidlu teploty za kon-
stantni M, proto prepiSeme vSe v proménnych teploty a momentu sily; ¢leny s momen-
tem sily vypadnou, nebot’ je M konstantni

0Q | (OM (Op
(a_T)M A= T(@T)@<8T>M

21
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parcialni derivace na levé strané rovnice je definice ¢y, jelikoz rovnice plati pro libovolné

dT', mizeme psat
oM Op
cy=c,—T (—) (—) (28)
v aT o or )\,

(c) Nejprve musime vyjadiit néjakou parcialni derivaci pro adiabatické dé&je, tu ziskame
z 1VT, adiabatické (kvazistatické) d&je jsou za konstantni @), tj.

B oM B oM Op
o=t (Gr) s (5 ), (57),,

99\ G (T
) T \OM),

dosadime 28) za (3_T>gp a vyjadiime <6—£)ad.

(@)= (-2) @),

nyni vyuzijeme vzorce (odvozeného na zacatku)

(@)= (5),+ (o), (&).

a dosadime za posledni parcialni derivaci
(50),Gr), 0-2) (), - (52),+(50), 0-2) -2 (%)
Op )p \OT ), Cy oo ) op ) \O¢ ) Cyp co \ Op )

Hledany vzorec tedy je
(2) e (20) )
00 ) o, Co \OP )7

26. (a) 1 kg vody s teplotou 0°C je pfiveden do tepelného kontaktu s velkym rezer-
voarem s teplotou 100°C. Spoc¢téte zménu entropie vody, rezervoaru a celé soustavy po
ustaveni rovnovahy.

(b) Spoctéte zménu entropie celé soustavy, paklize voda byla nejprve v kontaktu s re-
zervoarem s teplotou 50° a poté s rezervoarem s teplotou 100°C.

(c) Jak zajistit, aby se pii ohfevu vody entropie soustavy nezménila?

Reseni:

potom
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(a) Pii vypoctu predpokladame, ze téleso je oproti vodé tak velké, ze se jeho teplota
zméni zanedbatelné. Zména entropie je potom rovna

. AQ N mcy (Tl — Tg) . Tl . -1
ASp = =~ = 7 = mey (1) =-11256 1 K
Ty o
asp= [ ar 2T ey (1, - o wr)
T

T.
::nwvcn-—jnln(iﬁ)::13usz~K—1

1

celkova zména entropie soustavy tedy je
AS = ASg + ASt = 1298896.4 J - K!

(b) Dosadime opét do piedchozich vzorci, avSak s rozdilnymi teplotami. P¥i prvnim
ohfevu dojde k nasledujici zméné entropie:

ASp = —649.9 J- K1 ASpy, = —562.8 J- K?

a téleso
ASp; =35300 J- K1 ASp, = 30211 J - K™*

(c) Uvazme, ze mame N+1 rezervoari. Nulty rezervoar je v tepelné rovnovaze s télesem.
Téleso budeme postupné prikladat k jednotlivym rezervoarim postupné podle zvySujici
se teploty, dokud se neohfeje na teplotu 75. Teplota rezervoaru se zvySuje vzdy o stejnou
teplotu, takze teplota ¢-tého rezervoaru je rovna

T

T(i) = ——

i— T, (30)

feknéme, ze ma nyni téleso teplotu 7'(7) a budeme ho ohiivat na teplotu 7'(i 4+ 1).
Zménu entropie rezervoaru spocitame analogicky k predchozimu ptikladu

T(i) —T(i+ 1)

ASR = mey TG+ 1) (31)
a téleso
AST = mey In % (32)
po dosazeni konkrétnich 7'(i) obdrzime, oznac¢me vyraz a = %
ASR = mcv,_—a (33)
a(i+1) =T,
a téleso
ASt = meyaln e :-DT; 2 (34)
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celkovou zménu entropie ziskdme souctem zmén entropii pres vSechny cykly

—a
ASR = E -
Sk = mcy i+ —T (35)
a téleso
a(i+1) =T,
AST = In —MM—= 36
T = mecya E n——— 7 (36)

i=1

Soucet logaritmi je jednoduchy, prostiedni ¢leny se odectou a zbydou pouze krajni

Cleny, tj.

a(N+1) -1
a—"T,

kone¢ny soucet harmonické rfady nelze spocitat analyticky, vime, ze sumu lze piiblizné

nahradit integralem a potom

ASt = meyaln (37)

N
—a 1
ASy = 2~ 4 S
R vaZ ali +1) — T /1 O Gr D - .
CL(N"—l)—TQ
CL—TQ

= —mcyaln

pro dostatecné vysokd N to plati presné. Je zfejmé, Ze to je pfesné opac¢na hodnota ke
zméné entropie télesa, soucet se tedy blizi nule se zvySujicim se NV, protoze se zpieshuje
aproximace sumace integraci provedena v poslednim kroku.

27. Ukazte, ze pro malé odchylky dp, dp od rovnovaznych hodnot hustoty py a tlaku pg
je mozné Siteni zvukovych vln popsat vlnovou rovnici

d%op 2 0%op
o 0z’
kde rychlost zvuku je dana vztahem ¢ = /(0p/0p),, predpokladame-li, ze déje jsou na-

tolik rychlé, ze nedochézi k vymeéné tepla mezi jednotlivymi elementy vzduchu. Ukazte,
7e rychlost zvuku muzZe byt spoctena také jako ¢ = \/kaq/po, kde adiabaticka kompresi-

(38)

bilita knq := =V ( aa{/’.) .q Spoctéte rychlost zvuku ve vzduchu za predpokladu, Ze vzduch
je tvofen pouze molekulami Ny a ze kK = ¢,/cy = 7/5.
ReSeni:

Vyjdeme z Eulerovy rovnice pro pohyb tekutin

piipad zjednodusime na 1 D , pfedpokladame, Ze se viny pohybuji po piimce a osu x
nasmérujeme ve sméru vektoru grupové rychlosti téchto vin, Eulerova rovnice potom

bude 5 9 5
v v Op
pa + pv% = "o (39)
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a rovnice kontinuity

dp , Olpv)

ot ozr

Néasledné budeme predpokladat, ze hustota se méni o malou hodnotu oproti jeji stiedni
hodnoté, coz zapiSeme jako

—0 (40)

dp
= op = — ) 41
p=po+op P0+<8p>ad. p (41)

na pravé strané rovnice predpokladame, ze je zvukové vinéni adiabaticky déj. Podobné
rozepiSeme rychlost v, u které miuzeme vhodné zvolit soufadnou soustavu tak, aby
v = 0, potom

v =dv (42)

prislusné rozvoje dosadime do jednotlivych rovnic, potom:
00 855;) +5p86v —l—,O 5U66v +5p5U86v —

v dp v 851} dp d%v _ _ O(po+dp) __ 9dp
Pogy T (ap) 0pgr + Poduyy <8p>ad vy = oz ow”

Vv rovnici zanedbame na levé strane druhy, tieti a ¢tvrty c¢len, protoze jsou vyrazné
mensi nez ¢len prvni, na pravé strané zbude pouze derivace fluktuace tlaku

dov 85p
pOE— or (43)

to samé dosadime do rovnice kontinuity

dp ddp 0 op d(épdv)
(%), o Mo *(w) or

treti ¢len opét zanedbame, protoze nasobek fluktuace je vyrazné nizsi nez prvni dva
cleny, pak
ap dop 0ov
L) Pl (44)
dp ot ox

rovnici (51) zderivujeme podle ¢asu, rovnici (52) zase podle soufadnice x , pravé strany
se rovnaji diky zaménnosti derivaci potom dostaneme

op 0?6 0?6v
it ~ = p— 45
<8p)ad. Po o8 Po 02 (45)
a nakonec po jednoduché tpravé dostaneme hledanou rovnici
0?6p , 0%0p
= 4
oz~ o2 (46)

Pro prepsani rychlosti zvuku pomoci adiabatické kompresibility parcidlni derivaci upra-

N R ORI NS
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zlomek prepiSeme jako

<<

m
>

protoze m = pV. Nakonec

\% 8p) Foad
c=——(2£) = [id 47
p (8‘/ ad. P ( )

Pro vypocet rychlosti zvuku vyuzijeme znalosti rovnice adiabaty idedlniho plynu

pV" IPM—V“ _ P yonst. =
e pr

odtud snadno urc¢ime derivaci

o K—1 K kT
(_p) —xk? = f-zKp—p_l =Rl = B
90 ) wa I I P p

kam jsme dosadili stavovou rovnici idealniho plynu p = pkgT'/u. Rychlost zvuku je

potom
| kgT
= [ _ 49367 m . 5 (48)
u

28. Idealni plyn se adiabaticky rozsifuje z objemu V; do vakua. Spoctéte rist entropie,
pokud plyn v kone¢ném stavu méa objem V5 a dokazte, Ze proces rozsifovani je nevratny.

ReSeni:
Nejprve vypiSu vzorce, které pii vypoc¢tu pouzijeme. Jejich odvozeni byste méli najit
v seSité. Prvni vzorec vyplyva z prvni véty termodynamické

OEN (0 _
o), “\or), 7

dalsim dulezitym vzorcem je vyjadieni entropie (resp. uplného diferencidlu) z prvni
véty termodynamické

_ )
ds = T dT+(8T)V dV

Energie je stavova velic¢ina. Proto je jeji zména dana jen poc¢atecnimi a koncovymi pod-
minkami bez ohledu na mezistavy, kterymi plyn proSel. Proto zménu energie mizeme
zapsat ve tvaru

_ (OFE OF B dp
AE = <8—T)VAT+ (W)TAV = cy AT + [T (0—T>V p} AV

Jelikoz se jedné o izolovanou soustavu, musi byt celkové energie konstantni, tedy AFE =
0. Odtud snadno zjistime, ze

1 op
o lorGr) o
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Entropie je rovnéz stavova veli¢ina, proto muzze ze stejnych duvodu napsat

a5 a5 cy OP
AS= (22 AT+ (22} av=2ar+ (L) A
8 (aT)V *(aV)T =7 *(aT)v v

kam dosadime za AT a dostaneme

_P
AS = TAV

29. Van der Waalsova stavovi rovnice pro 1 mol plynu mé tvar
a
(v + W) (V —b) = RT (49)

kde a, b jsou konstanty. Pro dané¢ T muze mit kfivka dva extrémy dané rovnici

dp B
(ﬁﬁT—O

V kritickém bodé urc¢eném parametry 7., p. a V. navic plati

2
(avs), ="
T

Spoctéte hodnoty T, p. a V.. Zapiste stavovou rovnici pomoci proménnych 77 = T/T.,
p, :p/pc aV = V/‘/c

ReZeni:
Nejprve spocitame prvni a druhou derivaci tlaku podle objemu za konstantni teploty:

dp B RT 2a
(o), = o0

o?pP 2RT 6a
- ) 51
Z obou rovnic vyjadiime vyraz %, tedy
Ba 2
Vi V3V —b)

odtud vychézi kriticky objem V. = 3b. Dosazenim do (40) ziskdme hodnotu kritické

teploty, ktera je rovna
8a

T =
¢~ 27Rb
a kriticky objem a kritickou teplotu dosadime do stavové rovnice, odkud nam pro
kriticky tlak vyjde

a

P = 5712
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Do stavové rovnice sta¢i dostadit T'=T" - T, apod.

. 8T 3

p:V’—l_W (52)

30. Urcete:

(a) vnitini energii a entropii van der Waalsova plynu,

(b) préaci van der Waalsova plynu pii vratné izotermické expanzi,

(c) zménu teploty van der Waalsova plynu pii adiabatické expanzi do vakua.

Reseni:

(a) Vnitini energii spo¢itame dosazenim do vzorce

dp

odtud snadno zjistime, ze
a
E=c/T-— % + konst.

Entropii ur¢ime ze vzorce

. 8]9 . Cy R
dS—TdeL(&T) dV = ?deLde
Potom
S =cyIn(T)+ RIn(V —b) + konst.
(b) Praci uré¢ime dosazenim stavové rovnice do
v v RT  a
W= de(T,V):/ v <___) _
Vi Vi V—-b V2
a V2 Vo —b 1 1
RT'In(V -b)+ —=| =Rl — — —
"V b+ = %—KF<% m)

(¢) Vyjdeme pro rovnici entropie, zména entropie samotného plynu zavisi jen na
pocatecnim a kone¢ném stavu, proto muzeme napsat:

- Op
AS = UAT + ( aT> AV (53)

jelikoz pocitame adiabaticky déj, je AS = 0 a po dosazeni ze stavové rovnice:

Cy R
:—AT —A 4
AV (54)
odtud T R
AT=—-—_"" A
va—b V (55)



31. Jouleiv-Thomsoniiv koeficient je definovian pomoci parametru

or
A=— | —
(8]9)1{

AdH =T dS+V dp

(a) Ukazte, ze

a
v
A=—(1-Ta
Cp ( p)
Q= & (g—;)p je koeficientem izobarické roztaznosti.

(b) Ukazte, ze
T(5)y +V (5%)r
B
Co- (5%)7
(c) Oveéite, ze A = 0 pro klasicky idealni plyn.
(d) Ukazte, ze pro van der Waalsiv plyn plati
bp + 3;“6 — 27“
(= + %}lg ) Cp
(e) Vyjadiete rovnici inverzni k¥ivky, ktera v p—V diagramu piedstavuje rozhrani mezi
oblasti A > 0 a A < 0 pro pripad van der Waalsova plynu.

A=

=

ReSeni:
(a) Jelikoz je H = H(S,p), je logické, ze Legendrovou transformaci dostaneme dH =
T dS + V dp. Z tohoto vzorce také vime, ze

() -+ (),

Zacneme upravovat vyraz pro A, do kterého dosadime zadané «, a
oS
- (fﬁ)
zaCneme upravovat postupné pravou stranu vyrazu, pouzijeme identity pro parcialni
derivace, které zname
1(1%) v YTV (Y (oY oy
C, P (—g) V T oS » oS » oT » B
0H _T 8T 8_V B
8p S oS » ar » B
(o3 (v
op )y oS
(%) ( ) ( T) (%)
il il -\
H dp )y
29
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(b) Postup je stejny, jako v piedchozim piipadé: rozepiSeme si pravou stranu a
postupné upravujeme parcialni derivace:

T +V &) _ TG +V Gy _

- (3%)r T (52), (50)r
.5, (5) £ (2). () ().
(2) ()5 (5) -

0

(), (&), (), (3s), -
(@), (), (@), (5).- @), (), -~ (@), =

(c) pro idealni plyn zname stavovou rovnici pV = nRT. VyuZijeme proto vyraz
pro A z predchoziho podukolu. Pokud mé byt A nulové, bude bud’ ¢itatel nulovy, nebo
jmenovatel jdouci k nekone¢nu. Podivejme se nejprve na citatel:

op op nR nRT nRT nRT
T = Vi—=) =T—-V — _ 0=\
<8T>V+ <8V)T Vv V2 Vv Vv

(d) Nejprve do pozadovaného tvaru upravime jmenovatel:

dp B RT B
o <W>T‘CP' [(V—b)?—%} -

L [RT _2a(V-b))__, 1 [RT _2a  2ab
V—b ve | TV—b|V—b V2 V3

c 1 a n 2ab
v\ v s
Analogicky upravime citatel

RT B V ( i+2ab): 1 RT—V(p—i+2ab)]:

Gy

Voo v \X v Y3 T vy ve s
1 a a 2ab 1 3ab 2a
m{(“w) W‘“‘?’”*W‘W} —m(‘b ‘W+7) =
N P
Voo\"T VIV

Ve zlomku se podéli faktory —1/(V —b), a ziskame tak hledany vzorec.
(e) Z podminky, ze ¢itatel musi byt roven nule spo¢itame rovnici

P:a(%—%) (57)
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32. Ukazte, ze termicky koeficient roztaznosti

_ 1oV
“=v\er),

08 oV
(a—p); B (a—T)p— Ve

Prvni rovnost je Maxwellova relace vyplyvajici z Gibbsova potencidlu. Rozsitime-li
prostiedni vyraz o objem, vypadne vyraz pro a a dostaneme hledanou pravou stranu.

splituje relaci

Reseni:

33. Ukazte, Ze specifické teplo pfi konstantnim tlaku, c,, a pfi konstantnim objemu,
cy, spliuji vztah

c—c—T@ O_V__TO_S 8—5
v \er) \or ), ov ). \ap/),

Levé a prostiedni strana jsou odvozeny jiz diive, viz (14). Jednotlivé parcialni derivace
je mozné prepsat pomoci Maxwellovych relaci na pravou stranu.

Reseni:

34. Volnd energie systému F(V,T) = —3- const -VT™*. Urlete jeho tlak, vnitini energii,
entropii, entalpii a Gibbsuv potencial.

Reseni:

e tlak: z rovnice pro volnou energii

dF = -8 dT — p dV

p=— (g—‘};)T = % const. T

e entropie: analogicky k predchozimu bodu:

_ (OoF\ 4 \
S = (8T)V_3 const. VT

e vnitini energii spocitdme z volné energie snadno:

snadno zjistime, ze

E—=F4+TS= konst. VIt = <§)3 %5
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e pro entalpii plati:
4
H = E+ PV = 2 konst. VTt

pokud chceme vyjadiit pomoci tlaku a entropie, tak z entropie vyjadiime V konst. T3

a z tlaku 7', potom
3\ 1
H={2) Spi
(5) s

e Gibbsiiv potencial mizeme vyjadrit jako

1
G=F+PV=F+ gkonst.VT?’ =0

35. Spocitejte uc¢innost Carnota cyklu (1. izotermicka expanze, To = konst, 2. adiaba-
tickd expanze, S = konst, 3. izotermickd komprese, T} = konst, 4. adiabaticka komprese,
S = konst) pro idealni plyn pomoci jeho stavové rovnice.

ReZeni:

Nejprve zapiseme praci a teplo vykonané pfi jednotlivych procesech:
(a) Izotermicka expanze (p1, V1) — (po, V2) :

v
W, = nRT}; In Vj

vz
Q1 = nRT}In Vj

(b) adiabatickd expanze (pq, V2) — (ps3, V) :

(Vi -1 psls Vis\"'| _ nRT, i\
= K = 1 — — = 1 — —
Wy = p3V3 1_x 1—k (‘/2) 1—«& (‘/2)
Q2=0
(¢) Izotermicka komprese (p3, V3) — (p4, Va) :
W3 =nR1, ln%
Vi
Qs = nRTy1n Vi
(d) adiabaticka komprese (py, Vi) — (p1, V1) :
(V'll—/i _ ‘/le—n) B pl‘/l nRT1

Wy =pi V)"

11—k 11—k




Qs=0

(59)

nejvyhodnéjsi bude co nejvice veli¢in vyjadiit pres teplotu, pro adiabaticky déj plati

TV*=1 tj. pro adiabatickou expanzi

Tl‘/gK_l — T2‘/3K—1
T2‘/;1K—1 _ Tl‘/lK—l

g_ E n—l_ E rk—1
T,  \Va RN

potom jednotlivé prace pii adiabatickych déjech muzeme prepsat jako

Wy = nhity (1 — E)

potom dostaneme

11—k T2

: RT; T:
niiy 2

Wy = 1-22

! 1—&( ﬂ)

prace pri izotermické kompresi

W3 = nRT1 ll’l% = Q3

2

ucinnost stroje potom je rovna

o nRT I 4 850 (1 L) 4 nRTyIn ¥ 4 2EL (1

11—k 11—k
T nRTy In 2
T2 nk Tl T2
—1- 2 T(1-2) 41 (1-22
T1+1—K[2( T2)+ 1< Tl):|
T R T
1 -2+ " T4 Ty =1- 22

T1 1—«x

36. Vypoctéte ucinnost nasledujicitho cyklu idealniho plynu. Mize tento proces byt

vedeny vratné?

1. izotermické expanze Ty = konst
2. izochorické ochlazeni V5 = konst
3. izotermicka komprese 77 = konst
4. izochorické ohrivani V; = konst.

Reseni:

Prace a teplo vykonané v jednotlivych procesech:
(a) izotermicka expanze (p1, V1) — (p2, V2)

Va
nRT, Va
Wy = dv =nRIlIn—= =
' A; vy, O
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(b) izochorické ochlazeni (pa, Vo) — (ps, V2)
Qo= —cyn(Ty —Th) ,Wo =0 (65)
(¢) izotermicka komprese (ps, V2) — (p4, V1)

Vi
W3 = —nRT; In 72 =Q; (66)
1

(d) izochorické ohtati (ps, V1) — (p1, V1)

Qi=cyn(Ty —Th), Wy =0 (67)
Celkova prace je potom rovna

Va
W =nRln—= (Tg - Tl) (68)

Vi

a dodané teplo Q) = Q)1 + @4, potom je Gcinnost rovna
nRIn % (T2 — Tl) T2 — Tl
n= B = v < TlCarnot (69)
nRT2 lnvl :Q1+Cvn(T2—T1) Tg‘l' WRIn 72 (Tg —Tl)
Vi

37. Urcete ucinkovy koeficient (idealizovaného) Ottova motoru, ktery pracuje s ideal-
nim plynem o specifickém teple ¢y = gR/mol pii kompresnim poméru 10:1.

. adiabaticka komprese,

. izochorické ohfivani (=spaleni paliva),

. adiabaticka expanze (vykonani prace),

. ochlazeni (=vyfuk horkého plynu, novy, studeny plyn je nasaty).

= W N =

Reseni:
Prace a teplo vykonané v jednotlivych procesech:
(a) Adiabaticka komprese (p1, V) — (p2, V2)

_nRTl
11—k

TLRTl

W
! 11—k

(‘/*21—/@ _ V'll—n) _ (61—/@ o 1) (70)

kde upravime vyraz s s

Wy = 71HRT1 (61_” — 1) =

Cp
cv

ncy RTY
Cp — Cy

(""" =1)=—neyTy (e =1)  (71)

Vyuzili jsme zde znalosti Mayerovy relace pro idealni plyn.
Q1=0 (72)
(b) Izochorické ohfati (p2, Vo) — (ps3, V2)

W2 = 0, Qg = Nncy (T3 — TQ) (73)
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(c) Adiabatickd expanze (ps, Va) — (p4, V1)

W3 = 7nRT1 (El_’i — 1) = —chT4 (1 — El_’i)

Cp

cy

(d) Izochorické ochlazeni (ps, V1) — (p1, V1)

Wy =0,Q4 =ncy (Ty —Ty)

Ucinnost potom muzeme napsat ve tvaru

—TLCVTl (51_H — ].) — nch4 (]_ — 81_5) _ T4 — Tl (51 K 1)
ney (T3 - T2) T3 — 1T,

(74)

(75)

(76)

Vyuzijeme nyni rovnici adiabaty ve tvaru TV*~! = konst., coz zapiSeme pro oba adia-

batické déje
Tl‘/l -1 — T2‘/2n—1’ Tg‘/;—l — T4‘/1/i—1

Ve rk—1
=T, (72) = Tpe"?
1

V k—1
T, = T; (72) = Tyt 1
1

odkud dostaneme

dosadime do rovnice pro ac¢innost, dostaneme

Tg{:‘ﬁ_l — TQER_l

1-k rk—1
— 1) =1-—
1 n-n  © ) ©
Pro zadané e = %0 a k= Rj% = % vyjde n = 0.6.

38. Dieseliv cykl se sklada z téchto c¢asti:

1. adiabatické komprese atmosférického vzduchu,

2. spaleni vstiiknuté smeési a izobarické expanze,

3. adiabatické expanze

4. a izochorického ochlazeni.

Urcete uc¢innost cyklu v zavislosti na kompresnim poméru pro idealni plyn.

Reseni:

Prace a teplo vykonané v jednotlivych procesech:
(a) Adiabaticka komprese

W1 = —chT1

1-k
(%) —1] = —Nncy (TQ—Tl),Ql =0

kde jsme vyuzili rovnice adiabaty

Tl ‘/1/4—1 — T2V*2n—1
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(b) Izobaricka expanze

V-
Wa =pa (Vs = Vo) = pu Vs <73 — 1) (82)
2
za pouziti rovnice pro izobaru % = % a stavové rovnice pro idealni plyn muzeme
praci prepsat pomoci teploty na
13
nRTg — —1) =nR (Tg — Tg) (83)
T
a teplo
Q2 = nc, (13 — Tz) (84)

(c) Adiabatickd expanze

Q3 =0,W5 = —ncyTs

‘/1 11—k
73 —1| = —ncy (T4 — Tg) (85)
(d) Izochorické ochlazeni

W4 = 0, Q4 = Nncy (Tl — T4) (86)
Ucinnost pak spocitame klasicky

n= —ncy (T2 — Tl) — Ncy (T4 — Tg) + nR (Tg — Tg) (87)
TLCp (T3 — Tg)

pii pouziti Mayerova vzorce dosadime za R

n:Cv(Tl—Tg—l—Tg—T4—T+T2)+CP(T3—T2) :1_Cv(T4—T1)
Cp (T3 —Tg) Cp (Tg —Tg)

(88)

Ucinnost lze jesté prepsat pomoci kompresnich poméri. Piipomenme si z rovnic adia-
baty a rovnice izobary

‘/—2 k—1 V}, V}, k—1 V}, k—1 VE’,
T = —= T5,T5 = =TTy, = — Ty = — —T: 89
1 (‘/—1) 2,43 ‘/2 2,14 <‘/1 3 ‘/1 ‘/2 2 ( )
Dosadime za teploty v rovnici pro t¢innost
r—1 k—1
V- V- |% K K
S <7‘:’) vZTZ — <7§) 15 . V% (Vg = V) —Vl"”}*l (90)
K (%TQ — Tg) VLQK (‘/3 - ‘/é)

Vyrazy Viz se pokrati. Z citatele jests vytkneme VX a ze jmenovatele v zavorce Vs,

potom
(2) -
5 (91)




Ozna¢me nyni p = % ac= %, potom

11 pf—1

—1—=
" kel p—1

(92)

39. Jaka je celkova zména entropie, kdyz smichame 2 kg vody o teploté 363 K adiaba-
ticky a pii konstantnim tlaku s 3 kg vody o teploté 283 K? (¢, = 4184 J/Kkg)

Reseni:

Nejprve bude nutné spocitat vyslednou teplotu, tu ozna¢me 7T'. Prvni téleso musi ode-
vzdat teplo @), které to druhé téleso piijme, tedy

micp (Tl — T) = MaCp (T — Tg)

odtud
m1T1 + m2T2

my + Mo

T —

Zmeéna entropie jednoho télesa je rovna

1 T 1 my + mz%
AS; = [ dQ= = myc dT— = myc, In ———
1 / QT 1 p/Tl T 1¢p my + ma
analogicky spoc¢itame zménu entropie druhého télesa
ASy = mac,In M = mayc, In Mt M + mac, In 22
mlT—;—l—mg m1+m2T—f T
Soucet je pak roven
T
mi + sz—2 Tg
AS = AS; +ASy = (m; —ms) ¢, In ———L + myc, In — 93
1 h = (M 2) Cp — 2Cp T (93)

40. Chladnicka muze za hodinu preménit 10 litri vody o 0°C v led o téze teploté. K
tomu se musi odevzdat skupenské teplo @@ = 800kcal(= 800 x 1,163Wh) do vzduchu
(27,3°C). Jaky nejmensi piikon musi chladnicka mit?

Reseni:

Predpokladejme, Ze se jedna o Carnotiv cyklus, jehoz G¢innost je rovna

n=1-— (94)

kde T je teplota v chladnic¢ce a Ts je teplota okoli. Ozna¢me (), teplo, které je nutné
odebrat z chladnicky, W praci, kterou pfi tom pracovni stroj vykona a ()5 teplo, které
piejde do vnéjsiho prostiedi, zfejmé je toto teplo rovno

Q=W+ Qs (95)
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Zaroven vime, ze zakladni definice uc¢innosti tepelného stroje je

W W
1= = o (96)
Q2 W+Q
odkud muzeme snadno spocitat hledanou praci
1—n T 1
T
(1 je rovno veli¢iné @) ze zadani, po vycisleni dostaneme
W =93 W-h (98)
odkud je zfejmé, ze prikon musi byt roven Fy = 93 W.
41. Dokazte, ze pro T — 0 neexistuje systém popsatelny pV = const -T.
ReSeni:
Tlak systému mizeme zapsat jako
T
= konst. — 99
P st. (99)

kde T" a V jsou nezavislé proménné. V téchto proménnych se vyjadifuje také volna
energie

dF =—SdT —p dV (100)

Podle treti véty termodynamické plati, ze limp_o+ = 0 nezévisle na tlaku, objemu,
hustoté, apod. Proto musi také platit, ze

0S
(or), o
Z volné energie zjistime, ze

oS\ _ (Op _ konst.
(ov),= (o), =7 = e

coz je spor se treti vétou termodynamickou.

42. Uzavieny systém se sklada ze dvou jednoduchych podsystémi, které jsou oddélené
pohyblivou sténou, kterd umoziuje
(a) jen vyménu tepla,
(b) jak vyménu tepla, tak vyménu hmoty,
(c) ani vyménu tepla, ani vyménu hmoty.
Jaké jsou odpovidajici podminky rovnovahy?

Reseni:
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Podsoustavy muzeme popisovat zménou jednotlivych fyzikalnich veli¢in. Jelikoz pod-
soustavy tvori systém izolovany vici okoli, takze celkovi energie se neméni, tj.

dE =dE; +dE; =0, (103)
odkud ziejmé plati dE; = —dF,. V rovnovaze dosahuje entropie maxima,
dS =dS; +dS; =0. (104)
Celkovy objem je konstantni
dV =dV; +dV, =0, (105)
a pro zmeénu objemu
dVy = —dVs. (106)

(a) Pro celkovou zménu entropie miizeme napsat

dS—O——dE1+ dV1+TdE2+ L av, (107)
1

kam dosadime rovnice napsané pro zménu objemu a energie

1 1
0= L dE dV——dE 1dvz — — —|dE 22 qy; (108
T, 1+ 1 2 — T 2 (T1 T2) 1+<T1 T2) 1 (108)

aby byl vyraz roven nule, musi byt rovny jednotlivé zavorky. Z prvni zavorky vyplyva
rovnost teplot, ze druhé zavorky rovnost tlaki.
(b) zde plati stejné podminky jako v predchozim bodu, navic také podminka pro pocet

castic dN; = —dNs, analogickym vypoctem dospéjeme k rovnici
(Ao e (o2 qv g (B2 g, (109)
T1 T2 Tl T2 T2 Tl

odkud navic vyplyne rovnost chemickych potenciali.
(c) V tomto piipadé plati, ze dS; = dSy = 0, rovnéz pro teplo i pocet ¢astic, pouze pro
zménu objemu mizeme stale napsat dV; = —dV,. RozepiSeme zménu vnitini energie

dE(S, V) =p1 dVi +py dVo = (p1 — p2) AV} (110)

odkud vyplyva, ze pouze tlaky se musi rovnat.

43. Dvé stejnad mnozstvi idedlntho plynu se stejnou teplotou 7' a ruznymi tlaky pi, p2
jsou od sebe oddélena prepazkou. Urcete zménu entropie nasledkem smiseni obou plynii.

Reseni:

Entropie idedlniho plynu je dana vztahem

S=ncyInT +nRInV — Rnlnn (111)
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Entropie oddélenych plynu je dana
Si=n(cyInT+ RInVy) — Rnlnn, Sy =n(cy InT + RInV,) — Rnlnn (112)
entropie po smiSeni plynu je rovna
Sio =2n[cy InT + Rln (V; + V32)] — 2RnIn(2n) (113)
rozdil téchto entropii je potom roven

AS=851—5 -5 =nR2In (Vi + V) —In(V;-V3)] —2nRIn2

2 P22
=nR {2111 (nRT + nRT) —In <n T )] —2nR1In?2

b1 D2 D1P2
2 2
=nRln Ll +p2) — Rnln4 =nRIn 7(])1 - p2)
P12 4p1ps

44. Urcete maximalni praci, kterou lze ziskat pii slouceni stejnych mnozstvi téhoz
idealniho plynu se stejnou teplotou 7j (a riznymi objemy popf. tlaky).

Reseni:

Entropie plynu pied smiSenim je rovna

Si=n(cyInTy+ RInVy) — Rnlnn,Ss =n(cyInTy + RInVs) — Rnlnn (114)
po smiSeni plynii je entropie
Sio=2n[cy InT + Rln (V; + V3)] — 2RnIn(2n) (115)
Urcéime nejprve soucet entropii pred smiSenim
S1+ Sy =2ncy InTy +nRIn (V) - Va) —2nRInn (116)

Opét spocitame rozdil entropii, aby byla prace maximalni, musi byt zména entropie
nulovd, odsud ziskdim epodminku

T :
2cy In — :R].HL‘%_‘_QR].HQ (117)

1o (V1 +V3)

slou¢enim lagaritmui na pravé strané a odlogaritmovanim obdrzime

&) -l )

odkud spocitame vyslednou teplotu

R P
. 2Cy 2
ron [ M ] [ ]

5 (119)
Vi+ W) Vi+ V)
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Maximéalni prace je pak rovna

AW =2ney (Ty — T) (120)

45. Molarni objem vody v® = 18 cm®/mol, molarni objem ledu je o 9.1% vétsi
(pif tlaku 10° Pa ), molarni hmotnost vody je 18 g/mol. Latentni teplo tani ledu je
330 kJ/kg. Spoc¢téte zménu bodu tani pii zméné tlaku.

Reseni:

Vyuzijeme Clausiovu-Capperiovu rovnici

dTm  TAw (121)
dp q
staci dosadit zadané veliciny do pravé strany. Rozdil molarnich objemiu
Av=v® —9M =0091-18-10°=1.64-10"° m~> - mol™* (122)
latentni teplo je rovno
¢ = ml = 3300000 J - mol~' - 0.018 mol = 5900 J - mol " (123)
Po dosazeni do CC rovnice
dT
— =75-10%K-Pa™" 124
o a (124)

46. Pri zméné magnetizace M o dM vykoné systém praci dW = —H dM, kde H je
intenzita magnetického pole. (Jde o préaci vykonanou jednotkovym objemem; objem
V' = konst. = 1.) Urcete rozdil tepelnych kapacit ¢y — ¢ pii konstantnim poli H a
pii konstantni magnetizaci.

ResSeni:
Prvni véta termodynamicka je ve tvaru

dE =6Q +H-dM (125)

podle podminky konstantniho pole H a M miuzeme zvolit soufadnicovou soustavu tak,
ze skalarni soucin prepiseme jako H - dM. Mizeme nyni postupovat analogicky jako v
pripadé s objemem a tlakem: pro cp; plati pro M = konst.:

dE = 6Q

(3),- (),
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pro vypocet cy vyjadiime z 1 VT ¢len 6Q) a piepiSeme dE = dE(T, M)

OE oFE OH

pfevedeme do proménnych teploty a intenzity magnetického pole

iQ B OH oM
(a1), o7 (5r),, (5r ),

odkud zfejmé plati, ze

0Q o OH oM
(52),=en=eu-7(57),, (57), 120
potom hledany vysledek je ve tvaru
OH oM
_ —_7(Z= -
ew—en =1 () (57), (128)

47. Urcete rovnici adiabaty izotropniho magnetika.
ReZeni:
z predchoziho piikladu muzeme z d¢) snadno urcit d.S

_ Mo (0H
dS_TdT (8T>MdM

za derivaci u dM dosadime vysledek cy — ¢y, a dT' = dT(M, H), potom
Cyrr oT oT Cyg — Cpm oT
ds=M () am+ (& H| - M=
#|(oar), o+ (m), o] -2 (), =0

po upravé
ar orT

1 (o
Cr 8TM

a dostaneme (pouzijeme vzorec pro vztah mezi parcialnimi derivacemi)

v zavéru vynasobime

Cy oM
HoAM - (= =
- d (8H)T dH =0 (129)
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48. Ukazte, ze plati

e _ Xt
C™m B Xs’
kde
oM
(i),
a
_(OM
= (Gir),
Reseni:

Ve vyrazu odvozeném v piedchozim piikladu
M
CH M — oM dH =0
Cr OH T
prepiseme dH = dH (M, S), potom

C_HdM_(a_M) (8_H) AM = E av — X am=o
cum OH ), \OM 4 Cum Xs

odtud ziejmé plati
en _ Xt

130
Cym Xs ( )

49. Gama funkce je definovana integralem

o0

['(n) = / dt exp(—t)t" .

0

1. Dokazte vztah
I'(n+1) =nl'(n),

2. spocitejte I'(n), n € N,

3. spocitejte

1
F<n+§),n€N.

Nejprve dokazeme 1, nebot tento vzorec pouzijeme i v nasledujicich bodech. Zapisme
tedy z definice vztah pro I'(n + 1) a upravme tento vyraz pomoci per partes

Reseni:

Fn+1)= / dt exp(—t)t" = —t" exp(—t)|,° +n/ dt t" ' exp(—t) = nl'(n).
0 0 0
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V ¢&asti 2 nejprve uréime I'(1):

/ dt exp(—t) = —exp(—t)|;” = L.
0

Vyuzijeme nyni vzorce z 1 pro vypocet hodnot gama funkci pro dalsi prirozena ¢isla
re)=ra+1)=1-1(1) =1,

ra)y=2-12)=1-2,
'4)=3-I'3)=1-2-3=6,
['G)=4-T4)=1-2-3-4=24,
muzeme tedy urcit vzorec pro obecné n:
F(n-]—l):n(n_l) ..... 3-2.1=nl

Analogicky spoc¢itame 3: nejprve I'(1/2):

1 o [o¢]
r <§> /dtexp 73 = 2/ dsexp (—s*) = /T,
0 0

kde jsme v poslednim integralu provedli substituci t = s2. Nyni budeme poéitat hodnoty
gama funkce pro dalsi n:

()-r (i) 0) b

2 2 2 2 2 8
9 7 7 1 3 5 7 105
rf2)==r(lf)=2.2.2.°1 e
(2) 2 (2) 37375 VT gV
obecné pro n
1 n—1 n—3 75 31 (n—1)!
r S L A gy
<n+2) 2 2 A AEAE A A T L

50. S pomoci Gama funkce spoéitejte piiblizné vyjadieni In(n!) pro velké hodnoty n
(Stirlingtiv vzorec).

Reseni:
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Z predchoziho ptikladu vime, ze I'(n + 1) = n!. Tohoto faktu p¥i vypoctu vyuzijeme.
Zapisme tedy Gama funkci a argument vhodné upravme

Fn+1) /dtexp
0

0\8

dt exp(—t) - exp[nIn(t / dt exp[nIn(t) —t].
0

Provedeme substituci t =n + x

70 dt exp[nIn(t) —t] = 70 dz exp[nIn(n + ) — n — ]
[ at esp it — 0= 2] —exfonte) ) [ at s ().

Jelikoz je Gaussova funkce nenulova jen na urc¢itém intervalu, jehoz Sitka je vS8ak mno-
hem mensi nez n, mizeme spodni hranici integralu poslat do —oo. Potom méame Gaus-
sovu funkci, kterou dokdzeme integrovat

explnIn(n) — n] 70 dt exp (-%) = +/Oodt exp (—%) = V2mnexp[nin(n) — n).

—n —00

51. Atom vodiku se nachézi v hladiné n = 3. Za predpokladu, ze obsazeni energiovych
hladin je dano mikrokanonickym rozdélenim, spoctéte pravdépodobnost toho, ze se
atom nachézi ve stavech se stejnym vedlejsim kvantovym ¢islem /.

Reseni:

Nejprve je nutné urcit pocet moznych stavi pro kazdy kvantovy stav popsany [. Pro
n = 3 jsou mozné kvantova ¢isla | = {0, 1, 2}. Kazdy stav s vedlejsim kvantovym ¢islem
[ je jesté rozdélen podle magnetickych kvantovych ¢isel, a to m = {—-l, -l +1,...,1 —
1,1}. Kazdy takovy stav je jesté rozdélen podle spinového kvantového ¢isla s = +1/2.
Nyni spoc¢itame pocet vSech moznych stavi pro jednotlivé stavy s danym [:

o [ =0:m={0}, s={£1/2}, a tedy jsou mozné dva stavy,

o |=1m={-1,0,+1}, s = {£1/2}, Sest moznych stavi,

e [=2:m={-2,—-1,0,+1,4+2}, s = {£1/2}, deset moznych stavi.
Pravdépodobnost spoc¢itdme snadno pomoci vzorce

_ # stavy s kvanvovym dislem [ = 4

# vSechny mozné stavy
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odtud snadno zjistime, ze

52. Entropie pro izolovanou soustavu je dana vztahem S = kgInI', kde I' je pocet
mikrostavii. Pro uzavienou soustavu S = —kp ) w,lnw,. Ukazite, ze oba vztahy
nejsou v rozporu.

Reseni:

Soustava je rozdélena na A (téleso) a A’ (termostat). Energie izolované soustavy je
souctem energii téchto dvou soustav, jejichZ energie je rovna Fy = E + E’ = konst.
Spocitejme nyni entropii v jednotlivych piipadech. V izolované soustavé A kazdému
stavu n prislusi I'(Fy — E,) stavi soustavy A’. Tento vyraz muZzeme upravit, vezméme

logaritmus z poc¢tu stavi, ktery rozvineme podle Taylorova vzorce do prvniho radu
podle E,

E
]{ZB IH[F(EO—ETL)] ~ ]fB In F(Eo)—a%k]g In F(E)En = ]{ZB In F(EO)_g—ZEn = ]{ZB In F(E())——n,
(131)
po odlagaritmovani a vydéleni kg v tomto vztahu dostaneme
E,
[(Ey — E,) =~ T'(Ey) exp (_l{: ) . (132)
B

Celkova entropie izolované soustavy je potom rovna

So = kgln [; ['(Ey) exp (—ki" )

kgT

(133)

V pripadé uzaviené soustavy je nutné secist entropii v obou podsoustavach
So=85+9 = —kBanlnwn +kgInT'(Ey — E) =
1 En En 8kB In F(E())
—k — — —InZ — kgInl'(Ey) — —————F =
B;ZQXP( k:BT)( . kBT)+ s InT(Eo) F,
1 1 E, E E E
kpn Z + — Xn: XD <—kBT) Btk InD(Ey) = = = ko In Z o= + kg InT(Ey) — = =

]{?B In F(EQ) + ]{?B InZ. (134)

V obou ptipadech je entropie zadana stejnym vyrazem.

53. Ukazte, ze tepelna kapacita cy je dana fluktuaci energie, tj.

1
N T T?

(AE?).
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Reseni:

Stiedni energie soustavy je rovna
E=) w,E,,
n

pro V' = konst. se E, neméni, potom miuzeme pro tepelnou kapacitu psat

OF owy,
W—Gih—§ﬂ(ﬁ0¢

Pravdépodobnost obsazeni daného stavu je rovna

F-E,
Wp = €XpP kT )

odkud snadno ziskame derivaci podle teploty

ow, o (F—E, F-E,\ T(%),—F+E, F—E,
= — exp = exp .
or ), 9T \ ksT ), ksT kT2 ksT

Nyni vyuzijeme znalosti z termodynamiky, odkud zname definici volné energie

F=E-TS,dF = —pdV — SdT,

OF
(57), =~

E=F+TS,

potom

coz dosadime do vztahu pro derivaci w, podle teploty

Ow,, E,~E (F-E,\ E,—E
= ——— X = 7“)71.
ar ), ksT? P\ kel kT2

Tepelna kapacita je potom ve tvaru

E,—E 1 1

odtud dostavame hledany vztah

1
C g
VT kpT2

(AE?).
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54. Spoctéte termodynamické vlastnosti systému N rozlisitelnych klasickych harmo-
nickych oscilatoru s frekvenci w.

Reseni:

Energie soustavy harmonickych oscilatori je rovna
N 21
E _ Fn - 2 2 . ]_
Z <2m + 5w qn) (135)
Spocitame nejprve statistickou sumu
N
1 P2 mw?q?
PN oo @ T PTOP [ ; (2kaT T T
N
1 P mw?q?
W Jon © P geXp (kaBT+ kT
N
1 P2 mw?q?
il dp,, - dg, - n no) —
N g /R P Cln - XD (ka;BT T ST
~ N
1 /oo 1 p2 N / . mw2q2
N . ex ex ==
W), PP ok TP\ ST
0
1 ksl (20keT\Y  (ksT\"
— OmnknT T - = =|— . (136
hN<\/mB7T mw2> (hw) <hw) (136)

Volnou energii spoc¢itdme snadno ze vztahu

kpT\ " kpT
F=—kyTIn(Z) = —ksTIn <Bﬁ) — —NkgT'In (7?7) : (137)
Pro vypocet tlaku a entropie vyuzijeme Maxwellovy relace
oF
=—|=] =0 138
v=—(5) - (139)
oFr kgT
=—|== ] =Nkg|ln|— 1 1
s== (), =¥ [ (%) | 1

55. Uvazme plyn s dvouatomovymi molekulami. Spocitejte molarni tepelnou kapacitu
daného plynu. Pocitejte pouze s vibra¢nim pohybem molekul, kdy je energie déna
vztahem

E, = hw (n + %) : (140)
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Spocitejte nejprve statistickou sumu, ze které urcite volnou energii a z volné energie
jiz 1ze urcit hledanou tepelnou kapacitu. Vyslednou tepelnou kapacitu muzete napsat
v aproximaci nizkych a vysokych teplot.

Reseni:

Spocitame statistickou sumu (parti¢ni funkei)
hw ' o hew
= exp (_QkBT) ;exp <_—kBTn) :

723 e () - Zexp[ fu 1)
" (141)

Nekonecna fada je fadou geometrickou, u které dokazeme zjistit soucet. Potom mizeme
statistickou sumu napsat ve tvaru

hw
exp <_ 2kBT> B 2 1

1 —exp ( : T) 2 [exp <%> — exp (—%)} 2 sinh (%)

Pomoci statistické sumy lze snadno najit volnou energii

, Fuw
F=—kgTln(Z) = kgTIn {2 sinh (QkBT)} .

Z vypocetniho hlediska se jevi nejvyhodnéjsi postup nejprve spocitat vnitini energii

pomoci vzorce
oF
E=F+TS=F-T
' (aT)

P (142)

Po dosazeni a derivaci vyjde

E =kgTln [2 sinh <2kBT)] — kgT' In [2 sinh <2kBT)] + 7cotanh (QkBT) =

R cotanh (X
2CO an 2]{;BT .

Z energie jiz snadno spoc¢itame hledanou tepelnou kapacitu

CVZ(??) (h;) p— () (143)

kBT

Na zavér urcime tepelnou kapacitu pro vysoké a pro nizké teploty:

e aproximace nizkych teplot: v rovnici pro tepelnou kapacitu funkci cosh roze-
piSeme pomoci exponencial

v (g_ﬂv - (%)2 ki [exp (f57) iexp ()]

kBT

Prvni exponencidla nabyva vyrazné vétsich hodnot nez druhé exponenciala, proto
miizeme tepelnou kapacitu napsat ve tvaru

4 [ hw\?> 2hw
~—  — —— 144
v kB(T> eXp( kBT) (144)
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e aproximace vysokych teplot: v tomto pfipadé nabyva sinh velmi malych hod-
not, proto provedeme rozvoj podle Taylorova vzorce do prvniho rfadu, potom

w\? 1
oy ~ 4 (—) — =k (145)
T kB <2hw>

kT

56. Odvod’te tvar Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni rychlosti molekul plynu. Vy-
chazejte pouze z predpokladu, ze prostor je izotropni a ze pohyb molekul plynu v
jednotlivych smérech je nezavisly.

Reseni:

Oznacme hledanou funkci f(p) = f (pz, py, p2)- Z podminek ze zadani vyplyvaji rovnice:
nezavislost sméru

f (pxapyupz) = fm (pm> . fy (py> . fz (pz) (146)

izotropnost prostoru
f 2y 2y, =) = f([Ipl) (147)

odtud dostaneme rovnici
kterou zlogaritmujeme (ozna¢me f, (p,) = f. a f(||pl|) = f
Infp+Inf,+Inf,=Inf (149)

rovnici zderivujeme napt. podle v,, z levé strany zbyde jen prvni ¢len, prava strana se
zderivuje za vyuziti znalosti normy |[|p[| = \/p2 + p2 + p?

fooofl p S

Jz = L 150
T A P (150)
V této rovnici lze separovat rovnice
/ /
I = / (151)

Obé dvé strany musi byt rovny konstanté. Vezméme pravou stranu, kterou vynasobime

normou ryhchlosti
/

7 = konst. ||p|| (152)

FeSeni nalezneme snadno

2
aby vysel fyzikalné prijatelny vysledek, musi byt k zaporné.

f:C@m<mmW) 5
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57. Odvodte Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni hybnosti atomu pomoci kanonického
rozdeéleni.

ResSeni:
Normovaci konstantu nalezneme zintegrovanim funkce pfes cely hybnostni prostor, ta-
kovy integral musi byt roven jedné

1:/_:0//_mcexp (—2£ZT) (154)

Prevedeme na sféricky integral

+o0 p2 2 s 9] ) pg
/_Oo //_wCeXp <_2ka) :C/O dgp/o d@sm(@)/o dpp” exp (_kaT)

(155)
Uhlova ¢ast je rovna 47. U radialni ¢asti provedeme substituci ¢t = znfw
/Ood 2 P /mdt,/kaTz kpTtexp(—t) = V2 ( kT)gfoodt\/f (—t)
exp | — = m exp(—t) = m exp(—
; pp- €Xp omkT ; o B p B ; p
(156)
integrél je roven gamma funkei I' (3) = 1T (1) = /7/2 Nasledng
1 = OV2 (mkpT)? @ — (2mmkpT)? (157)
normovaci konstanta je tedy rovna
1
C=—""— (158)
(2rmkgT)?

58. Za predpokladu platnosti Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni rychlosti molekul
plynu spoctéte (a) (p.), () VAEZ2 (b) (p), (c) (p?), (f) nejpravdépodobnéjsi velikost
hybnosti, (d) (v?), (g) pravdépodobnost toho, ze p, > 0.

Reseni:

Na zacatku spocitame obecny integral

I ot

Opét prevedeme na sférické soutadnice. Integraci pres thlovou ¢ast provedeme uplné
stejné jako v predchozim piikladu. Radialni ¢ast vyhodi jakobian p?, potom

+oo o0
/ // dpp” - exp (—ap?) = 47?/ dpp"** exp (—ap?) (159)
—00 —0o0 0
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substituci ¢t = ap? dospéjeme k integralu

nyl .
2a"+%/o dtt2"2 exp(—t) (160)

odkud ziskdme hledanou hodnotu ingtegralu

too 2m n 3
/// dpp” - exp (—apz) = ——I (— + —) (161)
— oo a2tz 2 2

(a) Tento integral ani nemusime pocitat. Zapiseme-li trojny integral, snadno jej
prevedeme na tfi integraly. Jediny integral pfes soutfadnici x je ve tvaru

+o00 p2
dpups exp | ——L= 162
/_ L PP eXp( kaBT) (162)

na prvni pohled je zfejmé, Ze integrujeme pies symetricky interval lichou funkci. Integral
je ziejmé roven nule.
(b) Vyuzijeme vzorce pro integral pro n = 1, potom

[N

2nC 27 (2mkgT) 2mkgT
p)=—7T(2)=————5 =2 (163)
a (QkaBT)Q n
kde C' je normovaci konstanta, kterou pro vypocet rovnéz potiebujeme.
(c) Aplikujeme tplné stejny vzorec jako v predchozim p¥ipadé, jen pro n = 2.
(p*) = 3mkgT (164)

(d) Za predpokladu klasického vztahu mezi hybnosti a rychlosti p = mv muZeme napsat

() = (L) = = ) - 2o (165)

m m

(e) Nejprve musime upravit rovnici pro fluktuaci

AE = ((E—(E))*) = (E* = 2E(E) + (E)*) = (E*) — 2(E) + (E)* = (E*) — (E)?
(166)
predpokladame klasickou disperzni relaci £ = %, coz dosadime do rovnici do fluktuace

4 2\ 2
p P 1 4 2

AE=(—)—(—) =— — 167
(£5) (&) =5 (09 =) (167)
vypocet se tak zredukoval na vypocet stiednich hodnot. Navic stfedni hodnotu s druhou
mocninou uz mame spocitanou, takze zbyva jiz jen dopocitat ¢tvrtou mocninu, potom

6 (mksT)® 6
4m?2 4

AE = \/gk:BT (169)
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(f) Nejpravdépodobnéjsi velikost hybnosti musime urcit z definice hustoty pravdé-
podobnosti

2

p
2kaT

AW = f (pa, Py, p-) dps - dp,, - dp. = 47p® f(p)dp = 47°p* exp (— ) dp (170)

vyraz pred dp tedy staci zderivovat, abychom nalezli extrém funkce

2 2

p 2 2p p
2 - - - ~0 171
PP ( ka:BT) P omksT &P ( zkaT) (171)

po jednoduché tpravé ziskame p? = 2mkgT. Potom p = /2mkgT.

(g) V tomto piipadé fesime trojny integral pouze s tim rozdilem, ze integrace pies z
probihé pouze v intervalu (0, 00). Vezmeme-li v ivahu, Ze integrujeme pies symetricky
interval sudou funkci, musi byt pifispévek obou kladné i zaporné ¢asti stejny. Potom je
pravdépodobnost rovna jedné poloviné.

59. Spoctéte rozlozeni hustoty ve sloupci plynu o zakladné A pod vlivem homogenniho
gravita¢niho pole (v atmosféie). Predpokladejte, Ze plyn je tvofen nerozliSitelnymi
casticemi, kazda s hmotnosti m.

Reseni:

Opét zacneme vypoctem statistické sumy. Tu pro soustavu nerozliSitelnych ¢astic
zapiSeme ve tvaru

1 p; mgq
Z — d3N X d3N X _ n
NI(2rh)? / pre @b ; kT | T

R3N xQ

Y

kde Q = {[z,y,z]; x € [-L, L],y € [-L,L], z € [0,00), L € R*}. Spocitame statistic-
kou sumu pro jednu castici

1 p’ mgq
Z = dp-exp - dg-exp [ —
(27h)? / b eXp( kaBT) / 1 eXp( T )|
R Q

prvni integral je z preskdlované Gaussovky, proto je roven

2
p
. — = /(2 T)3.
/dp exp( kaBT) v (2mmkgT)
R

Druhy integral

L L o)
mgq mgz kgT
dq - — = [ d d d — =A—.
/ ! exp( kBT) / x/ y/ ZeXp( kBT) mg
Q L -L 0 P
1 kT
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Potom 1 I
2T AB— 172
(2 ﬁ) ( kaI) p ( 7 )

Hustota pravdépodobnosti, ze se ¢astice vyskytuje ve fazovém objemu d®p- dq je dana

1 1d°p - d’ p’ mgq
Wy, = =———6xp | — exp | — =

Z @rhp CP\  omigT ) TP\ kT

2
myg p 3 3
exp | — exp d’p-d’q
(27rmkpT)2 Ak T ( 2mkyT ) ( kBT)

Budeme se zajimat jen o pravdépodobnost nalezeni ¢astice v dané poloze q, proto w,

vztahem

zintegrujeme pies prostor hybnosti

mg mgqs 3
d n — - -d )
/ O = Ak P ( kT ) 1

P ~~
P

kde P oznacuje hustotu pravdépodobnosti vyskutu dané ¢astice v elementu d”q. Kon-

centraci pak ziskame
Nmyg myqs
= — . 173
AkpT P ( kT (173)
Hustota je rovna
0(z) = 0(0) - exp (—ﬂ;‘jjqf’) . (174)

60. Ukazte, ze tlak a hustota energie maji stejnou jednotku

Reseni:
ovérime jednotky z defini¢nich vztahi:
[F] kg -m-s72 TR
[]:E:T:kg.m Log 2’
E]  kg-m?-s72 1 -
[e]:%:—m3 =kg -m ' -s2

61. Spoctéte hustotu stavi pro relativistické ¢astice a najdéte limitni vztahy pro kla-

sické a ultra relativistické ¢astice.

ReZeni:
Pro hustotu stavi plati vztah
gV 1 a1y [R(E)!
p(E) = —555Vol (S ) TEE (175)
dk
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kde g je degenerace energiovych hladin, d dimenze prostoru a Vol (Sd_l) povrch d —1
rozmérné sféry. V nasem piipadé mame d = 3. Disperzni zéavislost E(k) je dana vztahem

m2c* + h2k2c2,

odtud
2 —m2cdh
he '
Do (175) dosadime piislusné veli¢iny, dostaneme

k;:

AdmgV 1
p(E) = W? E2 — m204. (176)

e Klasické limita — Energie je v tomto pripadé rovna:

h2k?

Fy ~ FE —mc® = vVm2c* + B2k2c2 — mc® = mc?y /1 + —— - mc? ~
m2c
1 h?k? h2k?
2 2
I+5 —mc” = . (1
me ( + 5 m2c2> me o (177)

e Ultrarelativisticka limita — v tomto piipadé plati £ > mc?, potom miizeme v
odmocniné zanedbat druhy ¢len

62. Ukazte, ze v klasickém pripadé je mozné z grandkanonického rozdéleni jedné Castice
odvodit Maxwelluv-Boltzmantuv zakon rozlozeni rychlosti.

ReZeni:
Pro pocet stavii bosonu v intervalu energii (E, E + dF) plati
p(E)dE

dN = .
exp (%) +1

Jelikoz v klasickém pripadé je

E—pu
e — < 1,
Xp( kT )
muzeme jedni¢ku ve jmenovateli zanedbat. Potom po dosazeni za p(FE) dostaneme

AmgV E—p
dN = ———V2m3F dE.
(rhy " eXp( kT )

%)



Vyraz transformujeme ze soutfadnic energie do soufadnic rychlosti

dE = 8—Edv = mu,
ov

protoze uvazujeme klasicky vzorec pro kinetickou energii £ = 0.5 - mv?

dwgV 0.5mv? — p drgV 4, v? ,u
TGV S [ e (22 M _ _ ) qo.
dw= o > eXp( kT )md” erhp” " P\ "ot ) P\ Tyt )

Pro vypocet p vyjdeme ze vztahu pro jednu ¢astici

0 gV 3 1 7 x
—— | = —Z2——(2mmkpT)2 d :
(kBT) Qa2 re ) xexp<$——>+1

kT

[NIES

w

- (2mmkpT)2 F

|

V integralu nabyva exponencidla vyrazné vétSich hodnot nez jedna, proto ¢islo jedna
zanedbame, dostaneme

1 % Lo % 3
—— | = dx = — | T ({=].
/ dx x? exp ( T+ 2 T) exp (kBT> / T2 —I) = exp (kBT) (2)
0 0

Dosadime do ptedchoziho vzorce

gV 7 3
— 2 T
o) exp <k‘BT) (2rmkgT) 2.
Odkud obdrzime ,
dw = 47 M) 2 exp ! dv (178)
27T]{ZBT 2]{ZBT )
63. Definujme funkce
1 r !
B, =— | d , 179
0=t ¥ =g )
0
a o
1 xn—l
F,(y)=—— [ d ) 180
() I'(n) / v exp(x —y)+1 (180)
0
Pro tyto funkce dokazte
dBni1(y)
Bn )
1 ()
’ dF, 1 (y)
n+1\Y
= F,(y).
m ()



ResSeni:
Nejprve spocitame

[e.e]

dBn-l—l(y)

/d:c = ! 7d nd !
dy dy Fn+1 exp(x — )—1 T'(n+1) o dyexp(z —y)—1
0 0

V této fazi vyuzijeme znalosti derivace funkce v argumentu integralu. Jelikoz

4 1 4 1
dyexp(z —y) —1  dvexp(z —y)—1’

muzeme vyraz na pravé strané dosadit do integralu, ve kterém pomoci metoty per
partes dostaneme

o0

ot fdxx"i L _ "~ Oo+/ do— "
I'(n+1) drexp(r —y)—1 T(n+1) exp(x —y) — 1], xexp(a: —y)—1
0 ~ - 0

0

Déle vime, ze I'(n 4+ 1) = nl'(n). Potom dostaneme

B, (y) 1 ]°
—=—/4d = B,(y). 181
dy dy T'(n) xexp (x—y)—1 (v) (181)
0
Vztah pro fermiony lze dokizat analogicky.
64. Ze vztahu
Q= kI ~(2rmhkgT)?Bs (- (182)
57 (2rh)® BT \keT )

platného pro nerelativisticky idealni bosonovy plyn spoctéte pocet ¢astic N a odvodte
vztah pro chemicky potencial v ramci klasické limity.

Reseni:

Pocet ¢astic je dan vztahem

174 .
N = —k:BTiri 27rmk:BT)%£B% (L) .



odkud

dB, A
+;5kBT) kiTB"< ; )

Pocet castic nam pak vyjde

: (kBLT) . (183)

65. Spoctéte cy nerelativistického fermionového plynu a ovéite platnost klasické limity
pro ¢y /N.

Reseni:

Pri vypoctu vyuzijeme znalost vnitini energie fermionového plynu v klasickém pripadé

3qgV L
E=—Z—kgTFs | — 184
23 P (kBT) ’ (184)
a vztah pro pocet castic
gV Iz
N="2F|-— 185
A3 (k:BT> ’ (185)

kde

[ 2wh?
Ar mkgT (186)

Energii rozsifime pomoci vyrazu udéavajici pocet ¢astic N/N(T, p), dostaneme

s (L)
E—%Nk:BT ALY

Zavedeme znaceni

i
F,| — ) =F,..

Tepelnou kapacitu spocitame podle znamého vzorce

ja 6F%F r 8F%
OF 3 3.3 ar Y3 Vi ar
—(Z) = ZNky2 + SNk T 2
2

derivace funkce F}, podle T" vypada nasledovné
OB _ 0 Np (O} L _ _u
or )y, 0T \ kT " or )y y ksT kgT?

28




Dosadime do vztahu pro ¢y a obdrzime

3 Fs 3 ol 1 Fs Fy

— °Nk 2 °N Y o~ _ 2 2

vV, T3 (aT)VN T <F3>2
2

Pro dalsi vypocet vyuzijeme faktu, ze celkovy pocet ¢astic nezavisi na teploté, tedy

ON 3 1 (O 1
s — 2, — [ Z£ _
<8T)v,1v 2 2 i [kB (aT)V,N kT

Odtud vyjadiime parcialni derivaci chemického potencialu podle teploty

F, =0.

2

8#) po 3, I

o) T m ok (187)

<8T VN T 2 F%

Po dosazeni do ¢y dostaneme

cy = §N 1-— F%F% —§k E +§Nk Fg = §Nl{: Fg - §NE 1-— F%F%

VT2 (F )2 2 PF )2 PR T 2P R 2T R (F >2
% 2 2 2 2 %

V kladickém piipadé muzeme funkci F), aproximovat

1
' LR 1
exp (kBT) (188)

potom jsou vSechny podily funkci F' rovny jedné a dostaneme znamy vztah pro tepelnou
kapacitu

3
Cy =~ §N]€B (189)

Jing zpisob reseni: Nejprve pomoci termodynamiky spoc¢itdme, cemu je rovno cy n.

Vime, ze
0S
=1 (5).,,
Vi

entropii zavedeme jako S = S (N(u,V,T),V,T), potom

05\ . (9S(NGLV.TLV.T)Y (95 (0N o5
T(aT)w;‘T( aT w/‘T N ), \ar M!+T I ) v

Vyuzijeme Maxwellovy relace plynouci ze vztahu pro volnou energii

dF = —SdT — pdV + udN,

o8\ __(ow
ON V,T— )y
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Za predpokladu, ze pii konstantnim objemu se pocet ¢astic neméni, tj.

dN:<3_N) +(3_N) ~0,
ol v or LV

().~ (%), GF)

Spocitané parcidlni derivace dosadime do vyrazu pro cy,,

ON\ ' /ON\? aS
%—T(@)T,V (a—T)u,ﬁT(a—T)w
N————

CV,N

dostaneme vztah

Pro tepelnou kapacitu potom dostaneme vztah

2
(g_]%[)u,v

CyN = Cv,u — TW (190)

V tomto kroku skon¢ime s termodynamikou a vyuzijeme vysledku statistické fyziky.
Staci ,,jen* dosadit ptislusné velic¢iny pro klasicky fermionovy plyn. pro nerelativisticky
fermionovy plyn. Termodynamicky potencial takového systému céstic je roven

A S
Q= EBY3 Sy kT Fs <k:BT) (191)

Z (191) zjistime entropii plynu

B 0N —gVkg 1
= (or),, = % )

Z entropie pak snadno zjistime tepelnou kapacitu cy,,

_ (95 _ _gVks z o

Z (185) spocitame parcialni derivaci

ON gV (3 I
(8—T)V,u Y (ﬁFg k‘BTQFl) '

oMy _ gV 1L

Vsechno dosadime zpét do (190), obdriune

F?
15 1 u2 o 9 78 3w I
F -3 p, F)-T*-——2-"F Fu
(4 P kT 2 AT z) AT?Fy  kyT® T

A na zavér

gVkg
Cy N = e
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Cely vyraz podélime kg N, na pravé strané dosadime (185)

CV,N_15Fg 3N_|_,u2 Fh 9F%+3—Iu_ /1’22
ksN 4 Fs  keT k312 Fs  4F, kT k372 Fg

V kladickém piipadé muzeme opét funkei F), aproximovat vyrazem (188), potom

15 2 9 2
cov 15 g m @9 gm0
ksN 4 TkgT ' KRT? 4 TkgT  KRT?

Dostavame se do nejlepsi ¢asti vypoc¢tu, jediny nenulovy ¢len bude 3/2, ostatni zmizi,
potom mame vysledek

Cy. N 3
==z 192

coz je stejny vysledek, jako v predchozim piipadé.
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