Cviceni z termodynamiky a statistické fyziky

1. Necht' F(z,y) = z- "V, Spottéte (a) 3. (b) 57, () 55, (d) 74, () &ar. (D)
2F

oy? "

2. Bud’ dw = A(z,y)dz + B(z,y)dy libovolna diferencialni forma (Pfaffian). Ukazte,
ze v pripadé, Ze dw je uplny diferencial (existuje funkce F'(x,y) tak, ze dw = dF'), musi
platit

0A 0B
— = b dw=0
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(b) pro kazdou uzavienou integra¢ni cestu.

3. Bud’ dw; = (22 —y)dz + x dy. Je to uplny diferencial, je dw, = dw;/x? aplny
diferencial? Vypoctéte integral [ dw mezi body (1,1) a (2,2) podél p¥imek (1,1) —
(1,2) = (2,2) a (1,1) = (2,1) — (2,2).

4. Je dw = p dV + V dp uplny diferencial? Pokud ano, urcete funkci F' jejimz tplnym
diferencidlem je dw. Spoctéte integral [ dw mezi body (Vi,p1)a(Va,p2) podél piimek
(Vi,p1) = (Vi,p2) = (Va,p2) & (Vi,p1) = (Va, p1) = (Va, pa).

5.JedQ =c¢ dT+R% dV tplny diferencial? Spoctéte integral [ dw mezi body (V4,T})
a (‘/Q,TQ) pOdél pﬁmek (‘/1,T1) — (%,Tg) — (‘/g,Tg) a (‘/1,T1) — (‘/Q,Tl) — (‘/g,Tg)
Jakou funkei f(V,T) musime d@ vynasobit, aby souc¢in f d@ byl aplnym diferencidlem?
Urcete funkci S pro niz dS = f d@Q.c a R jsou konstanty.

6. Necht’ x,y a z jsou 3 stavové veli¢iny, spojené stavovou rovnici f(z,y, z) = 0. Ukazte

platnost vztahu
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pricemz dolni index oznacuje konstantni veli¢inu a w je dal$i stavovou veli¢inou, w =

w(z,y, 2).

7. Stavova rovnice pV = NET vaze proménné p,V a T, pricemz N a k jsou konstanty.

Primym vypoctem ovérte, ze
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8. Stavova rovnice idedlniho plynu muze byt zapsana jako
e pV = NKT,
o pV =nRT,

kde p, V., T jsou tlak, objem a teplota, N je pocet Castic, n jejich koncentrace, k je
Boltzmannova konstanta (k = 1,38 - 1072 m? kg s=2 K™'), R je plynova konstanta
(R =8,31 Jmol™" K™'), n; je latkové mnozstvi, p je hustota plynu a g molekulova
hmotnost. Ovérte rozmér k a R. Jaky rozmér ma n? Ukazte, Ze jednotlivé rovnice jsou
ekvivalentni (NA =6.022-10% mol_l).

9. Pii konstantni teploté 20°C se idealni plyn kvazistaticky rozpina ze stavu s tlakem
20 atm do stavu s tlakem 1 atm. Jakou praci vykona 1 mol plynu?

10. Pri kvazistatické adiabatické expanzi 6 litri hélia o teploté 350 K klesa tlak ze
40 atm na 1 atm . Vypoc¢téte vysledny objem a teplotu (pfedpokladejte platnost stavové
rovnice idedlniho plynu). Ziskané vysledky srovnejte s hodnotami, které by vysly pro
izotermickou expanzi (k = 1,63). Predpokladejte, Ze se jedna o ideélni plyn.

11. Spoctéte praci vykonanou idedlnim plynem pii kvazistatické adiabatické expanzi
ze stavu charakterizovaného pq, Vi do stavu po, V5. Urcete préci, kterou plyn vykona,
prechazi-li z pocatecniho do koncového stavu nejdiive izochorickym déjem a poté izo-
barickym, nebo nejdiive izobarickym déjem a poté izochorickym.

12. Pii vyméné vzduchu mezi spodnimi a hornimi vrstvami tropostéry dochazi k ex-
panzi, popt. kompresi vzduchu: stoupajici vzduch se rozepina v oblasti mensiho tlaku.
Vzhledem k malé tepelné vodivosti vzduchu je mozno pokladat procesy expanze a
komprese za adiabatické. Vypoctéte zménu teploty s vyskou nasledkem téchto procest.
(Vzduch povazujte za idealni plyn.)

13. Piedpokladejme, Ze atmosféra planety VenuSe obsahuje k; = 96.5% molekul CO,
a ko = 3.5% molekul N,. Ostatni slozZky muZeme zanedbat. Teplota atmostéry je t =
464°C a atmosféricky tlak na povrchu Venuse obsahuje po = 9.1MPa. Hmotnost planety
je M = 4.87-10% k& a polomér R = 6052 km.

(a) Urcete hustotu py atmostéry a gravita¢ni zrychleni g, u povrchu Venuse.

(b) K vyzkumu atmosféry planety pouZijeme otevieny ,horkovzdusny balon"(plnény
oviem atmosférou planety) o objemu V' = 50 m3. Hmotnost konstrukce je m = 100 kg.
Na jakou teplotu t; musime ohiat plyn v balonu, aby zacal stoupat nad povrch planety?
Pri které teploté t5 uvniti balonu dosdhneme vysky 1 km?



Rotaci VenuSe a pokles gravitacniho zrychleni pti vystupu balonu zanedbejte. Tep-
lotu atmosféry do vysky 1 km povazujte za konstantni. Molarni hmotnosti obou hlav-
nich slozek atmosféry Venuse jsou My, (CO,y) = 44.0 - 1073 kg - mol ™, My, (Ny) =
28.0-1073 kg - mol .

14. Plyn je popsan stavovou rovnici p = p(V, T'). Ukazte pfimym vypoctem, Ze 0() neni
uplnym diferenciadlem.

15. Energie c¢astice uzaviené v nekonecné vysoké potencidlové jameé s rozméry L, X
L, x L, je ddna vztahem

h? n: n, n
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Predpokladejte, ze L, = L, = L, = L. Pfedpokladejte, Ze systém jako celek je charak-
terizovan energii systému. Jak je urcen mikrostav, jak makrostav? Spoctéte silu, kterou
castice pusobi na stény nadoby. Urcete vztah energie systému a tlaku.

16. Odvod’te z existence stavové rovnice f(p,V,T) = 0 vztah

o = p . ﬁ - K
mezi termickym koeficientem roztaznosti o := % (g—¥)p, koeficientem izochorické rozpi-
navosti § := - ( aT)v a koeficientem izotermické kompresibility x := —5; < 7o )T.

17. Stavova rovnice ma tvar p = f(V') - T'. Dokazte:
(a) (5%); =0

, 0B\ _
(b) pokud plati a), pak <8_p>T =0.

18. Pro ideélni plyn spoctéte (g—"})ad, (g—"})T.

19. Ukazte, ze pro plyn popsany stavovou rovnici f(p, V,T) = 0 plati

op ([ 0p cp
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20. Ukazte platnost relace ¢, — ¢y = R mezi izobarickym a izochorickym specifickym

teplem jednoho molu idealniho plynu. Vnitini energie idealniho plynu nezavisi na jeho
objemu.

21. Vypoctéte entropii idealniho plynu pii ¢, = konst., ¢,y = konst. Ukazte, ze 0() neni
uplny diferencial.

22. Ukazte platnost relace pV* = konst. ( & = ¢,/cy je adiabatickym exponentem) v
kvazistatickém adiabatickém procesu idedlniho plynu. Spoctéte x za predpokladu, ze
Cy = %R

23. Pro plyn bylo experimentalné zjisténo, ze soucin tlaku a objemu je funkci pouze
teploty, pV' = f(T') a Ze vnitini energie zavisi také pouze na teploté. Jaky tvar ma

f(ry?



24. U fotonového plynu je hustota energie pouze funkci teploty a tlak je dan vztahem
p = su(T), kde u(T) = E/V. Spoctéte

(a) Funkei u(7T),

(b) entropii,

(c) rovnici izotermy a adiabaty.

25. Ty¢ je zkroucena momentem sily M o thel . (a) DokaZte, Ze prvni véta termody-
namicka je v tomto ptipadé ve tvaru:

dE =0Q + M de.

(b) Odvod’te z definice tepelné kapacity (a prvni véty termodynamické) vyjadieni ¢y,
a cyp.

¢) Najdéte vztah mezi <8—M> a <6—M) .
( ) ] e adiab Iy izoterm

26. (a) 1 kg vody s teplotou 0°C je pfiveden do tepelného kontaktu s velkym rezer-
voarem s teplotou 100°C. Spoc¢téte zménu entropie vody, rezervoaru a celé soustavy po
ustaveni rovnovahy.

(b) Spoctéte zménu entropie celé soustavy, paklize voda byla nejprve v kontaktu s re-
zervoarem s teplotou 50° a poté s rezervoarem s teplotou 100°C.

(c) Jak zajistit, aby se pii ohfevu vody entropie soustavy nezménila?

27. Ukazte, ze pro malé odchylky dp, dp od rovnovaznych hodnot hustoty py a tlaku pg
je mozné §iteni zvukovych vln popsat vlnovou rovnici

dO*op  ,0%0p
oz~ C au2

kde rychlost zvuku je dana vztahem ¢ = /(0p/0p),, predpokladame-li, ze déje jsou na-
tolik rychlé, ze nedochézi k vymeéné tepla mezi jednotlivymi elementy vzduchu. Ukazte,
ze rychlost zvuku muZze byt spo¢tena také jako ¢ = \/Kaq/po, kde adiabaticka kompresi-
bilita kaq := =V (aa—{/’.)ad Spoctéte rychlost zvuku ve vzduchu za predpokladu, ze vzduch
je tvofen pouze molekulami Ny a ze k = ¢,/cy = 7/5.

28. Idealni plyn se adiabaticky rozsifuje z objemu V; do vakua. Spoctéte rist entropie,
pokud plyn v kone¢ném stavu méa objem V5 a dokazte, Ze proces rozsifovani je nevratny.

29. Van der Waalsova stavovi rovnice pro 1 mol plynu mé tvar

<p+%> (V —b) = RT

kde a, b jsou konstanty. Pro dané T' muze mit kiivka dva extrémy dané rovnici

dp B
(W)T -

V kritickém bodé urc¢eném parametry 7., p. a V. navic plati

2
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Spo¢téte hodnoty T, p. a V.. Zapiste stavovou rovnici pomoci proménnych 77 = T'/T,,
P =p/p.a V' =V/V.

30. Urcete:

(a) vnitini energii a entropii van der Waalsova plynu,

(b) préaci van der Waalsova plynu pii vratné izotermické expanzi,

(c) zménu teploty van der Waalsova plynu pii adiabatické expanzi do vakua.

31. Jouleuv-Thomsoniv koeficient je definovin pomoci parametru

oT
A=— | —
<0p)H

dH =T dS+V dp

(a) Ukazte, ze

a
v
A=—(1—-T«
Cp ( p)
ap = % (g—;)p je koeficientem izobarické roztaznosti.

(b) Ukazte, ze
L TE V@),
Cp - (g_\lj)T
(c) Oveéite, ze A = 0 pro klasicky idealni plyn.
(d) Ukazte, ze pro van der Waalsiv plyn plati

NPT

(p—%—l—%’)-Cp

(e) Vyjadiete rovnici inverzni k¥ivky, ktera v p—V diagramu piedstavuje rozhrani mezi
oblasti A > 0 a A < 0 pro pripad van der Waalsova plynu.

32. Ukazte, ze termicky koeficient roztaznosti

Wi L(V
S vA\ar),
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(a—p)T‘ B (a—T),,— Vo

33. Ukazte, Ze specifické teplo pfi konstantnim tlaku, c,, a pfi konstantnim objemu,
cy, spliuji vztah

c—c—T@ 8_V__T§ 95
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34. Voln4 energie systému F(V,T) = —1- const -VT*. Urlete jeho tlak, vnitini energii,

entropii, entalpii a Gibbsuv potencial.

splnuje relaci



35. Spocitejte ucinnost Carnota cyklu (1. izotermicka expanze, To = konst, 2. adiaba-
tickd expanze, S = konst, 3. izotermickd komprese, T} = konst, 4. adiabaticka komprese,
S = konst) pro idealni plyn pomoci jeho stavové rovnice.

36. Vypoctéte ucinnost nasledujiciho cyklu idealniho plynu. Mize tento proces byt
vedeny vratné?

1. izotermické expanze 75 = konst

2. izochorické ochlazeni V5 = konst

3. izotermicka komprese 77 = konst

4. izochorické ohrivani V; = konst.

37. Urcete ucinkovy koeficient (idealizovaného) Ottova motoru, ktery pracuje s ideal-
nim plynem o specifickém teple ¢y = gR/ mol pii kompresnim pomeéru 10:1.

1. adiabatickd komprese,

2. izochorické oh¥ivani (=spéleni paliva),

3. adiabatickd expanze (vykonani prace),

4. ochlazeni (=vyfuk horkého plynu, novy, studeny plyn je nasaty).

38. Dieseliv cykl se sklada z téchto c¢asti:

1. adiabatické komprese atmosférického vzduchu,

2. spaleni vstiiknuté smési a izobarické expanze,

3. adiabatické expanze

4. a izochorického ochlazeni.

Urcete ucinnost cyklu v zéavislosti na kompresnim poméru pro idealni plyn.

39. Jaka je celkova zména entropie, kdyz smichame 2 kg vody o teploté 363 K adiaba-
ticky a pii konstantnim tlaku s 3 kg vody o teploté 283 K? (¢, = 4184 J/Kkg)

40. Chladni¢ka muze za hodinu preménit 10 litru vody o 0°C v led o téze teploté. K
tomu se musi odevzdat skupenské teplo () = 800kcal(= 800 x 1,163Wh) do vzduchu
(27,3°C). Jaky nejmensi piikon musi chladni¢ka mit?

41. Dokazte, ze pro T' — 0 neexistuje systém popsatelny pV = const -T'.

42. Uzavieny systém se sklada ze dvou jednoduchych podsystémii, které jsou oddélené
pohyblivou sténou, kterd umoziuje
(a) jen vyménu tepla,
(b) jak vyménu tepla, tak vyménu hmoty,
(c) ani vyménu tepla, ani vyménu hmoty.

Jaké jsou odpovidajici podminky rovnovahy?
43. Dvé stejnad mnozstvi idedlntho plynu se stejnou teplotou 7" a ruznymi tlaky pi, p2
jsou od sebe oddélena prepazkou. Urcete zménu entropie nasledkem smisSeni obou plynii.
44. Urcete maximalni praci, kterou lze ziskat pfi slouceni stejnych mnozstvi téhoz
idealniho plynu se stejnou teplotou 7y (a riznymi objemy popf. tlaky).

45. Molarni objem vody v® = 18 cm®/mol, molarni objem ledu je o 9.1% vétsi
(pif tlaku 10° Pa ), molarni hmotnost vody je 18 g/mol. Latentni teplo tani ledu je
330 kJ/kg. Spoc¢téte zménu bodu tani pii zméné tlaku.



46. Pri zméné magnetizace M o dM vykoné systém praci dW = —H dM, kde H je
intenzita magnetického pole. (Jde o préaci vykonanou jednotkovym objemem; objem
V' = konst. = 1.) Urcete rozdil tepelnych kapacit ¢y — ¢ pii konstantnim poli H a
pii konstantni magnetizaci.

47. Urcete rovnici adiabaty izotropniho magnetika.

48. Ukazte, ze plati

‘n _ X1
CM XS’
kde
_ (o
XT = OH .
a
_ (o
Xs = OH ;

49. Gama funkce je definovana integralem

o0

['(n) = / dt exp(—t)t" .

0

1. Dokazte vztah
I'(n+1) =nl'(n),

2. spocitejte I'(n), n € N,

3. spocitejte
1
r (n + 5) ,neN.

50. S pomoci Gama funkce spoéitejte piiblizné vyjadieni In(n!) pro velké hodnoty n
(Stirlinguv vzorec).
51. Atom vodiku se nachézi v hladiné n = 3. Za piedpokladu, ze obsazeni energiovych

hladin je dano mikrokanonickym rozdélenim, spoctéte pravdépodobnost toho, ze se
atom nachézi ve stavech se stejnym vedlejsim kvantovym ¢islem 1.

52. Entropie pro izolovanou soustavu je dana vztahem S = kgInI', kde I' je pocet
mikrostavi. Pro uzavienou soustavu S = —kp ) w,lnw,. Ukazte, ze oba vztahy
nejsou v rozporu.

53. Ukazte, ze tepelna kapacita cy je dana fluktuaci energie, tj.

1
v T

(AE?).

54. Spoctéte termodynamické vlastnosti systému N rozliSitelnych klasickych harmo-
nickych oscilatori s frekvenci w.



55. Uvazme plyn s dvouatomovymi molekulami. Spocitejte molarni tepelnou kapacitu
daného plynu. Pocitejte pouze s vibracnim pohybem molekul, kdy je energie dana
vztahem

fono(ns D). .

Spocitejte nejprve statistickou sumu, ze které urcite volnou energii a z volné energie
jiz 1ze urcit hledanou tepelnou kapacitu. Vyslednou tepelnou kapacitu muzete napsat
v aproximaci nizkych a vysokych teplot.

56. Odvod’te tvar Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni rychlosti molekul plynu. Vy-
chazejte pouze z predpokladu, Ze prostor je izotropni a ze pohyb molekul plynu v
jednotlivych smérech je nezavisly.

57. Odvod'te Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni hybnosti atomu pomoci kanonického
rozdéleni.

58. Za predpokladu platnosti Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni rychlosti molekul
plynu spoctéte (a) (p.), () VAEZ? (b) (p), (¢) (p*), (f) nejpravdépodobngjsi velikost
hybnosti, (d) (v?), (g) pravdépodobnost toho, ze p, > 0.

59. Spoctéte rozlozeni hustoty ve sloupci plynu o zakladné A pod vlivem homogenniho
gravitaéniho pole (v atmosféie). Predpokladejte, Ze plyn je tvofen nerozliSitelnymi
casticemi, kazda s hmotnosti m.

60. Ukazte, ze tlak a hustota energie maji stejnou jednotku.

61. Spoctéte hustotu stavi pro relativistické ¢astice a najdéte limitni vztahy pro kla-
sické a ultra relativistické castice.

62. Ukazte, ze v klasickém pripadé je mozné z grandkanonického rozdéleni jedné Castice
odvodit Maxwelliv-Boltzmantv zakon rozlozeni rychlosti.

63. Definujme funkce

Baly) = g [ e ®)
fw) ) “enl—y -1
a o0
n—1
Faly) = ﬁ 0/ de exp(xx— y)+1 3)
Pro tyto funkce dokazte
dBnderl (v) B,(y),
a
Lol _ )
64. Ze vztahu
Q= —kBT(z‘fTi‘;)?)(%kaT)ng (kBLT) : (4)



platného pro nerelativisticky idealni bosonovy plyn spoctéte pocet ¢astic N a odvodte
vztah pro chemicky potencial v rdmci klasické limity.

65. Spoctéte cy nerelativistického fermionového plynu a ovéite platnost klasické limity
pro ¢y /N.



