Cviceni z termodynamiky a statistické fyziky

autori: Jakub Fisak a dalsi

1. Necht' F(,y) = z- e, Spoctéte (a) 9, (b) 95 (¢) 55, (d) 255, (e) 200 (1)

Oy?
Regeni
8<m-ez2+y2>
(a) 5 = exp (22 + y?) + 222 exp (22 + y?) = exp (22 + y?) (1 + 22?),
o(z-em+y
(b) ( 5 ) _ 2zy exp (2% + y?),
92 (z-ew2+y2
(¢) ——3—= =4wexp (2 + y*)+(1 + 227) 2z exp (2 + y°) = exp (2 + y?) (4o + 2z + 42®) =
exp (22 + y?) (6x + 423) = 22 (3 + 22?) exp (2% + y?)
82 (g-e**+v*
(d) ( 0zxdy = 2y (1 + 2,1’2) exp ('1’2 + y2):
92 (z-e24y2
(e) (aya:y ) - 2yexp (2 + y?) + 42y exp (22 + y?) = 2y exp (2% + y?) (1 + 22?),
82 (z-ex’+v”
(f) % =2z exp (22 + y?) + day? exp (2? + y?) = 2w exp (22 + %) (1 + »?).

2. Bud’ dw = A(z,y)dz + B(z,y)dy libovolna diferencialni forma (Pfaffidn). Ukazte,
7e v pripadé, Ze dw je tplny diferencial (existuje funkce F(z,y) tak, ze dw = dF'), musi
platit

0A 0B
SR )
(b) pro kazdou uzavienou integra¢ni cestu.

Reseni:

(a) Za splnéného piedpokladu
dF = — dz + — dy = A(z,y)dz + B(z,y)dy
Y

jelikoz plati zaménnost druhych derivaci:

DOF _00F _0Bry) _ Ay
oxrdy Odyox  dxr Oy

jelikoz ziejmé plati

A(IE,y) = 8_95’B(x’y) = a_y

(b) Pro vypocet vyuzijeme Stokesuv teorém, ktery je ve tvaru

/dw:/w
14 av



Obréazek 1: Znazornéni kruhového déje k tloze 3.

Spocitame levou stranu

7{ dF = 7{ (dxaF + dyaF) / d (dxa—F + dyaF) / d(dF) =0,
dy F(0.9=F) Ox dy F(0.9=F)

nebot’ vnéjsi derivace z vnéj$i derivace libovolné formy je vzdy nulova.
Alternativni feSeni: parametrizujeme integrac¢ni cestu

fao= [ (Gretnmonas+ G Pas) -

/51 (ji—fds = F(z(s1),y(s1)) — F(z(s0),y(s0)) = 0.

3. Bud dw; = (2% —y)dz + x dy. Je to tplny diferencial, je dwy, = dw;/2? tGplny
diferencial? Vypoctéte integral [ dw mezi body (1,1) a (2,2) podél pifmek (1,1) —
(1,2) = (2,2) a (1,1) — (2,1) = (2,2).

Reseni:

Jelikoz derivace ¢lenu udx podle y je rovna -1 a derivace druhého ¢lenu podle x je rovna
1, neni tento vyraz tplny diferenciil. Po podéleni 22 dostaneme obé derivace rovny
—x%, takze to uplny diferencial je. Vypocet kiivkového integralu provedeme nasledovné:
integral miazeme rozdélit na dvé ¢asti

/dw1 —/ dw1+/ dw1
4 61 (2

Nésledné parametrizujeme integracni cestu, kterd je znazornéna na obrazku 1. Pro
cestu a a b jsou parametry nasledujici:

(a):z=1y=1t,te[l,2],

(b):x=t,y=2,te[l,2].
Miuzeme tedy spocitat piislusné integraly:

2
/ dwlz/ dt=1
61 1
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nebot’ dz = 0. Druhé ¢ast:

2
/dwl—/ dt (£* —2)
6o 1

Vysledek je tedy roven
f=3
w1 = =
@ 3

V pripadé integrace po modré integracni cesté dostaneme vysledek 13—0. Pokud integru-
jeme dw; /2%, dostaneme pro oba p¥ipady stejny vysledek 1.

I
| —— |
w|
|
[\)
~
—_
— (]
Il
|
w |

4. Je dw = p dV + V dp uplny diferencial? Pokud ano, urcete funkei F' jejimz tiplnym
diferencialem je dw. Spoctéte integral [ dw mezi body (Vi,p1)a(Va, p2) podél pFimek
(Vi,p1) = (Vi,p2) = (Va,p2) & (Vi, 1) = (Va, p1) = (V2, pa).

Regeni:

7 podminek integrability plyne, 7ze se jedna o uplny diferencidl. Funkci w najdeme
snadno. Vime, 7e

oF
o =P
potom
F=pv+g(p)
derivace této funkce podle tlaku je rovna V', odtud
oF dg(p)
8_p =V=V+ d—p

pro derivaci funkce g(p) dostaneme, Ze je nulova, a proto musi byt funkce g(p) néjaka
konstanta. Funkce F' je tedy rovna

F(p,V) =pV + konst

Kfiivkovy integral spoc¢itame analogicky predchozimu piipadu. Na obr. 2 jsou znazor-
nény integrac¢ni cesty. kiivkovy integral po modré cesté vyjde —Vip; + Vaps a po Cervené
cesté samoziejmeé uplné stejné.

5.JedQ =c¢ dT+R§ dV tplny diferencial? Spo¢téte integral [ dw mezi body (V4,T})
a (‘/27T2) pOdél pfimek (‘/17T1) — (‘/’1,T2) — (‘/27T2) a (‘/17T1) — (‘/27T1) — (‘/27T2)
Jakou funkei f(V,T) musime d@ vynésobit, aby soucin f d@ byl uplnym diferenciadlem?
Urcete funkci S pro niz dS = f d@Q).c a R jsou konstanty.

Reseni:
Jelikoz derivace prvniho ¢lenu podle objemu je nulovi a derivace druhého ¢lenu podle

teploty je rovna %, nejedna se o tuplny diferencidl. Integrace probiha po podobnych

integracnich cestach jako je znazornéno v 2, integral po modré integrac¢ni cesté je roven
RT51n % + ¢ (Ty, — T1) a po Cervené integracni cesté: RT} In % +c(Ty —TY).
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Obréazek 2: Znazornéni kruhového déje k tloze 4.

Néasleduje mirné slozitéjsi ¢ast. Musime najit takovou funkci f(7, V'), aby byla splnéna
podminka

o(f(T,V)e) 0(f(T,V)R])

o or
Spocitame derivaci na obou stranach:
of T of
v = fvar TR

po vynasobeni V' dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi

of _ n0f

funkci f pak muzeme predpokladat ve tvaru
f(T,V)=g(T)-h(V)
Dosadime a vydélime V - g(T) - h(V)

1 on(V) 1 9g(T)
vy ov M@y ar TN

Leva strana nyni zavisi pouze na objemu, prava strana zase pouze na teploté. Aby bylo
mozné splnit rovnost pro libovolné V' i T', musi byt obé dvé strany konstantni. Z této
rovnice tedy vypadnou dvé diferencidlni rovnice pro objem a teplotu:

1 onv)
WW = konst.

feSenim je, po vydéleni rovnice objemem
cln(h(V)) = konst -In(V)

potom je funkce h(V') rovna



Zaméfime se na pravou stranu:

1 99(T)
——————— + R = konst
g(T) or o
fesime té7 separaci proménnych:
1 09(T) k
St A Sl |
g(T) o R

a vysledek je

potom

Vzpomeneme si nyni na funkei f(7,V) = ¢(T) - h(V'), do které dosadime vysledek
nasich vypoctiu

konst. konst 1
R

FT,V)=VEs .

kde konst. je libovolné. Proto zvolime nejjednodussi feseni konst.= 0:

) =

6. Necht’ x,y a z jsou 3 stavové veli¢iny, spojené stavovou rovnici f(x,y, z) = 0. Ukazte

platnost vztahu
on) () (1)
oy ) . -~ \ oz B
Ox Ox 0z
=) = (== - 2
(&)=~ (%), (%), ?
Ox Ox Ox ow
gry _ (9t e -~ 3
<8y)z <8y)w+(8w)y<5y)z 3
pricemz dolni index oznacuje konstantni veli¢inu a w je dalsi stavovou veli¢inou, w =
w(z,y,2).

Reseni:

Spoc¢itame parcialni derivace podle x a y za predpokladu, ze je z konstantni:
d
df _(oFN () (9F) _,
dx ox yz or ) \0y/,.
d
df (91N (9= (9F) _,
dy oy vz oy ), \Ox -



z kazdé rovnice vyjadiime ¢len neobsahujici f :
of
dy\ _ (5:),. Oz _ \%/),.
oz ), <ﬁ> "\9y /. (
ay X,z
po vynasobeni obou dvou vyrazii mame:
P ﬁ)
(8y> (8!15) (8_£)y,z (8y T,z 1
O z 82/ z (g_?];)x B (B_m)y,z
coz dokazuje (1). RozepiSme nyni pravou stranu vyrazu

().

9y

—
|2 SIS
3 =

derivace na pravé strané transformujeme do z-ovych souradnic

).y ®).@)

0z

timto je dokdzan vyraz (2). Pfipoménme si vzorec transformace soutradnic (x,y,z) —
(u,v,w) pro derivaci:

o0\ _ () () (0 (%) (04 (0w
oxr Z_ ou - oxr - ov waw ox - ow o ox -

vyuzijeme tohoto vztahu za predpokladu, ze transformujeme pouze jedinou soutradnici
Z—w

Oy _ (%) L (%

ox ), \Oz o ow

7. Stavova rovnice pV = NKT vaze proménné p,V a T', pticemz N a k jsou konstanty.

Piimym vypoctem ovéite, Ze
o\ _ (OV\T
ov T_ op )

().~ (%),
(o), =~ (r), (),
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(), (%), (&)
ov ), op ), \oV ),

Podivejme se tedy postupné na jednotlivé rovnice:
Op\ _ NEKT  p (OVNT' ([ NET\T' [ VN p
ov), ~v: o V'\op), p? \p) V
O\ _ Nk _p (OTNT _ (VN _ T\
or), v T'\op/), \Nk) \p)
Op\ _ _NKT _ p _(Op\ (OT\ _ _pp _ _

ov/), vz v \ar),\ev), TNk
p

P
T
ory _T _(oT\ (9p Z(_>_£
avp_v’ o)y \ovV ), p\ V) V

8. Stavova rovnice idedlniho plynu muze byt zapsana jako

ResSeni:

o pV = NkT,

o pV =nRT,

kde p,V,T jsou tlak, objem a teplota, N je pocet castic, n jejich koncentrace, k je
Boltzmannova konstanta (k = 1,38 - 1072 m? kg s72 K™'), R je plynova konstanta
(R =8,31 Jmol " K™ ), n; je latkové mnozstvi, p je hustota plynu a p molekulova
hmotnost. Ovérte rozmér k a R. Jaky rozmér ma n? Ukazte, Ze jednotlivé rovnice jsou

ekvivalentni (Na = 6.022 - 10% mol™').
Reseni:

Rozméry jednotlivych konstant ur¢ime z piislusnych stavovych rovnic

k] = [N[T] == K : —kg-m?-s7?
PVl kgem'-sT2em® 5 o .
[R] = Tl 7 T =kg-m*-s7* - mol

n ma rozmér m~3. Je to koncentrace ¢astic. Nyni k odvozeni ekvivalence mezi jednot-
livymi tvary rovnice: Druhou rovnici odvodime z té prvni velmi snadno: pravou stranu

rovnice rozsifme Avogadrovou konstantou

Na
V =N—FKkT
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jelikoz je Nak = R - molarni plynova konstanta a N/Ny = n, dostavame hledanou
druhou rovnici

pV =nRT

Pro odvozeni tieti rovnice vyjdéme opét z prvni rovnice. Pfedpokladejme, 7e zndme
stfedni molekulovou hmotnost pu, se kterou rozsiriime pravou stranu stavové rovnice

pV = NEgr
1
zde opét Npu je stiedni hmotnost N c¢astic. Rovnici jesté podélime objemem

m 1
= ——kT
PV

a vidime, 7e jsme dostali ve vyrazu hledanou hustotu

szk‘T
i

Odvozeni posledni stavové rovnice je vskutku jednoduché. Prvni rovnici totiz staci
vydélit objemem a uvédomit si, Ze N/V = n, tj. koncentrace ¢astic

p =nkT
Tot’ vse.

9. Pii konstantni teploté 20°C se idedlni plyn kvazistaticky rozpina ze stavu s tlakem
20 atm do stavu s tlakem 1 atm. Jakou praci vykona 1 mol plynu?

Reseni:

Prace je obecné rovna

Ve Vaw2) o RT v
_ _ _ (p2) _
"= " Vel = /vl(pl) V=7 = nRin(V)lyg,) =
nRT
nRT I 2P2) oy 22— pRTIn 2 ~831-293.15-1n(10)] ~ 5.6 kJ (4)
Vi (p1) LS b2

p1

10. P1i kvazistatické adiabatické expanzi 6 litra hélia o teploté 350 K klesa tlak ze
40 atm na 1 atm . Vypoctéte vysledny objem a teplotu (predpokladejte platnost stavové
rovnice idealntho plynu). Ziskané vysledky srovnejte s hodnotami, které by vysly pro
izotermickou expanzi (k = 1,63). Predpokladejte, Ze se jedna o ideéalni plyn.

Reseni:

Pro adiabaticky déj plati
pV" = konst.



potom
POVOK =D VlK

tj. novy objem je roven
Vi = ¢/ 22V, = “¥/40 - 61 ~ 571
b1

Pro vypocet teploty musime nejprve zjistit latkové mnozstvi plynu. To provedeme
snadno ze stavové rovnice idedlniho plynu, kde vyuzijeme veli¢iny z pocatec¢niho stavu
plynu

_ %

~ RITy

samotnou teplotu spocitame téz ze stavové rovnice, ale pro konecny stav

po‘/o = HRTO —

poVo poVo po p1

40765 —1-350 K = 84.11 K

i
PV = nRTy — Ty = B = BT, — B0y — oo flog — (2)° gy

Nyni se zaméfme na srovnani s izotermickou expanzi. Teplota je stejnd, tou se zabyvat
nemusime. 7Z rovnice poVy = p1 V4 snadno zjistime, 7e objem bude

v, = 2200 — 40 61 = 2401
y4!

konec¢ny objem je tedy priblizné ¢tytikrat vétsi nez v pripadé adiabatické expanze.

11. Spoctéte praci vykonanou idealnim plynem pii kvazistatické adiabatické expanzi
ze stavu charakterizovaného py, Vi do stavu po, V5. Urcete préci, kterou plyn vykon4,
prechazi-li z poc¢atecniho do koncového stavu nejdiive izochorickym déjem a poté izo-
barickym, nebo nejdiive izobarickym déjem a poté izochorickym.

Regeni:
Pro adiabaticky dé&j plati, Ze pV® = konst. = p, VX = p, VK. Praci pak snadno spoci-
tame

Va Vo Vr Vl—n Va Ve
W — dVp _/ del 1 — p V" _ vy (‘/21—;@ . ‘/11—5)

i i L 1—«x Vi l — x
(‘7 )1_fi
V 1

Druhou ¢ast prikladu snadno spocitame tivahou. Vykonand prace je rovna ploSe mezi
kfivkou a osou V. Podivame-li se na pV diagram jednotlivych procesii 2 je zfejmé, Ze pii
izochorickych déjich se prace nekona, takze hlavni pfispevék budou mit izobarické déje.
Vypocet prace se tedy omezuje na vypocet obsahu obdélniku. Je-li nejprve izochoricky
a potom izobaricky déj, vykonana prace je rovna

:P1V1
11—k

Wi =ps (Vo= VW)
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pro druhy piipad
Wi=pi(Va—V1).

12. Pii vyméné vzduchu mezi spodnimi a hornimi vrstvami troposféry dochazi k ex-
panzi, popf. kompresi vzduchu: stoupajici vzduch se rozepina v oblasti mensiho tlaku.
Vzhledem k malé tepelné vodivosti vzduchu je mozno pokladat procesy expanze a
komprese za adiabatické. Vypoctéte zménu teploty s vyskou néasledkem téchto procesii.
(Vzduch povazujte za idealni plyn.)

Reseni:

Nejprve si zopakujme zakladni rovnice, které pouzijeme: jedné se o idedlni plyn, a proto
se bude hodit jeho stavova rovnice

pV =nRT
a rovnéz z informace, 7e déj muzeme povazovat za adiabaticky
pV" = konst.

Tuto rovnici vSak chceme vyjadiit pomoci teploty misto objemu, vyuzijeme tedy sta-
vovou rovnici a dostaneme

T K
D (R—> = p'"RFT" = p' "T" = konst.
p
vyraz diferencujeme
(1 —k)p "R*T"dp = p' "R*kT"* dT =0
néco se tu pokrati a rovnice se pak zjednodusi na
(1—m)dp+2%dT:0 (5)

Nés nyni bude zajimat, kde vzit zavislost na vysce. Proto si vzpomeneme na Eulerovu
rovnici proudéni tekutin (ktera se bude hodit i v nékterych dalsich piikladech)

S vy=—L oy (©

Predpokladejme stacionarni proudéni a téz zanedbejme nelinearni ¢len. Potom dosta-
neme rovnici hydrostatické rovnovahy ve tvaru

Vp = —pg

coZz miuzeme prepsat na



a dosadit do (5)
—1dh dT" 1dT
i —=—=—=—dh
K p T T dh
v rovnici nam jesté prekazi tlak, kterého se zbavime pomoci stavové rovnice idedlniho
plynu ve tvaru

—pyg

p:BkT
1

potom

ar _ pgr—1

dh k&
Pro g =981 m-s72 =29y a k = 1.4 vyjde

dT

— ~ 10K -km™!

a 0 m

13. Pfedpokladejme, Ze atmosféra planety VenuSe obsahuje k; = 96.5% molekul CO,
a ko = 3.5% molekul N,. Ostatni slozky miuZeme zanedbat. Teplota atmosféry je t =
464°C a atmosféricky tlak na povrchu Venuse obsahuje py = 9.1MPa. Hmotnost planety
je M = 4.87-10% kg a polomér R = 6052 km.

(a) Urcete hustotu py atmosféry a gravitaéni zrychleni g, u povrchu Venuge.

(b) K vyzkumu atmosféry planety pouZijeme otevieny ,horkovzdusny balon"(plnény
oviem atmosférou planety) o objemu V = 50 m®. Hmotnost konstrukce je m = 100 kg.
Na jakou teplotu t; musime ohfat plyn v balonu, aby zacal stoupat nad povrch planety?
P1i které teploté to uvniti balonu dosdhneme vysky 1 km?

Rotaci Venuse a pokles gravita¢niho zrychleni pti vystupu balonu zanedbejte. Tep-
lotu atmosféry do vysky 1 km povazujte za konstantni. Molarni hmotnosti obou hlav-
nich slozek atmosféry Venuge jsou My, (CO;) = 44.0 - 1073 kg - mol™', My, (Ny) =
28.0 - 1073 kg - mol .

Regeni:
(a) Hustotu atmosféry uréime pomoci stavové rovnice ve tvaru
pkBT
p =
o

kde p je stfedni molekulova hmotnost, kterou spoc¢itdme pomoci vzorce

key My, + ko My, _
= 1;2 2 =721 x 10 kg
A

Hustota atmosféry je potom rovna

Hup —3
= —— =64.518 kg -
p T 64.518 kg - m

Velikost gravitac¢niho zrychleni spoc¢itdme pifimym dosazenim do vzorce

GM
ay = ?:8.87m~s_2
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(b) K vypoctu teploty vyuzijeme Archimedova zakona. Velikost vztlakové sily musi
byt vétsi nebo rovna velikosti sily tihové, rozepsano

m. - pp
Patm. Voar g 2 mg = (Mba + Mptyn ) 9 = 77 + keT
7 této rovnice snadno vyjadiime teplotu ve tvaru
Ta m
T>—""— =760.73K
1 _ MKBlatm.
Vip

Pro vypocet teploty potiebné k tomu, aby mohl balon vzletnout do vysky 1 km potie-
bujeme ur¢it hustotu/tlak atmosféry v piislugné vysce. Barometrickou rovnici mizeme
odvodit z rovnice hydrostatické rovnovahy, kterou zapiSeme ve tvaru

op
do které dosadime stavovou rovnici idealniho plynu
b _ _pi
oh kgT

feSeni této rovnice je ve tvaru

_ K
p(h) = po exp ( szTh>

resp. hustota (dosazeni do stavové rovnice)

Hpo 1% -3
h) = =22 ——2_n) =64.063 kg -
p(h) kBTeXp< T ) g-m

Predpokladejme, ze plyn v balonu ma stejny tlak jako plyn v atmosfére, potom miizeme
pomoci stavové rovnice napsat

_ Phball kg T = Patm. kg T,

I I

odkud dostaneme
_ Tatm

Phbal Patm. Tbal.

Podminka pro teplotu potom je
T
T > =762 K

14. Plyn je popsan stavovou rovnici p = p(V, T). Ukazte pfimym vypoctem, Ze 6Q) neni
uplnym diferencidlem.
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Regeni:
Vyjdeme z prvni véty termodynamické dE = 0Q) — p dV, ze které vyjadiime 6Q)
0Q =dE +pdV

diferencial energie mizeme rozepsat v proménnych teploty a objemu, potom

oF oF
°Q= (a—T)v e KW)T“’} v

Vzpomeneme si, jakd podminka musi platit pro uplny diferencial a pouZijeme ji na

prislusny vzorec
0 (9B _ 0 (0B (0p
ov\or), or\ov/), \oT),

vzhledem k zadménnosti parcidlnich derivaci dostaneme

op B
(a—T>V =0

coz je v8ak ve sporu s predpokladem, ze je tlak funkci objemu. Tato podminka tedy
neni splnéna a ziejmé se nejedna o uplny diferencial.

15. Energie castice uzaviené v nekonec¢né vysoké potencidlové jamé s rozméry L, X
L, x L, je ddna vztahem

12 n2 n: n?
E=_—_ g2 =24 Y, Y
om (L; Tt L;)

Piedpokladejte, Zze L, = L, = L, = L. Pfedpokladejte, Ze systém jako celek je charak-
terizovan energii systému. Jak je ur¢en mikrostav, jak makrostav? Spoctéte silu, kterou
¢astice piisobi na stény nadoby. Urcete vztah energie systému a tlaku.

Reseni:
Makrostav je popsan makroskopickymi charakteristikami systému, kterou muzeme piimo
méfit. V tomto pfipadé je makrostav charakterizovan energii E (L, n,, ny, n,). Pro dany
makrostav existuje nékolik mikrostavi, které vsak nemizeme odlisit. Zde je mikrostav
charakterizovan hodnotami n,, n,,n..

Napisme, jak se zméni energie systému pii posunuti o pidi pidi kousek dx. Jelikoz
predpokladame skute¢né pidi pidi zménu, provedeme pak rozvoj pouze do prvniho radu

22

_ 2
E(L+d$aLaL) - E(L7L7L) - ngnm dz
Potom 22
_ T2
dE = — T3l dx

13



Jelikoz je v platnosti relace dE = —F - dr, dostaneme pro ptisobici silu vzorec

2202
P Tn;
mL3
tlak je roven p = F/S, a proto
R rin?
b=

Stredni hodnoty jsou nasledujici: tlak:

h?r2n? R*r?
(e} = < mL? > " mLp (n2)

a energie
h2m?

(B) = S0 () + () + () = 2

16. Odvod’te z existence stavové rovnice f(p, V,T) = 0 vztah

o = p . 5 - K
mezi termickym koeficientem roztaznosti o := % (%)p’ koeficientem izochorické rozpi-
navosti = 1 (@) a koeficientem izotermické kompresibility x := —< ( 2X
: p \oT/V : vV \ op T.

Reseni:

Dosadime piislusné vyrazy do pravé strany
gonp L) [LL(OVY L o) (VY _1gevy
b “Pp\er), v\aw ), v\er) \a /), v\er), ~

17. Stavova rovnice ma tvar p = f(V) - T. Dokazte:
OEY _
(a) (57), =0
. 0B\ _
(b) pokud plati a), pak (%>T =0.

Regeni:

(a) Z prvni véty termodynamické vyjadiime vyraz 6Q/T
0Q 1 (OF 1 [[/0FE
() ary - (& dv
77 (o), 7 |(5),

Nésledujici vzorec bude pouzivan hodné ¢asto, proto je nutné odvozeni udélat poradné!
Jelikoz se jedna o uplny diferencial, musi byt derivace prvniho ¢lenu podle objemu roven

14



derivaci druhého ¢lenu podle teploty, tedy Vyuzijeme druhou vétu termodynamickou
pro kvazistatické procesy, kterou dosadime do prvni véty termodynamické

dEE p
dS=—"—"—1+L2q 7
S Ty vV (7)
Vime, ze dE je tplny diferencial, ktery rozepiSeme v proménnych teploty a objemu
) oF
dE = | — dT — dVv 8
(57), 7+ (57), )
dostaneme | /9 . 3E
dS == =— dT'+ = || = dVv 9
r(or), w2 |(5), ] ®)

Vime, ze dS je téz uplny diferencial, a proto musi platit

tor [ (52), ), - tor {7 1), =21,
rlov (o)), == |(@), o rilar (). ), - (). v

Druhé derivace zmizi a vyraz na zavér vynasobime T2. Dostaneme

(@), =7 (), &

Nyni staci spocitat piislusné parcialni derivace

(2—5) —TH(V)— F(V)T =0

(b) Derivaci energie podle objemu ptepiSseme nésledujicim zptisobem
(a_E> _ (a_E> (3_V> ~0
op ) oV )\ )

18. Pro idealni plyn spoctéte (g—";)ad, (g—"})T.

ResSeni:

19. Ukazte, 7e pro plyn popsany stavovou rovnici f(p, V,T) = 0 plati

o\ _ (o) %
V)., \oV /) pcv

15



ResSeni:

Levou stranu si rozepiSeme pomoci nové proménné T’

(7).~ (&), + (o), (50), (1)

Nyni dokdzeme tii dulezité vzorce vyplyvajici z prvni véty termodynamické, ze které
si vyjadiime teplo
0Q =dE +pdV (12)

Nejprve si odvodime dalsi dilezity vzorec popisujici rozdil ¢, a cy. Vyjdeme opét z
(12), kde opét rozepiseme dE

OF OF
Q= (a—T)T e KW)T“’} v

Nyni rozepiseme objem jako funkci tlaku a teploty

oV oV
- (3) oo ()

Jelikoz chceme vyjadrit tepelnou kapacitu za konstantniho tlaku, polozime dp = 0.

Navic plati
0Q
= = 13
o= (57), "
Dosadime do vztahu pro 6Q)

oF 5% oP oV
= ar+|(57) +] (a—T>p a7 = e+ (G7) (a—T)p

kde jsme vyuzili vzorec (10). Z tohoto vzorce jiz vyplyva

(@) (D),

Pted samotnym vypoctem bude jesté nutné vyjadrit adiabatickou derivaci. Za¢neme
opét s (12). Zajimaji nas adiabatické déje, a proto 6Q = 0

dT

0=dE+pdV

dE klasicky rozepiSeme v proménnych objemu a teploty. Vyuzijeme prvni odvozeny
vzorec pro derivaci energie podle objemu. Dostaneme

dp
=T | =— d dT
0 (8T)V V—|—CV

kde nyni dT" rozepiSeme jako funkci objemu a entropie. Zajimaji nas procesy, pii kterych
je entropie konstantni, a proto muzeme vzit ¢len sdS nulovy

B dp oT
O_T<8_T>V dV +cy (8V)S dV

16



Odtud zfejmé dostavame

), (3),

Méme odvozeny vSechny diilezité identity, které nyni staci spravné zkombinovat. Vzorec
(14) dosadime do (15) za derivaci tlaku podle teploty

o _ v (T
W)s o \OV),

Tento vzorec muzeme dosadit do (11), obdrzime

OP\ _ (OP\ _c—cv (OP\ (0T
v )s \oV ), cv \IT ), \oV ),

Soucin parcialnich derivaci muzeme upravit

oP\ (0T _ (9P
or),\ov),  \ovV),
Po dosazeni

8_P - 8_P +Cp—CV 8_P 71+Cp—Cv a_P _ % a_P

av)s \oV ), cv \OV /), cy oV ), ey \9V ),
a konecné dostavame hledany vyraz. Pti pouziti Maxwellovych relaci je postup jedno-
dussi.

20. Ukazte platnost relace ¢, — ¢y = R mezi izobarickym a izochorickym specifickym
teplem jednoho molu idealniho plynu. Vnitini energie idealniho plynu nezavisi na jeho
objemu.

ResSeni:

Tuto rovnici sta¢i spocitat z diive dokdzaného vzorce (14). Dosadime rovnici idealniho

plynu
oP oV pV  pV
K (8T>V(8T)p -1

Pro 1 mol plynu je toto rovno pravé R, Mayerova relace je tedy dokazana.

21. Vypoctéte entropii idealniho plynu pfi ¢, = konst., ¢y = konst. Ukazte, ze 6¢) neni
uplny diferencial.

Reseni:

Vyjdeme ze vzorce (9), kam dosadime (10), méame

_ o Ip
ds = T dT+(8T)V dV

17



Dosadime derivaci platnou pro idealni plyn

cy nk
= —d7"+ — dV
ds Td +Vd

Je ziejmé, Ze se jedna o uplny diferencial. Z prvni rovnice
85 o Cy
or), T

S(V,T)=cyIn(T)+C(V)

zderivujeme nyni podle objemu
95 _ (€W _nk
o), \ oV ), V

C(V)=nRIn(V) + konst.

dostaneme

potom

Hledana entropie je rovna

S(T,V)=cyIn(T) +nRIn(V) + konst.

22. Ukazte platnost relace pV* = konst. ( kK = ¢,/cy je adiabatickym exponentem) v

kvazistatickém adiabatickém procesu idealniho plynu. Spoctéte k za predpokladu, ze
3

Cy = §R

Reseni:
Vyjdeme ze spocitané entropie idealniho plynu, které je konstantni
S(T,V)=cyIn(T) +nRIn(V) + konst. = const.
konst. schovidme do const. a dale upravime
In(T) + In (V cv> ~In (TV cv> — Lonst.

7 této rovnice N
TV ev = konst.

Dosad’'me nyni za teplotu ze stavové rovnice idealniho plynu

@VJ = konst.

nR se muze zahrnout do konst.

nR
va °v. = konst.

18



Vyuzijeme Mayerovy relace

cp—cv

PVl v *pV°V *pVK konst.

Mame tedy dokdzanou rovnici adiabaty pro idealni plyn. Je dobré zdiraznit, ze to plati
skutecné jen pro idealni plyn a ne napt. pro van-der Waalsiv plyn.

23. Pro plyn bylo experimentalné zjisténo, ze soucin tlaku a objemu je funkci pouze
teploty, pV = f(T) a ze vnitini energie zavisi také pouze na teploté. Jaky tvar méa

f(T)?
Regeni:

Vypocet funkce provedeme dosazenim stavové rovnice p = f(T')/V do

G§)4m T(%) (16)

foy (KRN T faf(T)
‘77—T<a¥>v—v(iﬁf%,

f(T) = konst. - T (17)

po dosazeni

a integraci

24. U fotonového plynu je hustota energie pouze funkci teploty a tlak je dan vztahem
p = su(T), kde u(T) = E/V. Spoctéte
(a) Funkm u(T),

(b) entropii,

(c) rovnici izotermy a adiabaty.
Regeni:
(a

) Vypocet funkce u provedeme dosazenim stavové rovnice do

(30),-1(3),

jelikoz vime, ze E = Vu(T), potom

1 L 10u(T)
uw(T) + gu(T) = T§ 5T (19)
jejiz rééenim je
u(T) = konst. -T* (20)

(b) Entropie je rovna

_ dp
dS—TdT#— (8T) dV

19



ze zadani spocitame tepelnou kapacitu

oF

cy = (8—T>V = 4V konst. T3

potom pro dS dostaneme
4
dS = 4V konst. T? dT + 3 konst. T° dV

Jedna se o uplny diferencial, takze jednoduchou integraci (resp. dvéma integracemi a
jednou derivaci) nam vyjde entropie rovna

S(T,V) = gV konst. 7% + konst 2. (21)

(c) Rovnici adiabaty ur¢ime snadno z posledné spo¢itaného vyrazu pro entropii, ta
totiz musi byt v pripadé kvazistatickych déju konstantni:

S(T,V) = konst.

z vyrazu muzeme vSechny konstanty podélenim nebo odec¢tenim zahrnout do konstanty
na pravé strané, potom
V - T3 = konst (22)

Rovnici izotermy zjistime ze stavové rovnice, ktera riika, ze pokud je teplota konstantni,
musi byt konstantni i tlak. Rovnice totiz nezavisi na objemu.

25. Ty¢ je zkroucena momentem sily M o thel ¢. (a) Dokazte, 7e prvni véta termody-
namicka je v tomto piipadé ve tvaru:

dE = 6Q + M de. (23)

(b) Odvod’te z definice tepelné kapacity (a prvni véty termodynamické) vyjadieni ¢y,
a cy.

c) Najdéte vztah mezi (8—M> a (8—M> .

( ) . O adiab 9 izoterm

Regeni:

(a) Z vyjadreni prace ve tvaru
dW =F -dr=—-F - (r x dyp), (24)

kde F je ptsobici sila, dr je element posunu bodu a d¢ vektor otoceni o thel dp v
ose rotace. Ukazeme, 7e dWW = —(F X r) - dp, napf. pomoci vyjadieni pies antisymet-
ricky tenzor €;j;. Element prace dW vyjadiime pomoci zapisu pomoci antisymetrického
epsilon tenzoru

—F .- (rxdp)=—F - (ejr-rj-dpg) = —¢cpij - Fi-rj-doy = —(F xr)-dp =M -dy

20



dr F

Obrazek 3: Krouceni tyce.

kde jsme pouzili definici momentu sily M = —F x dy. P¥i vhodné volbé soufadnicové
soustavy: hlavni osa kartézské soustavy soufadnic splyva s osou symetrie tyce, potom
se skalarni soucin zjednodusi na souc¢in dvou skalarii a my prvni vétu termodynamickou
miuzeme zapsat ve tvaru

dE =6Q + M dy (25)
(b) ¢, vyjadiime analogicky cy, pro ¢ = konst. mame 1 VT:

dE = 6Q

OE\  [(0Q\
(a—TL - (a—T)gj = (26)

OF OF OF
5Q = (8—T>¢dT+ <%)T de — M dp = c,dT + K%)T—M] dy

Dalsim tkolem je spocitat parcialni derivaci podle thlu za konstantni teploty. To se
provede analogicky s predchozim pripadem, kdy jsme méli proménné tlaku a objemu.
Vime, 7e 6Q /T je uplnym diferencidlem, a tak po podéleni obou stran rovnice teplotou
vyuzijeme podminku nutnou pro uplny diferencial, potom

odkud

thlu:

oF oM
) —M=-T=—_ 27
(%), (7). 1)
dosadime do upravené 1VT
oM
5@ = C¢dT -T <8—T><p dQO

zajiméa nas tepelnd kapacita, kterd je dana podilem 6Q) a diferencidlu teploty za kon-
stantni M, proto prepiSeme vSe v proménnych teploty a momentu sily; ¢leny s momen-
tem sily vypadnou, nebot’ je M konstantni

Q\ oMY (g
(57), 7= =7 (57), (),

21
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parcidlni derivace na levé strané rovnice je definice ¢y, jelikoz rovnice plati pro libovolné

dT', mizeme psat
oM Op
v oT o or ),

(c) Nejprve musime vyjadiit néjakou parcialni derivaci pro adiabatické dé&je, tu ziskame
7 1VT, adiabatické (kvazistatické) déje jsou za konstantni @), tj.

B oM B oM Op
o=t -1 (G ) a1 (5r), (or).,

90\ (oL
). T \OM),

dosadime 28) za (g—T)SO a vyjadiime <8—£>ad.

(@)= (-2) @),

nyni vyuzijeme vzorce (odvozeného na zacatku)

(@)~ (5), (7). ().

a dosadime za posledni parcialni derivaci
(32),(5r) (-2) (5), - (5)+(52), (-2) -2 (55)
Op )p \OT ), Cy 00 ) op ) \O¢ ) Cy co \ 0¥ )

Hledany vzorec tedy je
(2) e (20) o9)
¢ Ja. G \OP Jp

26. (a) 1 kg vody s teplotou 0°C je pfiveden do tepelného kontaktu s velkym rezer-
voarem s teplotou 100°C. Spoc¢téte zménu entropie vody, rezervoaru a celé soustavy po
ustaveni rovnovahy.

(b) Spoc¢téte zménu entropie celé soustavy, paklize voda byla nejprve v kontaktu s re-
zervoarem s teplotou 50° a poté s rezervoarem s teplotou 100°C.

(c) Jak zajistit, aby se pii ohfevu vody entropie soustavy nezménila?

Reseni:

potom

22



(a) Pl vypoctu predpokladame, Ze téleso je oproti vodé tak velké, Ze se jeho teplota
zméni zanedbatelné. Zména entropie je potom rovna

AQ  mey (Ty —T) T _1
Sk T T mey T 56 J
Iz mey (To — T1) T
AST = ; dT# = mey (Ty —Ty) In(T') |
1

T.
= mey (Ty — T1) In (%) = 131022 J - K

1

celkovd zména entropie soustavy tedy je
AS = ASg + ASp =1298896.4 J - K *

(b) Dosadime opét do piedchozich vzorci, avSak s rozdilnymi teplotami. P¥i prvnim
ohfevu dojde k nésledujici zméné entropie:

ASp = —649.9 J - K1 ASpy, = —562.8 J- K!

a téleso
ASp; =35300 J- K™Y ASp =30211 J- K™*

(c) Uvazme, 7e mame N+1 rezervoari. Nulty rezervodr je v tepelné rovnovaze s télesem.
Teéleso budeme postupné prikladat k jednotlivym rezervoarim postupné podle zvysSujici
se teploty, dokud se neohieje na teplotu T5. Teplota rezervoaru se zvysuje vzdy o stejnou
teplotu, takze teplota ¢-tého rezervoaru je rovna

-T

T(i) = 2

i—T (30)

feknéme, ze ma nyni téleso teplotu 7'(i) a budeme ho ohfivat na teplotu 7'(i + 1).
Zménu entropie rezervoaru spocitdme analogicky k predchozimu ptikladu

T(i) =T+ 1)

ASR = 31
RO G 1) (31
a téleso Tl + 1)
1+
AST = In ——= 32
T mcy In T(Z) ( )
po dosazeni konkrétnich T'(i) obdrzime, ozna¢me vyraz a = %
AS 2 (33)
=mey—————
t Va(i+1) =T
a téleso DT
alr + — 19
ASt = 1 34
T =meyeln ——— 7 (34)
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celkovou zménu entropie ziskame souc¢tem zmén entropii pies vSechny cykly

—a
ASR = _— 35
R = mev Z Z + 1) T2 ( )
a téleso
a(i+1) =T,
AST = In ——= 36
T = mecya Z n T (36)

=1
Soucet logaritmu je jednoduchy, prostfedni ¢leny se ode¢tou a zbydou pouze krajni
Cleny, tj.

a(N +1) -1
a—"T,
kone¢ny soucet harmonické fady nelze spocitat analyticky, vime, Ze sumu lze piiblizné

nahradit integralem a potom

ASt =meyaln (37)

N
—a 1
ASg = mc _ ~ — dimcya—————
A VZ a(i+1) =Ty /1 Va(z+1)—T2
a(N+1)—-T,
= —mecyaln T
a— 1o

pro dostatecné vysoka N to plati presné. Je ziejmé, Ze to je piesné opacnd hodnota ke
zméné entropie télesa, soucet se tedy blizi nule se zvySujicim se N, protoze se zpiesiuje
aproximace sumace integraci provedena v poslednim kroku.

27. Ukazte, ze pro malé odchylky dp, dp od rovnovaznych hodnot hustoty py a tlaku pg
je mozné §iteni zvukovych vin popsat vlnovou rovnici

d%0p 62825]9
o2 ox2’

kde rychlost zvuku je dana vztahem ¢ = /(9p/0p),4 predpokladame-li, Ze déje jsou na-
tolik rychlé, 7ze nedochézi k vyméné tepla mezi jednotlivymi elementy vzduchu. Ukazte,
ze rychlost zvuku muze byt spo¢tena také jako ¢ = \/Kaq/po, kde adiabaticka kompresi-
bilita kK.q := =V ( 9p ) .q Spoctéte rychlost zvuku ve vzduchu za predpokladu, ze vzduch

av
je tvofen pouze molekulami Ny a ze k = ¢,/cy = 7/5.

(38)

ResSeni:

Vyjdeme z Eulerovy rovnice pro pohyb tekutin

pripad zjednodusime na 1 D , predpokladame, 7e se viny pohybuji po pfimce a osu x
nasmérujeme ve sméru vektoru grupové rychlosti téchto vin, Eulerova rovnice potom

bude 5 9 5
v v Op
pa + pva—m = "o (39)
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a rovnice kontinuity

dp , Olpv)

ot ox

Néasledné budeme predpokladat, Ze hustota se méni o malou hodnotu oproti jeji stiedni
hodnoté, coz zapiSeme jako

~0 (40)

dp
= 0p = — ) 41
p=po+0p p0+<5p>ad. p (41)

na pravé strané rovnice predpokladame, Ze je zvukové vinéni adiabaticky déj. Podobné
rozepiSeme rychlost v, u které muzeme vhodné zvolit soufadnou soustavu tak, aby
v = 0, potom

v =0v (42)

prislusné rozvoje dosadime do jednotlivych rovnic, potom:
00 Bgtv +5p86v + po 5U86v +5péva5v _
86 dp 86 a6 ap v __ _ O(po+dop) __ 9dp
Po athF(ap) 0pgr + podvgy <<9p>ad VG = T =
v rovnici zanedbame na levé strané druhy, tfeti a ¢tvrty c¢len, protoze jsou vyrazné
mensi nez ¢len prvni, na pravé strané zbude pouze derivace fluktuace tlaku

Oov 85p
— 4
Po It Or (43)

to samé dosadime do rovnice kontinuity

op\ 9op , dov  (9p\  O(pdv) _
(ap) R +(8p) or

tfeti ¢len opét zanedbame, protoze nasobek fluktuace je vyrazné nizsi nez prvni dva
¢leny, pak
ap dop 0ov
L) o p (14)
op) .4 Ot ox

rovnici (51) zderivujeme podle ¢asu, rovnici (52) zase podle soufadnice z , pravé strany
se rovnaji diky zaménnosti derivaci potom dostaneme

op 0?6 0?6v
it = 45
<8p>ad. Po 82 Po 02 (45)
a nakonec po jednoduché tupravé dostaneme hledanou rovnici
026 25
p_ 207D (46)
a2~ C ou2

Pro piepsani rychlosti zvuku pomoci adiabatické kompresibility parcidlni derivaci upra-

EEERERCREN
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zlomek prepiSeme jako

© | <

m
0?

protoze m = pV. Nakonec

\% 8p> Kad
c= -2 (L) = . 47
p(@V ad. 1Y ( )

Pro vypocet rychlosti zvuku vyuzijeme znalosti rovnice adiabaty idealniho plynu

pV" = PM—V"C = pli = konst. =

G p

odtud snadno urc¢ime derivaci

0 r-l u kgT
(_p) — kK = HKp—p_l = Rl = B
90 ) wa I I p I

kam jsme dosadili stavovou rovnici ideélniho plynu p = pkgT/p. Rychlost zvuku je
potom

T
e = [ _ 49367 m . s (48)
U

28. Idealni plyn se adiabaticky rozsifuje z objemu V; do vakua. Spoctéte rist entropie,
pokud plyn v kone¢ném stavu mé objem V5 a dokazte, 7Ze proces rozsitovani je nevratny.

ResSeni:
Nejprve vypiSu vzorce, které pii vypoc¢tu pouzijeme. Jejich odvozeni byste méli najit
v seSité. Prvni vzorec vyplyva z prvni véty termodynamické

OEN (O _
o), “\or), ?

dalgim dulezitym vzorcem je vyjadieni entropie (resp. uplného diferencialu) z prvni
véty termodynamické

_w P
dS = T dT+(8T)V dV

Energie je stavova veli¢ina. Proto je jeji zména dana jen poc¢ate¢nimi a koncovymi pod-
minkami bez ohledu na mezistavy, kterymi plyn prosel. Proto zménu energie miizeme
zapsat ve tvaru

oF oF dp
AE=|— | AT — | AV=cyAT+ |T| =] —p|AV
(57), 57+ (57), &V =aar+ 7 (3), -7
Jelikoz se jedna o izolovanou soustavu, musi byt celkové energie konstantni, tedy AE =
0. Odtud snadno zjistime, 7e

1 dp
ot fr()]o
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Entropie je rovnéz stavova veli¢ina, proto mizze ze stejnych duvodi napsat

a8 a8 cy OP
AS= (22 AT+ (Z&2) av=Yar+ (L) A
S (6T>V +(6V>T e +(6T>v v

kam dosadime za AT a dostaneme

.y
AS = ZAV

29. Van der Waalsova stavova rovnice pro 1 mol plynu mé tvar

(v + %) (V —b) = RT (49)

kde a, b jsou konstanty. Pro dané T" mize mit k¥ivka dva extrémy dané rovnici

dp B
(W>T_O

V kritickém bodé uréeném parametry 7., p. a V, navic plati

2
(%),
T

Spoctéte hodnoty T, p. a V.. Zapiste stavovou rovnici pomoci proménnych 77" = T/T,,
P =p/p.aV' =V/V.
Reseni:

Nejprve spoc¢itame prvni a druhou derivaci tlaku podle objemu za konstantni teploty:

dp RT 2a
) = L) 50
(av)T Vb2 Vs (50)
o?PpP 2RT 6a
) =2 = ) 51
(8V2)T (V=03 V4 (51)
7 obou rovnic vyjadiime vyraz %, tedy
% B 2a
Vi V3V —b)

odtud vychézi kriticky objem V. = 3b. Dosazenim do (40) ziskdme hodnotu kritickeé

teploty, ktera je rovna
8a

27Rb
a kriticky objem a kritickou teplotu dosadime do stavové rovnice, odkud ndm pro
kriticky tlak vyjde

Tc =

a

P = 5712
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Do stavové rovnice staci dostadit 7= T" - T,, apod.

, 8T 3
O VT T

(52)

30. Urcete:

(a) vnitini energii a entropii van der Waalsova plynu,

(b) préaci van der Waalsova plynu pii vratné izotermické expanzi,

(c) zménu teploty van der Waalsova plynu pii adiabatické expanzi do vakua.

ResSeni:
(a) Vnitini energii spo¢itdme dosazenim do vzorce

op a
dE = cy dT + [T (a—T>V—p] dV =c¢y dT+WdV

odtud snadno zjistime, ze
a
E=c/T—- v + konst.

Entropii uré¢ime ze vzorce

Cy f)]:) Cy R
= 47 4 V = — dT — 4V
ds dT + ( ) d dT + b d

Potom
S =cyIn(T)+ RIn(V — b) + konst.

(b) Praci ur¢ime dosazenim stavové rovnice do

V2 V2 RT
W = de(T,V):/ av <—_i> _

Vi Vi V—-b V2
a |Vz Vo—b 1 1
RT'In(V —0)+ —=| =RTI — — —
R ¥ nvl—b”(vz vl)

(¢) Vyjdeme pro rovnici entropie, zména entropie samotného plynu zavisi jen na
pocateénim a kone¢ném stavu, proto muzeme napsat:

_ o Ip
AS = ZAT + (8T>VAV (53)

jelikoz pocitame adiabaticky déj, je AS =0 a po dosazeni ze stavové rovnice:

Cy R
= AT+ —A 4
0= ZAT + ——AV (54)
odtud T R
AT = ———AV 59
va—b ( )



31. Jouleiiv-Thomsoniiv koeficient je definovan pomoci parametru

oT
A= — [ =—
(ap>H

dH =TdS+V dp

(a) Ukazte, 7e

a
v
A=—(1-Ta
Cp ( p)
o = (%)p je koeficientem izobarické roztaznosti.

(b) Ukazte, Ze
T(5)y +V (5%)r
d
G- (%) 7
(c) Ovéite, ze A = 0 pro klasicky idealni plyn.
(d) Ukazte, ze pro van der Waalsiiv plyn plati
bp + 315’ — 27“
(- + %}lg ) Cp
(e) Vyjadiete rovnici inverzni k¥ivky, ktera v p—V diagramu pfedstavuje rozhrani mezi
oblasti A > 0 a A < 0 pro pripad van der Waalsova plynu.

A:

A:

Regeni:
(a) Jelikoz je H = H(S,p), je logické, ze Legendrovou transformaci dostaneme dH =
T dS + V dp. Z tohoto vzorce také vime, ze

() -+ (),

Zactneme upravovat vyraz pro A, do kterého dosadime zadané oy, a
oS
- (m)
za¢neme upravovat postupné pravou stranu vyrazu, pouzijeme identity pro parcidlni
derivace, které zname
Vo ey Y YTV (oY (ary (VY
Cy T(5), T os/), \oas),\or),
0H ar GT 8_V B
Gp S S » oT » N
(78 (Y
op )y oS » N
(%) ( ) (5),~ (&)
— — ) =— = =\
H W) g W)y

5

P



(b) Postup je stejny, jako v pfedchozim p¥ipadé: rozepiSeme si pravou stranu a
postupné upravujeme parcialni derivace:

T(#)v+V () _ TRy +V (5 _

- (%)r T (52), (50)r
(2,3, (3), £, (%), (2),-
() ()5 (5) -

0

(%), (5),- (%), (%), -

as ), \aoT ), p ) \OS p_

)L @, 6.0,
95/, dp )y \0S/, op /g p )y \9S/, oT ) 4

(¢) pro idealni plyn zname stavovou rovnici pV = nRT. VyuZijeme proto vyraz

pro A z piedchoziho podiikolu. Pokud ma byt A nulové, bude bud’ ¢itatel nulovy, nebo
jmenovatel jdouci k nekonec¢nu. Podivejme se nejprve na citatel:

dp op nR nRT nRT nRT
T(L) yv (L) iyt - — 0=\
(8T)V+ <8V>T v v TV Ty

(d) Nejprve do pozadovaného tvaru upravime jmenovatel:

dp B RT B
C”<50T_%'%ﬁwﬂ—%}‘

1 {RT 2a(V—b)] o1 {RT 2a 2ab]

—C — - — | =
V—b & "V —b

PV —b

Voo vzl vE

o 1 a n 2ab
PV —b V2 ooys
Analogicky upravime citatel

RT \%4 a 2ab 1 a 2ab
- S LN 2 R v (p- L 22 =

Vb V—b(p v2+v3> Vb (p V2+V3)}
1 a a 2ab 1 3ab  2a
— VYV -t —pr+ = 20 == - 2D )
V—bRervz)( ) v3] V—b( v V2+V>

Ly, 30k 2

v\ PV TV

Ve zlomku se podéli faktory —1/(V —b), a ziskdme tak hledany vzorec.
(e) Z podminky, ze ¢itatel musi byt roven nule spoc¢itdme rovnici

p:a(gfw%) (57)
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32. Ukazte, ze termicky koeficient roztaznosti

_ LoV
“=v\er),

95\ _ (VN _
o), \or),~ “

Prvni rovnost je Maxwellova relace vyplyvajici z Gibbsova potencidlu. Rozsifime-li
prostiedni vyraz o objem, vypadne vyraz pro a a dostaneme hledanou pravou stranu.

splnhuje relaci

ResSeni:

33. Ukazte, Ze specifické teplo pii konstantnim tlaku, c,, a pfi konstantnim objemu,
¢y, splnuji vztah

C—C*T@ 8—V*—T8—S 8—5
v \er ) \or), ov ). \ap/),

Levé a prostiedni strana jsou odvozeny jiz diive, viz (14). Jednotlivé parcialni derivace
je mozné piepsat pomoci Maxwellovych relaci na pravou stranu.

ResSeni:

34. Volna energie systému F(V,T) = —%- const -VT*. Urcete jeho tlak, vnitini energii,

entropii, entalpii a Gibbsiiv potencial.
ResSeni:
e tlak: 7z rovnice pro volnou energii

AF = —S dT —p dV

F 1
p=— (g—V>T =3 const. T*

e entropie: analogicky k pfedchozimu bodu:

B oF 4 3
S =— (G—T)V =3 const. VT

e vnitini energii spoc¢itdme z volné energie snadno:

snadno zjistime, Ze

3
E—=F+TS = konst. VT* = (ﬁ) %S%
3
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