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Linearni izotropni elasticita — zaklady

V tomto textu jsem se pokusil o popsani typického vypoctu v ramci linearni izotropni
elasticity v téch nejjednodussich pripadech, kdy lze odhadnout deformaci télesa po
zatizeni.

V téchto vypoctech vystupuji 4 vyznamné veliciny:

- vektor premisténi u;

- tenzor deformace 5;
- tenzor napéti c_s;
- aplikované sily F (nebo momenty M).

Mezi témito velicinami existuji nasledujici vazby (viz Obr. 1):

- rovnice mezi U a ¢;

- Hooktiv zakon mezi ¢ a ¢;

- definice o pomoci F .
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Obrazek 1. Schéma typického vypoctu.

Budeme predpokladat, ze material je 1) homogenni, 2) izotropni kontinuum a ze 3)
deformace nejsou prilis velké a predstavime si prvni z linii naznacenych na Obr. 1.
Tato linie spociva v téchto krocich:

1. v odhadu tvaru télesa po deformaci, tj. "uhodnuti" vektoru pfemisténi u;

2. z vektoru U muzeme vypocitat tenzor deformace;

3. z Hookova zakona vypocitame tenzor napéti.

4. Pokud chceme spojit tenzor napéti s vnéjSimi pusobicimi silami, pouzivaji se
v jednotlivych pfipadech rtizné postupy.

Nyni rozepiSeme tento postup podrobnéji.

Ptfiprava: Napéti a deformace jsou tenzorové veliciny

Je treba se smifit s faktem, Ze napéti i deformace jsou obecné tenzory 2. radu a maji
tedy 9 komponent. Demonstrace tohoto faktu se nejcastéji ukazuje nasledovné.
Uvazujme téleso na obr. 1, na které pusobi nékolik vnéjSich sil a momentt. Zajima
nas stav napéti v bode M.



Obrazek 1. Téleso na které ptisobi vnéjsi sily.

Predstavme si, Ze téleso pomyslné rozfizneme podél n€jakeé roviny na dveé casti, Aa B a
ze bod M lezi na této roviné. Kolem bodu M oznacime elementarni plosku dS, ktera je
charakterizovana svoji normalou N. Aby bod M zustal po odstranéni ¢asti B na svém

misté, nahradime ptisobeni ¢asti B na plosku dS silou dF. T se nazyva vektor napéti
a je definovan jako sila normovana plochou:
7 dF
dSs
Prumét T do N se nazjva normélové napéti a znadi se o, slozka T lezici v dS se
nazyva smykové napéti a znaéi se t. Je ale jasné, ze T nam neposkytuje celou
informaci o stavu napéti v bodé M. Pokud bychom rizli t€leso jinou rovinou
prochazejici bodem M, zjistili bychom, ze na element plochy v okoli M pusobi jiny
vektor napéti. V naSem 3D svété potfebujeme pomyslné rozfezat téleso tremi
nezavislymi rovinami a dostaneme tedy 3 vektory napéti, kazdy o 3 slozkach. Je
samoziejmeé nejjednodussi volit tyto plosky vzajemné kolmé a zkombinovat 3 ziskané

vektory napéti do jedné veli¢iny, tenzoru napéti c, ktery lze napsat jako matice 3x3.
Obr. 2 ukazuje definici jednotlivych slozek tenzoru napéti cj v pfipadé kartézskych

souradnic. Je vidét, ze v diagonale o jsou normalové slozky, zatimco mimo diagonalu
jsou slozky smykoveé.
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Obrazek 2. Slozky tenzoru napéti.



Bez odvozeni zatim akceptujeme, ze deformace zpusobené takovym tenzorem napéti
muzeme napsat také jako tenzor 2. fadu vyjadfeny matici e;.

Poznamky:

1. U normalovych slozek napéti i deformace je nutné rozliSovat znaménko: kladné
hodnoty v pripadeé tahu, zaporné v pripadé komprese. U smykovych slozek je znaménko
pouze otdzkou volby souradného systému.

2. Pri setkani s terminem "napéti” (nebo "deformace") je tireba byt obezretny; muze byt
minéna velicina tenzorova nebo vektorova nebo skalarni. Napr. u tahového diagramu,
pokud smeér tahu je rovnobézny s osou x, se na osu y vynasi slozka ox. (ostatni slozky
jsou nulové) a napétim je myslena tato skaldarni slozka.

Dalsi (nepovinna) pfiprava: Vlastnosti tenzoru napéti a deformace

Lze ukazat, Zze ¢ a ¢ maji urcité vlastnosti:

a) Pokud jsou momenty sil ptiisobicich na maly element té€lesa v rovnovaze, musi byt
oba tenzory symetrické a maji tedy 6 nezavislych komponent: (c11 , 622 , 633 , 612 =
621 , G13 = 031 , 023 = 032).

b) Pokud jsou sily pusobici na element v rovnovaze, lze odvodit podminku pro oba
tenzory nazyvanou Cauchyho rovnice rovnovahy:

0G ..
z L =0; i,j=1,2,3
jaxj

c) Pokud zmeénime zvoleny souradny systém v bodé M z (%, y, z) na (X', ¥, z'), hodnoty
slozek obou tenzori se zmeéni, ovSem 3 kombinace slozek tenzorti zGstanou
zachovany; fika se jim invarianty a oznacuji se I, I, a Is.

d) 1. invariant je soucet diagonaly, ktery zustava pri transformaci soufadnic stejny a
u obou tenzoru ma dulezity prakticky vyznam:

soucet (o11 + 622 + 633)/3 = P se nazyva praumérny anebo hydrostaticky tlak;

soucet €11 + €22 + €33 = AV /Vo ma vyznam relativni zmény objemu.

Tenzor napéti se neékdy rozdéluje na dveé slozky:

P O O

c =P + B, kde P=|0 P O] se nazyva rovnomeérny tenzor napéti a D je deviator
O O P

napeéti.

e) Dalsi dva invarianty nebudeme uvadeét, uvedeme vSak tzv. von Misesovo napéti,
které je také invariantni; nazyva se nékdy také ekvivalentni nebo zobecnéné napéti ox:

, el
Oy = {5 [(011 —65,)" +(05 —055) + (045 - 511)2]"' 3 (6122 +055° + 0232)}

f) Pro jakykoliv (rovnovazny) stav napéti lze najit takové kartézské souradnice, ve
kterych ma tenzor napéti nenulové slozky pouze v diagonale. Souradné osy se v tomto
pfipadé nazyvaji hlavni osy a diagonalni slozky napéti se nazyvaji hlavni napéti.



Poradi slozek hlavniho napéti je zvykem volit takto: 61 > o2 > G3.

Poznamka: Pri transformaci souradnic je vzdy nutné pouzit matice transformace A:
c'=Ac AT

Nelze upravovat matici ¢ na diagonalni tvar jingmi upravami znamymi z uprav matic
(napr. odecitani radku). Nalezeni hlavnich os proto neni trividlni.

1. krok vypoctu: Uhodneme deformaci télesa a napiSeme vektor pfemisténi
Typicky analyticky vypocCet stavu napéti zacina stanovenim pfedpokladi o tvaru
deformovaného télesa a napsanim rovnic pro vektor pfemisténi u. Vektor presunuti
u(x,y,z) je vektor spojujici bod A a A', kde bod A je libovolny bod télesa pred zapocetim
plsobeni vnéjsich sil a bod A' je poloha tohoto bodu po deformaci télesa. Vnéjsi tvar
télesa urcuji (n€ékdy) okrajové podminky, jak se premistuji body uvnitf télesa je nutné
odhadnout. Pokud je tento odhad proveden spravné, dalSi postup uz spociva
v dosazeni do znamych rovnic. Zasadné volime souradny systém, ktery odpovida
symetrii problému; odvazny inzenyr z valcovych nebo sférickych soufadnic nema
obavy, viz priklady na konci tohoto textu. Pokud odhad u nemutize byt proveden,
vypocet je pak obtiznéjsi a prekracuje ramec tohoto textu.

2. krok vypoctu: Ze znamého u vypocitame tenzor deformace

Pro vypocet slozek tenzoru deformace ze znamého vektoru premisténi existuji
vzorecky, tento krok tedy lze provést velmi snadno. Tyto vzorecky se liSi pro rizné typy
souradnic.

Kartézské souradnice (x, y, 2):
1 é’ui 8uj
€ = — +—|=¢;
bo2\ox; o !

Valcové souradnice (r, 0, z):

ou, 1(ou, u, 10u,
Er = €9 == -2 4=
or 2\ or r r 09
1 ou, 1(ou, 1o0u,
899:_ ur+ SBZ:_ + - —=
r 00 2\ 0z r 00
ou, 1(ou, ou,
SZZ = Srz =4 +
0z 2\ 0z or
Sférické souradnice (r, 0, ¢):
ou, 1(ou, u, 1ou,
€, = € =—=|———+—
or 2\ or r r 00
ou
r 00 r 2|r\ 09 rsin® o¢
ou ou, u
€ = 1 —¢+&cotge+ur gr¢:£ 1 6ur+ LA
rsin® o¢ r r 2\ rsin® o¢ or r



3. krok vypoctu: Pomoci Hookova zakona vypocitame tenzor napéti

Pokud je material izotropni, je popsan dvéma nezavislymi elastickymi konstantami.
Pouziva se dvojice (A, G) anebo (E, v), kde A je jeden z Lamého koeficient, G je modul
ve smyku, E je Youngtv modul a v je Poissonovo ¢islo. Hooktiv zakon potom nabyva
stejného tvaru ve vSech souradnych systémech:

c; =2Geg; + AL §; (elastické konstanty A, G)

Ev

v T - 2y)

oy = I, 8 (elastické konstanty E, v)

kde I, = AV €, + €y + Ea5
\Y
a d;j je Kroneckertiv symbol:  §; =1 proi=j
dj =0 proi#j.

Poznamky:

1. Pri vypoctu tenzoru deformace musime pouZzit ruzné vzorecky pro ruzné souradné
systémy, zatimco Hookuv zdkon je jen jeden. Je to tim, ze Hookuv zdkon pouzivame pro
vypocet napéti v_jednom bodé. V jednom bodé jsou 3 kartézské, 3 vdlcové i 3 sférické
souradnice na sebe kolmé; "zahnuti" uhlovych souradnic u vdlcovych a sférickych
souradnych systému se v jednom bodé neprojeui.

2. Obecny Hookuv zdkon spojuje tenzor napéti a tenzor deformace takto:

Gy = Cijklgkl
Ciki je tenzor elastickych konstant. Jeho slozky maji jednotku [Pa]. Protoze existuje jedna
elasticka konstanta mezi kazdou z 6 slozek tenzoru napéti a 6 slozek tenzoru
deformace, obecné existuje 36 slozek napéti. Aplikace prvniho termodynamického

zdkona na vypocet elastické energie ulozené v materidlu ddle zmensSuje pocet

nezavislych slozek tenzoru C na 21. Tolik nezavislych elastickych slozek ma
anisotropicky materidl bez dalSi symetrie.

3. Pokud se jedna o krystalicky materidal, operace symetrie jeho mrizky ddle omezuji

pocet nezavislych slozek tenzoru C: u hexagondlnich krystalt na 5, u kubickych
krystalu na tfi a v pripadé izotropniho materialu na dvé (Ciii1 a Casz23). Za izotropni
materidl lze povazovat polykrystal s jakoukoli mrizkou, pokud je bez textury a zrna jsou
dostatecné mala vzhledem k uvazovanému télesu.

4. Pri tahové zkousSce se pouzivda Hookuv zdkon ve tvaru o = Eg¢. Jde o vyjadreni vztahu
mezi normdlovymi slozkami obou tenzort; pokud je osa napéti rovnobéznd s osou Xx,
jedna se o oxx = E exx. Tenzor napéti ma nenulovou pouze slozku oxx, ale tenzor
deformace mad nenulové vsechny tri slozky v diagondle, existuje proto dalsi rovnice,
kterd také vyplyva z obecného Hookova zdkona:

Eyy = €2z = -Véxx = -V/E oxx.

4. krok vypoctu: Vazba mezi vnéjSimi silami a momenty a stavem napéti

3. krokem casto tyto vypocty konci, nékdy ovSem chceme navic napsat rovnice mezi
vneéjSimi silami a/nebo momenty a tenzorem napéti v télese. V tomto pripadé se
typicky vnéjsi sila nebo moment vyrovnava s vnitfnimi silami nebo momenty v télese
zpusobenymi deformaci, viz kapitola Priklady.



PRIKLADY

1. Valec v torzi
Valec o délce L a polomeéru R je podroben torzi, jeho horni strana je stocena o uhel o.

1. krok: Podle symetrie problému zvolime valcové souradnice. Budeme predpokladat,
ze pri torzi se jednotlivé body posunuji po kruznici kolem osy z. Soufradnice z a r se
tedy nemeéni, tedy ur = u; = 0. Z obrazku vidime, Ze up je Umeérné ¢ a r a ze premisténi
zavisi na z: pro z = 0 (spodni strana) je pfemisténi nulové, pro z = L (horni strana) je
premisténi nejveétsi. Proto

ur=0
u,=0
w=roz/L

2. krok: Tim je uloha prakticky vyreSena; zbyva pouzit rovnice pro vypocet ;,:
1(ou, 1o0u,
o, = 5 t-—
2\ 0z r 00

) =rp /2L, ostatni ;=0

3. krok: a pak aplikujeme Hooktv zakon:

Gij = ZGgij + 7\,118 : Oy, = 2Gr 2% = Gr(p/L , ostatni Gij = 0

ij

Dostali jsme vysledek ve valcovych soufradnicich.

4. krok: Pokud nezname uhel ¢, ale moment plisobici na horni stranu Mext, musime
vypocitat vnitfni moment, ktery v materialu zptsobuji elasticka napéti oy, a polozit
Mint = Mext
Vypocet Mint:
dMint =dF xr=cg, dS x r

Jako element dS mtizeme zvolit mezikruzi o obvodu 2 & r a Sifce dr:

dMint = 0oz 2 mrdr x r = %G(pZTCI'S dr
a integraci:

M

ext

1 5 1 . =
=M., ==Ge2r|r®dr==Gop=R*
int L (P '(')' L (P2

Nasli jsme feSeni: zname tenzor napéti v télese a vztah mezi aplikovanym momentem a
torznim uhlem ¢. Podle ocekavani vysledek zavisi na tvaru valce (R, L) a modulu ve
smyku G.



Poznamka: Predpoklad, ze jednotlivé body zustdavaji p7i torzi ve stejné vysce z a zZe
nemeni svoji vzddlenost od stredu (tedy ze ur a u. = 0) plati jen pro pripad kruhového
prurezu (vdalec nebo trubka). Pro nékteré jiné tvary télesa lze vypocet provést jingm
zpusobem, v pripadé komplikovanéjsiho tvaru prurezu nezbyva nez pouzit metodu
konecnych prvku.

2. Rust precipitatu v nestlacditelném materialu
V puvodné jednofazovém materialu vyrostl

v misté mysSlené koule o primeéru Ro precipitat
o poloméru R (napft. diky difazi C vytvoril
material o poloméru Ro karbid) a vytlacil
okolni material dale od stredu precipitatu.
Tim precipitat zptisobil v okoli pole

deformace a napéti.

1. krok

Podle symetrie problému pouzijeme sféricke
souradnice (r, 6, ¢). Predpokladame, ze
material je nestlacitelny, a Ze premisténi
materialu probiha jen ve sméru od stredu
precipitatu, tj. ug = uy = 0.

Slozku ur vypocitame z rovnosti objemu,
které jsou na obrazku vyznaceny Sedou:

4 1R —ERS :ﬂn(rJrur)3 _A
3 3 3 3
R®-R} =3u,r’ +3u’r+u’

Protoze ur je malé ve srovnani s r, cleny s u’ a u’ lze zanedbat a tedy

4 R -Rg
! 3r?
2. krok
ou, 2 R®-R;}
e = = —_—
T or 3
u, R°-R}
€90 =8¢¢ :0+T:r—30
Kontrola: vidime, Ze podminka nestlacitelnosti je splnéna:

AV
Il=7=srr+aee+a¢¢ =0

3. krok
E 2R°’-R}
Cc,., = - —
To@+v)L 3

Napéti vzniklé v disledku riastu precipitatu klesa velmi rychle, s tfeti mocninou
vzdalenosti. Normalové napéti orr je zaporné, material je tedy v kompresi.




3. Pole napéti kolem Sroubové dislokace

Sroubova dislokace zpUisobuje vzajemné posunuti
dvou casti krystalu podél skluzové roviny o vzdalenost
b, jak je ukazano na obrazku.

1. krok: Podle symetrie problému zvolime
valcové souradnice. Budeme hledat reSeni
pro r > ro; oblast v tésném okoli dislokace
se nazyva jadro dislokace. Predpoklad: ,L
material se deformuje smykem podél smykové b I-
roviny a proto ur = ug = 0. Posunuti v ose
z narusta v zavislosti na thlu 6 od O pro 6 = 0,
do b pro 6 = 21 a tedy:

b

u, =—=~0
27

2. krok: Z rovnic rovnice pro vypocet g

b Coq )
Eps = Ezp = A ostatni slozky nulové.

3. krok: Z Hookova zakona:

Gb c s ;
Gy, =0, = Py ostatni slozky nulové.

ReSeni je do jisté miry pfekvapujici: napéti v materialu zpltsobené pfitomnosti
Sroubové dislokace klesa se vzdalenosti r od dislokace velmi pomalu, jen jako 1/r.
Srovnejte s poklesem napéti kvuli pfitomnosti precipitatu!



4. Vetknuty nosnik
Nosnik obdélnikového prifezu (b x h)
a délce L je vetknuty na jedné strane

do zdi (x = 0) a na druhé strané (x = L)
na néj ptisobi sila F . Ostatni sily b L
(napft. vlastni tihu nosniku) zanedbame. h =

z
1. a 2. krok
Udélame nasledujici predpoklady Yoo
o tvaru nosniku po zatizeni podle
nasledujiciho obrazku, ktery ukazuje

segment nosniku z bo¢niho pohledu:

maly segment nosniku ptivodné obdélnikového tvaru zmeénil tvar podle obrazku, kde
horni a dolni povrch ma tvar ¢asti kruznice (stejné jako myslena, ptivodné pfimkova,
vlakna v materialu).

Ly

Obrazek: Boc¢ni pohled na segment nosniku.

Predpokladejme, Ze:

- na neutralni roviné prochazejici stredem nosniku je nulové prodlouzeni a zakfiveni
této roviny je dano polomérem R;

- vlakna nad touto rovinou jsou deformovany v tahu, pod rovinou v kompresi;

- prufez nosniku se nemeéni (tento pfedpoklad by platil pfesné jen pro v = 0).

Bude nas zajimat pouze jedina slozka tenzoru deformace, normalova slozka ve sméru
nejdelsi osy nosniku exx a pro jeji vypocet pouzijeme priblizny vztah:

exx = AL /Lo

Vzdalenost od neutralni roviny oznacime m, orientace n viz. obrazek. Potom:
L=AL+Lo=(R+n)¢o;Lo=Ro¢ atedy

exx =AL/Lo=m¢ / R¢=1n/R

3. krok

Z Hookova zakona: oxx = En/R

Ziskali jsme zavislost normalového napéti v nosniku na R a na vzdalenosti od
neutralni roviny. Vidime, Ze napéti ve vlakné roste pfimo umeérné s n a je tahové pro n
> 0 a tlakové pro n < 0. Nejvetsi tahové napéti oxx,max je na vné€jsSim okraji nosniku, tedy
pro n=h/2: 6xx,max = Eh/2R.



4. krok

R ovSem neni dano v zadani, zavisi na poloze segmentu a na aplikovanych silach.
V tomto pripadé konstruktéra zajima predevSim 1. maximalni napéti v nosniku a 2.
jeho tvar pfi zatizeni. Tato uloha se feSi spoctenim vnéjStho momentu Mext, vzniklého
diky aplikovanym silam, a vnitfniho momentu Mint, ktery vznika v materialu diky jeho
deformaci. AZ dosud velmi snadny vypocet se nyni komplikuje.

V tomto konkrétnim pfipadé je moment aplikovanych sil:
Mext = sila x rameno = F (L — x), X je poloha segmentu,

a vnitfni moment:
dMint = ndF = noxx dS,
kde dS je element plochy v rovineg yz.

V nejjednodussim pripadé konstantniho obdélnikového priifezu o Sifce b je

dM, , =no, bdn= % n’dn a integraci

=—nh°

Ih/z bE nid bE
h/2 R T 12R

Pokud b neni konstantni a méni se s n, je zvykem psat:
h/2 bE h/2
=L o B e
h/2 R
integral | je moment setrvacnosti prurezu vzhledem k jeho vodorovné ose.

h/2

Segment je ohnut natolik, Ze vnitini moment Mint je v rovnovaze s Mext, tedy:
Mint = Mext

PE 15 _p(L - x)
12R

Vidime, Ze Mext je maximalni a R minimalni (nejvetsi zakfiveni) pro x = 0, tedy v misté

upevnéni nosniku. Z rovnice oxx,max = Eh/2R mtiZeme vyjadfit oxx,max :

o} :M prox =0 pak o :6FL
XX, max bhz ’ XX, max th *

To je prvni vysledek.

Rovnici pro tvar nosniku pak mtizeme napsat, kdyz polozime 1/R rovno d2m/dx2, kde
o je odchylka neutralni roviny od osy x. Bude se jednat o diferencialni rovnici druhého
radu:

EI

2
obecné: Mint:E:M _do M

1
<’ R dx? EI

ext




