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Chapter 1

Zaklady optiky nabitych castic

1.1 Nabita castice v elektromagnetickém statickém poli -
relativisticka formulace

Predpokladejme ¢astici o klidové hmotnosti m s ndbojem ¢ ve statickém elektromagnetickém poli
popsaném pomoci elektrostatického potencidlu ¢(7) a magnetického vektorového potencidlu A(r).
Elektromagnetické pole je spojeno s potencidly vztahy: E = -V, B =V x A [4]

Pohyb nabité castice je pak popsan pomoci Lagrangeovy funkce

2
L:m62yllf%+qvqucp (1.1)

kde c je rychlost svétla, v rychlost nabité ¢astice. Kinematicky impulz je definovany jako g = m~yw,

kde jsme pouzili notaci y = (1 —v?/ 02)_1/ 2 pro relativisticky faktor. Jeho velikost je pak svizand
s energii

E2

= g =m (1.2)

Kanonicky impulz je definovany jako [2]

oL
p—a—v—g—kqA. (1.3)

V pripadé statického elektromagnetického pole neni Lagrangian explicitné zavisly na ¢ase, proto
se zachovavd celkova energie ¢éstice [6)

H(r,p)=pv—L (1.4)

wzitim vztahu E = ymc? a (1.2) dostaneme pro relativisticky faktor

g2
a pro rychlost
—qA
v P4 (1.6)

=c
V2 1 (p—qA)?

Dosazenim téchto vztahtu do (1.4) a jednoduchych vpravich dostaneme Hamiltonidn ve tvaru

H = cy/(p — qA(r))? + m2c® + qp(r) = mc? (1.7)
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posledni rovnost plati pii volbé aditivni konstanty v elektrostatické potencidlu tak, ze je roven
nule v misté v némz maji ¢dstice nulovou rychlost [6]. Pak —gy odpovid4 kinetické energii ¢astic
v systému. Tato volba je typicka pro optiku nabitych ¢astic. Diky tomu mtizeme vyjadrit, energii
Castic, relativisticky faktor i velikost kinetického impulzu jako funkei soufadnic:

E=mc* — qp (1.8)
qy
=1- == 1.9
v —3 (1.9)
2 qp
lg|= — — M= —2mqep (1 - 2m02) =/ —2mqe* (1.10)

kde jsme zavedli relativisticky korigovany elektrostaticky potencidl ¢* = ¢(1 — 5225)

1.2 Charakteristicka funkce, eikonal a index lomu

Charakteristicka funkce je definovana jako stacionarni hodnota akce
t
W = W(ro, to; m ) = Ew/L(r,'ﬁ)dt (1.11)
to

to znamend, ze za r se dosadi skutecné trajektorie castic spojujici body r9 a r. Jelikoz se pro
skutecné trajektorie zachovava hodnota energie, muzeme pro charakteristickou funkci psat

t T
W(rg, to;r,t) = Ex/(p'v — H(r,p))dt = Em/pdr — E(t —to) (1.12)
to T0

kde posledni integrél je pres realnou trajektorii spojujici body rg, r a definuje eikonal:
™

S(ro,r, E) = E;v/pdr. (1.13)

To

T
Trajektorie v systému pak 1ze najit jako extremaly funciondlu | pdr.
To
Pokud mirné zménime souradnice koneéného bodu » — r + dr a t — ¢ + §t, charakteristicka

funkce se v prvni aproximaci zméni o

ow ow 08

ekvivalentné lze psat
OW =W (ro,to;r + 0r,t + 6t) — W(rg, to; 7, t) = (1.15)
t+5t t

= /(p+5p)(7'“+67'“)—H(p+(5p77'+67')dt—/p?’“—H(pm)dt:
to to
t

= / por + dpr — a—Hér — a—Hép dt + p1v10t — Edt
or op

to
Uzitim pér = d/dt(pdr) — pdr a Hamiltonovych rovnic dostaneme

W = p10r + p1v16t — Eét = pror — Eét (116)
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srovnanim (1.14) a (1.16) pak pro eikondl dostaneme
V‘PS(TO7T7E)_QA:g (117)

z tohoto vztahu plyne, ze trajektorie castic jsou v pripadé absence magnetického pole kolmé na
plochy konstantniho eikonalu S(ro,r, R). Kvadrdtem obou stran (1.17) dostaneme Hamilton-
Jacobiho rovnici,

(VS —qA)? = g> = —2mqe*(r) (1.18)

Trajektorie v systému lze tedy vypocitat pomoci

S

5/ pdr = 5/ <m'yv|ﬁ| — qA) tds = \/—2mqyp} §/n(r,t)ds (1.19)

S0

dr(s)

kde t je tecny vektor trajektorie t = =3~ a
N
14 q
t)=|— t|—,/— At 1.20
it <<PB> . 2mp; (120

je index lomu.

-

_ tentraln’

| e ' ) —*~% —/ra/‘»:é tovrie
/ L

1%

Figure 1.1: Centralni trajektorie a volba soustavy soutadnic

V Casticové optice se standardné pouziva parametrizace délkou oblouku centralni trajektorie.
Je to trajektorie ¢astice, kterd se shoduje s néjakou vyznacnou kiivkou symetrie, ptisobi na ni pouze
vychylovaci pole. Soufadnicovy systém je vhodné zvolit ndsledovné: (a) nezévisld proménné - délka
oblouku centralni trajektorie (0osa z) (b) osy x a y jsou kolmé na centrdlni trajektorii (Frenet-Serret
trihedral [8]. My se v dalsim omezime na dva pfipady:

a) systémy s pfimou osou: s =z, t =2'e, +y'e, + e,
b) systémy s mid-section symmetry (rovina y = 0): s = z,

2
di? = da? + dy? + dz? (p_px) = dz +dy + dz(1 — 212

kde p je polomér krivosti a I' je kiivost trajektorie. Teény vektor trajektorie pak vychazi
t=1a'e, +y'e, +e.gs ajeho velikost | ¢ |= /g3 + 2’2 + y'2, kde jsme oznadily g3 = 1 —zI’
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e Oz = (XC?)/ i/(&),?—)

Figure 1.2: Systémy s pfimou osou
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Figure 1.3: Systémy s mid-section symmetry

Pro index lomu pak mutzeme psat

1
n = (;’;*) g% + 22 + y/2 _ /—277390* (g3Az + wa/ + Ayy/) (121)
0

Tento vyraz plati pro oba druhy systémt, v piipadé systéme s piimou osou je pouze kiivost
trajektorii nulova a g3 = 1.
V optice nabitych ¢astic se standardné pouzivaji komplexni souradnice

w=2x+ iy, w=x—iy (1.22)

Kvadrét dvourozmérného vektoru @ — a = a, + ia, pak lze psdt jako a® = aa. Skaldrni soucin
ab = R(ab) = R(ab). Obdobné lze prepsat i parcidlni derivace:

0 Owd Ow o 7] 0

90 = 9r 0w 900~ 0w 0w (1.23)
o) ow 0 ow 0 .0 .0
i R (1.24)
2 2 2
_r o _,0 (1.25)

=02 T o2~ “owow
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Index lomu pak mutzeme psat ve tvaru

— (P* : 2 Il _ q T4
n = (@0*) \/ 93 Fww' — ey (934, + R(AD")) (1.26)
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Chapter 2

Elektromagnetické stacionarni
pole

A7 na nékteré trivialni predpoklady jsme doposud nespecifikovali pole ve kterych se nabité ¢astice
pohybuji. Protoze naprosta vétsina systému uziva pouze statické elektromagnetické pole nebudeme
uvazovat ¢asové proménné pole.

2.1 Zakladni rovnice

Elektromagnetické pole je zcela popsané Maxwellovymi rovnicemi, které v lze v pripadé sta-
ciondrniho pole psat ve tvaru [4]

VXxE=0 VxH=j (2.1a)
V-D=p V-B=0. (2.1b)

Tyto rovnice musi byt doplnény materidlovymi rovnicemi
D =¢FE, B=uH (H=vB). (2.2)

Ve feromagnetickych materidlech je magneticky odpor v funkei velikosti magnetické indukce B =|
B |. Proudovd hustota a hustota ndboje jsou funkcemi prostorovych souradnic.
Elektrostaticky potencial a magneticky vektorovy potencial jsou definované vztahy

E=-Vp, B=VxA (2.3)
Skalarni potenciél je feSenim rovnice
=V (e(r)Ve) = p, (2.4)
ktera se redukuje na
V2p =0 (2.5)

v oblasti bez prostorového ndboje. Obdobné mizeme nalézt rovnici pro magneticky vektorovy
potencial

V x (v(IlvxA)V x A) =75, (2.6)

kterd se pri konstantnim magnetickém odporu vychézi v a Coulombovské kalibraci V- A = 0
zjednodusuje na

VZA =pj. (2.7)
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Dalsi zjednoduseni je mozné ve vakuu, kde nejsou pritomny zadné proudy a V x H =0. V
tom pripadé muzeme psat

B(r) = =Vij(r). (2.8)

Kde jsme zavedli magneticky skaldrni potencial ¢ (r). Protoze plati V- B = 0 skaldrn{ magneticky
potencial splinuje Laplaceovu rovnici

V2 =0 (2.9)

Laplacetv operator v ortogonalnich kiivocarych souradnicich s Lamého koeficienty g1 = g2 = 1
a g3 =1 — R(wl") lze psat ve tvaru

2 L]0 ( ON, O ( 0N O (1IN _
V= g3 | Oz 950 + Oy 95 Oy + 0z \g30x )| 0 (2.10)
nebo pouzitim komplexnich soutadnic
5 4 0 0 o (10
— el - ~ == 2.11
v g3 % aw \Pow + 0z \ g3 0z (2.11)

2.2 Elektrostatické pole - systémy s primou osou

V tomto piipadé je Lamého koeficient g3 = 1 a Laplaceova rovnice ma tvar

62<p 82<p
Av= a2t gt = Mou0p T g O (212)

Vzhledem k tomu, Ze v systémii mame jednu vyznaénou piimou osu (optickd osa) je vhodné
prejit do valcovych souradnic

x=rcos(¢), y=rsin(¢), z==2 (2.13)
v nichz méa Laplaceova rovnice tvar

1 2 2
=8< a<p>+10<p+8ap 0 (2.14)
ror

A¢ 2042 " 922

Tar

Standardni separaci proménnych

p(r,6,2) = U(r,2)f(¢) (2.15)
dostaneme skaldrni potencial ve tvaru multipélového rozvoje
o= 1"V(r, z)(c1 cos(me) + ca sin(mg)) (2.16)
m=0
kde V,, = Uy, /r™ je FeSenim parcidlni differencidln{ rovnice

02V, N om+ 1V, N 9%V,
or2 r or 022

=0 (2.17)

ktera je vhodnda pro numerické feseni. Zavedenim komplexni funkce V,, = ¢1 Vi, + icaV;, muzeme
multipdlovy rozvoj psat ve tvaru

= R{V,,0"} (2.18)

m



2.2. ELEKTROSTATICKE POLE - SYSTEMY S PRIMOU OSOU 11

Protoze se pohybujeme v bezprostredni blizkosti osy lze funkce f/m(r, z) rozvinout do Taylorovy
rady ve vzdalenostech od osy

Vin(r,2) = D amn ()" (2.19)

n=0

dosazenim do (2.17) a relativné dlouhych tipraviach dostaneme

v 7§: (=1)"m! ﬁ ! (2n) (2.20)
minzo nl(m+n)! \ 4 im0 '

Pokud zavedeme komplexni multipélovy koeficient ®,, = ciam 0 + ic2ay,,0 mizeme skalarni po-
tencial psat ve tvaru

p=>3 _=D)tml (ij)n R{DE ™) (2.21)

nl(m 4+ n)!

Vyznam jednotlivych koeficientti dostaneme relativné snadno z hodnot, nebo derivaci skalarniho
potencialu na ose

Dy = (0, 2) (2.22a)
Oy .
= 5ol = —E,(0,2) — iE,(0, 2) (2.22b)

2.2.1 Elektrostatické pole - systémy se zakiivenou osou

V tomto pripadé nelze provést separaci proménnych, coz vyrazné komplikuje odvozeni. Vyjdeme
z obecného rozvoje elektrostatického potencidlu do mocnin v w a w

p=> > bu(a)wn" (2.23)

A=0 u

a dosadime do Laplaceovy rovnice. Po relativné dlouhém vypoctu lze najit elektrostaticky poten-
cial ve tvaru

1
o =R {@0 + @10 + P — Z((I)N —T®) ) ww + 3w+ (2.24)

1
+ —(4®yT — 20 4 30%®, — 5T — 20T )ww? + - - -
16 !

2.2.2 Magnetické pole

Magneticky skalarni potencidl je fesenim stejné rovnice jako elektrostaticky, proto je jeho rozvoj
analogicky rozvoji elektrostatického potencialu, jen jsou jinak oznaceny osové potencialy

&, — U, (2.25)
t.j.
0= X i () M) @20
kde o
o =(0,2) = /ZB(O,O,Z) (2.27a)
U, = % = —B,(0,2) —iB,(0, 2) (2.27b)
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obdobné postupujeme i pro pripad magnetické skalarniho potencidlu systému se zakiivenou osou.
Pro index lomu ale potfebujeme znat také magneticky vektorovy potencidl A. Ten je se
skalarnim magnetickym potencidlem svazan vztahem

B=-V§=VxA (2.28)

kterou lze v kfivocarych ortogonalnich souradnicich rozepsat do tvaru

%’ _ L (i}i _ ag;f) (2.29a)
% _ ,i (35? _ 3959?2) (2.29D)
gis%f _ 3;; 3{;‘; (2.20¢)
a pomoci komplexnich soufadnic
21932% = —%f + 28983;12‘ (2.30a)
gis%f - —23{‘23} - —29%{ gi} (2.30D)

Pro snadnéjsi odvozeni je vhodné zavést komplexni magnetické potencidl II, ktery spliuje
Laplaceovu rovnici a jehoz redlnd ¢ast je magneticky skaldrni potencidl ¢» = R{II}. Rovnice
(2.30b) pak lze psat ve tvaru

1 ORIl 0A
il = 2% 2.31
gs 0z ow (2:31)
Zavedenim kalibra¢ni podminky
1 0311 0A
— = _9 — 2.32
gs 0z R { ow } (2.32)

muzeme piedchozi rovnici psat ve tvaru
101 DA
——— = 2i—
gs 0z ow

Transverzalni ¢ast vektorového potencidlu mizeme tedy psat v integralnim tvaru

i 10
——dw 2.34
0/ = (2.34)

Pokud rovnici (2.30a) zderivujeme podle @ a rozepiseme skaldrni magneticky potencial pomoci
komplexniho magnetického potencidlu 2y = II 4+ II miZeme uzitim (2.34) psét

.0 ( 8(H+H)> 10 (16H> 0%g3A.
i—\p——F = 2

0w ow 20z \ g3 0z dwow

(2.33)

l\')\»—-

(2.35)

Protoze je II fesenim Laplaceovy rovnice

0 ol 0 ol 0 (101

muzeme rovnici (2.35) psat ve tvaru

200 \Pow )~ 20w g3aw ~ Bwow '
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a po dvoji integraci dostaneme

w

11 1 7
gA. =S gg%dw = 43T+ 59 r/(n 1) Y da (2.38)
0

0

kde TIy = T1(0, 0, z). V piipadé systémii s pfimou osou se g3 = 0, I' = 0 a vyraz pro z-tovou slozku
vektorového potencialu se redukuje na

A, = S{IT} (2.39)

Poznamenejme jen, ze v tomto piipadé kalibrace (2.32) prechdzi na standardni Coulombovskou
kalibraci VA =0



14

CHAPTER 2. ELEKTROMAGNETICKE STACIONARNI POLE



Chapter 3

Paraxialni aproximace

3.1 Obecna paraxialni rovnice trajektorie

V dalsim se budeme zabyvat pouze elektronovou optikou, proto bude pouzivat hodnoty klidové
hmotnosti a elektrického nédboje pro elektron:

ge = —¢€, m = Me (31)

/Cn(w(z),u?(z),w'(z),u?’(z),z)dz (3.2)

kde index lomu je je ddn rovnici (1.26) s elektrostatickym a magnetickym polem ve tvaru odvozeném
v predchozi kapitole. Abychom postihli i malé deviace energie od hlavni energie svazku, misto
elektrostatického potencialu ¢ dosadime do vyrazu pro index lomu ¢ + dE, kde dE je odchylka
energie v €V. Z varia¢niho poctu je zndmo, ze tato minimalizacni tloha vede na Euler-Lagrangovu
rovnici, kterou v mtizeme v komplexnich proménnych psat ve tvaru

d on on
Low 9o 0 (3.3)

Tato rovnice lze TesSit numericky, nicméné nam tento typ feseni neposkytne dostateény vhled do
optickych vlastnosti systému. Systémy v ¢asticové optice se vyznacuji relativné velkou stabilitou,
odchylky trajektorii od centralni trajektorie a jejich smérnice jsou velmi malé. V takovémto pripadé
dava velmi dobry smysl rozvinout rovnici trajektorie do polynomu vzhledem k témto odchylkam.
Pokud se omezime na polynom prvniho fadu mluvime o paraxialni aproximaci - jedna se o linearni
aproximaci. Vyssi faddy polynomu popisuji nelinedrni chovani - aberace.

Jelikoz se v rovnici trajektorie (3.3) vyskytuje index lomu pouze derivovany podle @ nebo @’
je paraxialni aproximace zcela popsana indexem lomu druhého fadu

n=n® L pM 4 @ (3.4)

15
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kde
o+ 2
© _ () (3.5a)
n .0a
o5
o\ Yo o\ 2 Y0%o
n) — 7q—\9{\111’w} + <<b*) %{Z(P* Pyw — F’LD} + <‘PS> op R (35b)
1. - 1
n® = S g + Lo rwe + (Lor—w, ) Lt (3.5¢)
0 |2 4 4

) O,3, o 1 27,
/_ 1 _ = _

( ) { w'w ww<4¢*(fb +o,0) + 8@*)+[@*(¢ 2<I>1I‘) 52| ¥
3\ P o, 1/*\? & ,
R4 (=L 42907 (=
(@3) 40 {( + %) } 8(@3) pe2"

kde k = dE/®q je relativn{ odchylka od hlavni energie svazku. CoZ po dosazen{ do Euler-
Lagrangeovy rovnice (3.3) ddvd obecnou paraxialni rovnici trajektorie

D9,
20

w” + Lo*(q), —ivgB)w' + 0 w— (3.6)

" I
2 15+ |:<I) 11} B+ %{(@1 + l’Uo\If )P} +

Yo . r . o2 7
—— |® Uy — — (20 g
o [ o+ ivg Uy 4( 1 +Hivg¥y)) — 87()(1)*]
®y |
= _4(;* {(;(—%2701"} 5+7(<I>1+w0\11 )T

Pokud rovnici rozepiseme pro redlnou a imaginarni ¢ast dostaneme soustavu dvou linedrnich
diferencidlnich nehomogennich rovnic druhého rfadu s koeficienty, které jsou zndmymi funkcemi
nezavislé proménné. V obecném pripadé jsou tyto rovnice provazané a vyrazné komplikované
pro popis optickych vlastnosti systému. Budeme se zabyvat dvéma zdkladnimi typy systému (a)
Systémy s piimou osou (b) systémy s "midsection symmetry”.

3.2 Systémy s primou osou

V piipadé systémi s piimou osou je kiivost trajektorie I' nulova, rovnice trajektorie se pak redukuje
na

29+

Dy®, n
- K
4P*2 2@*

" 0 / " . ’ (I)l(i)l (I)% _
¢ —ivgB P B P Uy — 3.7
w” + (®" —ivgB)w' + 4(1)* < —ivgB’ + 270<I>*> W o ( o +ivp Py e w (3.7)

(<I>1 +ivgWy)

¢len ivgB v koeficientu u w’ a ¢len ivgB’ v koeficientu u w zpusobuji michdni souradnic z a v,
jedna se o Larmorovu rotaci svazku v dusledku pritomnosti osové symetrického magnetického
pole. Tento efekt se d4 odstranit prechodem do soutradnic, které rotuji kolem optické osy zaroven
se svazkem - ”"Larmor rotating frame” [6]. Rotaci kolem osy lze vyjadiit pomoci jednoduchého
vztahu

w = X3y, (3.8)

Pokud dosadime tento tvar do (3.7) a poZadujeme, aby byl koeficient u v a u redlny, dostaneme

X ve tvaru
e f B
X = [ / s (3.9)

Zo
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a paraxidlni rovnici v rota¢nich souradnicich pak nabyva tvaru

o/ " eB? 9D o7 '
g (5 s i) rm g (s ) e
e 0

(qu)l i Yo .
e XG4 (P iy Ty e X2
4972 T g (1 i)

Druhy vyraz na pravé strané zpusobuje, ze v = 0 neni fesenim této rovnice, tj. optickd osa
neni feSenim paraxidlni rovnice trajektorie, coz je v rozporu s definici optické osy. Je tedy nutné,
aby tento ¢len byl nulovy - Wienova podminka

(I)l + i’l)()\Ifl =0 (311)

coz odpovida pripadu, kdy pro osovou ¢astici vymizi pfi¢nd slozka Lorentzovy sila, tj. (E + (0,0,v;) x B), =
0.

Rovnici (3.10) lze déle zjednodusit, pokud zavedeme podminky pro dipdlova a kvadrupdlova
pole, tak aby se zjednodusil ¢len u u. Nejpouzivanéjsi je nastaveni systému, pri kterém tento ¢len
zcela vymizi, tj.

o7
Dy +ivg¥y — —— =0 3.12
2 oW¥2 T ( )

Paraxialni rovnice trajektorie pak separovana pro = a y a je pro obé soufadnice stejna

" ’YO(I)/u/ + <’YO(I)H eB? @1@1> u— Dy P, o—iX(2) .

T g 10 gm0 )V T T Ioe

(3.13)

To Ze je rovnice v obou souradnicich stejnd zarucuje, ze pokud nastane fokus v jednom smeéru,
nastane zaroven i v druhém sméru. Takovym systémum se k4 stigmatické a o podmince (3.12)
mluvime jako o podmince stigmati¢nosti. Témito systémy se budeme podrobnéji zabyvat v nasle-
dujici kapitole.

V pripadé, ze v systému neni magnetické osové symetrické pole, nedochazi k rotaci x(z) =
0 lze rovnice pro x a y vzajemné odseparovat pri vhodnym nastavenim orientace dipdélovych a
kvadrupodlovych poli, @1 = 1., o = Py, a Uy = iUy,

" ’YO(I)I / Y0 17 (I)%c Yo (I)%c _ DoPy.
[} —— P c v s = 14
T S T < toge )V 20 0T T g o )T T a2 (3.14)

V tomto pripadé je ale rovnice ruznd pro oba sméry a systém neni stigmaticky. Jedna se o specidlni
pripad systému s "midsection symmetry” kterém se budeme vénovat pozdéji.
3.2.1 Optické vlastnosti stigmatickych systémi

Paraxidlni vlastnosti obecného stigmatického systému jsou popsané linearni nehomogenni diferen-
cidln{ rovnici druhého fadu (3.13), kterou miZzeme piepsat do tvaru

1d 1 Y0 e 1Py Doy _;
O*3 — (P* / 7(1)// 732 _ _~0*1 ix(z)
g 2“)+<4 " S +8<I>*>u 10 ¢

K (3.15)

Protoze koeficienty u jednotlivych derivaci hledané trajektorie jsou funkcemi z neexistuje analyt-
ické FeSenf této rovnice (kromé nékolika specidlnich tvart potencidlu, které ale nejsou z praktického
hlediska dulezité) a je nutné rovnici fesit numericky, standardné se pouzivd metoda Runge-Kutta.
Nicméné i tak muze z tvaru rovnice popsat zakladni optické vlastnosti systému.

Zhomognenizované reseni a jeho vlastnosti
Pri feSeni linearnich diferencidlnich rovnic se vychazi ze zhomogenizované rovnice

q B,®
o = (@) + <74°<1>" + —8; B? + 8}:) u=0 (3.16)



18 CHAPTER 3. PARAXIALNI APROXIMACE

Vlastnosti této rovnice probereme relativné podrobné, protoze v pripadé nulového dipdlového pole
odpovidé primo paraxialni rovnici trajektorie - paraxialni trajektorie osové symetrickych systémi.
Reseni této rovnice tvoii dvou dimenzionalni vektorovy prostor. Kazdé jeji feseni je tedy linedrni
kombinace dvou Teseni u; a us, pro které mizeme psat

d oD
7E (@) + (10(1)” tgm Bt 81<I>*1) n=l 1
e
L1 d «1 Y0 =1 € 2 @161 _
ol (@ 2u2)+<4<1> T g B T e )12 =0 (3.18)

Pokud prvni rovnici vynasobime us, druhou rovnici vyndsobime u; a seéteme, po kratké tpraveé
dostaneme rovnici

aad oo
P ‘T <<I> 2 (upuh — uzu’l)) =0 (3.19)

ktera po integraci vede k zakonu zachovani Wronskianu
W = ®*2 (uyuly, — ugu)) = const (3.20)

ktery lze pouzit pro odvozeni nékolika zakladnich optickych vlastosti.
Nejprve ale zavedeme dvé zdkladni sady paraxialnich reseni

e Principidlni trajektorie u,, uz, které splnuji

Ur(—00) =1, ul(—o0) =0 (3.21a)
uz(00) =1, u(00) =0 (3.21b)
o Charakteristické uq, -, které v roviné predmétu spliuji
ua(z0) =0, ul(z0) =1 (3.22a)
Uy (20) = 1, ul(20) =0 (3.22b)

V tomto pfipadé lze je obecné feSeni zhomogenizované rovnice psat ve tvaru
u(z) = Quqa + YU,y (3.23)

kde o = z/ + iy, je komplexni smérnice v pfedmétu a v = z, + iy, je komplexni poloha
v pfedmétu. V roviné obrazu se setkdvaji vSechny paprsky, které vychazi z jednoho bodu,
nezavisle na jejich pocateéni smérnici, toho lze dosdhnout pouze pokud je v této roviné
trajektorie uqa(2;) = 0. Pak tedy u(z;) = u,(2;)y = M7, kde jsme zavedli piicné zvétseni M
a u'(zi) = auy (i) + yul (2i) = am + yul (2;), kde jsme zavedli dhlové zvétseni m.

Lagrange-Helmholtz Relations
Aplikujeme-li zdkon zachovani Wronskidanu na paraxidlni trajektorie ., u, a rovinu obrazu a
predmétu dostaneme vztah mezi pricnym a thlovym zvétsenim

1 w1 , ol
D2 =D, 2uy(2)uy(z) = 0,2 Mm (3.24)
Uzitim zakonu zachovani Wronskidnu na principidlni paprsky a roviny z = —oo, z = o0
dostaneme
L, 1,
D2 u(—o0) = =Pl u (00) (3.25)
z obrazku je patrné, ze u.(—oc) = 1/f au/ (c0) = —1/f. Pak dostaneme vztah mezi predmétovou

a obrazovou ohniskovou vzdélenosti

N
§ =5 (3.26)
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Figure 3.1: Principidlni trajektorie

Ug
Uy

Figure 3.2: Charakteristické trajektorie
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Figure 3.3: Longitudial magnification

Longitudial magnification

Pti zméné predmétové roviny z, — z, + dz, se také posune rovina obrazu z; — z; + dz;, pokud je
tato zména dostatecné mald, je zména obrazové roviny piimo imérna zméné roviny predmétu, kde
konstantu imérnosti nazyvame longitudialnim zvétsenim. Pokud tedy posuneme rovinu predmétu
zméni se i trajektorie u, — Uo. Jelikoz se také jednd o reseni paraxialni rovnice trajektorie 1ze ji
psat jako linedrni kombinaci ptivodnich charakteristickych trajektorii

Ua = Ua + d2Zola(%0)Uy = Ua + d2ou, (3.27)
Pokud vyjadiime tuto trajektorii v novém fokusu
0 = Uaipha(zi + dz;) = ua (2 + dz;) + dzouy (2 + dz;) (3.28)

po rozvoji do mocnin v dz; a zanedbani kvadratickych Clent v dz; a dz, dostaneme
o*
dz; = —dz,M? | - (3.29)
@3

V tomto pripadé zhomogenizovanou rovnici jesté dale upravime pomoci Pichtovy transformace

Aproximace tenkou cockou

w(z) = & Tu(z) (3.30)
na tvar
v+ G(z)v=0 (3.31)

kde koeficient

(3.32)

3 (I’/2 ( 4 )+ 632 q)lti’l
3

)= —— 1 7€(b*

(2) 16 *2 + 8m P* 8P
je vzdy kladny. Predpokladejme, Ze ¢ocka je tenka, mtizeme v ni tedy zanedbat zménu souradnice
v, zméni se pouze jeji smérnice

o oo

o= / Gl2)o(2)dz ~ —ug / G(2)dz (3.33)

— 00



3.2. SYSTEMY S PRIMOU OSOU 21

pokud tento vztah aplikujeme na principidlni paprsky v., vz, pouzijeme vztah u = v®*~1/4 a

YAl (00), ul(—00) =

s v v . a .z ’ . * —
uvézime Ze v nekonecénech je osovy potencidl konstantni, tj ul (00) = Poo -

(I)t;/%;r(—oo) muiZeme psat
v (00) = U (00) DL/ = —u (—o0) / G(z)dz = ="/ 1, (—o00) / G(z)dz (3.34a)
- oo - [ee]
v (—00) = 1l (—00) B4 =y (o0) / G2)dz = &Yty (o0) / G(2)dz (3.34D)
Pro ohniskové dalky pak muzeme psat:
1 @/ 1 e/
tedy:
T
7= o (3.36)

Vliv pravé strany - Energiova disperze

Pokud zndme Teseni zhomogenizované rovnice (3.13) lze obecné TeSeni najit metodou variace
konstanty, patfi¢nou teorii 1ze najit napiiklad na Wikipedii (https://cs.wikipedia.org/wiki/Vari-
ace__konstant), kde je nicméné pouzitd jind definice Wronskidnu (W, = ujuh — ugu) misto ndmi
zvolené (3.20)). Pokud zvolime u; = u, a us = u, dostaneme W = @Z% a vztah mezi Wron-
skidnem pouzivanym na Wikipedii a nami definovanym pak dostaneme

«3 o
O IW, =W = &2 = W, = - (3.37)
Vysledné reseni pak tedy muzeme psat ve tvaru
u(z) = Yuy + Qg + Ugk (3.38)

kde uq je disperzni trajektorie

z z
Ug = <I>Z’%u7 / d* Ty, %B_iX('z)dZ - ‘I’Ziéua / ‘I’*%uw ‘1;(in1 e X(2)qz (3.39)
Zo Zo
Ze vztahu pro disperzi je patrné, Ze je podminéna nenulovym dipélovym polem, v pripadé
soustav s primou osou lze realizovat pouze Wienovym filtrem. Disperze se projevuje tak, ze pro
nenulové odchylky energie elektronti od hlavni energie svazku jsou elektrony mirné vychylovany
od osy. K fokusu pak dochézi ve stejné roviné ale v rtiznych vzdalenostech od osy.
Pouziti metody variace konstanty je v elektronové optice velmi ¢asté, proto se budeme obdob-
nymi vztahy vztahu (3.39) setkdvat relativné Casto. Je ziejmé, Ze tento vztah miizeme napsat ve
tvaru

ug = Ca(2)uy + ca(2)ua (3.40)
kde

1 | Doy
Cy=9, é/<I>*%uoé%e_‘x(z)dz (3.41a)

w— 1 ; [ 1N .
cqg=—, ? /@*%uyﬁeﬂ"(z)dz (3.41b)

Zo
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Protoze je ve vyrazu pro disperzni trajektorii koeficient c; nasobeny paprskem u, jeho vliv na
hodnotu ug v obraze vymizi, bude se ale projevovat v jeho smérnici, v odporné literatutre se mluvi
o slope coefficient. Hodnota ug v obrazu bude tedy ovlivnéna pouze koeficientem Cy - image
coefficient

3.2.2 Parazitické aberace stigmatickych systémiu

Vznikaji v dusledka nedokonalosti systému, nebo jeho Spatnym serizenim. Pokud je porusena
osova symetrie systému, vznikaji slaba dipo6lova, kvadrupodlova pole, ¢i pole s vyssi symetrii, kterd
se ale neprojevi v paraxidlni aproximaci. V dusledku pritomnosti téchto parazitickych poli neni
zcela splnéna Wienova podminka a podminka stigmati¢nosti, nicméné mutzeme predpokladat, ze
obé podminky jsou splnény relativné presné a odchylka je velmi mala, to vyjadiime pridénim
koeficientu 4 k témto ¢lentim v (3.10)

7 ’Yo(p, ’ "YO(I)H 682 (I)l‘i)l _
T T ( 15 T 8mear T gee )T (342)

2
_ 0 P71 Coin(x) s 20P1 iy Y0 ()
Dy + ivg ¥ e XWEon — e X\® Jr—(I)er\IleX(S
T 9 < S 870<I>*> 49*2 5+ (21 +ivo¥)

tuto rovnici pak Tesime iteracné. V nulté iteraci se spocitd zhomogenizovana rovnice, v prvni
iteraci se toto reseni dosadi do pravé strany

%® (’YO‘I)” eB? @1‘1’1) B
u + u =

20+ +

1!
u R

(3.43)

(b* 8’}/0(13
_20®1 iy
(I)*Z

a spocita se vysledna trajektorie metodou variace konstanty,

_ ‘I’% —2ix(2) §(~ 5
Dy +ivgWy — ——— ) e X5 (Qua (2) + Juq (2))—

K+ %(@1 + ivollfl)e_i"(z)é

U = YUy + QU + QUs + YUy + Uy + UK (3.44)

kde trajektorie

z o2 .
Ug = — Uy /ui% <‘b2 +ivg Wy — 8’)/0;*> e~ 2X(2) 5 (345)

[ 2 .
o P Yy — — 1 —2ix(2) 59
—+ Uy /u uv(b ( o +ivgWy 8%@*>e z

Zo

popisuje osovy astigmatizmus (two-fold astigmatism), image coefficient oznac¢ujeme A;

z @2 .
A = / i;ﬂ (@2 +ivgWy — 5 31)*) e~ 2x(2) 54 (3.46)
0

Zo

Trajektorie

z

d2 .
L= o P g L —2ix(2) 54 3.47
uy Uy /u Uy ( 9 +ivgWy — 8'YO<I)*> e z ( )

Zo

/ 2 70 o7 2i
+ ua/ Yo <<I>2 +ivgWa — 870@'*) e x(=)5dz

Zo
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popisuje neosovy astigmatizmus a trajektorie

Uy = _Uv/ua%(‘bl + i’UO\I/l)e_iX(Z)édZ + ua/un,%(q)l + ivo‘lll)e—ix(z)gdz (3.48)

deflekci svazku v dusledku poruseni Wienovy podminky. V tomto pripadé uz dalsi iteraci potie-
bovat nebudeme.

3.2.3 Kvadrupdlové systémy

(@) Y

- X

¢ =const.

Figure 3.4: Mozné realizace elektrostatického a magnetického kvadrupélu

V tomto pripadé budeme uvazovat pouze silné kvadrupélové pole, v tom pripadé mu paraxidlni
rovnice tvar

w—Gw=0 (3.49)

Yo . YoPac 2e ) 70Pas 2e
=2 U,) = —/ U, Ty, 3.50
g (2 1v0W2) o medy “{ dr T\ medr 2 (3.50)

Reseni této rovnice pro obecné kvadrupélové pole je relativné slozité, protoze koeficient G je obecné
komplexni a proto dochazi k michani soutfadnice z a y. V redlnych systémech se tedy pole omezuji
tak, aby byl koeficient redlny, nebo ryze imaginarni. My se zde omezime na situaci, kdy je G
redlné (druhy piipad lze na tuto situaci lehce prevést rotaci systému soutadnic o 45 deg), tj.

kde

(I)25 = 07 \1120 =0 (351)
coz redukuje koeficient G
~ "YOq)Qc 2e
G=G= - Uy, 3.52
02 meD; % ( )

a separuje paraxialni rovnici v & a y sméru

2 —Gx =0 (3.53a)
y'+Gy=0 (3.53b)
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Protoze je délka silnych kvadrupéla vyrazné vétsi nez jejich polomér a sila fokusacniho uc¢inku
nezdlezi na derivacich kvadrupdlovych osovych koeficienttt mtizeme aproximovat koeficient (3.52)
koeficientem

0, |z—zm|>1/2

G(z):{ Go. Lo 212 (3.54)

kde G je velikost G uvnitt kvadrupélu (tam kde je uz konstantni) a [ je efektivni délka kvadrupo6lu
=2 7 G(2)d (3.55)
= — z z .
Go

Principialni paprsky pak maji v kvadrupdlu tvar

yr = cos(r/Go(z +1/2) 2 = cosh(v/Go(z +1/2) (3.56)
yr = cos(r/Go(z —1/2) 2z = cosh(y/Go(z — 1/2)

Pro prvotni design kadrupdlovych systémi je vhodné pouzit aproximaci tenké cocky, ktera je
obdobou aproximace tenké cocky v osové symetrickém systému. V tomto pripadé plati

1 1 1 1 T
A A Ak _4 G(z)dz (3.57)

Kvadrupdl v jednom sméru fokusuje, v druhém defokusuje. Kombinaci nékolika kvadropdli 1ze
najit systémy, které umoznuji stigmatické zobrazeni, jedna se tzv. kvadrupélové anastigmatory.
Aby byl kvadrupdlovy systém integralné stigmaticky, musi skladat z nejméné ctyr kvadrupdli,
nicméné v tomto pripadé neni mozné ménit ohniskovou dalku systému. Nejpouzivanéjsi systém
se skladd z péti kvadrupolu. Tyto systémy se pouzivaji v pripadé, ze osové symetrické ¢ocky jsou
prilis slabé na fokusaci vysoce energetického svazku jejich aplikace je predevsim v urychlovacich.
Slozitéjsi kvadrupdlové systémy se také pouzivaji v korektorech vad.

3.3 Systémy s mid-section symmetry

Paraxidlni aproximace obecného systému je popsand rovnici (3.6). Aby centrélni trajektorie byla
fesenim paraxidlni rovnice, musi byt posledni ¢len nulovy
7o
2P+

Tato podminka svazuje dipélova pole systému s kiivosti centrélni trajektorie a v pripadé systému s
pi{mou osou prechdzi ve Wienovu podminku. Pokud si z rovnice (3.58) vyjadifme kiivost dosadime
do rovnice (3.6), dostaneme rovnici ve tvaru

((I’l + ivo\Ifl) —I'=0. (358)

Yo
2P*

|(I>1 + i’l)()\Ifl|2} + (359)

20

)
w” + %(CI)’ —ivgB)w' + % {CIY’ —ivgB’ + ! 1] w—

Yo . s A= ® . _
+ [32@*2 (3(1)1 + 21’[}0‘1’1) + 39 (I)*2 - a(‘I)Q + 11}0‘1’2) w
Qg 0 @1 Yo
- 1—42)=L v
10" {( ’Yo)q)* +1 o Yilk

Systémy s mid-section symmetry jsou takové, u nichz existuje rovina (v nasem ptipadé y = 0),
vuci niz je Elektricky skaldrni potencial symetricky a magneticky skaldrni potencial antisymet-
ricky, coz znamenad, ze vSechny elektrostatické multipdlové osové koeficienty jsou redlné a vsechny
magnetické multipolové koeficienty ryze imaginarni:

Op = Bpe,  Up =10y, (3.60)
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Tato symetrie zarucuje, ze centralni trajektorie zustava v roviné y = 0 a kfivost trajektorie je
redlna. Pokud tyto podminky dosadime do obecné paraxialni rovnice trajektorie dostaneme dveé
separované rovnice

v 0% [0®” 3207, | LU 570Pi ¥, Poe Wos
_ 901 n¥is 2 - (3.61
ST TS 5 o2 T e e 0@ T e |0 (B61)
Qo (1495 P 70 Vi
>\ 2 o 2"/
17 'YO(I)/ / _'70@// 73 (I)%C YoP1e N1 Dy Wos
_ X _9 — 61b
VAoVt i s e T ae v T e gV (361b)

7 tvaru rovnic je jasné, ze fokusacni vlastnosti jsou obecné ruzné ve sméru x a y. K energiové
disperzi dochédzi pouze v roviné y = 0. Energiova disperze je hlavni divod, pro¢ se prechézi k
systémum jejichz centralni trajektorie neni primka.

V praxi se v drtivé vétsiné vyskytuji bud ¢isté magnetické nebo cisté elektrostatické systémy.
V magnetickém systému se paraxialni rovnice trajektorie redukuje na

\112 \112 7’]‘1/1
x//+<2 s 4 2 S)x:m* 5 3.62a
T T W (3.62a)

\112@
"y =0 3.62b
L (3.62b)

kde k* = 2v9/(1 + 7o) - k. Upravenim vyrazu pro kiivost (3.58)

\Ijls
r=- : 3.63
7= (3.63)
a substituci
\1125

ko = =2 3.64

miuzeme paraxialni rovnice trajektorie psat v kompaktnim tvaru

1 1,

" + (R2 — k2> T=—5phk (3.65a)
Y +ky =0 (3.65b)

kde R je polomér kiivosti. Typickymi ptiklady takovychto systémi jsou sektorové magnety, nebo
zobrazujici energiové filtry.
V elektrostatickém pripadé se paraxidlni rovnice redukuje

v 0%, [0®" 3g 28], o 1+75 ®o®ic
_ . 3.66
ST [4@* g8 o2 )" PR (3.662)
v 0P Yo" 73 (I)%c Poc _
Y+ 55+ Y + [4@* R 2 + Y% o | V= (3.66b)

V pripadé sférického analyzdtoru a monochroméatoru je osové symetrické pole nulové ® = 0 a
®" = 0 a kvadrupdlové pole je s dipélovym pole svizané vztahem @5, = 3I'®;.. Paraxidlnf
rovnice se pak dale zjednodusuje na

1 ®? 11+13 @
" 1c 0 lc
: —_= 3.67
Tt T Ty @ (3.672)
2 2
Yo Pie
an ZO (DiQy -0 (3.67Db)

V nerelativistické aproximaci je fokusace v obou smérech stejna.
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Chapter 4

Aberace v optice nabitych castic

4.1 Aberace

Doposud jsme popisovali pouze paraxidlni aproximaci, kterd vyjadiuje linedrni chovani systému.
V optice nabitych ¢astic je velmi dulezité nelinedrni chovani systému, tj. aberace. V pripadé
paraxialntho zobrazeni se bod v predmétu zobrazi na bod v obrazu - dokonaly obraz. V pripadé,
Ze se bere v tivahu nelinearni chovani systému, se bod zobrazi na néjakou plosku. To nam vyrazné
zhorsuje optické vlastnosti systému a zhorsuje rozliSeni. Vypocet aberaci je relativné pfimocary,
ale nesmirné zdlouhavy. Z tohoto duvodu pouze vysvétlim metodu, jak se daji jednotlivé aberace
spocitat, ale konkrétni vypocet provadét nebudeme, pro detailni vypocet muzete pouzit [2], nebo
poznamky k prednasce prof. Lence.

V pripadé paraxialni aproximace je vztah mezi pozici a smérnici v roviné predmétu z = z, a
pozici a smérnici v libovolné roviné z dan linearnim zobrazenim:

q do
q | =MQ2) | g (4.1)
K K

Pokud opustime predpoklady paraxidlniho zobrazeni lze vztah mezi souradnicemi v pfedmétu a
obrazu psat ve tvaru abera¢niho polynomu

wz)= Y =CijrimRwiwhwfw) ™ (4.2)
i,9,k,l,m

kde koeficienty C; j k.1.m(2) jsou funkcemi proménné z, které jsou dané vlastnostmi systému. Ko-
eficienty nejsou zcela nezavislé, ale jsou svazané jednak symetrii systému jednat tim, ze zobrazeni
musi byt symplektické. Jejich konkrétni rozbor jde nad ramec této prednasky, je velmi peclivé
rozebran v [2] str. 315.

V pripadé, ze zobrazeni je mezi rovinou predmeétu a obrazu mluvime o abera¢nich koeficientech.
Soucet exponentt u proménnych w, w, w’ a @’ se oznacuje jako fdd polynomu, pokud k nému
pripocteme i exponent u energiové sitky x mluvime o stupni aberace.

4.2 Metody vypoctu aberaci

Pro vypocet aberaci se pouziva nékolik metod, nejjednodussi je metoda trajektorii, kterda byla
pouzita pri vypoctu parazitickych aberaci. V elektronové optice se ¢asto pouziva metoda eikonalu,
v pripadu urychlovact se pak casto pouziva metoda Lieovych algeber. VsSechny tyto metody ve-
dou na aberacni koeficienty ve formé aberacnich integrali. Na druhé strané jsou metody, které
poskytuji pouze numerické hodnoty koeficientii. Prvni takovou metodou je metoda diferencialnich
algeber, kterd vychazi z metod nestandardni analyzy, druhou je metoda, kterda vyuziva fitovani

27



28 CHAPTER 4. ABERACE V OPTICE NABITYCH CASTIC

aberacniho polynomu na vysledky presného trasovani. Tyto metody lze relativné jednoduse ap-
likovat na obecné systémy, nicméné nam nedavaji témeér zadné informace o vzajemnych vztazich
aberacnich koeficientt, ani o vlivu jednotlivych prvkia na hodnoty aberac¢nich koeficienti. Z tohoto
davodu se budeme blize vénovat pouze metodé trajektorii.

4.2.1 Metoda trajektorii

Tuto metodu jsme jiz pouzili v pripadé vypoctu parazitickych aberaci. Uvazme nyni i vyssi ¢leny
v rozvoji indexu lomu

— ! =/ !/

n(w, o, w', @, k,z) = n® (w, 0,0, @, k,z) + 0 (w, 0,0, @, K, 2) + 0D (w, B, W, T, K, 2) + ...
(4.3)
kde horni index (k) uréuje fdd homogenniho polynomu v proménnych w, w, w’, @' a k. Poly-
nom druhého Ffadu popisuje paraxialni aproximaci, polynomy vyssich radi pak popisuji nelinearni
chovani. Rovnici trajektorie pak muzeme psat ve tvaru

ﬁ(w,w,w’,w', Ky, 2) = P3(w,w,w @', k,2) + Py(w, ,w @' 8 z)+ - (4.4)

kde L(w,w,w’, @, Kk, z) je linedrni diferencidlni operdtor popisujici paraxidlni rovnici a P jsou
homogenni polynomy k-tého fddu v proménnych w, w, w’, @’ a k, pro které plati

d onlk+)  Gpk+l)

P—
k = o T o

(4.5)

Postup vypoctu je pak nasledujici
1. Vypoéteme paraxidlni aproximaci w(®) (wo, We, wh, Wh, K, z) vyFeSenim rovnice
ﬁ(w,w,w',@/, Kk,z)=0
2. Do pravé strany rovnice (4.4) dosadime za w, w, w’, @' paraxidlni aproximaci, takze pak
dostaneme na pravé strané funkci proménné z:
L(w, w,w', @k, 2) = Py(w®, 0@, w® @ &, 2) + Py(w®, &, w® o® k z) 4.
= Py(w,, Wy, W, @), K, 2) + Py(we, W, w, @), 8,2) + - -- (4.6)

a tu vyresim metodou variace konstanty, stejné jako v pripadé parazitickych aberaci. Timto
dostaneme trajektorie, které jsou souétem paraxialni aproximace a primérnich aberaci. w().

3. Pokud chceme vyssi fady aberaci musime postup opakovat s tim, ze tentokrat do prvé strany
nedosazujeme paraxialni aproximaci ale uz vysledek prvni iterace w(?). Celkové tento postup
vede k iterac¢ni procedure

Llw®HD GU+D 41 Bt oy pp®) g0 B G0 e ) (4.7)

+ Pa(w®, @®) w® g® o) ..
(4.8)

4.3 Aberace osové symetrickych systémi

4.3.1 Chromaticka vada

V pifpadé osové symetrickych systémt je prvni oprava indexu lomu n! polynom tietiho fadu,
ktery muzeme v rotac¢nich soutadnicich psat ve tvaru

n® — L{)Ogﬁg you'w + " +vox? ) ui + ix (vt — ') (4.9)
4% 1/2gx1/2 P
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® chromatic aberration

Figure 4.1: Efekt chromatické aberace

Ze vztahu je patrné, ze pro nulovou energiovou sitku (k = 0) je tento ¢len nulovy - mluvim o chro-
matickych vadach. Po dosazeni do (4.22) a relativné pfimocarém vypoctu dostaneme porusenou
trajektorii ve tvaru

”U,(Q) = 7MI€(CC'UJ; + AC'LD; + Dcrwo + Dcewo) (410)

Aberacni koeficient C je oznacovan jako chromatickéd aberace prvniho fadu, nebo téZ chromaticky

defokus, koeficient A. je oznacovan jako chromaticky axialni defokus, koeficient D, jako chromat-

ickd distorze a D, jako elipticka chromaticka distorze. Blizsi diskuzi téchto koeficientt je mozné

najit napriklad v [2, 6], my se budeme bliZe vénovat pouze koeficientu chromatické aberace.
Koeficient chromatické aberace lze nalézt ve tvaru

1 [ B[ eB® 244 @2\
Com —— [ gy 22 dz >0 411
1+ o, /% o <8me<1>* TR gz hedr> (4.11)

za kterého je zrejmé, Ze pro osové symetrické systémy je vzdy kladny. Bez poruseni osové symetrie
ho tedy neni mozné odstranit. Abychom mohli 1épe popsat jeho efekt na trajektorie popiseme jeho
efekt na trajektorii, kterd je v pfedmétu na ose a vychéazi pod ihlem «. V blizkosti fokus lze pro
tuto trajektorii pséat

u(z) =m(z — zi)a — MCka (4.12)

Je tedy zfejmé, Ze tento paprsek neprotne osu v roviné obrazu, ale v roviné z = z; + %Ccli. Tento
efekt je zplisobeny rozdilnou fokusac¢ni silou optickych prvki, které maji na elektrony o riznych
energiich. Napfiklad chromaticka vada cocky zpisobi, Ze elektrony s mirné nizsi energii se fokusuji
dfive, nez elektrony s vyssi energii.

4.3.2 Geometrické vady

Pokud neuvazujeme energiovou sirku svazku, mame prvni opravu indexu lomu az polynom ¢tvrtého
radu

o= 1 _ Y @, ., 1 70@(4) o2 ) nB” B
I _ = o252 10 7 —/ L 9 9 nB" , ,
n = \/;{ 8w w 16 (I)*wwww+ 123 o g2 ) Ww + 6 wWw (4.13)
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@® spherical aberration

non-paraxial rays

paraxial ray

Figure 4.2: Efekt sférické aberace

Po prechodu do rotaénich souradnic, dosazenim do (4.22) a relativné dlouhém a pracném vypoctu
dostane abera¢ni polynom ve tvaru

w® = M(Cyw*w), + 2K3w, @ w, + Kzw*@, + Fawwe@, + Aps@lw? + Dyw,w,)  (4.14)

kde C3 je koeficient sférické aberace, K3 je koma, F3 kiivost pole, Az astigmatizmus (field astig-
matism) a Dj je distorze. Vyznam jednotlivych vad je podrobné diskutovan v [2], my se zde
omezime na popis koeficientu sférické aberace.

Koeficient sférické aberace lze psat ve tvaru

1 ¥ 1 @/I 2,)/ @// 232 4B4
_ _ XY 0® 17 n 42 m\ 4
Cs o1 /{ 32571 (q;* ~O + o t 5 4n“BB )ua + (4.15)
1
+4<I>*l (y®" + n? B*)uiul? + 2<I>*5uf} dz (4.16)
2

Diky tomu, ze aberac¢ni koeficienty se vyjadiuji pomoci abera¢nich integralt existuje velké mnozstvi
vzorcl, které jdou jeden do druhého transformovat pomoci integrace po ¢astech. Daji se tak
napiiklad nalézt tvary, ve kterych se nevyskytuji tieti a ¢tveré derivace osovych poli, postup je
podrobné rozepsan v [2].

Pokud podobné jako v pripadé chromatické aberace vypocitame trajektorii ¢astice, ktera je v
pfedmétu na ose (w, = 0) a startuje po thlem w! = «, dostaneme

w=m(z — z)a + MCza’a (4.17)
z ¢ehoz je parné, ze bod ve kterém trajektorie protinaji osu je funkci velikosti ihlu v predmétu

M
z =z — —Csaa (4.18)
m

Pro design elektronové optickych systému je velmi podstatné, ze sféricka aberace osové symetrick-
ych systémi se statickym polem, ve kterych nedochdzi ke zméné sméru paprsku (vylucuje zrcadla)
je kladna. Koeficient sférické aberace se totiz da, podobné jako koeficient chromatické aberace,
rozepsat do tvaru souc¢tu nékolika kvadratia. Této vlastnosti sférické aberace se rikd Scherzertv
teorém.



Chapter 5

Vilnové opticky popis a rozliSeni v
optice nabitych castic

5.1 Vlnové opticky popis

Pii odvozovan{ tvaru vlnové rovnice vyjdeme ze vztahu pro Hamiltonidn (1.7) ze kterého po
odstranéni odmocniny dostaneme

1
— A(r))? = ep* 5.1
5 (P + cA()? = e”(r) (51)
Déle postupujeme standardnim zptusobem, hybnost nahradime operatorem p = —ihV ¢imz dostaneme
skalarni vlnovou rovnici ve tvaru
1
%(fmv + eA(r)) ) = e*(r)y (5.2)

kde 9 je hledanda vinova funkce.
Ve vétsiné aplikaci v elektronové optice si vystacime s kvazi-klasickou aproximaci. Predpok-
ladejme, ze vinova funkce je ve tvaru

v(r) = Flryexp (5 (53)

Po dosazeni do vlnové rovnice dostaneme soustavu dvou diferencidlnich rovnic

2
im(vs+eA(r)) - 2%% — e (r) (5.42)
V{F*(VS+eA(r)} =0 (5.4b)
Pokud plati, ze
2
o | <), (5.5)

muzeme druhy ¢len v prvni rovnici zanedbat, ¢imz se redukuje na Hamilton — Jacobiho rovnici

%(vs +eA(r)? = e (r) (5.6)

funkce S tedy odpovidd bodovému eikonédlu S(rg, 7).
Rovnice (5.4b) lze uzitim (5.6) psét ve tvaru

V(F*(r)g(r)) =0 (5.7)
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Uzitim definice vektoru proudové hustoty dostaneme

h 2 2
i) = 2 vy vy + DL g (5.8)

2mi m m

a rovnice (5.4b) mé tedy vyznam rovnice kontinuity Vj = 0. Uzitim Gaussovy véty pak muzeme
psat

1
0= jfjda = —%Fdio' (5.9)
m

Platnost eikondlové aproximace 5.3 je omezend na situace, kdy se amplituda vyrazné neméni
v oblasti o velikosti nékolika vlnovych délek. To ovsem vylucuje nékolik zakladnich situaci:

e Zrcadlo

Blizkost fokusu
e Pohyb za hranou
e Rozptyl v poli atomu

Tyto komplikace vsak neznamenaji, ze nelze pouzit ekikondlovou aproximaci pro tyto pripady,
FeSeni vak nelze vyjidiit ve formé jedné viny (5.3), ale je nutné vzit superpozici takovychto vin.

5.2 Elektronova difrakce

Teorie je velmi obdobna jako v pripadé svételné optiky, jen je komplikovanéjsi v dusledku pritom-
nosti elektromagnetického pole. Z intuitivniho hlediska lze difrakci vysvétlit tak, ze kazdy bod
vlnoplochy se stava sekundarnim zdrojem vlnéni a vyslednd vlna je pak dana superpozici téchto
vin. Pro rigorézni popis difrakce ndm ale tento pristup stacit nebude a budeme muset vyjit z
feSeni skaldrni vlnové rovnice (5.2) pomoci Greenovy funkee.

Nejprve prepiSeme skaldrn{ vlnovou rovnici (5.2) do tvaru

(V + %BA)Zz/;(r) +E2(r)y(r) =0 (5.10)

kde k(r) = g(r)/h je vlnovy vektor. Zavedme diferencidlni operdtor

D=(V+ %A(r))Q (). (5.11)
a k nému sdruzeny operator
Dt =(v- %A(r))2 +E(r). (5.12)

Vlnovou rovnici pak pomoci ného muzeme psat Dy = 0. Pro libovolné dvé funkce u a v
muzeme psat

vDu — uD'v = vV2u — uV?0 + 2—; {A(vVu+uVv) + uwVA} = (5.13)
i
=V <vVu —uVv + ;LeAuv> (5.14)

a uzitim Gaussovy véty pak dostaneme

/ (vDu — uDtv) d®r = % n <vVu —uVov + 21€Auv> d*r (5.15)
D oD h



5.2. ELEKTRONOVA DIFRAKCE 33

Déle zavedeme Greenovu funkei G(r,r’) kterd spliiuje rovnici
DIG(r, 7"y = —6(r — ') (5.16)

kde ¢ oznacuje ti{rozmérnou delta-funkci. Pokud do (5.15) dosadime za « hledané feSeni ¢ a za v
Greenovu funkci dostaneme vyraz pro hledanou vlnovou funkci ve formé okrajového integralu

P(r') = ng n {G(r, ' \Vep(r) — P(r)V,.G(r,r") + %G(r, r’)w(r)A(r)} d?r (5.17)
= %:ﬂ) n {G(r,r’) (VM/)('I") + i;¢(r)A(r)> —(r) <VTG(1°,7=’) - i;G(r,r’)A(r)) } d?r

Tento vztah je stile obecny, nyni ale provedeme nékolik zakladnich zjednoduseni. Ptredpok-
ladejme, ze na okrajich oblasti D plati kvaziklasickd aproximace, tento predpoklad je v praxi velmi
dobre splnén. Pak muzeme pro gradient vinové funkce psat

VF

Vristr) = (S + 3 90500m) ) 6l0) % 1p00) (.19

kde jsme pouzili V,.S(rg, ) = p a modifikovany pfedpoklad kvaziklasické aproximace |V—FF| < ‘§|
Uzitim vztahu mezi kanonickym a kinematickym impulzem pak mtzeme psat

V() + () Alr) = 1g0(ro) = ko(ro) (519

kde jsme oznacily ko(7g) vlnovy vektor p¥ichozi viny.
Doposud jsme nijak nespecifikovali Greenovu funkci. Rigorézni odvozeni jejiho tvaru presahuje
moznosti této predndsky, lze ho v8ak nalézt v [3]. My zde uvedeme pouze koneény tvar

G(r,7') = a(r,7') exp (;S(r,r’)) (5.20)

kde amplituda a je dana vztahem

, f_3 | 02S/0x0x’ 52S)0yoa’ |?
a(r,r’) = (167%g(r)g(r’) cos ¥ cos ¥') "2 8254818;’ 825;57;8;;, (5.21)

g(r) je kineticky impulz rozptylené vlny vychdzejici z bodu r a Sifici se k bodu 7’ v bodé r.
Obdobné g(r') je velikost tohoto impulzu v koneéném bodé /. Uhly ¢ a ¢ jsou pak thly které
sviraji odpovidajici paprsky v normélou na difraktujici plochu, ¢i na rovinu pozorovani.

Pro gradient Greenovy funkce pak miizeme pséat

Vea(r,r') i

V,.G(r,r') = (M + thS(’r‘,’r'/)> G (5.22)

prvni ¢len v zavorce muzeme opét v kvaziklasické aproximaci zanedbat. Gradient bodového
eikondlu v druhém c¢lenu je vzhledem k pocatecni poloze. Muzeme pouzit podobny postup jako
v kapitole 1 pi{ odvozovani vztahu (1.17), ktery popisuje gradient vzhledem ke kone¢nému bodu.
Dostaneme pak vztah

o eA=—g (5.23)

a pro posledni zévorku v integrandu ve vzorci (5.17) pak muZzeme psat

V.G(r,r'") — iﬁeG(r, r)A(r) = ik(r) (5.24)
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9(q0, 95 2) = 9(q0, G5; 2)
Aperture
/ 9o
q()
Zo Za ‘\ 2
N
AN qr
NN
9(9..9;2)
Figure 5.1: Difrakce na apertute
¢imz se zely vzorec redukuje na
0') = § nGra () ko(r) + k(r)dr (5.25)
oD

Pokud tento postup aplikujeme na situaci, kdy k difrakci dochézi na malé aperture v roviné z
(apertura je na ose) a uvazujeme velkou vzdélenost bodu méteni ' od apertury ve srovndni s jeji
velikosti, 1ze pro vlnovou funkci v bodé ' psat v relativné jednoduchém tvaru

W(r') = —ib(2') / /A V(@ y)eap <%S(r,r’)> dady (5.26)

kde

1
1 D*(2) \?
b(z') = - ! 2
() =7 <J(z,z )<I>*(z’)) (5.27)
Pouzili jsme oznaceni J(z, z") pro osovou hodnotu Jakobidnu

02S/0202'  9?S/0yox’

02500y 025/0ydy (5.28)

56 ) = |

Poznamenejme jesté, ze ¢len b(z’) neni ve vétsiné piipadi podstatny, protoze vyslednd vinova
funkce se normuje.

5.3 Rozptylova fuknkce

Predpokladejme obecny elektronové opticky zobrazovaci systém. Hlavni charakteristikou systému
je takzvand rozptylova funkce (point-spread-function), kterd udavd, jak systém zobraz{ jeden bod -
k jak velkému rozmazéani dojde. Na tomto se podileji aberace systému (geometrické, chromatické,
parazitické) a difrakce na aperturdch.

Uvazujme bod g, = (z,,Yy,) v roviné objektu z = z,, ktery systém zobraz{ do roviny obrazu -
paraxialné do bodu q;. Uvazujme, ze v systému je jedna apertura v roviné z = z,. VInova funkce
v roviné obrazu je pak dana pomoci difrakéniho integralu

¥(g) A/p/ exp (;(S(qo,qa) + S(Qm‘])) d*qa (5.29)
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V exponentu je soucet dvou bodovych eikonald, prvni z bodu q, do bodu v apertute gq,, druhy
ze stejného bodu v apertufe do bodu g v roviné obrazu. Tyto tfi body obecné nelezi na jedné
trajektorii, trajektorie, kterd prochézi body q, a g, protind rovinu obrazu v néjakém bodé gy,
ktery je obecné riizny od bodu g, obrdzek 5.1. Nicméné pii vypoctu rozptylové funkce bude bod
q velmi blizko bodu gy pro vSechny body v apertufe, tj. ¢ = qy + d, kde d je velmi malé. Pak
muzeme pro soucet eikonal pséat

S(dosqa) + 5(da:q) = S(@o,qa) + S(qas a5 + d) = S(qo, @a) + S(qu, q5) + prd + o(d?)  (5.30)
~ S(q0,qs) + pyd

Zanedbani vyssich ¢lent rozvoje v d je ekvivalentni Fresnellové difrakci.

V tomto okamziku je vhodné prejit od bodového eikonélu k eikonalu, ktery je uréeny pocatecnim
bodem a konec¢nou smérnici - smisenému eikondlu. V tomto odstavci jen strucné shrneme zékladni
teorii. Jedna se o jinou parametrizaci eikonélu, ktera se odvodi pomoci Legendrovy transformace.
Variaci bodového eikonélu lze psat ve tvaru

oS oS
58 = péq — pudq, = —86q + ——8q, 5.31
POq = Poddo = 5 q+ 9g. 9 (5.31)
tj.
a8 08
aq P, aqo Po (53 )

pokud na obé strany rovnice pfiddme ¢len —(pgq) dostaneme
6(S —pq) = —qdp — P.iq, (5.33)
Zavedenim smiseného eikondlu V = S — pg pak miizeme psét

ov ov

SV = —qop — pudq, = —0p + ——5q, 5.34
qdp — pooq 8pzﬂraqoq (5.34)
t].
ov oV
5 =9 5o, = P (5.35)

Podobné jako u bodového eikonalu plati, Ze v pocatecni a konecné roviné se shoduji realné a
paraxidlni trajektorie ( pro S(qo,qa) Plati g(z0) = ¢V (20) = qo, q(24) = ¢V (24) = qa), tak pro
smiSeny eikondl V' (qo,pys) plati, ze v poc¢ate¢nim bodé se hoduje paraxidlni a realna trajektorie a
v koneéné roviné se shoduje paraxialni a redlnd hybnost p(z;) = p (2;).

Pro soucet bodovych eikonalu pak dostaneme vyraz

5(40:qa) + S(9a- @) = V(qo, Py) + Pras +pyd =V (qo.Py) + Pra (5.36)
Kvadratickou ¢ast smiseného eikonalu snadno spocitame z paraxialni aproximace

oV (@
q = — oy = 7@ = —q;py (5.37)

a rozdélenim smiSeného eikonalu na &st popisujici aberace V(®) a paraxidlni ¢ast dostaneme

S(4osqa) + S(qa. @) = V' (qo, py) + prd (5.38)

kde d = q — q; je odchylka od paraxialniho obrazu.
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Pokud budeme uvazovat pouze systémy, které maji na vzorku pouze osové symetrické pole
(naprostd vétSina elektronové-optickych systémil) lze najit jednoznacény vztah mezi hybnosti a
paraxialni smérnici. Kvadratickou ¢ast indexu lomu v rota¢nich souradnicich Ize psat ve tvaru

1 1_ .1
2) _ " 2 p2\ 2 *5 12
n? = 3@+’ B)g + S07ig (5.39)
a pro hybnost pak plati
(2)
_ o o=y
pi=p; =V2me o7 9q; (5.40)

Zavedenim funkce popisujici deviaci vlnoplochy

X(@o. q}) =~V /gy (5.41)

dostaneme vlnovou funkci v roviné obrazu ve tvaru Fourierovy transformace

P(q) // exp (—;Lgfx(qo,qé)) e 959 42 g] (5.42)
Ap. ang.

Aperturni ihly mohou byt snadno spocitané z paraxialnich trajektorii a deviace vlnoplochy lze
velmi snadno spocitat z abera¢niho polynomu

, ox(qo, 4]
Aq=qs(qoq;) —q= x(gq{q) (5.43)

Z vlnové funkce ¥(q) miZeme snadno spodist rozptylova funkce p(q) jako kvadrét jeji absolutni
hodnoty, tj.
2
i L
pla) = [¥(q)]* // exp (_hng(Qm qé)) en9raiddiq] (5.44)
Ap. ang.

V dalsim se vratime ke standardni komplexni notaci, w = x + iy and w = =z} + iy}. Vztah
mezi deviaci vinoplochy a abera¢nim polynomem v roviné obrazu ma v komplexni notaci tvar

Awi = 28){/6@
V pripadé osové symetrického systému mé aberacni polynom v parametrizaci pomoci parax-
idlnich poloh a smérnic v obraze tvar
Aw; =Ciw + ngQCu + Kywwow; + I_(3w2u’)i + Fyww;w;+ (545)
Agf@wiz + Dgw?@i
kde jsme pouzili standardni znaceni pro aberace tfetiho fadu a w; = Mw, je paraxidlni obraz
bodu w,. Pro deviaci vlnoplochy pak mizeme psat

2

-2 2 -2
Agzpi wy, + Dgwwipwip}

1 1 1
X = §R{2C’1w@ + 103(w@)2 + = 3w@2wip + Fawww;,Wip+ (5.46)

V pripadé osovych aberaci mé aberaéni polynom tvar

Aw; =Ag + Chw + Ay + Bow? + 2Bswiw + Aqiw’+ (5.47)
C3w?@ + Szw® + 3S3ww? + Az +
2B,ww + 3Byw?@w? + Dyw* + 4Dyw® + Ayt +
Csw30? + 285wt + 4S5w20% + Rsw® + bRswin + As@®
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a pak deviace vinoplochy vychéazi

1 1 1
x=%R {Aow + 501w + §A1w2 + Bow?@ + §A2w3 (5.48)

1 1 , 1
+ 705 (w@)? + S3wiw + ZA3°D4 + Byw*@? + Dyw'a + 5A4w5

1 1
+605 (w@)? + Sswi? + Rsw’@ + 6A5w6}

Pokud mé svazek nenulovou sitku, rozptylova funkce je ovlivnéna chromatickymi aberacemi:

Awi :AQ - CC()5E + (Cl - CClcSE - C025E2)w + Alw-‘r (549)
Bow? 4 2Bow + Asw®+
(Cs — Cc135E)w2fD + 53w3 + 3530.)@2 + Az + -

kde 6F = AE/E je relativni deviace energie a pouzili jsme ndsledujici znaceni pro disperzi Ceq
chromatickou aberaci prvnfho a druhého fddu (Ceo1 a Ceog) a pro chromaticitu sférické aberace
Cc13. Deviace vlnoplochy pak bude mit stejny tvar jako (5.48), jen je nutné zménit ndsledujici
koeficienty:

Ag — Ag — CeodE (550)
i —C— 0015E — CCQ§E2
03 — 03 — CClg(SE

Lze predpokladat, ze dvé vinové funkce o riznych energiich jsou nekoherentni a vysledné vinova
funkce pak vznikne integraci pres energiové spektrum

plq) = /Ep(q, E)ppdE (5.51)

kde p(q, F) je rozptylova funkce pro monochromaticky svazek s energii E a pg je energiové spek-
trum.

5.4 Rozliseni v elektronovych mikroskopech

V pripadé prozatfovacich elektronovych mikroskopi je vzorek osvétlen rovinou vlnou a rovina
vzorku je pak zobrazena na detektor. Pokud bychom uvazovali idedlni detektor, tak je rozliseni
determinovano velikosti plosky na niz se zobrazi bodovy zdroj v roviné objektu na detektor. To je
determinovano pomoci rozptylové funkce. Uziva se nékolik kritérii, pomoci kterych rozhodujeme,
jestli dva ruzné body rozlisSime. Zminime pouze kritéria vychazejici z velikosti plochy, na niz se
bod v predmétu zobrazi. Pokud se plochy dvou takovych bodu neprotinaji, povazujeme body
za rozlisitelné v opacném pripadé za nerozlisitelné. V praxi nejvice pouzivanou definici velikosti
plochy je priumér plochy, kterd obsahuje 50% proudu. Dals$i moZnost je definovat rozmér plochy
jako vzdalenost od maxima, v niz velikost rozptylové funkce poklesne na 1/e maximélni hodnoty.

V pripadé rastrovacich elektronovych mikroskopu je elektronovy svazek emitovany z néjakého
elektronového zdroje fokusovan na vzorek. Poloha fokusu na vzorku se méni pomoci vychylovaciho
systému. Pro kazdy bod (pixel) se pak zaznamenéva signél za vzorku (signdlni elektrony, p¥ipadné
proslé elektrony vzorkem). Je jasné, Ze nemé smysl mit pixel mensi nez je velikost zobrazeného
zdroje, kterd timto definuje mezni rozliseni. V pripadé bodového zdroje je pak rozliSeni dédno
rozptylovou funkei. V praxi je ovsem zdroj elektronti nebodovy a proto je nutné velikost rozmazani
spocitat z funkce, ktera vznikne integraci prispévki ze vsech bodu zdroje

plq) = //S pPsF(4;q0)p(do)dgo (5.52)



38CHAPTER 5. VLNOVE OPTICKY POPIS A ROZLISENI V OPTICE NABITYCH CASTIC

Kromé rigorézniho postupu urceni rozliSeni lze nalézt také zjednodusujici postupy, které kom-
binuji prispévky jednotlivych vad do relativné jednoduchych vzorct. Postup je velmi presné rozep-
séan v [1], my zde jen shrneme hlavni vysledky. Ve vSech piipadech budeme uvidét efekt aberaci
na prumér oblasti kterd obsahuje 50% proudu. Sférické vada zpiisobi rozostieni obrazu bodu na
plosku o praméru

1 5/2
ds50 = <2> 03043 (553)

kde « je aperturni thel. Difrakce na aperture zpusobi zvétseni plosky na

A
daso = 0.54= (5.54)
(0%

kde A je vinova délka elektronti. Efekt chromatické aberace pak lze vyjadrit vztahem
AFE

Kombinaci efekttt vSech téchto aberaci pak dostaneme velikost obrazu zdroje

1/2
dso = |d? M) 4 (g + gy 94) ] 5.56
50 = |deso + ((Mds)™ + (daso + dsso) (5.56)

kde ds je velikost zdroje elektront a M je zvétseni systému.

Z ptedchoziho je patrné, ze prispévky jednotlivych aberaci zavisi na hodnoté aperturniho dhlu.
Zatimco prispévek sférické a chromatické aberace s velikost{ aperturniho uhlu roste, prispévek
difrakce klesa. Existuje tedy néjaka optimalni hodnota aperturniho hlu, pro kterou je hodnota dsg
nejmensi - optimalni apertura. Tato hodnota ndm udavéa nejlepsi mozné rozliseni, které muzeme
pri dané energii dosahnout.



Chapter 6
Ukoly k zapoétu

7 kazdé sekce provedte jeden z kol

Pole
1. Odvodte Obecny rozvoj potencildlu v kfivocarych soufadnicich, postupujte podle [6].

2. Méjme obecny kvadrupdl vznikly rozfezanim véilce na segmenty se stejnym polarnim thlem
(Elektroda 40 deg, mezera 5 deg.

o Urcete nastaveni potencialt pro regularni kvadrupdl, jaké dalsi pole se v takovém sys-
tému vyskytuji

o Urcete nastaveni potencialt tak, aby prvek fungoval jako ”skew” dipdl s potlacenym
hexapolovym polem

o Urcete, jak by se muselo zménit buzeni kvadrupélu, pokud bychom snizili velikost
polarnfho thlu kazdého segmentu na 30 deg (mezera 15 deg)

Paraxialni aproximace - teorie
1. Odvodte obecnou paraxialni rovnici trajektorie, jak je nastinéno v podkapitole 3.1

2. Odvodte ptfechod do rotacnich souradnic a prechod do Pichtovych souradnic pro obecné
stigmatické systémy

3. Odvodte vyraz pro disperzi magnetického systému s mid-section symmetry. Diskutujte jeji
zéavislost na poloméru zakiiveni centralni trajektorie

Paraxialni aproximace - aplikace
Dodand osové pole jsou v ascii formatu, import do libovolnych numerickych programu (Matlab,
Maple, Mathematica) by mél byt trividlni.

1. Magneticka cocka

o Energie elektront je 10 keV

e Spocitejte polohu ohnisek, polohu hlavnich rovin a ohniskové dalky ¢ocky pomoci nu-
merického Feseni paraxidlni rovnice trajektorie. Velikost ohniskovych dalek srovnejte s
vysledkem aproximace tenkou ¢ockou

o Urcete skdlovaci faktor magnetického pole ¢ocky pro zobrazeni z, = —250 mm do z; =
5 mm

o Urcete astigmatizmus pfi elipticité 1.5um a nutné napéti na elektrodach kvadrupoélu
tak, aby se astigmatizmus v obrazové roviné korigoval (A;(z;) =0, a1(z;) = 0).
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Popis dodanych souborii:

Btol.txt: Soubor obsahujici magnetické pole a pole elipticity. Prvni sloupec - souradnice
z [m], druhy sloupec - osové magnetické pole B(z) [T], tfeti sloupec - osovy kvadrupolovy
koeficient pfi elipticité 1 mm (pfedpoklddame linedrni zavislost parazitniho pole na velikosti
elipticity) Wy(2)[T/m?]

Es.txt: Soubor obsahujici kvadrupélové pole stigmatort pii napéti na elektrodach +1V.
Prvni sloupec - souradnice z, druhy sloupec - osovy kvadrupolovy koeficient prvniho stigma-
toru ®o(2) [V/m?], tieti sloupec osovy kvadrupolovy koeficient 2. stigmatoru ®,(z)[V/m?].

. Elektrostaticka cocka

¢ Spocitejte polohu ohnisek, polohu hlavnich rovin a ohniskové dalky cocky pomoci nu-
merického TeSeni paraxiadlni rovnice trajektorie. Napéti mezi vnéjsimi elektrodami a
prostiedni fokusac¢ni elektrodou je 20 kV a energie elektronu pied a za ¢ockou je 30
keV. Velikost ohniskovych délek srovnejte s vysledkem aproximace tenkou ¢ockou

o Urcete napéti na fokusacni elektrodé pro zobrazeni z, = —45mm do z; = 5mm

o Urcete astigmatizmus pfi elipticité 1.5um a nutné napéti na elektrodach kvadrupdélu
tak, aby se astigmatizmus v obrazové roviné korigoval.

Popis dodanych souborii:

El.txt: Soubor obsahujici elektrické pole. Prvni sloupec - soufadnice z [m], druhy sloupec
- osovy elektrostaticky potencidl ®(z) [V] pfi nulovém potencidlu na vnéjsich elektroddch a
potencidlu 1 V na prostiedn{ (fokusac¢ni) elektrodé tfeti sloupec - osovy elektrostaticky po-
tencidl pfi potencidlu 1 V na vngjsich elektroddch a potencidlu 0 V na prostiedni (fokusacéni)
elektrodé.

Etol.txt Soubor obsahujici kvadrupélové parazitické pole dané elipticitou cocek. Prvni
sloupec - soufadnice z [m], druhy sloupec - kvadrupolovy osovy koeficient ®(2)[V/m?] pii
elipticité 1 mm (pfedpokldddme linedrni zavislost parazitniho pole na velikosti elipticity)
pro nulovy potencidl na vnéjsich elektroddch a potencidlu 1 V na prostiedni (fokusacéni)
elektrodé. Treti sloupec je stejny jako druhy sloupec jen pro potencial 1V na vnéjsich elek-
trodéch a potencidlu 0 V na prostfedni (fokusa¢ni) elektrodé

Es.txt: Soubor obsahujici kvadrupélové pole stigmatort pri napéti na elektrodach +1V.
Prvni sloupec - souradnice z, druhy sloupec - osovy kvadrupolovy koeficient prvniho stigma-
toru ®5(2) [V/m?], tfeti sloupec osovy kvadrupolovy koeficient 2. stigmatoru ®5(2)[V/m?].

Paraxialni aproximace - periodické systémy

1. Odvodte vyraz pro centralni trajektorii ¢astice s mirné odlisnou energii od centralni energie

(??) viz., [5]

2. Popiste longitudialni stabilitu svazku pro vyssi vychylky, kdy nelze oscilace popsat pomoci

linedrn{ diferencidln{ rovnice. UZijte analyzy rovnice (??) a chovdn{ nelinedrniho oscilatoru,
diskutujte obrézek 18 z [7]. Odvodte rovnici separatrix.

Aberace

1. Vykreslete vliv sférické aberace (C5 = 2.5mm) a chromatické aberace (Co = 2mm) na

trajektorie v blizkosti fokusu pro svazek vychazejici v predmétu z osy o energii 20keV. Pro
jednoduchost predpokladejme zvétseni M = 1, m = 1. Aperturni thel zvolte 0.016 rad. Vliv
chromatické vady ukazte pomoci vykresleni svazku s energiemi £ —1eV, F a F + 1eV.

2. Vykreslete vliv Komy, Astigmatizmu, sklenut{ pole a distorze na svazek v roviné obrazu (viz.

3)
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Vinova elektronova optika

1. Odvodte vztah pro vinovou funkci pro systém s nenulovym defokusem C; a sférickou aberaci
C3 ve formé jednorozmérného integralu (piechod do poldrnich soufadnic a integrace pres
polérni dhel) [3], str. 1292.

2. Najdéte optimaln{ aperturn{ tihel a rozliSeni (aperturni dhel, ktery zarucuje nejlepsi rozliseni)
pro systém s sférickou vadou Cs = 2.8 mm, chromatickou vadou C'c = 1.5 mm, energii svazku
30keV, energiovou sitkou zdroje AE = 0.6eV a nulovou velikost{ zdroje. Pouzijte postup z

).
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