M1030 Matematika pro biology
24. a 31.10.2024



Z3akladni pojmy

Motivace

Matice a vektory
,Klasifikace" matic
Operace s maticemi

Reseni soustav rovnic — Gaussova eliminace
Determinanty
Reseni soustav rovnic — Cramerovo pravidlo

Regularni matice Za’ kladnl’ pijy

Aplikace — maticové populaéni modely
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Motivace

e Euleriv model ristu populace: x(t + 1) = rx(t)
x(t) ... velikost populace v &ase t
r ... rastovy koeficient (r =1+ b — d, b porodnost, d imrtnost)

e Caswelliiv model ristu populace strukturované podle plodnosti:

z(t+1)=01(1=7y)x(t)+ fy)
y(t+1) = o1y x(t) + o2 y(t)
x(t) ... mnoZstvi juvenilnich jedinci
y(t) ... mnoZstvi plodnych jedinci
f ... olekdvané (primérné) mnoZstvi potomki plodného jedince za jednotku &asu
v ... P(juvenilni jedinec béhem &asové jednotky dospéje)
o1 ... P(juvenilni jedinec preZije asovou jednotku)
o1 ... P(plodny jedinec pfeZije ¢asovou jednotku)
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e Eulerliv model ristu populace: x(t + 1) = rxz(t)

e Caswellliv model riistu populace strukturované podle plodnosti:

z(t+1)=o01(1—7)z()+ fyt)

Oznateni: x(t) = (xgti) R — (01(1 ~) f)




e Eulerliv model ristu populace: x(t + 1) = rxz(t)

e Caswelliv model ristu populace strukturované podle plodnosti: (¢ + 1) = Rx(t)

r(t+1)=o01(1—7y)z(t)+ fyt)
y(t+1) = o1y x(t) +o2y(t)

Oznateni: x(t) = (x(t)), R — (01(1 ~) f)




Matice typu (m,n) ...

( a1

a1
asi

a2 ais
a2 aa3
as2 ass

tabulka &isel o m ¥adcich a n sloupcich

a1,n—1
a2 n—1
a3 n—1

Am—1,n—1

Um n—1

Um—1,n

Am,n

/



Matice a vektory

Matice typu (m,n) ... tabulka &isel o m ¥adcich a n sloupcich
( aii a12 13 1.n—1 a1.n \
a21 a22 a23 cee a2 n—1 a2 n
a3i a32 a33 . a3 n—1 a3 n
A =
Am—-1,1 AGm-12 Am-13 ... Am—1n—-1 Am—-1n
\ am1 Am?2 am3 s Am,n—1 Am,n )
Priklady:

(1 2 3 (8 0 fou(l—7) f B
A_<—2 3,1415927 %)’ B_<—4 2)’ R‘( oy o) CT 0

A je matice typu (2,3), B a R jsou matice typu (2, 2), C je matice typu (1, 1).
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Matice a vektory

Matice typu (m,n) ... tabulka &isel o m ¥adcich a n sloupcich
( aii a12 13 1.n—1 a1.n \
a21 a22 a23 cee a2 n—1 a2 n
a3i a32 a33 . a3 n—1 a3 n
A =
Am—-1,1 AGm-12 Am-13 ... Am—1n—-1 Am—-1n
\ am1 Am?2 am3 s Am,n—1 Am,n )
Priklady:

(1 2 3 (8 0 fou(l—7) f B
A_<—2 3,1415927 %)’ B_<—4 2)’ R‘( oy o) CT 0

A je matice typu (2,3), B a R jsou matice typu (2, 2), C je matice typu (1, 1).

Cislo |ze povaZovat za specidlni pfipad matice, matice jsou zobecnénim dCisel.
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Matice typu (m,n) ... tabulka &isel o m ¥adcich a n sloupcich
[ an a12 a13 ... G1p-1
a21 a22 a23 . a2 n—1
a31 a32 a33 co a3 n—1
A =
dm—-1,1 Om-12 am-1,3 --. Am—1,n—1
\ Am1 Am2 Am3 SR Am,n—1

m-rozmérny sloupcovy vektor je matice typu (m, 1), v =

(o)

U3

o

a1.n \

a2 n
a3 n

Um—1,n

Am,n

/



Matice a vektory

Matice typu (m,n) ... tabulka &isel o m ¥adcich a n sloupcich
( aii a12 13 1.n—1 a1.n \
a21 a22 a23 cee a2 n—1 a2 n
a3i a32 a33 . a3 n—1 a3 n
A =
Am—-1,1 AGm-12 Am-13 ... Am—1n—-1 Am—-1n
\ am1 Am?2 am3 s Am,n—1 Am,n )
[or)
U2

m-rozmérny sloupcovy vektor je matice typu (m, 1), v =

n-rozmérny Fadkovy véktor je matice typu (1,n),
w = (w1 Wy W3 ... wn) = (w1, Wa, W3, ..., W)
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Rekneme, e matice A typu m,n je




Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova Yadu n, pokud m =n




Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova Yadu n, pokud m =n

1 2 3
8 O, —2 3,1415927 1 | ..
-4 92 9 23

“ O _ 2
3 2




Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova Yadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi, j)i > j = a;; =0




Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova Yadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi, j)i > j = a;; =0

1 )
(g _24>, 0 3,1415927
0 0

N[N~ QO




Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova Yadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi, j)i > j = a;; =0

e dolini trojuhelnikovd, pokud (Vi,j)i < j = a;; =0




Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova Yadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi, j)i > j = a;; =0

e dolini trojuhelnikovd, pokud (Vi,j)i < j = a;; =0

8 0 1 0 0
0 0/ \—2 31415927 0

)




Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova Yadu n, pokud m =n
e horni trojihelnikova, pokud (Vi, j)i > j = a;; =0

e dolini trojuhelnikovd, pokud (Vi,j)i < j = a;; =0

e diagonalni, pokud (Vi,j)i # j = a;; =0
(je soucasné horni i dolni trojuhelnikova)




., Klasifikace” matic

Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova tadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi,j)i > j = a;; =0
e dolini trojuhelnikovd, pokud (Vi,j)i < j = a;; =0

e diagonalni, pokud (Vi,j)i # j = a;; =0
(je soutasné horni i dolni trojihelnikova)

8 0 0 0 1 0 0
0 2/ 0 2/ 0 3,1415927 0/’
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., Klasifikace” matic

Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova tadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi,j)i > j = a;; =0
e dolini trojuhelnikovd, pokud (Vi,j)i < j = a;; =0

e diagonalni, pokud (Vi,j)i # j = a;; =0
(je soutasné horni i dolni trojihelnikova)

e symetrickd, pokud je ¢tvercovd a (Vi, j)a;; = aj;
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., Klasifikace” matic

Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova tadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi,j)i > j = a;; =0
e dolini trojuhelnikovd, pokud (Vi,j)i < j = a;; =0

e diagonalni, pokud (Vi,j)i # j = a;; =0
(je soutasné horni i dolni trojihelnikova)

e symetrickd, pokud je ¢tvercovd a (Vi, j)a;; = aj;
1 0

8 0 0 1
o 2) (2 g ovaer

2

3

_1
2

7
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., Klasifikace” matic

Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova tadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi,j)i > j = a;; =0
e dolini trojuhelnikovd, pokud (Vi,j)i < j = a;; =0

e diagonalni, pokud (Vi,j)i # j = a;; =0
(je soutasné horni i dolni trojihelnikova)

e symetrickd, pokud je ¢tvercovd a (Vi, j)a;; = aj;

) o B (0 0 O
e nulova, pokud (V@,])a’ij =0, O= (O 0 0>
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., Klasifikace” matic

Rekneme, e matice A typu m,n je

e Ctvercova tadu n, pokud m =n

e horni trojihelnikova, pokud (Vi,j)i > j = a;; =0
e dolini trojuhelnikovd, pokud (Vi,j)i < j = a;; =0

e diagonalni, pokud (Vi,j)i # j = a;; =0
(je soutasné horni i dolni trojihelnikova)

e symetrickd, pokud je ¢tvercovd a (Vi, j)a;; = aj;

) o B (0 0 O
e nulova, pokud (V@,])a’ij =0, O= (O 0 0>

1
E=1{0
0

o = O
_ O O

|
e jednotkova, pokud a;; = {O’ Z #j
? ? ..77
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A ... matice typu (m,n)




A ... matice typu (m,n)

1. unarni operace (matice — matice; A — B)




A ... matice typu (m,n)

1. unarni operace (matice — matice; A — B)

e Transpozice matice: AT = A’ =B
Matice B je typu (n,m), bi; = aj;




A ... matice typu (m,n)

1. unarni operace (matice — matice; A — B)

e Transpozice matice: AT = A’ =B
Matice B je typu (n,m), bi; = aj;

Priklady:




A ... matice typu (m,n)

1. unarni operace (matice — matice; A — B)

e Transpozice matice: AT = A’ =B
Matice B je typu (n,m), bi; = aj;

Plati: &tvercovd matice A je symetrickd < A = AT.




A ... matice typu (m,n)
1. unarni operace (matice — matice; A — B)
e Transpozice matice: AT = A’ =B

Matice B je typu (n,m), bi; = aj;

Plati: &tvercovd matice A je symetrickd < A = AT.

e Opac¢nd matice: —A = B
Matice B je téhoZ typu (m,n), b;j = —a;;




Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)

1. unarni operace (matice — matice; A — B)

e Transpozice matice: AT = A’ =B
Matice B je typu (n,m), bij = Qj;

Plati: &tvercovd matice A je symetrickd < A = AT,

e Opac¢nd matice: —A = B
Matice B je téhoz typu (m,n), b;j = —a;;

Priklad:
(1 2 3\ (-1
-2 314 3)  \ 2
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A ... matice typu (m,n)
1. unarni operace (matice — matice; A — B)
e Transpozice matice: AT = A’ =B

Matice B je typu (n,m), bi; = aj;

Plati: &tvercovd matice A je symetrickd < A = AT.

e Opac¢nd matice: —A = B
Matice B je téhoZ typu (m,n), b;j = —a;;




A ... matice typu (m,n)

2. vnéjsi operace (&islo, matice — matice; ¢, A — B)




A ... matice typu (m,n)

2. vnéjsi operace (&islo, matice — matice; ¢, A — B)

e Nasobeni matice &islem (skaldrem): cA =B
Matice B je téhoZ typu (m,n), b;; = cai;




A ... matice typu (m,n)

2. vnéjsi operace (&islo, matice — matice; ¢, A — B)

e Nasobeni matice &islem (skaldrem): cA =B
Matice B je téhoZ typu (m,n), b;; = cai;

12 3\
-2 314 %)

Priklad:

N |—

1 3
-3 —1 =3
1 1,57 —3




A ... matice typu (m,n)

2. vnéjsi operace (&islo, matice — matice; ¢, A — B)

e Nasobeni matice &islem (skaldrem): cA =B
Matice B je téhoZ typu (m,n), b;; = cai;

Plati

—A=(-1)A




A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)




A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucet matic: A+B =C
Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;




A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucet matic: A+B =C
Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;

Priklady:

- (—21:(3—1) 3,2 114(:01,236 3—2(; ?) - (4 1 1>




Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucet matic: A+B =C
Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;

Priklady:
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A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucet matic: A+B =C
Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;

Plati: A je ¢tvercovd = A + AT je symetricka




A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucet matic: A+B =C
Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;

Plati: A je ¢tvercovd = A + AT je symetricka

Vlastnosti sé¢itani matic:




A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucet matic: A+B =C
Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;

Plati: A je ¢tvercovd = A + AT je symetricka

Vlastnosti sé¢itani matic:

(A+B)+C=A+(B+C) asociativita




Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)
3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)
e Soucet matic: A+ B = C

Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;
Plati: A je &tvercovd = A + AT je symetrick3

Vlastnosti s¢itani matic:

(A+B)+C=A+(B+C) asociativita
A+B=B+A komutativita
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Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)
3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)
e Soucet matic: A+ B = C

Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;
Plati: A je &tvercovd = A + AT je symetrick3

Vlastnosti s¢itani matic:

(A+B)+C=A+(B+C) asociativita
A+B=B+A komutativita
A+O0=0+A=A existuje neutralni prvek
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Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)
3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)
e Soucet matic: A+ B = C

Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;
Plati: A je &tvercovd = A + AT je symetrick3

Vlastnosti s¢itani matic:

(A+B)+C=A+(B+C) asociativita

A+B=B+A komutativita
A+O0=0+A=A existuje neutralni prvek
A+ (-A)=0 ke kaZdé matici existuje opacny prvek
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Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)
3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)
e Soucet matic: A+ B = C

Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;
Plati: A je &tvercovd = A + AT je symetrick3

Vlastnosti s¢itani matic:

(A+B)+C=A+(B+C) asociativita

A+B=B+A komutativita
A+O0=0+A=A existuje neutralni prvek
A+ (-A)=0 ke kaZdé matici existuje opacny prvek

Matice spolu s operaci s¢itani tvori Abelovskou grupu.
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A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucet matic: A+B =C
Obé matice B a C jsou téhoz typu (m,n), c;j = a;j + b;;




A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

n
Cij = ainb1j + aioboj + aizbs; + -+ ainbn; = E @ik
k=1




A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

n
Cij = ainb1j + aioboj + aizbs; + -+ ainbn; = E @ik
k=1

Priklady:




Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

n
Cij = a;1b1j + ai2ba; + a;zbsj + -+ + ainbn; = g ixbr;
k=1

Priklady:
2 0
= (5 0) e ().
6 2
2 0 . 9 2:-14+0-(-3) 2:24+0-5 2 4
AB=1|-3 1 <_3 5)— —-3-14+1-(-3) —-3-2+1-5]=-6 -1],
6 2 6-14+2-(=3) 6-2+2-5 0 22
BA ... nelze vyndsobit
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Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

n
Cij = a;1b1j + ai2ba; + a;zbsj + -+ + ainbn; = g ixbr;
k=1

Priklady:
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Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

Cij = @inb1j + Gigb; + aigbs; + - -+ ainbp; = Z ik Or

k=1
Priklady:
o —1 1 2 0 2
A=|0 2 -2|,B=[-1 0 -1
o 1 -1 -1 0 -1
o —1 1 2 0 2 0O 0 O
AB=1|0 2 -2 -1 0 —1}]=10 0 O
o 1 -1 -1 0 -1 0O 0 O
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Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

n
Cij = a;1b1j + ai2ba; + a;zbsj + -+ + ainbn; = g ixbr;
k=1

Priklady:
-1 1 =3
A=]1 -1 3
1 -1 3
-1 1 =3\ /-1 1 =3 -1 1 -3
A>=AA=| 1 -1 3 1 -1 3]|]=l1 -1 3
1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3
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A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

n
Cij = ainb1j + aioboj + aizbs; + -+ ainbn; = E @ik
k=1

Vlastnosti nasobeni matic:




A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

n
Cij = ainb1j + aioboj + aizbs; + -+ ainbn; = E @ik
k=1

Vlastnosti nasobeni matic:
(AB)C = A(BC) asociativita




Operace s maticemi

A ... matice typu (m,n)

3. binarni operace (matice, matice — matice; A, B — C)

e Soucin matic: AB = C
Matice B je typu (n,p) a matice C je typu (m,p)

n
Cij = ai1b1j + az2b; + a;3b3; + -+ Ainbp; = g ixbr;
k=1
Vlastnosti nasobeni matic:

(AB)C = A(BC) asociativita
m=n = AE =EA = A k ¢tvercové matici existuje neutralni prvek
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Z3ikladni pojmy

|Regeni soustav rovnic — Gaussova eliminace |
P¥iklad

Soustava linedrnich rovnic

Gaussova eliminaéni metoda

Regitelnost soustavy linedrnich rovnic

Uplné eliminace s vybé&rem hlavniho prvku

Z3avére¢na pozndmka
A4

Determinanty ReSeni soustav rovnic — Gaussova
Regeni soustav rovnic — Cramerovo pravidlo - -
eliminace

Regularni matice

Aplikace — maticové populaéni modely
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20+ 3y =17
x4+ 2y=4




20+ 3y =17
x4+ 2y=4

x4+ 2y=4
20+ 3y="7




20+ 3y =17
x4+ 2y=4

x4+ 2y=4
20+ 3y="7




20+ 3y =17
x4+ 2y=4

r+ 2y=4
20+ 3y="7

—2r — 4y=-8
20+ 3y =17




20+ 3y =17
x4+ 2y=4

r+ 2y=4
20+ 3y="7

—2r — 4y=-8
20+ 3y =17













20+ 3y =17
x4+ 2y=4

r+2y=4 |-(-2)
20+ 3y="7

—2x — 4y = —8
20+ 3y =17 T

x4+ 2y=4
—y=-—1 y=12r=4-2-1=2
Oznadeni: A = 23 xr = . b= ’ Soustava rovnic: Az = b
1 2 Y 4




20+ 3y =17
x4+ 2y=4

r+2y=4 |-(-2)
20+ 3y="7

—2x — 4y = —8
20+ 3y =17 T

x4+ 2y=4
—y=—1 y=1, x=4—-2-1=
Oznadeni: A = 23 @ = . b= 7 Soustava rovnic: Ax = b
1 2 Y 4

YV "wv/




Priklad

T+ 2y=4 1 24
z+2y=4 |- (-2) 1 214
x+2y=4 (1 2 ‘ 4 )
Oznateni: A = o L= ) y 0= ! Soustava rovnic: Ax = b
1 2 Y 4

Jesté stru¢néjsi zapis: / 2 3|7
1 2|4
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Soustava (systém) m linedrnich rovnic o n neznamych:

ai1r1 + a12x2 + -+ a1nTn =b1
a21T1 + a22x2 + -+ + agnTn =bs

Am1T1 + Gm2To+ -+  + QGmnTn =bm




Soustava linearnich rovnic

Soustava (systém) m linearnich rovnic o n neznamych:

a11x1 + ai2x2 + -+ A+ 1T =b1
as1r1 + ageT2 + -+ + A2pTn = b2
Am1T1 + Am2T2 + -+  + AmnTn =bm
Maticovy zdpis: Az = b
aiil ai2 ce Ain bl
asi a2 ... Q2n , b2 )
A= . _ _ _ ... matice soustavy b=\ . | ... vektor pravych stran
am1 Am?2 Amn bm
L]
T2
x=| . | ... vektor neznamych
Ln
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Soustava linearnich rovnic

Soustava (systém) m linearnich rovnic o n neznamych:

a11x1 + a12x2 +
a21T1 + a22r2 +

Am1T1 + Gm2T2 +

Maticovy zapis: Ax = b

VsSechny informace o systému jsou obsazeny v rozsifené matici soustavy

(Alb) =

( aii a2

+ A1nTn :bl
-+ aA2nTLn :bZ

-+ AmnIn — bm

a

bo

9 /27



Elementarni ¥adkové transformace matice:
e vyména (prehozeni) ¥adki
e vyndsobeni ¥ddku nenulovym &islem
e pricteni jednoho ¥adku k jinému




Gaussova eliminaéni metoda

Elementarni Fadkové transformace matice:
e vyména (prehozeni) ¥adkd
e vyndsobeni ¥ddku nenulovym &islem
e pri¢teni jednoho fadku k jinému

Oznaceni: A ~ B ... ,matice B vznikla z matice A pomoci elementarnich transformaci.”
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Gaussova eliminaéni metoda

Elementarni Fadkové transformace matice:
e vyména (prehozeni) ¥adkd
e vyndsobeni ¥ddku nenulovym &islem
e pri¢teni jednoho fadku k jinému

Oznaceni: A ~ B ... ,matice B vznikla z matice A pomoci elementarnich transformaci.”

Algoritmus metody:

1. UZitim elementdrnich fadkovych transformaci pfevedeme rozsSifenou matici soustavy na

vhodnou horni trojahelnikovou.

2. Vyslednou matici prepiseme do tvaru soustavy rovnic a vypocitame jednotlivé slozky

Fedeni.

10 / 27



Priklady:
3r+ vy =
r—2y+4z =1
2+ y— z=-—1




Priklady:
3r+ vy =0
r—2y+4z =1
204+ y— z= -1




Priklady:

pfehozeni 1. a 2. Fadku




Priklady:

vynasobeni 1. fadku &islem —3




Priklady:

3 1 0

1 -2 4

2 1 -1
-3 6
~ 0 7
2 1

pFi¢teni 1. vadku ke 2.




Priklady:

vyndsobeni 1. Fadku &islem

2
3




Priklady:

3 1 0

1 -2 4

2 1 -1
-3 6
~ 0 7
2 1

pri¢teni 1. ¥adku k 3.

—8
—12
-9

-3



Priklady:

3 1 0 0
1 -2 4 1
2 1 -1 -1
-3 6 —12
~ 0 7 —12
2 1 —1
1 -2 4
~ 0 7 —12
0 5 -9

vynasoben/ 1. ¥adku &islem — 2

8
I
[\
Ny
+
W
0
I

—8
—12
-9

-3




Priklady:

3 1 0 0
1 -2 4 1
2 1 -1 -1
-3 6 —12
~ 0 7 —12
2 1 —1
1 -2 4
~ 0 7 —12
0 5 -9

vynasobeni 2. Fadku ¢&islem 5

3r+ vy =
r—2y+4z =
20+ y— z =

4 1

0 0 ~

-1 | -1

4 -8 | -2

7 —12 -3

1 -1 | =1
-2 4 1
35 —60 —15
5 -9 -3

—8
—12
-9

-3




Priklady:

vynasobeni 3. Fadku &islem —7

2

3r+ vy =
r—2y+4z =
20+ y— z =

4 1

0 0 ~

-1 | -1

4 -8 | -2
7 —12 -3
1 -1 | =1
-2 4 1
35 —60 —15
5 -9 -3

—12
0
-1

4
7
5

-2
35
—35

-3
0
-1

—8
—12
-9

4
—60
63

>N

-2
-3
-3

1
—15
21

>N




Priklady:

pFfi¢teni 2. ¥adku k 3.

3r+ vy =
r—2y+4z =
20+ y— z =
-2 4 1
1 0 0 ~
1 -1 -1
-2 4 -8 | -2
0 v =12 | =3
2 1 -1 | -1
1 -2 4 1
0 35 —-60 | —15
0 5 -9 -3

OO R OOJ\., == o

—12
0
-1

4
7
5

-2
35
—35

-3
0
-1

—8
—12
-9

4
—60
63

>N

-2
-3
-3

).
)

—15




Priklady:

1 -2 4
~ 0 7 —12
0 5 -9
1
~ 0
0

vyndsobeni 2. Fadku &islem

1
5

2

I
o

8
I
(\V)
<
_I_
N
I\
I
—_

[\
8
_l_
<
I
I\
I
|
[t

-3
~ 3
2
-2
-3 ~

—12
0
-1

4
7
5

-2
35
—35

-3
0
-1

—8
—12
-9

4
—60
63

>N

-2
-3
-3

1
—15
21

>N




Priklady:

1 -2 4
~ 0 7 —12
0 5 -9
1
~ 0
0

vynasobeni 3. fadku &islem

1
3

2

I
o

8
I
(\V)
<
_I_
N
I\
I
—_

[\
8
_l_
<
I
I\
I
|
[t

-3
~ 3
2
-2
-3 ~

—12
0
-1

4
7
5

-2
35
—35

-3
0
-1

—8
—12
-9

4
—60
63

>N

-2
-3
-3

1
—15
21




Priklady:
3r+ vy =0
r—2y+4z =1
2+ y— z=-—1
3 1 0 0 1 -2 4 1 -3 6 —12 | -3
1 —2 4 1 ~ 3 1 0 0 ~ 3 1 0 0 ~
2 1 -1 -1 2 1 =1 -1 2 1 -1 | -1
-3 6 —12 | -3 -2 4 -8 | -2 -2 4 -8 | -2
~ 0 7T =12 -3 ~ 0 7 —12 -3 ~ 0 7 =12 -3 ~
2 1 -1 | -1 2 1 -1 | -1 o 5 -9 | -3
1 -2 4 1 1 -2 4 1 1 =2 4 1
~ 0 7 —12 -3 ~ 0 35 —60 —15 ~ 0 35 —60 —15 ~
0 5 -9 -3 0 5 -9 -3 0 —35 63 21

8

I
~ N
e
|+
[t
N &~
[N S\
Il
|i—l
w

z = 2




Priklady:
3r+ vy =0
r—2y+4z =1
2+ y— z=-—1
3 1 0 0 1 -2 4 1 -3 6 —12 | -3
1 —2 4 1 ~ 3 1 0 0 ~ 3 1 0 0 ~
2 1 -1 -1 2 1 =1 -1 2 1 -1 | -1
-3 6 —12 | -3 -2 4 -8 | -2 -2 4 -8 | -2
~ 0 7T =12 -3 ~ 0 7 —12 -3 ~ 0 7 =12 -3 ~
2 1 -1 | -1 2 1 -1 | -1 o 5 -9 | -3
1 -2 4 1 1 -2 4 1 1 =2 4 1
~ 0 7 —12 -3 ~ 0 35 —60 —15 ~ 0 35 —60 —15 ~
0 5 -9 -3 0 5 -9 -3 0 —35 63 21

8

I
~ N
e
|+
[t
N &~
[N S\
Il
|i—l
w

z = 2




Priklady:
3r+ y =0
r—2y+4z =1
2+ y— z=-—1

3
1
2
-3 6 —12 -3 -2 4 —8 —2
~ 0 7T =12 -3 ~ 0 7 —12 -3 ~
2 1 -1 | -1 2 1 -1 | -1
1 =2 4 1 1 =2 4 1
~ 0 7 —12 -3 ~ 0 35 —60 —15 ~
0 5 -9 -3 0 5 -9 -3
1 =2 4 1 1 =2 4
~ o 3 -6 | -15 |~ 0 7 —12
0 0 3 6 0 0 3
r—2y+ 4z =1
Ty—12z = -3
z =2

z=2,y=12(-3+12-2) =3

6 —12 | -3

1 0 0 ~

1 -1 -1
-2 4 -8 -2

0 v =12 | =3 ~

0 5 -9 -3

1 -2 4 1

0 35 —60 | —15 ~
0O —-35 63 21

1 1 —2 4
-3 ~ 0 7 —12
6 0 0 1



Priklady:

(V)
8 &
+ |
(\V)
NagiiNay
|+
N
INERN
1
Ii—‘
—_

3 1 0 0 1 -2 4 1 -3 6 =12 | =3
1 -2 4 1 ~ 3 1 0 0 ~ 3 1 0 0 ~
2 1 -1 -1 2 1 -1 -1 2 1 -1 -1
-3 6 —-12 | =3 -2 4 —8 -2 -2 4 -8 -2
~ 0 7 =12 | =3 ~ 0 v =12 | -3 ~ 0 v =12 | =3 ~
2 1 —1 —1 2 1 —1 -1 0 5 -9 -3
1 -2 4 1 1 -2 4 1 1 -2 4 1
~ 0 7 —-12 | =3 ~ 0 35 —60 [ —15 ~ 0 35 —60 | —15 ~
0 5 -9 -3 0 5 -9 -3 0O —-35 63 21

0 0 3
r—2y+ 4z =1
Ty—12z = -3
z =2

z=2,y=12(-3+12-2)=3,2=1-4-2+2-3=-1




Priklady: 8y o~ 1o
r+2y+ z2=9
S5r+ 8y + 2z = 15




Priklady:

20 +3y— z = —12
r+2y+ z2=9
S5r+ 8y + 2z = 15

2 3 —-1| —12 1 2 1 9 1 2 119
1 2 1 9 ~ 0 1 3 30 ~ 0O 1 3|30
5 8 2 15 0 -2 -3 | -30 0O 0 31|30
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Priklady:

r1 + 222 + 33 =5
201 — 29+ x3+ x4 = 4
r1+2r2+ 23+ 2x4 = —1

r1+3x2+3x3— x4 =5




— —
e
2
/
OO~
O O
0 O 2
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Priklad:

T+2y =4 1 214 1 2
2r+3y =17 2 3|7 0 1




Priklad:

r+2y =4
2c+3y =7
r+2y =4
2e+4y =7

214 x—+2y =
1|1 Yy =
214 x+2y =4
0|1 0=1



Priklad:

r+2y =4
2c+3y =7
r+2y =4
2e+4y =7

tloha je neresitelna




Priklad:

r+2y =4
2c+3y =7
r+2y =4
2e+4y =7
r+2y =4
2c+4y = 8

T+ 2y =
y:
x+2y =4
0=1
x+2y =4
0=0

tloha je neresitelna




Priklad:
x+2y =4
20 +3y =7
x+2y =4
20 +4y =7
x+2y =4
2¢ +4y = 8

Resitelnost soustavy linearnich rovnic

214 r+2y =4
111 y=1
214 r+2y =14
0|1 0=1
214 r+2y =4
00 0=0

tloha je neresitelna

tloha je feSitelnd, ¥eSeni neni jednoznacné;
druhou nezndmou volime jako parametr: © =4 — 2y
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Hodnost matice A, h(A):
pocet nenulovych ¥adkd v matici, kterd vznikne z matice A Gaussovou eliminaci.




I

Resitelnost soustavy linearnich rovnic

Hodnost matice A, h(A):
polet nenulovych ¥adki v matici, kterd vznikne z matice A Gaussovou eliminaci.

Kronckerova-Capelliho véta:
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych

Ax = b.

11 / 27



I

Resitelnost soustavy linearnich rovnic

Hodnost matice A, h(A):
polet nenulovych ¥adki v matici, kterd vznikne z matice A Gaussovou eliminaci.

Kronckerova-Capelliho véta:
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych

Ax = b.
h(A) < h(A|b) = Uloha nema FeSeni
h(A) = h(Alb) <n = loha ma YeSeni, feSeni neni jednoznatné
h(A) = h(Alb) =n = dloha ma jednoznaéné Feseni
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I

Resitelnost soustavy linearnich rovnic

Hodnost matice A, h(A):
polet nenulovych ¥adki v matici, kterd vznikne z matice A Gaussovou eliminaci.

Kronckerova-Capelliho véta:
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych

Ax = b.
h(A) < h(A|b) = Uloha nema FeSeni
h(A) = h(Alb) <n = loha ma YeSeni, feSeni neni jednoznatné
h(A) = h(Alb) =n = dloha ma jednoznaéné Feseni

Ve druhém ptipadé lze ¥eSeni vyjadfit pomoci n — h(A) parametrd.
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P¥iklad:
20 4+3y+ z=1
r+4y—2z =3
r+3y— 2z =72




P¥iklad:
20 4+3y+ z=1
r+4y—2z =3
r+3y— z =2

Regeni nenf jednoznatné, y =1+ 2, 2 =1—-2y=1—-2(14+2) = -1 — 22




Uplna eliminace s vybérem hlavniho prvku

Predpokladame, Ze matice soustavy je typu m,n, tj. jednd se o soustavu m rovnic o n
neznamych.

Pro zjednodusSeni zapisu budeme v rozsitené matici soustavy prvky v poslednim sloupci
znacit symboly a; ;1.

Algoritmus Upravy rozSitené matice soustavy:

1. j:=1 (indexu j ptitad hodnotu 1)

2. mezi prvky Aj Gy Qjt1,5,A54+2,55-++50m,j najdi ag,j takOV}I/, ze

Vi = 7,5+ 1,74+ 2,...,m)|ak,j| > |as ;| (v j-tém sloupci najdi prvek s nejvétsi
absolutni hodnotou, p¥isluiny ¥adek povaZzuj za k-ty)

pokud |ak ;| = 0, jdi na krok 7.

prehod j-ty a k-ty Fadek
e s . " 1
j-ty fadek vyndsob Cislem —
aj,j
délej pro kazdé i # j: k i-tému Fadku pf¥icti j-ty fddek ndsobeny &islem —a; ;

j:=j4+1 (index j zvétsi o 1)

© NS O BW

pokud 7 < m, jdi zpét na krok 2., jinak konec
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P¥iklad:
3r—2y+4z =95
—dbr+Ty—8z =2
S —6y+7z = —3




P¥iklad:
3r—2y+4z =95
—dbr+Ty—8z =2
S —6y+7z = —3




P¥iklad:
3r—2y+4z =95
—dbr+Ty—8z =2
S —6y+7z = —3




P¥iklad:
3r—2y+4z =95
—dbr+Ty—8z =2
S —6y+7z = —3




Priklad:

3r—2y+4z =95
—dr+Ty—8z =2
S —6y+ 7z = —3

N =~ ulyoo




Priklad:

3r—2y+4z =95
—bx+ Ty —8z = 2
S —6y+ 7z = —3

N =~ ulyoo




Priklad:

7 —8
78
5 5

4

L =93
1 -1

N =~ ulyoo




Priklad:

3r—2y+4z =95

—bx+ Ty —8z = 2
S —6y+ 7z = —3
-2 4 —5 7T =8| 2
7T =8| 2 ~ 3 —2 5
—6 7 | =3 ) —6 —3
7 8 | _2 1 -7 8 | _
5 5 5 5 5
1 4| 31 | 1 _4A | 31
5 5 5 11 1
1 -1 | —1 1 —1 —
12 39
1 0 11 11
4 31
7 42
0 0 —37 | 1%

N =~ ulyoo




Uplna eliminace s vybérem hlavniho prvku

P¥iklad:

7 8 2
3 -2 4|5 5 7 -—8] 2 1 I 82
5 7 -8 2 |~| 3 -2 4|5 |~ 2 4| 5 |~
5 -6 7 | -3 5 —6 —3 5 —6 7| -3
7 8 2 7 8 2
1l =5 5 |5 1l =5 5 |3
11 4 31 4 31
~ 5 505 |~ bV - |
1 -1 -1 1 -1 | -1
12 39 1 39
4 31 4 31
~1 0 b =g T [~ 0 -5 |1
7 42
0 0 - |-4 00 1 |6
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Uplna eliminace s vybérem hlavniho prvku

P¥iklad:

7 8 2
3 -2 4| 5 5 7 -8 2 1 I 82
5 7 8|2 |~| 38 =2 4|5 |~ —2 4| 5 ~
5 —6 7 | -3 5 —6 —3 5 —6 7| —3
7 8 2 7 8 2
1l =5 5 |5 1l =5 5 |3
11 4 31 4 31
~ 5 5|3 |~ 1 -7 |~
1 -1 | -1 1 -1 | -1
12 39 1 39
L0 33 11 L0 37 | 11 1 0 0] -3
4 31 4 31
7 42
0 0 - |-4 0 0 1 6
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P¥iklad:

-2 4
7 =8
-6 7
_7 8
5 5
i _ 4
5 5
1 —1
1
~ 0
0

r=-—-3,yYy=29>5,2=06

=
\V]

RS -

—_
—_

7 -8 2
—2 5
—6 —3
T8 |

5 5
L -4
1 -1
1 0
~1 0 1
0 0

S e

eliminace s vybérem hlavniho prvku

T 8

5 5

4

-6 7

o O =

O = O

= o O
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Elementarnim ¥adkovym transformacim matice A odpovidd nasobeni matice A jistou matici
zleva.




Elementarnim ¥adkovym transformacim matice A odpovidd nasobeni matice A jistou matici

zleva.
e Vynasobeni p-tého fadku &islem c: matice R,

L, i=j#p
rijg =46 t=J=0Dp

0, jinak




Elementarnim ¥adkovym transformacim matice A odpovidd nasobeni matice A jistou matici
zleva.

e Vynasobeni p-tého fadku &islem c: matice R,

1, i=j5#p
rijg =46 t=J=0Dp
0, jinak

1 0 0 1 -2 4 1 -2 4
vyndsobeni 2. ¥adku ¢&islem — 2 0O —2 O 3 O —-2|=|-6 0 4
1 2

-
@)
—
|
—
—
\V)
|
—




Elementarnim ¥adkovym transformacim matice A odpovidd nasobeni matice A jistou matici

zleva.
e Vynasobeni p-tého fadku &islem c: matice R,
L, i=75%#p
rijg =46 t=J=0Dp
0, jinak

e P¥icteni p-tého ¥adku ke g-tému: matice S,

1, 2=73, nebot=paj=q
Sij = .
’ 0, jinak




Zavérecna poznamka

Elementdrnim ¥addkovym transformacim matice A odpovida ndsobeni matice A jistou matici

zleva.
e Vyndsobeni p-tého ¥adku &islem c: matice R,

1, t=j#p
Tij =4¢ ©=J)=p
0, jinak

e P¥icteni p-tého fadku ke g-tému: matice S,

{1, t=34, nebot=paj=q
Sij =

0, jinak

1 0 O 1 =2
pri¢teni 2. ¥adku ke 3.: O 1 O 3 0
0O 1 1 -1 1
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Zavérecna poznamka

Elementdrnim ¥addkovym transformacim matice A odpovida ndsobeni matice A jistou matici

zleva.
e Vyndsobeni p-tého ¥adku &islem c: matice R,

1, t=j#p
Tij =4¢ ©=J)=p
0, jinak

e P¥icteni p-tého fadku ke g-tému: matice S,

1, 2=73, nebot=paj=q
Sij = .
’ 0, jinak

e Pfehozeni p-tého a g-tého ¥adku: matice T,

; {1, pFi=j#q, neboi=paj=gq, neboi=gaj=p
ij =

0, jinak
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Zavérecna poznamka

Elementdrnim ¥addkovym transformacim matice A odpovida ndsobeni matice A jistou matici

zleva.
e Vyndsobeni p-tého ¥adku &islem c: matice R,

1, t=j#p
Tij =4¢ ©=J)=p
0, jinak

e P¥icteni p-tého fadku ke g-tému: matice S,

1, 2=73, nebot=paj=q
Sij = .
’ 0, jinak

e Pfehozeni p-tého a g-tého ¥adku: matice T,

; {1, pFi=j#q, neboi=paj=gq, neboi=gaj=p
ij =

0, jinak
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Z3ikladni pojmy

ReSeni soustav rovnic — Gaussova eliminace

Determinanty

Determinant ¢tvercové matice ¥adu 2
Determinant ¢tvercové matice Fadu 3

Regeni soustavy t¥ rovnic o tfech nezndmych
Determinant ¢tvercové matice fadu n

Reseni soustav rovnic — Cramerovo pravidlo
Regularni matice

Aplikace — maticové populaéni modely

Determinanty
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Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych dosazovaci metodou




Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych dosazovaci metodou

€

ar + by
cx + dy




Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych dosazovaci metodou

I
®

ar + by
cx + dy




Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych dosazovaci metodou

ar+by = e
cx+dy =
[z
YT
b
ax+a(f—ca:) = e

(ad —bc)r = ed—0bf




Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych dosazovaci metodou

ar+by = e
cx+dy = f
[z
YT
b
ax+a(f—ca:) = e

(ad — be)x

ed —bf pfedpokladejme, Ze ad — bc # 0




Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych dosazovaci metodou

ar+by = e
cx+dy =
[z
YT
b
ax+a(f—ca:) = e
(ad —bc)x = ed—0bf predpokladejme, Ze ad — be # 0
ed —bf
€T —




Determinant ¢tvercové matice fadu 2

Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 neznamych dosazovaci metodou

ar+by = e
cr+dy =
[ -cx
YT
b
ax—l—g(f—cx) = e
(ad —bc)x = ed—0bf predpokladejme, Ze ad — bc # 0
ed —bf
€T p—
ad — bc

1 f_c(ed—bf) _ ladf —ced  af —ce
YT 4 ad—bc ) d ad—be  ad—be
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Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych dosazovaci metodou

ed—0bf  af —ce
ad—be’ 7T ad—be

ar+ by =€
cx+dy = f

je-liad —bc#0 pak z=




Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych dosazovaci metodou

ed —bf af —ce

ar+ by =€ B
ad—be’ 7T ad—be

cx+dy = f je-liad —bc#0 pak z=

Matice soustavy A = (z 2) vektor pravych stran b = (;)




Determinant ¢tvercové matice fadu 2

Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 neznamych dosazovaci metodou

ed —bf af — ce

ar+ by =e B
ad —be’ 7 T ad — be

e +dy = f je-liad —bc#0 pak x=

Matice soustavy A = (i Z) vektor pravych stran b = (;)

Determinant matice A:

det A = |A| = det (a b)
c d

a b
c d

‘:a,d—bc
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Determinant ¢tvercové matice fadu 2

Motivace: feSeni soustavy 2 rovnic o 2 neznamych dosazovaci metodou

ar+ by = e . _ed—=0bf
e +dy = f je-liad — bc # 0 pak T=— s Y=
: a b , e
Matice soustavy A = (c d)’ vektor pravych stran b = (f)
Determinant matice A:
a b a b
detA—|A|—det<C d)_ . d‘—ad—bc
Pokud det A # 0, pak jediné FeSeni dané soustavy rovnic je:
e b a e
f d  ed—-bf c f af — ce
T = — — — .
a o] ad—bc 7 Ja b  ad—be
c d c d

af — ce
ad — bc
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P¥iklad:
20+ 3y =7
r+2y =4




Priklad:

20+ 3y =7
r+2y =4

‘23

X 2‘:2-2—3-1:1#0,




Priklad:

20+ 3y =7
r+2y =4

2 3
‘1 2‘_2-2—3-1_17A0,
7 3 2 7
4 4
r=1"""l—7.2-3.4=2 y=1_T1—92.4-7.1=1.




ReSeni soustavy tfi rovnic o tfech neznamych dosazovaci metodou:

I
7

axr + by + cz
dr +ey—+ fz
gr+hy+jz = m

S~




ReSeni soustavy tfi rovnic o tfech neznamych dosazovaci metodou:

ar +by+cz = k
dr +ey+ fz = 1
gr+hy+jz = m

z = —(m—gx — hy)
j




ReSeni soustavy tfi rovnic o tfech neznamych dosazovaci metodou:

ar +by+cz = k
dr +ey+ fz = 1
gr+hy+jz = m
z:%(m—ga:—hy)
ax+by+g(m—ga:—hy) = k
J
dx—l—ey+§(m—gx—hy) =




ReSeni soustavy tfi rovnic o tfech neznamych dosazovaci metodou:

ar +by+cz = k
dr +ey+ fz = 1
gr+hy+jz = m
1
z=—(m—gx—hy)
J
ax+by+£(m—ga:—hy) = k
J
dx—l—ey—l—i,(m—gx—hy) =
J
(aj —cg)x + (bj —ch)y = kj—ocm

(dj — fg)x+(ej — fh)y = 1j—fm




ReSeni soustavy tfi rovnic o tfech neznamych dosazovaci metodou:

ar +by+cz = k
dr +ey+ fz = 1
gr+hy+jz = m
1
z=—(m— gz — hy)
J
(aj —cg)x + (bj —ch)y = kj—ocm

(dj — fg)z+(ej—fh)y = Llj— fm




Determinant ¢tvercové matice radu 3

ReSeni soustavy tfi rovnic o tfech neznamych dosazovaci metodou:

ar+by+cz = k
de +ey+ fz = |
gr+hy+jz = m
2= ~(m— gz — hy)
(aj —cg)x+ (bj —ch)y = kj—cm
(dj — fg)x+(ej— fR)y = 1j—fm

O jednoznadné FesSitelnosti dané soustavy rovnic tedy rozhoduje

aj —cg bj — ch)
det [ - : =
<dj —Jg ej—[fh

= aej® — ajfh — cgej + cgfh — (bj*d — bjfg — chdj + chfg) =
= j(aej + bfg + cdh — ceg — afh — bdj)
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=aej +bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

O '
o 0

TS D

O S~ '
N D BNy

TS D

det (




=aej +bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

O S~ '
NN I oy

TS D

O S~ '
N D BNy

TS D

det (




=aej + bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

O =
o0

TS D

O S~ '
N D BNy

TS D

det (




=aej +bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

O S~
o O S

T S D

O S~ '
N D BNy

TS D

det (




=aej +bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

O S~
o O

TS D

O S~ '
N D BNy

TS D

det (




=aej +bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

O =
o O

TS D

O S~ '
N D BNy

TS D

det (




=aej +bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

O S~ '
N P oy

T S D

O S~ '
N D BNy

TS D

det (




=aej +bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

O '
o 0

TS D

O S~ '
N D BNy

TS D

det (




a

det | d
g

Sarrusovo pravidlo:

o 9
N\

ON\e s

4

o> O

O\ © o /B

L= O

SN

L Q<

Q Q<

P G~

=aej +bfg+ cdh — ceqg — afh — bdj

SEPRENEIN

=aej +bfg+ cdh — gec — hfa — jdb



Determinant ¢tvercové matice radu 3

a b c a b c
det |d e f|l=|d e f|l=aej+bfg+ cdh—ceqg—afh— bdj
g h g h J
Sarrusovo pravidlo:
& D D
NN\
a b cla b
d e f|d e =aej +bfg—+ cdh — gec — hfa — jdb
g h Jjlg h
avavs
e o ©
Laplaceliv rozvoj determinantu podle 1. ¥adku:
a b c
d e fl=aej+bfg+cdh —ceqg—afh—bd) =
g h J

a(ej — fh) —b(dj — fg) + c(dh — eg)
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Determinant ¢tvercové matice radu 3

a b c a b c
det |d e f|l=|d e f|l=aej+bfg+ cdh—ceqg—afh— bdj
g h g h J
Sarrusovo pravidlo:
& D D
NN\
a b cla b
d e f|d e =aej +bfg—+ cdh — gec — hfa — jdb
g h Jjlg h
avavs
e o ©
Laplaceliv rozvoj determinantu podle 1. ¥adku:
a b c
d e fl=aej+bfg+cdh —ceqg—afh—bd) =
g h J
. : e f d f
=alej = fh) = bldj — fg) + eldh —eg) = a}, ") —b] it




ReSeni soustavy tFi rovnic o trech

neznamych
ar +by+cz=k
dr +ey+ fz=I
gr + hy + jz=m
a b c
Pokud D =|d e f|# 0 pak ma dana soustava rovnic jednoznaéné fesent;
g h J

slozky YeSeni jsou dany vyrazy

1 E b c 1 |@ kE c 1 |@ b k

r=—1|1l e f|, y=—=1|d | f|, z=—=|d e I
D D : D

m h j g m j g h m
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20 +3y+z2z =1
r+2y+z =—1
x4+ y—z =4




20 +3y+z2z =1
r+2y+z =—1
x4+ y—z =4

=—-44+34+1-(24+2-3)=-1#0

—_ = DN
N W
(S




neznamyc

20+3y+z =1
r+2y+z2z =—1
r+ y—z =4

44341 -(242-3)=-1#0

= —2+412—-1—-(8+1+3)=-3, [1 —1 1|=241+4—(-1+8-1)=1,

1
~1|=16—-34+1—-(2—2+12) = 2.
4

— = N
— N W




2 3
1 2
1 1
1 3
-1 2
4 1

neznamyc

20+3y+z =1
r+2y+z2z =—1
r+ y—z =4

=—-44+34+1-(24+2-3)=-1#0

2 1 1
— 2412-1—-(84143)=-3, |1 -1 1|=24144—(-148-1)=1,
1 4 -1
2 3 1
1 2 —1|=16-34+1-(2—-2+12)=2.
1 1 4
—1, z = -2




Vypolet pomoci Laplaceova rozvoje podle 1. fadku:

aii a2 a13 SR aln
a21 a22 a23 S a2n
asi a32 a33 SR a3n




Vypolet pomoci Laplaceova rozvoje podle 1. fadku:

all aj2 ajis S Aln
a1 a2 a23 c e a2n
a3l a3z2 as3s3 ce e a3n .
ani an?2 an3 Ann
a2 a3 . a2n
as9o ass e as3n
= a1l




Vypolet pomoci Laplaceova rozvoje podle 1. fadku:

all ajo al13 <. Aln

az1 az2 az3 s ag2n

a3l a32 a3s <o a3n .

anil an?2 an3 Ann
ago a3 e agn a1 a3 e a2n
as32 ass <. a3n a3l ass <. asn

= ailil . . i . — ail2




Vypolet pomoci Laplaceova rozvoje podle 1. fadku:

all al2 ajls s Aln
az1 a2 az3 s a2n
a3l a32 a33 R a3n .
anl An?2 an3 Ann
ago a3 . e agn a1 a3 e a2n a1l a9 e agn
as9o ass e as3n asq ass e asn asq aso e as3n
= a1l . . ) . —al2 | . . ) . + a13 . . ) . — .




Vypolet pomoci Laplaceova rozvoje podle 1. fadku:

aii
a21
asi

a2
a22
a32

= a11

a13
a23
a33

a22
a3z2

a3
a33

Almn
agn
a3n

a2n
a3n

Ann

— ai2

az1
a3l

a3
a33

a2n azl

asn a3zj
+ ai3

Ann an1

e (D" ag,

az2
a3z2

az1
asi

az2
a32

a2n
a3n

a2, n—1
agz,n—1

An,n—1




Vypolet pomoci Laplaceova rozvoje podle 1. fadku:

aii
a21
asi

a2
a22
a32

= a11

a13
a23
a33

a22
a32

a3
a33

Aln
agn
a3n

a2n
a3n

Ann

— a1z

az1
a3l

a3
a33

a2n azl

asn a3zl
+ ai3

Ann an1

e (D" ag,

a2
a3z2

az1
asi

az2
a32

a2n
a3n

a2, n—1
agz,n—1

An,n—1




Determinant ¢tvercové matice radu n

Determinant ¢tvercové matice A ¥adu 1 je &islo |A| = a1;

Determinant &tvercové matice A ¥Yadu n je Cislo

A = a11|A1| — a12|A| + a1z|A| + -+ (=D)AL

kde Ajj oznacuje matici, kterd vznikne z matice A vynechanim prvniho ¥adku a j tého
sloupce.
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Determinant ¢tvercové matice radu n

Determinant ¢tvercové matice A ¥adu 1 je &islo |A| = a1;

Determinant &tvercové matice A ¥Yadu n je Cislo

A = a11|A1| — a12|A| + a1z|A| + -+ (=D)AL

kde Ajj oznacuje matici, kterd vznikne z matice A vynechanim prvniho ¥adku a j tého
sloupce.

Obecnéji: Determinant &tvercové matice A ¥adu n je dislo

n n

Al =D (D) ag Al = Y (=1 ai;| Ayl

kde Aj;j oznaluje matici, kterd vznikne z matice A vynechanim ¢-tého ¥adku a j tého
sloupce.
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Priklad:




Priklad:




12_
— — M
AN~
o
_
Lol
12_
Il
— — — M
O - AN |
Lol
_23
N = =M
.. I
O -
© S I e
X
S—
Sh
P — AN —




Priklad:




Priklad:

1
2 —1
1
1

W =W

1 2 1 1 2 —1 1
21 —2]1 1 214+3]1 2 2 | =
—1 1 3 —1 1 3 —1

—1464+6—(3—6—-2)—2[—2+24+3—(1+12—-1)]+3[-4—2+4+3—(24+12+1)] = —18




Z3ikladni pojmy
ReSeni soustav rovnic — Gaussova eliminace

Determinanty

Reseni soustav rovnic — Cramerovo pravidlo

Soustava n rovnic o n nezndmych
Regularni matice

4
Aplikace — maticové populaéni modely D

ReSeni soustav rovnic — Cramerovo
pravidlo
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Ax =0b

Pokud |A| # 0, pak soustava rovnic ma jediné YeSeni, jehoZ slozky jsou dany rovnostmi

;. a2 ... Q14-1 b1 aii4+1 ... Qin

1 |@21 Q422 ... G24i-1 bo azqi4+1 ... QA2n .
_ 1=1,2,...,n

an1  Ap2 ... An,i—1 bn Ani+1  -.- Qnnp




P¥iklad: Najdéte ¢tvrtou slozku ¥eSeni soustavy rovnic

1+ 2x9 + 3x3 =9
201 — X9+ 23+ x4 =4
r1+2x9+ x3+2x4 = —1
561—|—3£UQ—|—3$3— 564:5




Priklad:

Najdéte ¢tvrtou sloZku ¥eSeni soustavy rovnic

1+ 2x9 + 3x3 =9

201 — To+ T3+ x4
T+ 222+ 13+ 214 =
1+ 39+ 3x3— T4 =

— _18 £ 0

Wk =W
N = O




Priklad:
1 2
2 -1
1 2
13
1 2
2 -1
1 2
13

Najdéte ¢tvrtou sloZku ¥eSeni soustavy rovnic

1+ 2x9 + 3x3 =9
201 — To+ T3+ x4
r1+2x9+ x3+2x4 = —1
561—|—3£CQ—|—3£E3— 564:5

I
W

3 0

11

. o |=-18#0

3 -1

‘;’ Z -1 1 4 2 1 4 2 -1 4

L _ql=12 1 —1-2{1 1 -—1/43[1 2 —1]-5
s = 3 3 5 1 3 5 1 3 5

2
1
1

—1

N
W R

=—-5-3+4+24—-(124+3410)—2(10—-14+12—-(4—6+5)) +3(20+1+12—(8—-6—15))—
—5(12—-1+3—-(2+6—3)) =18




P¥iklad: Najdéte ¢tvrtou slozku ¥eSeni soustavy rovnic

1+ 2x9 + 3x3 =9
201 — To+ T3+ x4
r1+2x9+ x3+2x4 = —1
561—|—3£CQ—|—3£E3— 564:5

I
W

1 2 3 0

2 -1 1 1

1 2 1 2T 1870

1 3 3 -1

T N S S R 2 1 4 2 -1 4 2 -1 1
o7 M=l o1 —il-2t 1 —af4spt o2 —1f-slt o2 1=
LS5 3 3 5 1 3 5 1 3 5 1 3 3

=—-5-3+4+24—-(124+3410)—2(10—-14+12—-(4—6+5)) +3(20+1+12—(8—-6—15))—
—5(12—-1+3—-(2+6—3)) =18

= ==

X4 —1




Z3ikladni pojmy
ReSeni soustav rovnic — Gaussova eliminace
Determinanty

Reseni soustav rovnic — Cramerovo pravidlo

Regularni matice

Inverzni matice
Definice a vlastnosti

Aplikace — maticové populaéni modely

Regularni matice
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Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE




Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE




Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE

UZiti: Ax = b | ndsobeni matici A~ zleva




Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE

UZiti: Ax = b | ndsobeni matici A~ zleva
r = A'b




Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE

Vypocet: X = A1




Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE

Vypocet: X = A~!| ndsobeni matici A zleva




Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE

Vypocet: X = A~!| ndsobeni matici A zleva
AX = E




Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE

Vypotet: X = Al
AX = E
-ty sloupec matic: : 0
J-ty sloup (o) ()
A wj%‘j;’] |
Tji1,; 0
\ @0y / \0/




Inverzni matice A~ k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE

Vypotet: X = Al
AX = E
-ty sloupec matic: : 0
j45 sloup (o) (O
A %wj;’J HE
Tj+1,5 0
\ ws ) \0/

To je soustava n rovnic o n neznamych. Je jednozna&né ¥esitelna, pokud h(A) = n.




Inverzni matice

Inverzni matice A—! k &tvercové matici A ¥adu n:

AA~l =A"A=FE

Vypodet: X = A1
AX = E
-ty sl tic: - 0
7-ty sloupec matic ( iiﬁ \ (0\
A xiﬂj;’] BE
Tj+1,j 0
\ e ) \0)

To je soustava n rovnic o n neznamych. Je jednozna&né ¥esitelna, pokud A(A) = n.
Inverzni matici najdeme FeSenim n soustav n linearnich rovnic o n neznamych.
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P¥iklady:




P¥iklady:
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10
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Priklady:




Priklady:




Priklady:

Obecné plati:

0 1 10 o5 |0
1 =2 0 —-95]|1
(101 3

0O o5|—-1 2




-3 3 4
4 1 —6
6 o5 -9

P¥iklady: B
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Priklady:




Ctvercova matice A ¥adu n je reguldrni, pokud h(A) = n.




Ctvercova matice A ¥adu n je reguldrni, pokud h(A) = n.
Ekvivalentné: pokud |A| # 0.




Ctvercova matice A ¥adu n je reguldrni, pokud h(A) = n.
Ekvivalentné: pokud |A| # 0.

Je-li matice A regularni, pak k ni existuje matice inverzni.




Ctvercova matice A ¥adu n je reguldrni, pokud h(A) = n.
Ekvivalentné: pokud |A| # 0.

Je-li matice A regularni, pak k ni existuje matice inverzni.

Vlastnosti nasobeni reguldrnich matic:




Ctvercova matice A ¥adu n je reguldrni, pokud h(A) = n.
Ekvivalentné: pokud |A| # 0.

Je-li matice A regularni, pak k ni existuje matice inverzni.

Vlastnosti nasobeni reguldrnich matic:

(AB)C = A(BC) asociativita




Ctvercova matice A ¥adu n je reguldrni, pokud h(A) = n.
Ekvivalentné: pokud |A| # 0.

Je-li matice A regularni, pak k ni existuje matice inverzni.

Vlastnosti nasobeni reguldrnich matic:

(AB)C = A(BC) asociativita
AE = EA =A  existuje neutralni prvek




Definice a vlastnosti

Ctvercova matice A Yadu n je reguldrni, pokud h(A) = n.
Ekvivalentné: pokud |A| # 0.

Je-li matice A reguldrni, pak k ni existuje matice inverzni.

Vlastnosti nasobeni regularnich matic:

(AB)C = A(BC) asociativita
AE =EA =A  existuje neutralni prvek
AA~!l =E ke kazdé regularni matici existuje inverzni prvek
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Definice a vlastnosti

Ctvercova matice A Yadu n je reguldrni, pokud h(A) = n.
Ekvivalentné: pokud |A| # 0.

Je-li matice A reguldrni, pak k ni existuje matice inverzni.

Vlastnosti nasobeni regularnich matic:

(AB)C = A(BC) asociativita
AE =EA =A  existuje neutralni prvek
AA~!l =E ke kazdé regularni matici existuje inverzni prvek

Reguldrni matice spolu s operaci ndsobeni tvofi grupu.
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Z3ikladni pojmy

Regeni soustav rovnic — Gaussova eliminace
Determinanty

ReZeni soustav rovnic — Cramerovo pravidlo

Regularni matice

Aplikace — maticové populaéni modely
Leslieho populace

Populace strukturovand podle stadii Aplikace - matiCOVé pOPUIaénll
Obecna strukturovana populace
modely
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Leslieho populace

Patrick Holt Leslie (1900-1972)




Leslieho populace

x;(t) — pocet samic vé&ku ¢ mé&sici; presnéji véku z intervalu (i — 1,4) mé&sici

v

p; — podil samic véku 7, které preziji do dalsiho mésice
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Leslieho populace

x;(t) — pocet samic vé&ku ¢ mé&sici; presnéji véku z intervalu (i — 1,4) mé&sici

v

p; — podil samic véku 7, které preziji do dalsiho mésice

xi—l—l(t‘i_l):pixi(t), iZl,Q,...,k—l
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Leslieho populace

/7 o

x;(t) — pocet samic vé&ku ¢ mé&sici; presnéji véku z intervalu (i — 1,4) mé&sici
p; — podil samic véku 7, které preziji do dalsiho mésice
fi — oCekavany pocet dcer, které b&hem meésice porodi samice véku ¢ mésici

xz-l—l(t—i_l):pzxZ(t)' 2217277k_1
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Leslieho populace

x;(t) — pocet samic vé&ku ¢ mé&sici; presnéji véku z intervalu (i — 1,4) mé&sici
p; — podil samic véku 7, které preziji do dalsiho mésice

/ 7/ o

fi — oCekavany pocet dcer, které b&hem meésice porodi samice véku ¢ mésici

r1(t +1) = fiz1(t) + fawa(t) + - + frzx(t)
xz-l—l(t—i_l):pzxZ(t)' 2217277k_1
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Leslieho populace

x;(t) — pocet samic v&ku ¢ mésicl; pfesnéji v&ku z intervalu (i — 1,%) mésici

p; — podil samic véku 7, které preziji do dalsiho mésice
fi — oCekavany pocet dcer, které b&hem meésice porodi samice véku 7 mésici

r1(t+1)= fizi(t) + fowa(t) + -+ frww(t)

xz-l—l(t—'_l):pzx’b(t)' Z:17277k_1
z1(t +1) fi fo fs oo fuer f 1 (t)
( x;(t—kl) \ (pi O2 (53 k() 1 Ok\ ( x;(t) \
I’g(t -+ 1) 0 D2 0 ce 0 0 xg(t)
Q?k_l(.t -+ 1) 0 O 0 0 0 LUk_l(t)
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Leslieho populace

x;(t) — pocet samic v&ku ¢ mésicl; pfesnéji v&ku z intervalu (i — 1,%) mésici

p; — podil samic véku 7, které preziji do dalsiho mésice
fi — oCekavany pocet dcer, které b&hem meésice porodi samice véku 7 mésici

r1(t+1)= fizi(t) + fowa(t) + -+ frww(t)

xz-l—l(t—i_l):pza%(t)' 2217277k_1
z1(t+1) fi o fs oo fer S 1(1)
( x;(t—l—l) \ (pi O2 (;3 k() 1 Ok\ ( x;(t) \
$3(t -+ 1) 0 D2 0 ce 0 0 $3(t)
Q?k_l(.t -+ 1) 0 0 0 0 0 CUk_l(t)
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Leonard Lefkowitch (1929-2010)
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Populace strukturovana podle stadii

ObojZivelnici: vaji¢ko — pulec — dospély jedinec




Populace strukturovana podle stadii

ObojZivelnici: vaji¢ko — pulec — dospély jedinec

Hmyz: vaji¢ko — larva — kukla — imago
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Populace strukturovana podle stadii

k — pocet stadii
x;(t) — pocet jedincl stadia ¢ v ¢ase t (¢ = 1 — ,,novorozenci")

q; — podil jedinct stadia ¢, ktefi preziji obdobi a neproméni se; 0 < ¢; < 1
p; — podil jedinch stadia 7, ktefi se b&€hem obdobi pfeméni na stadium 7 + 1;

pi+q; <1, 1=12, ...,k
fi — otekdvany pocet , novorozencii”, které vyprodukuje jedinec stadia ¢ > 1; f; > 0
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Populace strukturovana podle stadii

k — pocet stadii
x;(t) — pocet jedincl stadia ¢ v ¢ase t (¢ = 1 — ,,novorozenci")
q; — podil jedinct stadia ¢, ktefi preziji obdobi a neproméni se; 0 < ¢; < 1
p; — podil jedinch stadia 7, ktefi se b&€hem obdobi pfeméni na stadium 7 + 1;
0<p; <1,
pi+q; <1, 1=12, ...,k
fi — olekavany pocet ,novorozencil”, které vyprodukuje jedinec stadiaz > 1; f; > 0

r1(t+1 ngilfg zi(t+1) = qizi(t) + piwi—1(l), 1=2,3,...,k
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Populace strukturovana podle stadii

k — pocet stadii

x;(t) — pocet jedincl stadia ¢ v ¢ase t (¢ = 1 — ,,novorozenci")
q; — podil jedinct stadia ¢, ktefi preziji obdobi a neproméni se; 0 < ¢; < 1
p; — podil jedinch stadia 7, ktefi se b&€hem obdobi pfeméni na stadium 7 + 1;

0<p; <1,
pitaq <1, 1=1,2,.

fi — oekavany pocet ,,novorozencu

ry(t+1 ija:j

(ﬁzézm
5133(15 + 1)

kxk(t:‘F 1))

, které vyprodukuje jedinec stadia ¢ > 1; f; > 0

zi(t+1) = qizi(t) + pizi-1(t), 1 =2,3,...,

(Q1

P1
0

¥

f2
q3
p2

0

(520

xrs3 (t)

fko—l ch\
0 0
pk.—l q.k)

\x;;(t)/
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Populace strukturovana podle stadii

k — pocet stadii
x;(t) — pocet jedincl stadia ¢ v ¢ase t (¢ = 1 — ,,novorozenci")
q; — podil jedinct stadia ¢, ktefi preziji obdobi a neproméni se; 0 < ¢; < 1
p; — podil jedinch stadia 7, ktefi se b&€hem obdobi pfeméni na stadium 7 + 1;
0<p; <1,
pi+q; <1, 1=12, ...,k
fi — olekavany pocet ,novorozencil”, které vyprodukuje jedinec stadiaz > 1; f; > 0

r1(t+1 ngilfg zi(t+1) = qiwi(t) + piwi—1(t), 1 =2,3,...,k
x1(t+ 1) fo oo fre1 f x1 ()
(x; (t + 1)\ (gi qi e kO 1 (f\ (x; (t) \
x3(t+ 1) _ 0O p2 ... 0 0 x3(t)
kxk(t.‘F 1)) \o 0 Pr_1 q.k) ka-(t))

x(t+1) = Ax(t)
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Obecna strukturovana populace

P¥iklad: Populace Dipsacus sylvestris
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Obecna strukturovana populace

P¥iklad: Populace Dipsacus sylvestris

Casové jednotka: rok
T¥idéni: | tf¥ida | popis
1,2 | semena dormantni 1.rok, dormantni 2. rok
3,45 | rdzice mala, stfedni, velka
6 | kvetouci rostlina
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Obecna strukturovana populace

P¥iklad: Populace Dipsacus sylvestris

Casové jednotka: rok
T¥idéni: | tf¥ida | popis
1,2 | semena dormantni 1.rok, dormantni 2. rok
3,45 | rdzice mala, stfedni, velka
6 | kvetouci rostlina

0 0 0 0
0,966 0 0 0
0,013 0,010 0,125 0 0 3,448 | | z3

0 (
0 (
0 (
0,007 0 0,125 0238 0 30,170 | | z4(t)
0 (
0 (

32238
70)

0,001 0,036 0,245 0,167 0,863 5
0 0 0,023 0,750 0 T6
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