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MnoZina R, aritmetické operace +, -, relace <




Realna disla

Mnozina R, aritmetické operace +, -, relace <

(z+y)+z=z+(y+2)
r+y=y-—+=z

(F0)(Vz) x +0 ==
(Vz)(T—x) 2+ (—x) =0
(zy)z = z(yz)

:(czgl;lz#y(,)z) (V2) 1z = R\ {0} s operaci - je abelovska grupa
Vz #£0)Fx~ ) z7lz =1

x(y+2) =xy+ xz distributivita

r<yay<z =mxr<z

x <y neboy < xnebozx =1y
r<y >r+z<y+=z
r<yal<z = zz<yz
mnozina R tvoFi kontinuum, ,,nejsou v ni diry", jedno-jednoznaénym obrazem R je pFimka

R s operaci + je abelovska grupa

linedrni usporadani

operace + a - jsou sluditelné s usporadanim

Podmnoziny R:

e N=1{1,2,3,...} pFirozena &isla
eZ=1{...—2,-1,0,1,2,...} celd &sla

T CZCQC
oQ:{%: pEZ,qEN} racionalni ¢&isla NCZCQCLR
e [=R\Q iraciondlni &isla
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MnoZina R, aritmetické operace +, -, relace <

Rozsifend mnoZina redlnych &isel: R* = RU{—00,00}; (Vz € R) —oc0o <z < o0




MnoZina R, aritmetické operace +, -, relace <

Rozsifend mnoZina redlnych &isel: R* = RU{—00,00}; (Vz € R) —oc0o <z < o0

Intervaly v R*:

e (a,b)={xeR:a<zx<b}, a,beR"
a,b)={reR:a<x<b},aceR, beR"
y={reR:a<zx<b},aecR" beR
)

={rcR:a<z<b},aceR, beR




7

Realna disla

Mnozina R, aritmetické operace +, -, relace <
Rozsifend mnoZina redlnych &isel: R* = RU{—00,00}; (Vr € R) — o0 < z < o0

Intervaly v R*:

e (a,b)={xeR:a<zx<b}, a,beR"

e (a.b)={reR:a<x<b},aceR, beR"
e (a,b)={zceR:a<z<b},acR* beR
e (a,b) ={xreR:a<zx<b},aeR, beR

Okoli bodii z R*:

e Symetrické e-okoli bodu a € R: {reR: a—e<ax<a+c¢}

e Ryzi symetrické e-okoli bodua e R: {r e R: a—e <z <a+e¢e, x#a}
e Levé c-okoli bodu a € R: {reR: a—e<x}

e Pravé e-okoli bodu a € R: {reR: x<a+¢}

e Ryzi levé e-okoli bodu a € R: {reR: a—e<x}

e Ryzi pravé e-okoli bodu a € R: {reR: z<a+c¢e}

e h-okoli bodu oo {reR: h<uz}

e h-okoli bodu —o0 {reR: z<h}
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Realnd funkce jedné redlné proménné:




Realnd funkce jedné redlné proménné:

Motivace: Pozorovani poctu octomilek v tydennich intervalech:

tyden ¢&. 0 1 2 3 4 5 6
pocet 5134 | 177 | 402 | 483 | 497 | 499




Pojem funkce

Redlna funkce jedné realné proménné:
pritazeni urcitého realného ¢isla y néjakému redlnému ¢&islu x

f
r—y, x=y, y=f(z)

x — nezdvisle promé&nnd, argument funkce
y — zavisle proménnd, funkéni hodnota

Motivace: Pozorovani po¢tu octomilek v tydennich intervalech:

tydené. 0] 1] 2] 3] 4] 5] 6

poclet 5134 | 177 | 402 | 483 | 497 | 499
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Pojem funkce

Redlna funkce jedné realné proménné:

pritazeni urcitého realného ¢isla y néjakému redlnému ¢&islu x

X =1,

33|i>y,

x — nezdvisle promé&nnd, argument funkce
y — zavisle proménnd, funkéni hodnota

y = f(z)

Motivace: Pozorovani po¢tu octomilek v tydennich intervalech:

T 0 1

2

3

4

5

6

Y 51| 34

177

402

433

497

499
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Pojem funkce

Redlna funkce jedné realné proménné:

pritazeni urcitého realného ¢isla y néjakému redlnému ¢&islu x

X =1,

33|i>y,

x — nezdvisle promé&nnd, argument funkce
y — zavisle proménnd, funkéni hodnota

defini¢ni obor funkce f — mnozina D(f), z niZ |ze vybrat hodnoty argumentu

y = f(z)

obor hodnot funkce f — mnoZina H(f) funk&nich hodnot,
H(f) ={yeR: 3z e D(f))y = f(z)}

Motivace: Pozorovani po¢tu octomilek v tydennich intervalech:

T 0 1

2

3

4

5

6

Y 51| 34

177

402

433

497

499
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Pojem funkce

Redlna funkce jedné realné proménné:
pritazeni urcitého realného ¢isla y néjakému redlnému ¢&islu x
f
r=y, oy, y=f(o)
x — nezdvisle promé&nnd, argument funkce

y — zAavisle proménna, funk&ni hodnota

defini¢ni obor funkce f — mnozina D(f), z niZ |ze vybrat hodnoty argumentu
obor hodnot funkce f — mnoZina H(f) funk&nich hodnot,

H(f)={yeR: (Jz € D(f))y= f(z)}

Motivace: Pozorovani po¢tu octomilek v tydennich intervalech:

x 0 1 2 3 4 5 6
Y 5134 | 177 | 402 | 483 | 497 | 499

D(f) ={0,1,2,3,4,5,6}, H(f) = {5,34, 177,402, 483,497, 499}
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Pojem funkce

Redlna funkce jedné realné proménné:
pritazeni urcitého realného ¢isla y néjakému redlnému ¢&islu x

f
r—y, x=y, y=f(z)

x — nezdvisle promé&nnd, argument funkce
y — zavisle proménnd, funkéni hodnota

defini¢ni obor funkce f — mnozina D(f), z niZ |ze vybrat hodnoty argumentu
obor hodnot funkce f — mnoZina H(f) funk&nich hodnot,

H(f)={yeR: (Fz € D(f))y = f(z)}
Zadavani funkce: tabulkou

Motivace: Pozorovani po¢tu octomilek v tydennich intervalech:

x 0 1 2 3 4 5 6
Y 5134 | 177 | 402 | 483 | 497 | 499

D(f) ={0,1,2,3,4,5,6}, H(f) = {5,34, 177,402, 483,497, 499}
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Pojem funkce

Redlna funkce jedné realné proménné:
pritazeni urcitého realného ¢isla y néjakému redlnému ¢&islu x

f
r—y, x=y, y=f(z)

x — nezdvisle promé&nnd, argument funkce
y — zavisle proménnd, funkéni hodnota

defini¢ni obor funkce f — mnozina D(f), z niZ |ze vybrat hodnoty argumentu
obor hodnot funkce f — mnoZina H(f) funk&nich hodnot,

H(f)={yeR: (Jz € D(f))y= f(z)}

Zaddavani funkce: tabulkou, grafem

Motivace: Pozorovani po¢tu octomilek v tydennich intervalech:

x 0 1 2 3 4 5 6
Y 5134 | 177 | 402 | 483 | 497 | 499

0 100 200 300 400 500

D(f) = {0,1,2,3,4,5,6), H(f) = {5,34,177,402, 483,497,499}  ~ 1
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Pojem funkce

Redlna funkce jedné realné proménné:
pritazeni urcitého realného ¢isla y néjakému redlnému ¢&islu x

f
r—y, x=y, y=f(z)

x — nezdvisle promé&nnd, argument funkce
y — zavisle proménnd, funkéni hodnota

defini¢ni obor funkce f — mnozina D(f), z niZ |ze vybrat hodnoty argumentu
obor hodnot funkce f — mnoZina H(f) funk&nich hodnot,

H(f)={yeR: (Jz € D(f))y= f(z)}

Zadavani funkce: tabulkou, grafem, obecnym predpisem

Motivace: Pozorovani po¢tu octomilek v tydennich intervalech:

0 100 200 300 400 500

z 0] 1] 2] 3] 4] 5] 6 )
y 5 | 34 | 177 | 402 | 483 | 497 | 499

D(f) = {0,1,2,3,4,5,6), H(f) = {5,34,177,402, 483,497,499}  ~ 1 6
~ b = 500 X

4= ~ 1+99-0,13537
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Ohranicenost:

f je ohrani¢end shora, pokud (3h)(Vx € D(f)) f
f je ohraniend zdola, pokud (3h)(Vz € D(f))h
f je ohrani¢end, pokud (3hy, ho)(Vx € D(f)) hq

(z) <

h
< f(z)
< f(x) < ho




Jednoduché vlastnosti funkci

Ohranicenost:

f je ohrani¢ena shora, pokud (3h)(Vz € D(f)
f je ohrani¢end zdola, pokud (3h)(Vx € D(f)
f je ohranigend, pokud (3hy, ho)(Vz € D(f))

(z) < h
f(@)

<
< f(z) < hs

) f
) h
h1
Periodi¢nost:

f je periodickd s periodou p > 0 (je p-periodicka, ma periodu p), pokud
ze€D(f) = z+peD(f)aflz+p) = f(z)
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Jednoduché vlastnosti funkci

Ohraniéenost:

f je ohrani¢ena shora, pokud (3h)(Vz € D(f)) f(x) < h
f je ohrani¢end zdola, pokud (3h)(Vz € D(f))h < f(x)
f je ohrani¢ena, pokud (Fh1,he)(Vx € D(f))h1 < f(x) < hs

Periodi¢nost:
f je periodickd s periodou p > 0 (je p-periodicka, ma periodu p), pokud
ze€D(f) = z+peD(f)aflz+p) = f(z)

Plati: Je-li f p-periodickd a £ € N, pak je f také kp-periodicka
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Jednoduché vlastnosti funkci

Ohraniéenost:

f je ohrani¢ena shora, pokud (3h)(Vz € D(f)) f(x) < h
f je ohrani¢end zdola, pokud (3h)(Vz € D(f))h < f(x)
f je ohrani¢ena, pokud (Fh1,he)(Vx € D(f))h1 < f(x) < hs

Periodi¢nost:
f je periodickd s periodou p > 0 (je p-periodicka, ma periodu p), pokud
ze€D(f) = z+peD(f)aflz+p) = f(z)
Plati: Je-li f p-periodickd a £ € N, pak je f také kp-periodicka
reD(f)=xz+peD(f)=xz+2p=(x+p)+p€ D(f) =
fz+2p) = f((x+p) +p) = flz+p) = f(z),...
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Jednoduché vlastnosti funkci

Ohraniéenost:

f je ohrani¢ena shora, pokud (3h)(Vz € D(f)) f(x) < h
f je ohrani¢end zdola, pokud (3h)(Vz € D(f))h < f(x)
f je ohrani¢ena, pokud (Fh1,he)(Vx € D(f))h1 < f(x) < hs

Periodi¢nost:
f je periodickd s periodou p > 0 (je p-periodicka, ma periodu p), pokud
ze€D(f) = z+peD(f)aflz+p) = f(z)

Parita:
f je licha, pokud z € D(f) = —x € D(f) a f(—x) = —f(x)
f je sudd, pokud x € D(f) = —x € D(f) a f(—x) = f(x)
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Jednoduché vlastnosti funkci

Ohraniéenost:

f je ohrani¢ena shora, pokud (3h)(Vz € D(f)) f(x) < h
f je ohrani¢end zdola, pokud (3h)(Vz € D(f))h < f(x)
f je ohrani¢ena, pokud (Fh1,he)(Vx € D(f))h1 < f(x) < hs

Periodi¢nost:
f je periodickd s periodou p > 0 (je p-periodicka, ma periodu p), pokud
ze€D(f) = z+peD(f)aflz+p) = f(z)

Parita:
f je licha, pokud z € D(f) = —x € D(f) a f(—x) = —f(x)
f je sudd, pokud x € D(f) = —x € D(f) a f(—x) = f(x)

Monotonnost:

f je rostouci, pokud (Vx1,z0 € D(f))x1 <22 = f(x1) < f(22)
f je klesajici, pokud (Vxy1,22 € D(f))x1 < x2 = f(x1) > f(x2)

f je nerostouci, pokud (V1,22 € D(f))x1 <22 = f(21) > f(22)
f je neklesajici, pokud (Vx1,x9 € D(f))x1 < x2 = f(x1) < f(x2)
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Jednoduché vlastnosti funkci

Monotonnost:

f je rostouci na intervalu J, pokud (Vzi,20 € J)x1 < 22 = f(x1) < f(x2)
f je klesajici na intervalu J, pokud (Vxi,z0 € J)x1 <12 = f(21) > f(22)

f je nerostouci na intervalu J, pokud (Vxi,20 € J)x1 <22 = f(x1) > f(22)
f je neklesajici na intervalu J, pokud (Vxy1,22 € J)x1 <22 = f(21) < f(22)
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Jednoduché vlastnosti funkci

Monotonnost:

f je rostouci na intervalu J, pokud (Vzi,20 € J)x1 < 22 = f(x1) < f(x2)
f je klesajici na intervalu J, pokud (Vxi,z0 € J)x1 <12 = f(21) > f(22)

f je nerostouci na intervalu J, pokud (Vxi,20 € J)x1 <22 = f(x1) > f(22)
f je neklesajici na intervalu J, pokud (Vxy1,22 € J)x1 <22 = f(21) < f(22)

f je rostouci v bodé xq € D(f), pokud

(Fe > 0)f(z) < f(zg) proxg —e <x < xg a f(zo) < f(z) proxg <x <z + €
f je klesajici v bodé xo € D(f), pokud

(Je > 0)f(x) > f(zg) proxg—e < x < xp a f(rg) < f(x) prozg <x < x0+¢€
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Jednoduché vlastnosti funkci

Monotonnost:

f je rostouci na intervalu J, pokud (Vzi,20 € J)x1 < 22 = f(x1) < f(x2)
f je klesajici na intervalu J, pokud (Vxi,z0 € J)x1 <12 = f(21) > f(22)

f je nerostouci na intervalu J, pokud (Vxi,20 € J)x1 <22 = f(x1) > f(22)
f je neklesajici na intervalu J, pokud (Vxy1,22 € J)x1 <22 = f(21) < f(22)

f je rostouci v bodé xq € D(f), pokud

(Fe > 0)f(z) < f(zg) proxg —e <x < xg a f(zo) < f(z) proxg <x <z + €
f je klesajici v bodé xo € D(f), pokud

(Je > 0)f(x) > f(zg) proxg—e < x < xp a f(rg) < f(x) prozg <x < x0+¢€

Plati: Funkce f je rostouci (klesajici) v kazdém bodé& intervalu J pravé tehdy, kdyZ je
rostouci (klesajici) na intervalu J.
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Aritmetické operace: f, g funkce takové, ¥e D(f) N D(g) # 0

P¥iklad: f(z) = 22 — 22+ 3, g(z) =2 — 2, D(f) = D(g) = (—00, ) : J




Aritmetické operace: f, g funkce takové, ¥e D(f) N D(g) # 0

(f +g)(x) = f(x) +g(x)

D(f+g)=D(f)ND(g)

P¥iklad: f(z) = 22 — 22+ 3, g(z) =2 — 2, D(f) = D(g) = (—00, ) f \J

(f+9)(x)=2%—-3x+5




Aritmetické operace: f, g funkce takové, ¥e D(f) N D(g) # 0

(f+9)(x)=f(z)+g(x) (f—9)(z)=f(z)—g(z)

P¥iklad: f(z) = 22 — 22+ 3, g(z) =2 — 2z, D(f) = D(g) = (—00, )
(f—9)@)=2" -z +1




Aritmetické operace: f, g funkce takové, ze D(f) N D(g) # 0
(f +9)(x) = flx) +9(x)  (f—9)(x) = f(z) —g(z)
(f-9)(x) = fx)g(x)

D(f-g)=D(f —g)=D(f+g)=D(f)ND(g)

(f-9)(x) = —2° + 4% — Tx + 6

P¥iklad: f(z) = 22 — 22+ 3, g(z) =2 — 2, D(f) = D(g) = (—00, ) y




Operace s funkcemi

Aritmetické operace: f, g funkce takové, 2e D(f) N D(g) # 0
(f+9)(z)=flx)+9(z) (f—-9)(z)=flz)-g()
9@ = fag@)  (Ffa)) =1

S
kﬁ
~—
S
I

D(f) N D(g) \ {z € D(g) : g(x) = 0}

P¥iklad: f(x) =22 — 22+ 3, g(x) =2 — 2, D(f) = D(g) = (—00, ) \
(f/9)(@) = > —a,

:2—x

D(f/g) = (—00,2) U (2, 00)




Skladani funkci: f, g funkce takové, ze H(g) C D(f)




Skladani funkci: f, g funkce takové, ze H(g) C D(f)

; fog@)=f(g()),  D(fog)={x: g(z) € D(f)}

r—z—Y

N 7

Jog .fpog”




Skladani funkci: f, g funkce takové, ze H(g) C D(f)

; fog@)=f(9()),  D(fog)={x: g(z) € D(f)}

r—z—Y

N 7

Jog .fpog”

P¥iklad: f(z) =22 — 22+ 3, g(z) =2 — z, H(g) = (=00, ) = D(f)

(fog)(x)z(2—x)2—2(2—x)—|—3=x2—2x—|—3 Jog=1f y\/




Skladani funkci: f, g funkce takové, ze H(g) C D(f)

; fog@)=f(9()),  D(fog)={x: g(z) € D(f)}

r—z—Y

N 7

Jog .fpog”

P¥iklad: f(z) =22 —22+3, g(z) =2 —z, H(f) = (2,00) C (—00, ) = D(g)

(gof)(z) =2— (22 — 22 +3) = o
= -2+ 20— 1=—(x—1) J

/ f




Terminologickd pozndmka:

Funkce f je prostad, pokud libovolnym dvéma riiznym hodnotdm nezdvisle proménné
odpovidaji riizné funkéni hodnoty, tj.

(V1,22 € D(f)) 1 # w2 = f(x1) # f(22).




Terminologickd pozndmka:

Funkce f je prostad, pokud libovolnym dvéma riiznym hodnotdm nezdvisle proménné
odpovidaji riizné funkéni hodnoty, tj.

(V1,22 € D(f)) 1 # w2 = f(x1) # f(22).

Funkce f je prosta na intervalu J, pokud

(V1,20 € J) 1 # 9 = f(21) # f(22).




Operace s funkcemi

Terminologicka poznamka:

Funkce f je prostad, pokud libovolnym dvéma riiznym hodnotdm nezdvisle proménné
odpovidaji riizné funkéni hodnoty, tj.

(Vo1,29 € D(f)) 21 # 22 = f(21) # f(22).

Funkce f je prosta na intervalu J, pokud

(le,xg € J) T 7é To = f(wl) 7é f(CCQ)

Plati: Je-li funkce f rostouci (resp. klesajici) na intervalu .J, pak je na tomto intervalu
prosta.

Obracené tvrzeni neplati.
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Inverzni funkce: f prosta funkce




Inverzni funkce: f prosta funkce

f y= f(x) — ,vyfeSeni rovnice" — z = f_l(y)

v D(f~YY=H(f), H(f~')=D(f)
f—l




Inverzni funkce: f prosta funkce

/ y= f(x) — ,vyfeSeni rovnice" — z = f_l(y)

v D(f~YY=H(f), H(f~')=D(f)
f—l

P¥iklad: Najdéte funkci inverzni k funkci f definované na intervalu (—oo, 1) pfedpisem
f(z) = x* — 22 + 3.

ylk
f




Operace s funkcemi

Inverzni funkce: f prostd funkce

f y= f(x) — ,vyfedenirovnice" — =z = f"'(y)

T 1 1
. D(f~")=H(f), H(f)=D(f)
f—l

P¥iklad: Najdéte funkci inverzni k funkci f definované na intervalu (—oc, 1) pFedpisem
f(z) = 2* — 2z + 3.

A\

2+ /4 —-4(3 —
T? 20 +3=y, = T12= \/ 2( y)zlj:\/y—2

Pro z =0 je y = f(0) = 3, vyhovuje pouze znaménko —.

Tedy f~'(y) =1—y—2
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Operace s funkcemi

Inverzni funkce: f prostd funkce

f y= f(x) — ,vyfedenirovnice" — =z = f"'(y)

T 1 1
. D(f~")=H(f), H(f)=D(f)
f—l

P¥iklad: Najdéte funkci inverzni k funkci f definované na intervalu (—oc, 1) pFedpisem
f(z) = 2* — 2z + 3.

2+ /4 —4(3 —y)

A\

1’ =20 +3=y, = z1,2 = 5 =1+y—2 /
Pro z =0 je y = f(0) = 3, vyhovuje pouze znaménko —. \
Tedy f~'(y) =1 -y —2 -

Obvykle se nezdvisle proménna oznaduje symbolem z,

f N z)=1—+Vz—2.
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Definice a zdkladni vlastnosti

Elementarni funkce

Polynomy

Lomené funkce
Exponencialni funkce
Logaritmicka funkce
Obecnd mocnina
Goniometrické funkce
Cyklometrické funkce

Shruti Elementarni funkce

Dalsi funkce
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Polynom stupné n je funkce dana predpisem

y=P(x)=a,z" +a,_12" '+ -+ a1z +ap, kdea, #0




Polynom stupné n je funkce dana predpisem

y=P(x)=a,z" +a,_12" '+ -+ a1z +ap, kdea, #0

D(P) =R
H(P) =R nebo H(P) = (—o0,w) nebo H(P) = {(a,o0) nebo H(P) = {~}.




Polynom stupné n je funkce dana predpisem

y=P(x)=a,z" +a,_12" '+ -+ a1z +ap, kdea, #0

D(P)=R

Specidlni p¥ipady:




Polynom stupné n je funkce dana predpisem

y=P(x)=a,z" +a,_12" '+ -+ a1z +ap, kdea, #0

D(P)=R
Specidlni p¥ipady:

en=0:y=Py(xr) =a — konstantni funkce
H(FRy) ={a}
ohranigend, periodickd s libovolnou periodou, suda, nerostouci, neklesajici




Polynom stupné n je funkce dana predpisem

y=P(x)=a,z" +a,_12" '+ -+ a1z +ap, kdea, #0

D(P)=R
Specidlni p¥ipady:

en=1y=P(x)=ax+b — linedrni funkce
H(Py) = (—o0,00)
b=0 = lichd; a >0 = rostouci, a < 0 = klesajici

/ | | \
a>0,06>0 a<0,b>0




Polynom stupné n je funkce dana predpisem

y=P(x)=a,z" +a,_12" '+ -+ a1z +ap, kdea, #0

D(P)=R
Specidlni p¥ipady:

en=2y=P(xr)=ax’+br+c - kvadratickd funkce
b=c=0 = sudd

ax’ +br+c=a :c2—|—éa:—|—i _64_6—@ a:+£ 2_b2—4ac
N a 4a? 4a - 2a 4a

Y Y Y

2a R 2a .
> 2 >

.”IV,‘ \ X :
b2 N 4a
‘T 4a
a>0 b=c=0 a>0,b<0, b > 4dac a<0, b<0,b<4dac




Polynomy

Polynom stupné n je funkce dand predpisem
y=P(z) =apz” +an_12" '+ 4+ a1z +ay, kdea, #0

D(P)=R
Specidlni p¥ipady:

on=2y=Py(r)=ar?+bxr+c - kvadratickd funkce
b=c=0 = sudd

) , b b? b? b\> b%—dac
ax" +br+c=alz°+ -2+ —— | ——+c=alxz+— ] —
2a 4a

a 4a2 4a

a>0 =
4ac — b . b , b
H(P) = <T’OO)' klesajici na (—oo,—%>, rostouci na <—%,oo>

a<0 =

4ac — b? , b . b
H(P) = (—oo, T> rostouci na (—oo,—%>, klesajici na <—%,oo>
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Polynom stupné n je funkce dana predpisem

y=P(x)=a,z" +a,_12" '+ -+ a1z +ap, kdea, #0

D(P)=R

koFen polynomu: takové &islo xg, Zze P(xq) = 0.




Lomena funkce je funkce dand predpisem

y= R(x) = kde P a @ jsou polynomy




Lomena funkce je funkce dand predpisem

P(x)

y= R(x) = kde P a @ jsou polynomy

Q(x)’
D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu Q}




Lomena funkce je funkce dand predpisem

P(x)

y= R(x) = kde P a @ jsou polynomy

Q(x)’

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu Q}
Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.




Lomené funkce

Lomena funkce je funkce dana predpisem

P(x)
Q)

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu @}
Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.

y = R(z) =

kde P a () jsou polynomy

Plati: Je-li funkce R neryze lomena, pak ji Ize vyjadFit jako soudet polynomu a funkce ryze
lomené.
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Lomené funkce

Lomena funkce je funkce dana predpisem

P(x)
Q)

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu @}
Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.

y= R(x) = kde P a @ jsou polynomy

Plati: Je-li funkce R neryze lomena, pak ji Ize vyjadFit jako soudet polynomu a funkce ryze
lomené.

3+ 2 —1
2 —1

P¥iklad: R(z) =
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Lomené funkce

Lomena funkce je funkce dana predpisem

P(x)
Q)

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu @}
Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.

y= R(x) = kde P a @ jsou polynomy

Plati: Je-li funkce R neryze lomena, pak ji Ize vyjadFit jako soudet polynomu a funkce ryze
lomené.

3+ 2 —1
2 —1

P¥iklad: R(z) =

P+t -1 -zt+zt+rt-1 (@@-1(z+1)+a

= 1
2 —1 2 —1 2 —1 rt +x2—1

9 /19



Lomené funkce

Lomena funkce je funkce dana predpisem

P(z)
Q)

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu @}
Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.

kde P a () jsou polynomy

y = R(x) =

axr + b
ca:—l—d'a#()#C

D(R) = (—oo,—%) U <—%l,oo>, H(R) =R\ {2}

e Linedrni lomena funkce y = R(x) =

9 /19



Lomené funkce

Lomena funkce je funkce dana predpisem

y= R(x) = gg;, kde P a () jsou polynomy

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu @}

Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.

e Linedrni lomena funkce y = R(x) = ar + b, a#0+#c
; cx +d

D(R) = (‘OO’_E> U <—Cgivoo>' H(R) =R\ {_ |

aw—l—b_aa:—l—% _aa:—l—%—
ca:—l—d_cx—|-%_c T -+

—l—% a a%—%_a+bc—ad
¢c cx+d ¢ clexr+d)

oo I
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Lomené funkce

Lomena funkce je funkce dana predpisem

P(z)
Q(x)’

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu @}

kde P a () jsou polynomy

y = R(x) =

Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.

bc — ad
c(cx + d)

ar +b
cr +d +

o= () (o) = (2}

________________________________

d/ r \ d x
ci [l

| v €
be < ad i |
a,b,c >0, d<0 | ad < be .

e Linedrni lomena funkce y = R(x) = ,a#0#c¢, bc—ad#0
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Lomené funkce

Lomena funkce je funkce dana predpisem

P(z)
Q)

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu @}
Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.

kde P a () jsou polynomy

y = R(x) =

bc — ad
c(cx + d)

e Linedrni lomena funkce y = R(x) = ar +b _

e
o= (Ao (-4) i3 2

R\
LV 4 Ve = - d
bc < ad = klesajici na intervalu (— ) a na intervalu <——,oo>
C
d
C

,a#0#c bc—ad#0

bc > ad = rostouci na intervalu (— a na intervalu <—

9 /19



Lomené funkce

Lomena funkce je funkce dana predpisem

P(x)
Q)

D(R) =R\ {£: £ je kofenem polynomu @}
Je-li stupen polynomu () vétsi nez stupen polynomu P, funkce se nazyva ryze lomena.

y= R(x) = kde P a @ jsou polynomy

Polynomy a lomené funkce se nazyvaji racionalni funkce

Polynom — racionalni funkce celistva
Lomena funkce — racionalni funkce lomena

9 /19



Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”
Pfitom a > 0, a # 1.
r=neN:a"=a-a =1-a-a a
n—krat n—krat
Plati: a"a™ =ga-a---a-a-a---a=a"™, (a")" =a"-a" --a" =a™




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”
Pfitom a > 0, a # 1.
r=neN:a"=a-a---a=1-a-a---a
N—— N—_——
n—krat n—krat




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”
Pfitom a > 0, a # 1.
r=neN:a"=a-a---a=1-a-a---a
N—— N—_——
n—krat n—krat

z=-nneN:1=ag" =gt =g".q" = ¢ "




Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

Pfitom a > 0, a # 1.

|
—
S
S
S

r=neN:a"=a-a---a
N——

n—krat n—krat

4 m

Platl anam :g-a.. a]/.g.a...@:an+m’ (an) :gn an a’)’i:amn
n—krat m—krat m—krat
r=0a"=1
0 n+(—n) n —n —-n 1
r=-nneN1=a" =a —a”-a = a "= —
a

1 1 _ nt )" 1. . "
r=—,neENa=a =a"» = (an ) . Tedy /a :=an je ¥eSenim rovnice a = x".

n
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Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

1
Nalezeni 23 ,,postupnym p¥iblizenim®:




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

3

Wl

=x, 2=z

Nalezeni 23 ,,postupnym p¥iblizenim*: ¢/2 = 2




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

3

Wl

=x, 2=z

Nalezeni 23 ,,postupnym p¥iblizenim*: ¢/2 = 2
r=1 1°=1<2




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

3

Wl

Nalezeni 23 »postupnym pf¥iblizenim*: /2 =23 =z, 2 ==z

x =1 1°=1<2
x =2 23 =8> 9




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

3

Wl

Nalezeni 23 ,,postupnym p¥iblizenim*: ¢/2 = 2
r=1 1°=1<2
r=2  2°=8>2

r=3: (8)’=2>2

=x, 2=z




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

3

Wl

Nalezeni 23 ,,postupnym p¥iblizenim*: ¢/2 = 2
r=1 1°=1<2
r=2  2°=8>2

=x, 2=z

r=3: (8)’=2>2
r=2 (3=~ <2




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

3

Wl

Nalezeni 23 »postupnym pf¥iblizenim*: /2 =23 =z, 2 ==z
x = 1: 1°=1<2
=2 2°=8>2
v=5  (3P=%F>2
r=2 (2) 25 <2
x = %: (%)3 % > 2




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

Nalezeni 23 ~postupnym pf¥iblizenim*: /2 = 23 =

xr = 1:
T = 2:
w:%:
r =3
w:%:
r=12

1

1°=1<2
23 =8> 2
=21 > 2

)’
) — 125 < 2
1 l 221

= oot W

§) = G513 > 2
2113 __ 9261
_6) = 2096 = 2

(
(
(
(



Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.

Pfitom a > 0, a # 1.

3

Wl

Nalezeni 23 »postupnym pf¥iblizenim*: /2 =23 =z, 2 ==z

x =1 1°=1<2

r=2  2°=8>2
r=3: (8)’=2>2
r=2 (3=~ <2
r =4 (%)3=%>2
r=22 (%) =222 >2
o (B -8m oo




Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a".

Pfitom a > 0, a # 1.

Nalezeni 23 ,,postupnym piiblizenim*: ¥/2 = 23 = , 2 = 23
r=1 1°=1<2
r=2  2°=8>2

=3 ()= >2

r=23 (3)P=15 <9 Tedy 1,25 = 3 < 23 < 41 =1,28125
=41 (L)y=12t>2

=2 (2)°=22>2

= (B = 2o
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Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a".

Pfitom a > 0, a # 1.

Nalezeni 23 ,,postupnym piiblizenim*: ¥/2 = 23 = , 2 = 23
r=1 1°=1<2
r=2  2°=8>2

=3 ()= >2

r=23 (3)P=15 <9 Tedy 1,25 = 3 < 23 < 41 =1,28125
=41 (L)y=12t>2

=2 (2)°=22>2

= (B = 2o

Je /2 =1,2599.
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Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

Pfitom a > 0, a # 1.

|
—
S
S
S

r=neN:a"=a-a---a
N——

n—krat n—krat
Plati: a™a™ =a-a a-a-a---q= an—i—m’ (an)m :gn am ari: qmn
n—krat m—krat m—krat
r=0:a"=1
0 n+(—n) n —n —n 1
r=-nneN1=a =a =a"-a = a "= —
a
]‘ 1 /n]i L n l - A\ 4 7 " n
r=—,neENa=a =a"» = (an ) . Tedy /a :=an je ¥eSenim rovnice a = x".
n
p P 1\P
r==,p€EZ,qEN a7 =(a7) = (¢a)’
q
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Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

Pfitom a > 0, a # 1.

|
—
S
S
S

r=neN:a"=a-a---a
N——

n—krat n—krat
Plati: a™a™ =a-a a-a-a---q= an—i—m’ (an)m :gn am ari: qmn
n—krat m—krat m—krat
r=0:a"=1
0 n+(—n) n —n —n 1
r=-nneN1=a =a =a"-a = a "= —
a
]‘ 1 /n]i L n l - A\ 4 7 " n
r=—,neENa=a =a"» = (an ) . Tedy /a :=an je ¥eSenim rovnice a = x".
n
p P 1\P
r==,p€EZ,qEN a7 =(a7) = (¢a)’
q

7/ 7/

x € I: iraciondrni Cislo Ize libovolné presné aproximovat Cislem raciondlnim
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Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(z) = a®.

Pfitom a > 0, a # 1.

Priklad: aproximace cisla 7:

3,14< m <3,15
3,141 < ™ < 3,142
3,1415 < m < 3,1416
3,141592 < 7w < 3,141593
3,1415926 < m < 3,1415927
3,14159265 < ™ < 3,14159266
3,141592653 < ™ < 3,141592654




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem
f(x) =a”.

D(f) =R = (—o00,), H(f) = (0,00), a**a® = a®1 %2, (¢*1)"? = %172,

Pfitom a > 0, a # 1.




Exponencialni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

f(x) =a”.
Pfitom a > 0, a # 1.
D(f) =R = (—O0,00), H(f) — (0,00), a®lg®2 — a:cl—l—:cg’ (aml)SCQ — qF1T2
a > 1 = rostouci, a <1 = klesajici




Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

flz) = a®.
Pfitom a > 0, a # 1.
D(f) =R = (—oo’oo)7 H(f) — (0,00), a®l %2 — aacrl—acg, (axl)xz — qF1T2
a > 1 = rostouci, a <1 = klesajici

P¥irozena exponencialni funkce exp(x) = €%, e = 2,718281828 — Eulerovo ¢&islo
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Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce se zakladem a je funkce dand predpisem

flz) = a®.
Pfitom a > 0, a # 1.
D(f) =R = (—oo’oo)7 H(f) — (0,00), a®l %2 — aacrl—acg, (axl)xz — qF1T2
a > 1 = rostouci, a <1 = klesajici

P¥irozena exponencialni funkce exp(x) = €%, e = 2,718281828 — Eulerovo ¢&islo

Smérnice teény ke grafu funkce v bodé [x, e”] je rovna funkéni hodnoté e”.
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Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1 je inverzni funkci k funkci exponencidlni,
flx)=y=log,x & a¥=u=x.

D(f)=(0,00), H(f) = (—00,0), a >1 = rostouci, a < 1 = klesajici.

log, 7 @

10g0,75 €




Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1 je inverzni funkci k funkci exponencidlni,
flx)=y=log,x & a¥=u=x.
D(f)=(0,00), H(f) = (—00,0), a >1 = rostouci, a < 1 = klesajici.

log,1 =0, log,(r122) =log, x1 +log, x2, log,(z1)"* = xslog, x;

log, 7 @

log0,75 €




Logaritmicka funkce

Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1 je inverzni funkci k funkci exponencialni,
flx)=y=log,x < a¥ =r.
D(f)=(0,00), H(f) = (—00,), a >1 = rostouci, a < 1 = klesajici.
log,1 =0, log,(x122) =log,x1 + log, x2, log, (x1)"? = x5log, x1
P¥irozena logaritmickd funkce: log, r = Inz(= lgx = log x)

yn ’yn
Y

logux

10g0775 Z
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Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1 je inverzni funkci k funkci exponencidlni,
flx)=y=log,x & a¥=u=x.
D(f)=(0,00), H(f) = (—00,0), a >1 = rostouci, a < 1 = klesajici.

log,1 =0, log,(r122) =log, x1 +log, x2, log,(z1)"* = xslog, x;

y = log,x

ay = x
ylogy,a = log,x
log,

y = 3
0gy a




Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1 je inverzni funkci k funkci exponencidlni,
flx)=y=log,x & a¥=u=x.
D(f)=(0,00), H(f) = (—00,0), a >1 = rostouci, a < 1 = klesajici.

log,1 =0, log,(r122) =log, x1 +log, x2, log,(z1)"* = xslog, x;

y = log,x

ay = x
ylogy,a = log,x
log,

y = 3
0gy a

logpx Inx

log, x = =
logya Ina




Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1 je inverzni funkci k funkci exponencidlni,
flx)=y=log,x & a¥=u=x.
D(f)=(0,00), H(f) = (—00,0), a >1 = rostouci, a < 1 = klesajici.

log,1 =0, log,(r122) =log, x1 +log, x2, log,(z1)"* = xslog, x;

logpx Inx

lo = = —
Ba ® log,a Ina
y = ¢
Iny = alnx
alnx




Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1 je inverzni funkci k funkci exponencidlni,
flx)=y=log,x & a¥=u=x.
D(f)=(0,00), H(f) = (—00,0), a >1 = rostouci, a < 1 = klesajici.

log,1 =0, log,(r122) =log, x1 +log, x2, log,(z1)"* = xslog, x;

logpx Inx

lo = = —
Ba ® log,a Ina
y = ¢
Iny = alnx
y = ealna:

a __ alnzx




Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1 je inverzni funkci k funkci exponencidlni,
flx)=y=log,x & a¥=u=x.
D(f)=(0,00), H(f) = (—00,0), a >1 = rostouci, a < 1 = klesajici.

log,1 =0, log,(r122) =log, x1 +log, x2, log,(z1)"* = xslog, x;

logpx Inx

1 — —
%Ba ® log,a Ina

xa _ ealnx




Obecna mocninng funkce (,,a-td mocnina") je pro a € R definovana vztahem

f(ZU) — 0 — ealnx‘




Obecna mocninng funkce (,,a-td mocnina") je pro a € R definovana vztahem

f(ZU) — 0 — ealnx‘

{1}, a =0,
(0,00), jinak

D(f) = (0,00), H(f) = {




Obecna mocninng funkce (,,a-td mocnina") je pro a € R definovana vztahem

f(ZU) — 0 — ealnx‘

{1}, a =0,
(0,00), jinak

D(f) = (0,00), H(f) = {




Obecna mocninng funkce (,,a-td mocnina") je pro a € R definovana vztahem

f(ZU) — 0 — ealnx‘

{1}, a =0,
(0,00), jinak

D(f) = (0,00), H(f) = {




Obecna mocninng funkce (,,a-td mocnina") je pro a € R definovana vztahem

f(ZU) — 0 — ealnx‘

{1}, a =0,
(0,00), jinak

D(f) = (0,00), H(f) = {




Obecna mocninng funkce (,,a-td mocnina") je pro a € R definovana vztahem

f(ZU) — 0 — ealnx‘

{1}, a =0,
(0,00), jinak

D(f) = (0,00), H(f) = {

yu a>1
%al
1 / a=20




Obecna mocninng funkce (,,a-td mocnina") je pro a € R definovana vztahem

f(x) — 0 — ealnx‘

{1}, a =0,
(0,00), jinak
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f(x) — 0 — ealnx‘

{1}, a =0,
(0,00), jinak

D(f) = (0,00), H(f) = {

yu a>1
a=1
O<ax<l

1 a=20
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Obecna mocninna funkce (,,a-ta mocnina") je pro a € R definovana vztahem
JEPp
f(:c) — xa _ ealnx‘

{1}7 a =0,

D(f) =(0,00), H(f) = {(0 o0), jinak

a < 0 = klesajici, a > 0 = rostouci.

yu a>1
a=1
O<ax<l

1 a=20
a<0
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(soufadnice zna&ime &, i) rovnici €2 +n* = 1.




Uvazujme jednotkovou kruznici k, tj. k¥ivku, ktera ma v ortonormalni soufadné soustavé
(soufadnice zna&ime &, i) rovnici €2 +n* = 1.

Necht = € R. Bod A leZi na kruznici k tak, Ze
r=0:A=][1,0]




Goniometrické funkce

Uvazujme jednotkovou kruZnici £, tj. kfivku, ktera ma v ortonormalni soufadné soustavé
(soufadnice znaé&ime &, 1) rovnici £2 +n? = 1.

Necht x € R. Bod A leZi na kruznici k tak, ze
r=0: A=[1,0]
x > 0: oblouk kruznice k£ od bodu [1,0] k bodu A brany v kladném smyslu ma délku x
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Goniometrické funkce

Uvazujme jednotkovou kruZnici £, tj. kfivku, ktera ma v ortonormalni soufadné soustavé
(soufadnice znaé&ime &, 1) rovnici £2 +n? = 1.

Necht x € R. Bod A leZi na kruznici k tak, ze
r=0: A=[1,0]
x > 0: oblouk kruznice k£ od bodu [1,0] k bodu A brany v kladném smyslu ma délku x

x < 0: oblouk kruznice k£ od bodu [1,0] k bodu A brany v zaporném smyslu ma délku —x
Goniometrické funkce sinus a cosinus jsou ,definovany":
sin x = 2. soufadnice bodu A, cosx = 1. soufadnice bodu A.
””””””””””””””” I
N N




D(sin) =R, H(sin) = (—1,1), ohraniéend, licha, periodickd — zakladni perioda 27




D(sin) =R, H(sin) = (—1,1), ohraniéend, licha, periodickd — zakladni perioda 27
D(cos) =R, H(cos) = (—1,1), ohraniend, suda, periodickd — zakladni perioda 27




Goniometrické funkce

D(sin)

si R, H(sin) = (—1, 1), ohrani&enad, licha, periodicka — zakladni perioda 27
D(cos)

R, H(cos) = (—1,1), ohranitend, suda, periodickd — zdkladni perioda 27

Goniometrické funkce tangens a cotangens jsou definovany:

SIn &

tgxr =
COS T
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Goniometrické funkce
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Goniometrické funkce tangens a cotangens jsou definovany:

SIn &

tgxr =

vy,
e

=R\ { 2k—1)7m: ke Z} H(tg) =R, licha, periodickd — zdkladni perioda 7

COST

13 / 19



Goniometrické funkce

D(sin) = R, H(sin) = (—1,1), ohrani€end, licha, periodickd — zakladni perioda 27
D(cos) =R, H(cos) = (—1,1), ohranifend, suda, periodickd — zdkladni perioda 27

Goniometrické funkce tangens a cotangens jsou definovany:

sin x COS T
tgxr = : cotgxr = —
COS T SIn T

O T

=R\ { 2k—1)7m: ke Z} H(tg) =R, licha, periodickd — zdkladni perioda 7
D(c g)=R\{knw: ke Z}, H(cotg) =R, licha, periodickd — zakladni perioda 7
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Zakladni vzorce:
(sinz)* + (cosz)* = 1, sin(z 4 37) = cosz, cos(z — i7) =sinx
Souctové vzorce:
sin(aw + B) = sinacos f + cosasin B, cos(a £+ B) = cos acos 8 F sin asin 3
Vzorce pro dvojnasobny a polovi¢ni argument:

sin 2a = 2sinacosa,  cos2a = (cosa)? — (sin ar)?

(sin l04)2 = 1(1 —cosa), (cos —04)2 =




Funkce inverzni ke goniometrickym




Funkce inverzni ke goniometrickym na ztzeném defini¢nim oboru:

goniometrickd funkce  defini¢ni obor  cyklometrickd funkce

sin (— %w, %7‘(‘) arcsin

cos (0, ) arccos

tg (—%7‘(‘, %7‘(‘) arctg

cotg (0, ) arccotg




Cyklometrické funkce

Funkce inverzni ke goniometrickym

D(arcsin) = (—1,1), H(arcsin) = (—%71’, %7‘(’
ohranienad, rostouci, licha

Y

1

G frmmmmmeeeees

1
T

)

D(arccos) = (—1,1)

, H(arccos) =

ohraniéena, klesajici

s

-1

1 x

D(arctg) = R, H(arctg) = (—%71’ L)
ohranienad, rostouci, licha

Y

1
G0 frmmmmmmmmmmmme s

D(arccotg) = R, H(arccotg) = (0, )

ohraniéena, klesajici

™
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Vztahy mezi goniometrickymi a cyklometrickymi funkcemi:

cos arcsin x = sinarccosz = /1 — x2

xT 1
cos arctg x = sin arccotg xr =
5 5 V1 + 22

sin arctg x = cos arccotgx =

V1+ g2’




Shrnuti

Elementarni funkce jsou

B Polynomy, pfirozend exponencidla, funkce sinus

B Funkce, které z nich vzniknou pomoci aritmetickych operaci, operace sklddani funkci a
operace tvoreni inverzni funkce v kone¢ném poctu

Na kazdém intervalu, ktery je ¢asti defini¢niho oboru, lze graf elementdrni funkce nakreslit
plynulym pohybem bez pferuSeni kontaktu psaciho ndstroje s podlozkou.
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Definice a zdkladni vlastnosti

Elementarni funkce

Absolutni hodnota
Funkce signum

Funkce celd &ast

Dalsi funkce




—x, x <0,

2] = {x, x >0,

D(| - ) =R, H(| - [) = (0,00), suda




2] = {x, x >0,

—x, x <0,

D(| - ) =R, H(| - [) = (0,00), suda

HV

Graf lze nakreslit bez preruseni kontaktu psaciho nastroje s podloZkou, ale nelze ho
nakreslit plynulym pohybem.




sgn T = |z|

D(sgn) =R, H(sgn) ={-1,0,1}, licha




sgn T = |z|

D(sgn) =R, H(sgn) ={-1,0,1}, licha

Graf nelze nakreslit bez preruseni kontaktu psaciho nastroje s podlozkou.




] = max{z € Z: z < x},
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