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Abstrakt

V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.

To nam umozni ve vektorovych prostorech zavést souradnice.

Dale budeme definovat dimenzi vektorového prostoru a
odvodime si nékteré jeji zakladni vlastnosti.

V nasledujici kapitole si potom mimo jiné dokazeme, ze
dimenze je z&kladni strukturni invariant tzv. kone¢ne
rozmérnych vektorovych prostora.
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Steinitzova véta |

Véta 1.1 (Steinitzova véta)

Necht' uq,...,Up, Vq,...,Vy € V. Jsou-li vektory uy, ... Uy
linearné nezavislé a vsechny patii do linearniho obalu
[Vi,...,Vm], pak n < m. Zarovern pri vhodném usporadani
o = (V§,...,V},) posloupnosti o = (V4,...,Vm) plati, Ze
posloupnost (U, ..., Up, Vi 4, ..., V) generuje [Vq,...,Vpy].
Pro libovolny vektorovy prostor V' jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) existuje kone¢na mnozina X C V tak, Ze [X] = V;
(ii) kazda linearné nezavisla mnoZina Y C V je konecna.

o
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Steinitzova véta Il

Rikame, Ze vektorovy prostor V je koneéné rozmérny
(konecné dimenzionalni), pokud splfiuje nékterou (tedy nutné
obé) z ekvivalentnich podminek (i), (ii) pravé dokazaného
tvrzeni.

V opacném pripadé fikame, Ze V je nekonecné rozmérny
(nekonecne dimenzionalni) vektorovy prostor.
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Baze a dimenze |

Necht V je kone¢né rozmérny vektorovy prostor.

Bazi prostoru V nazyvame kazdou linearné nezavislou
uspofadanou n-tici (u4, ..., up) vektoru z V, ktera generuje cely
prostor V.

Rikame pak, Ze vektory us, ..., u, tvofi bazi prostoru V.

Necht' V je konecné rozmeérny vektorovy prostor. Potom

(a) libovolnou linearné nezavislou usporadanou k-tici
(uq,...,Uk) vektori z V mizeme doplnit do néjaké baze
(Uy,...,Uk,...,Up) prostoru V;

(b) z libovolné generujici uspofadané m-tice (V1,...,Vm)
vektort z V. muzeme vybrat nejakou bazi (Vj,, ..., V,)
prostoru V.

v
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Necht' V je kone¢né rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) V ma alespon jednu bazi;
(b) libovolné adve baze prostoru V. maji stejny pocet prvku.

Pravé dokdzana véta nam umoznuje korektné definovat
dimenzi nebo téz rozmer konecné rozmeérného vektorového
prostoru V jako pocet prvku jeho libovolné baze.

Dimenzi vektorového prostoru V' zna¢ime dim V.

Pokud dimV = n, fikdme, ze V je n-rozmérny vektorovy
prostor.

Pokud V je nekoneéné rozmérny prostor, klademe dimV = oc.
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Baze a dimenze |V

V prtipade, Zze bude potfebné zduraznit ulohu (Ciselného) telesa
K, budeme pouzivat podrobnéjSi oznaceni dimg V.

Tedy V je konecné rozmérny pravé tehdy, kdyz dimV < oo.

Necht dimV = n, v4,...,Vvy € V. Potom libovolné dve
z nasledujicich podminek implikuji treti:

(i) vektoryvy,...,Vny jsou linearne nezavisle;

(i) V1,...,Vm] = V;

(i) m=n.

To kromé jiného znamena, Ze na ovéreni, zda n vektoru
Vi,...,Vp, tvofi bazi n-rozmérného vektorového prostoru V,
staCi ovérit jen jednu (a to libovolnou) z podminek (i), (ii).



Steinitzova véta Souradnice
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznacnost Dimenze souctu

Abstrakt Baze a dimenze
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Nasledujici véta je specialnim pfipadem véty z predchozi
kapitoly o linearni nezavislosti.

Vektory uy, ..., u, tvofi bazi vektorového prostoru V prave
tehdy, kdyz kazdy vektor x € V muZeme jednoznacne vyjadrit
ve tvaru linearni kombinace X = ¢{Uq + ... + ChUp.

Existence aspon jednoho vyjadfeni x = cjuy + ...+ Cpup je
ekvivalentni s podminkou, Ze vektory u¢,...,u, generuji V.

Jednoznacnost tohoto vyjadreni je zase ekvivalentni s linearni
nezavislosti vektorti uq, ..., un,.
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Jednoznacnost vyjadreni vzhledem na danou bazi Il

Tedy a = (uq,...,up) je bazi V tehdy a jen tehdy, kdyZ pro
kazdé x € V existuje pravé jedno ¢ = (c1,...,¢p) " € K" tak, Ze

X=CUy +...+Chup = -C.

Uvédomme si, ze Cs
X=a-¢c=(Uy,...,Up)- :

Cn
Tento jednoznacné uréeny sloupcovy vektor ¢ € K" budeme
nazyvat souradnice vektoru x vzhledem na bazi o a
oznacovat

C=(X)a.
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Tedy kazda baze « v n-rozmérném vektorovém prostoru V
definuje souradnicové zobrazeni x — (X)o, z V do
sloupcového vektorového prostoru K”.

Necht a = (uy,...,up,) je baze koneéne rozmerného
vektoroveho prostoru V.

Potom pfislusné souradnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,

fj. pro libovolna a, b € K, X,y € V plati
(aX + by)a = a(X)a + b(Y)a-

K nému inverzni zobrazeni (-);' : K" — V je dané predpisem
C— a-C. )
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Zejména tedy pro libovolné x € V, ¢ € K" plati

X=0a"(X)q, (x-C)o =C.

Prvni rovnost ukazuje, jak je mozno vektor x zrekonstruovat
z dané baze « a jeho souradnic (x)., v této bazi;

druhd, ze soufadnice linedrni kombinace Y. ; cu; =« - ¢
v bazi a = (uy, ..., up) tvofi pravé vektor (¢, ..., cn)".
Takto zavedené soufadnice muzeme nazvat sloupcovymi
souradnicemi vzhledem k dané bazi.

Podobnym zplsobem mizeme zavést i Fadkoveé souradnice a
dokazat pro né analogicka tvrzeni jako pro sloupcové.
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Kanonicka baze |

Priklad 1.8

Oznacme e,(-”) = si(ln) € K" sloupcovy vektor skladajici ze
samych nul, mimo i-té sloZky, ktera je 1.

Potom (" = (e!”. ... e'") je baze sloupcového vektorového
prostoru K".

Nazyvame ji kanonickou bazi tohoto prostoru. MuZeme ji
ztotoznit s jednotkovou matici l,.

Obcas budeme horni index (n) vynechavat a prislusnou bazi
oznacovat struéneé € = (eq,...,€p).
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Kanonicka baze Il

Pro libovolny vektor X = (xy,...,xn)" € K" plati
X=X1€&1 + ...+ Xp€n,

proto (X)e = X,

tj. kazdy vektor x € K" splyva se svymi vlastnimi soufadnicemi
v kanonické bazi.

Kanonicka baze radkového vektorového prostoru K" je
tvorena radky jednotkové matice I, a znaCime ji stejné jako

v predchazejicim pfipadé (") = (eg”), .. ,ef,”)) " nebo struéné
e=(ey,...,e,)7, s timrozdilem, Ze (" = ¢ je sloupec vektor
a kazdeé e; je radek skladajici se ze samych nul, mimo /-té
pozice, na které je 1.
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Pro libovolné n € N plati dim K" = n.

Priklad 1.10

Sloupce matice

11 1 1
11 10
11 0 0
10 0O

tvofi bazi o sloupcového vektorového prostoru K*.
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Soufadnice vektoru x = (X, X0, X3, X4) € K" v bazi « jsou
dané vztahem

(X)a = (X4, X3 — X4, X2 — X3, Xy — X2)T-

Plati totiz
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Kanonicka baze V

Priklad 1.11

Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k < m, 1 <[ < n oznacme
Ef(',”’”) = Ey = (0ij1) mxn matici typu m x n nad télesem K,
ktera sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.

Zrejmé kaZzdou matici A = (ax) € K™*" Ize jednoznacné

vyjadrit ve tvaru m N
A= Z Z ak,Ek,.
k=1 I=1

Z toho vyplyva, Ze matice E™™,1 < k < m, 1 < I < n, tvoii
bazi vektorového prostoru K™*" véech matic typu m x n nad
telesem K.

Speciélnim pfipadem je kanonicka baze ") v prostoru K.

Dostavame tak vztah: dim K™ = mn.
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Souradnice vektoru XV

Priklad 1.12

v

0,0) > x-ygSuUT

ZSUT

/

Souradnice vektoru v bazi (x, y) je vektor (1,1).
Souradnice vektoru x —y v bazi (x,y) je vektor (1, —1).
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Necht' S, T C V jsou konecné rozmeérné linearni podprostory
vektorového prostoru V.
Potom

dim(S + T) = dimS + dimT — dim(SN T).
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dim(xy) = 2 = dim(xz)

dim((xy) + (x2)) = dim(xyz) = 3 préinik rovin

dim((xy) N (x2)) = dim(x) = 1 Xy a xz

ST

dim(xy) + dim(xz) =2+2 =4

dim((xy) + (x2)) + dim((xy) () (x2)) = 3+ 1 = 4




Steinitzova véta Souradnice
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznacnost Dimenze souétu

Abstrakt Baze a dimenze

Steinitzova véta Souradnice
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznacnost Dimenze souctu

Abstrakt Baze a dimenze

Dimenze souctu a soucinu Il

Dusledek 1.14

Necht' S, T jsou kone¢né rozmerné linearni podprostory
vektorového prostoru V.

Potom SN T = {0}, 1. soucet S + T je direktni prave tehay,
kdyz

dim(S+ T) = dimS + dimT.

Necht' V, W jsou kone¢né rozmérné vektoroveé prostory nad K.

Potom pro dimenzi jejich kartézského soucinu plati

dim(V x W) = dimV + dimW.
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V této Casti je potfebné rozliSovat mezi vektorovymi prostory
radkovych resp. sloupcovych vektorl. Prostor fadkovych

vektor(l budeme znagéit K'*" a prostor sloupcovych vektor(
Kn><1 _
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ri(A) € K'*" oznatuje i-ty fadek a s;(A) € K™ j-ty sloupec
matice A = (&jj)mxn-

Tuto matici muZzeme zapsat blokové jako

Hodnost matice
Definice Vlastnosti

Hodnost matice Il

Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K'*”
generovaného fadky matice A.

Podobné, sloupcovou hodnosti hs(A) matice A nazyvame
dimenzi linearniho podprostoru vektorového prostoru K™
generovaného sloupci matice A.

Tedy
hr(A) = dim[ri(A),r2(A), ..., m(A)],
hs(A) = dim[s{(A),s2(A),...,sn(A)].
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Oznatme ¢ : K™ — K™ linearni zobrazeni dané pfedpisem
o(X) =A-xprox e K™,

Hodnosti linearniho zobrazeni o nazyvame dimenzi jeho
obrazu, t.|. h(yp) = dim Imy.

Zrejme plati h(yp) = hs(A), protoze linearni podprostor
Imy C K™ je generovany sloupci matice A.
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Hodnost matice V

Necht A ¢ K™M*",

(a) Necht matice B vznikne z matice A provedenim jedné
elementarni radkové operace (ERQO). Pak

[r1(A),ra(A),....rp(A)] =[r(B),r2(B),...,rm(B)].

(b) Necht matice C vznikne z matice A vykonanim jedné
elementarni sloupcove operace (ESO). Pak
[S1(A),82(A),...,8n(A)] = [$1(C),s2(C),...,sn(C)].
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Redukovany stupnovity tvar
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Hodnost matice VI

Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spoleé¢nou hodnotu radkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.

Zrejme pro A € K™= je h(A) < min(m, n).

Necht A ¢ K™<". Potom h(A) = h(AT).
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Hodnost matice VIlI

Necht uy, ...,u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™" je
matice takova, Zze sj(A) = u; pro1 < j < n.

Potom
(a) uq,...,Up jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
h(A) = n;

(b) [uy,...,upy] = K™ pravé tehdy, kdyz h(A) = m.

Pripad (a) muze nastat tehdy, kdyz n < m; naopak, (b) maze
nastat jediné za predpokladu m < n.
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Hodnost matice IX

Necht A €¢ K™ B ¢ K"™P. Potom

h(A - B) < min(h(A), h(B)).
Pro libovolnou matici A typu m x n plati h(A) = h(AT) < m, n.
Hodnost se neméni elementarnimi radkovymi ani sloupcovymi

upravami. Hodnost matice v redukovaném stupriovitém tvaru je
rovna poctu nenulovych radka.
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Hodnost matice X - Aplikace

Kluby mésta LiSakova— sbirka Sestnact miniatur Jifiho
Matouska

Ve mésté Zije n ob&anu, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle
vyhlasky méstské rady ma kazdy klub lichy pocet Clend,
zatimco pro kazdé dva kluby musi byt pocet spolecnych Clen
sudy.

V této situaci je nutné m < n, tj. klubt neni vic neZ obcand.

Obcany oznacme 1,2,...,nakluby Ky, K>, ..., Ky. Definujeme
matici A typu m x n, kde g; = 1 pokud j € K; a a; = 0 jinak
(kluby = fadky). Uvazujeme A nad dvouprvkovym télesem Z,.
Hodnost A je nejvySe n. Podle vyhlasky meéstské rady plati
AAT = I, a protoze hodnost souéinu matic je nejvyse rovna
minimu z hodnosti Ciniteld, je m = h(l,) < h(A) < n.
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