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1 LINEARNI ALGEDRA
Uvodni poznamky

Tento text davam k dispozici jako viceméné pracovni verzi mych priprav k pred-
naskam a nepovazuji jej za ndhradu skutec¢né ucebnice o predmétu. Pokryva vsak
celou odprednasenou latku, nékdy i podrobnosti, které na prednaskach nejsou uva-
dény. Na druhé strané je styl textu dosti hutny a strucny, a zfejmé obsahuje fadu
neptilis peclivé propracovanych mist. Predpokladam, Zze studenti, kteri prednasky
nenavstévovali, budou muset ¢asto sdhnout po néjakych podrobnéjsich skriptech.

Protoze vim, jak velké jsou rozdily v kapacité jednotlivych studentii, a protoze
nechci ani nudit ty schopnéjsi, ani znemoznit dalsi rozvoj tém méné schopnym (resp.
méné pracovitym), zminim se o strukturaci textu a pozadavcich ke zkousce.

Snazim se vzdy po zadkladnich definicich pojmit sdruzit odvozeni jejich jedno-
duchych vlastnosti do nékolika vét (vétSinou s mnoha ¢astmi). Jejich dikazy pak
spocivaji vesmés v pochopeni definic, pripadné jednoduchych tivahach. Mély by byt
tedy zvladnutelné pro kazdého a budu se na né ptat. Dale jsou v textu véty, které
maji vétSinou své jméno (napi. Laplaceova véta o rozvoji determinantu) a kompletni
dtikazy jiz byvaji podstatné slozitéjsi. U nich lze ocekavat pouze u dobrych studentii
prehled o postupu diikazu a zavislosti na jinych vysledcich. Slabsi studenti uspéji
se zvladnutim obsahii jejich tvrzeni a moznych aplikaci. Zejména v téchto ¢astech
textu jsou odstavce oznaceny hvézdickou. Chei tim naznacit zvySenou potiebu
pozornosti pfi ¢teni (nikoliv doporucené vynechani!).

Navic se, zejména ke konci prednasky, vyskytuji celé partie, které jsou adresovany
tém schopnéjsim, vyznacim je vétsinou dvémi hvézdickami u prislusnych odstave,
pripadné poznamkami pod carou.

Na konci kazdé kapitoly pripojim tzv. poznamky k premysleni. Jsou rozdilné
slozitosti, pro kazdého bude uzitecné, kdy7 si na nich ovéri stupen pochopeni pred-
chozi teorie. Jejich slozitost je také naznacena hvézdickami. Uplné na konci textu
jsou priloZena zadani cviceni. Casem je snad doplnim o vysledky.

Viele uvitdm upozornéni na nedokonalé ¢i Spatné ¢asti textu, pripadné navrhy
na jeho vylepSeni (nejlépe e-mailem na adresu slovak@math.muni.cz).

Jan Slovak



Cast 1.
Vektorové prostory a
soustavy linearnich rovnic

1. Skalary, vektory, matice

V této kapitole rozsitime bézné znamé operace pro pocitani s ¢isly na tzv. vektory
a matice. Tim jednak ziskame priklady pro pozdéji zavedené abstraktnéjsi objekty,
ale hlavné si pripravime technické prostiedky pro praci s nimi.

1.1. Skalary. Zformalizujeme vlastnosti ¢iselnych obort jako napt. cela ¢isla Z,
racionalni ¢isla Q, realnd R, komplexni ¢isla C. To znamend, Zze popiSeme expli-
citné ty vlastnosti, které budou potiebné pro odvozovani celé teorie. Tim, 7e vzdy
budeme pii ditkazech pouzivat pouze uvedené vlastnosti, bude cela teorie platna
pro viechny objekty s uvedenymi axiomy.!

Vlastnosti séitani:

(KG1) (a+b)+c=a+ (b+c), pro vechny a,b,c

(KG2) a+b=>b+ a, pro vSechny a,b,c

(KG3) existuje prvek 0 takovy, Ze pro vSechny a platia +0 = a
(KG4) pro vSechny a existuje prvek (—a) takovy, ze plati a + (—a) =0

Vlastnostem (KG1) (KG4) ¥ikdme vlastnosti komutativni grupy.
Vlastnosti nasobeni:

(01) (a-b)-c=a-(b-c), pro vSechny a,b,c

(02) a-b="b-a, pro vSechny a,b

(03) existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1-a =a
Distributivita:

(04) a-(b+c)=a-b+a-c, provsechny a,b,c

Mnoziny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)-(KG4), (01)-(04) se nazyvaji

3

komutativni okruhy. Potfebujeme vSak zpravidla jesté dalsi béznou vlastnost cisel:
(P) pro kazdy a # 0 existuje prvek a~' takovy, Ze plati, a-a"' =1

Jestli naSe objekty spliiuji navic i (P), hovofime o poli (¢asto také o komutativnim
telese).

1Z¥ejmé je pri tom ale uzitedné pii sledovani diikazt si predstavovat néjaky z dobfe zndmych
pfipadt (napf. redlnd cisla).
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Nékdy se setkdme se slabsi dodateénou vlastnosti, nap¥. Z nespliuje (P), ale
spliuje

(OI) a-b=0 = buda=0nebob=0.

Hovotime o oboru integrity.

Prvky néjaké mnoziny s operacemi + a - splhujicimi vyse uvedené vlastnosti
(komutativni okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat skaldry. Pokud nezdiraz-
nime néco jiného, ptjde o pole.

1.2. Vektory nad polem skalari. Symbolem K budeme nadéale znacit néjakou
mnozinu skalari. Pro potfeby této kapitoly, vektorem budeme rozumét uspota-
danou n-tici skalart, n budeme nazyvat dimenzi. Scitani vektort definujeme po
slozkach (skalary samoziejmé s¢itat umime). Nasobeni vektoru v = (ay,... ,ay)
skalarem b definujeme tak, Ze kazdy prvek n-tice u vynasobime skalarem b (skalary
v K nésobit umime).

Pro séitani vektori v K plati (KG1) (KG4) s nulovym prvkem?0 = (0, ...
v K".
Vlastnosti operaci s vektory:
Pro vSechny vektory v, w € K" a skalary a € K plati

70)

(V1) a-(v+tw)=a-v+a-w
(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-(b-v)=(a-b)- v
(V4) l-v=w

1.3. Priklady. Pro kterékoliv pole skalari K se snadno ovéri pravé sformulo-
vané vlastnosti (V1)—(V4) pro K", protoze pii ovéfovani vidy pouZivime pouze
vlastnosti skalari uvedené vyse. Tak muzeme uvazovat napt. R*, Q*, C*, n =
1,2,3,.... Jiny piiklad pole skalarti je Zo = {0,1},1+1=10,0-1=0, 17! = 1.
Prvky Zs 1ze chapat jako zbytkové tiidy po déleni dvéma. Obecnéji mizeme uva-
zovat okruh Zj, zbytkovych t¥id po déleni pfirozenym ¢islem k. Snadno se ovéri, ze
Zy, je polem pravé kdyz je k prvocislo.

Vsimnéme si, ze k ovéreni vlastnosti V1 V4 potiebujeme pro pouzité skalary
pouze vlastnosti okruhu. Vlastnost (P) viak bude podstatna pozdgji.3

1.4. Matice nad skalary. Matici typu m/n nad skalary K rozumime obdélnikové
schéma

11 12 ... Qin

21 22 ... Q2n
A=

Om1  OGm2 ... amn

2Pouzivame pro nulovy prvek stejny symbol jako pro nulovy prvek skaldrti. Podobné budeme
pro s¢itani a ndsobeni pouzivat stale stejny symbol. Navic nebudeme vétsinou pouzivat pro vektory
zaddné specidlni znaceni, budu v8ak dtisledné pro skaldry pouzivat pismena ze zacitku abecedy,
pro vektory spife od konce. Cim d¥iv se s tim posluchaé smiii tim lépe.

3C4st nasi teorie lze odvodit i pro skalary tvoFici okruh, hovo¥ime o tzv. modulech. Nap¥. Z™
je tzv. volny modul nad Z.
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kde a;; € K pro vSechny 1 <7 <m, 1 <j <n. Matici A s prvky a;; znacime také

A = (aij).

Vektory (ai1, a2, ... , i) € K* nazyvame fadky matice A, i = 1,...,m, vektory
(@15, 025, ... ,0m;) € K™ nazgvame sloupce matice 4, j =1,...,n.

MnozZinu v8ech matic typu m/n nad K znac¢ime Mat,,, (K).

Matici miZzeme chapat jako zobrazeni A : {1,... ,m} x {1,... ,n} — K. Matice

typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné vektory v K”. T obecné matice z Mat,,, (K) lze
v8ak chapat jako vektory v K™ ™, prosté zapomeneme na fadkovani.
Zejména tedy je definovano séitdni matic v Mat,,, (K) a nadsobeni matic skalary.

A+ B = (aij + bij), kde A = (aiz), B = (bij)
a.A = (a.a;j), kde A= (a;;), a €K
—A = (—aij) se nazyva matice opacnd k matici A
0 ... 0

0=1{: - | se nazyva nulovd matice.

0o ... 0

Zapomenutim fadkovani tak ziskdme néasledujici tvrzeni:

1.5. Véta. Predpisy pro A+ B, a.A, —A, 0 zaddvaji na Mat,,,,(K) operace s¢itani
a nasobeni skalary spliujici axiomy (V1)-(V4). O

1.6. Priklad. Matice lze vhodné vyuzit pro zapis linearnich rovnic:

a11T1 + a122 + - -+ A1 Ty = Y1

21T1 + A22T2 + *++ + A2 Ty, = Y2

Am1T1 + Gm2T2 + ** + CGmnTn = Ym

T1
posloupnost z1, ... ,x, lze chapat jako vektor proménnych, tj. sloupec = =
Tn
Y1
stejné tak y = : |. Systém rovnic Ize pak formalné psat ve tvaru A.x = y:
Ym
11 ... Oip T U1
am1 s Amn Ln Yn

Ptvodni rovnice nyni obdrzime tak, Ze vzdy bereme rfadky z A a sc¢itame souciny
odpovidajicich komponent a;1x1 + - - - + a;pT,. Tim ziskdme -ty prvek vysledného
vektoru. Brzy odvodime velice kalkul s maticemi, ktery ndm umozni se systémy
linearnich rovnic pracovat velice efektivné.
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1.7. Souéin matic. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad okruhem?*
skalari K a libovolnou matici B = (bjx) typu n/q nad K definujeme jejich soucin
C = A- B = (¢;) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijbjk, pro libovolné 1 < <m, 1 <k <gq.
Jj=1

2 1 2 1 1\ (3 2 3

1 -1)°"\-1 0 1) \3 1 0
1.8. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadkil a sloupcii, hovoiime o
ctvercové matici. PiSeme Mat,,,, (K) = Mat,, (K). Matici

Napriklad mame

1 ... 0
E=()=1: "
0o ... 1

nazyvame jednotkovd matice. Na Mat,, (K) je soufin matic definovan pro kazdé dvé
matice, je tam tedy definovana operace nasobeni:

Mat,, (K) x Mat,, (K) — Mat,, (K)

Véta. Pro libovolny okruh skalarii je na Mat,, (K) definovdna operace ndsobeni.
Splituje vlastnosti (O1) a (O3) vzhledem k jednotkové matici E = 6,;. Dale spolu
se s¢itanim matic vyhovuje (O4). Obecné vSak neplati (02) ani (OI), zejména tedy
neplati (P).

Dukaz. Asociativita nasobeni — (O1):

A = (a;;) typum/n, B = (bjx) typun/p, C = (cw) typup/q

A-B= (Z aij-bjk)v B-C = (Z bjk.ckl)
k

J

(A : B) O = (Z(Z aij-bjk)-ckl) = Zaij-bjk-ckl

k3 ;K
A- (B : C) == (Z (],ij.(z bjk-ckl)) = Zaij-bjk-ckl
J E ;K
Jednotkovy prvek (03):
1 0 0
air - Qim 01 .- 0
A-E=| 3 I =A=E A
Am1  *°  Omm 0 0 .. 1

4CtensF, ktery se jestd nesmifil s abstrakei okruhu, necht pfemysli v ramci &iselnych obori.
Potom okruhy skaldrt zahrnuji i cel &sla Z zatimco mezi poli jsou pouze R, @, C.
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(O4) - distributivita: A = (a;5) typu m/n, B = (bj) typu n/p, C = (cj) typu
n/p, D = (di) typu p/q

A-(B+C) = (D aijlbjs+ cji) = (O aighin) + (O asjejn)) = A-B+A-C

(B+C)-D =) (bjk + cip)dir) = (O bjudia) + (O ¢jrdi)) = B-D+C - D

Neni komutativni: - dokazeme na prikladu
10 0 1y (0 1
0 0)°\0 0/ \O0O O
0 1 1 0y (0 0
0 0)°\0 0/ \0 0

Tim jsme ziskali zaroven protipfiklad na platnost (O2) i (OI), zatim ale jen pro
matice typu 2/2. Pro matice typu 1/1 ovSem oba axiomy samoziejmé plati, protoze
je maji samy skalary a pro vétsi matice ziskame protipriklady snadno tak, 7ze prave
uvedené matice umistime do levého horniho rohu piislusnych ¢tvercovych schémat
a doplnime nulami. (Ovéfte si sami!) O

V diikazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjsiho typu, dokazali jsme tedy
prislusné vlastnosti obecnéji:

1.9. Véta. Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, tj. A-(B-C) = (A-B)-C,
A-(B+C)=A-B+ A-C, kdykoliv jsou tato nasobeni definovana. Jednotkova
matice je neutralnim prvkem pro nasobeni zleva i zprava. [

1.10. Inverzni matice. Necht B, A € Mat,,(K) jsou matice spliujici A - B =
B-A = E. Pak B se nazyva matice inverzni k matici A, piseme B = A~!. Matice,
k ni7 existuje matice inverzni se nazyva invertibilni matice. Pokud A=' a B~!
existuji, pak existuje i (A-B) ! = B~1. A"l Je totiz (diky pravé dokdzané
asociativité nasobeni) (B='- A1) . (A.B) =B ' (A"'-A)-B=F a (A-B)-
(B7'-AYY=A-(B-B™Y)-A"'=F.

Priklad. Soustava rovnic z 1.6 se snadno vyjadri souc¢inem matic

a1 o O1m 1A Y1
am1 e Amm, Lo, Ym,
Pokud existuje matice inverzni k matici A, pak lze nisobit zleva A~! a dostaneme
A7 .y =A"1. A. 2z = E-x =z, tj. hledané FeSeni.
1.11. Definice. Rddkové elementarni transformace matic jsou
(1) zdména dvou radki
(2) vynasobeni vybraného fadku nenulovym skaldrem
(3) pricteni fadku k jinému fadku
Analogicky, sloupcové elementdrni transformace matic jsou

(1’) zdména dvou sloupci
(2’) vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem
(3’) pricteni sloupce k jinému sloupci
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1.12. Véta (Gausova eliminace). Nenulovou matici nad K Ize konecné mnoha
elementarnimi radkovymi transformacemi prevést na tzv. (fadkové) schodovity tvar:

(1) Je-li a;; = 0 a vSechny predchozi prvky na i-tém radku jsou také nulové,
potom ay; = 0 pro vSechna k > 1
(2) je-li agi_1y; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-vém radku, pak a;; = 0.

Dtkaz. Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

0 ... 0 aij A1m,
0 ... 0 0 ask ... Aom,
0 0 Qip

a matice miize, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi fadky. K prevodu libovolné
matice mizeme pouzit jednoduchy algoritmus:

(1) Zéaménou Fadki docilime, Zze v prvnim Fadku bude v prvnim nenulovém
sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.

(2) Proi=2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem a;;, i-tého faddku prvkem
a1; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém radku.

(3) Opakovanou aplikaci bodi (1) a (2), vzdy pro zbytek Fadki a sloupct
v ziskané matici dospéjeme po konecném poctu kroki k pozadovanému
tvaru. [

Vsimnéme si, 7e jsme v dikazu pouzivali pouze vlastnosti okruhu skalarti. Uve-
deny postup je pravé obvykla eliminace proménnych v systémech linearnich rovnic.
Pro feSeni systémii rovnic mé ale uvedeny postup rozumny smysl jen, kdyz mezi
skalary neexistuji délitelé nuly. Pokud tvoii skalary pole, pak mtizeme navic ze scho-
dovitého tvaru snadno spocist FeSeni (pripadné ovéfit jeho neexistenci), promyslete
si napt. peclivé rozdil mezi K =7 a K = R.

1.13. Lemma. Elementarni fddkové (resp. sloupcové) transformace odpovidaji
vynasobenim zleva (resp. zprava) nasledujicimi maticemi:

(1) Prehozeni i-tého a j-tého radku (resp. sloupce)
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(2) Vyndsobeni i-tého fadku (resp. sloupce) skalarem a:

1
1
a —i
1 2
1
(3) Secteni i-tého radku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0
0
17— 1
1
t
J

Dikaz. Ovéii se pfimym vypoctem. [

1.14. Véta. Necht K je pole skaldrii. Pro kazdou matici A € Mat,,,, (K) existuji
invertibilni matice P € Mat,, (K), @Q € Mat,, (K) takové, Ze matice P.A je v fadkové
schodovitém tvaru a

1 0 0
0 1 0 0
P-A4-Q= 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

Dukaz. Aplikaci Gaussovy eliminace upravime A do schodovitého tvaru. Pritom
vS8echny jeji kroky jsou elementarni fadkové transformace. Podle predchozi véty exi-
stuji tedy matice Py, ..., Py, které tyto elementarni transformace realizuji nasobe-
nim zleva. Pfimym ovérenim zjistime, ze nad polem K jsou vSechny P; invertibilni,
tj. i jejich soudin je invertibilni a (Py - P 1---(Py-A)--+) = (Px-Py_i---P1)- A
je ve schodovitém tvaru. Oznacme

P=P-P,P'=pP"'..P

Pfehozenim pojmu fadek a sloupec lze odvodit (a tedy hlavné aplikovat) vétu 1.12
na sloupce matice A a uvést ji sloupcovymi elementarnimi transformacemi na tzv.
sloupcové schodovity tvar. Protoze vsak jiz vychazime z radkové schodovitého tvaru,
ziskame a7z na nasobky radkl invertibilnimi skalary pravé pozadovany tvar. Zbyva
tedy jiz jen vynasobit prislusné nenulové radky inverznimi prvky v K. [
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1.15. Algoritmus pro vypocdet inverzni matice. Necht K je pole a A €
Mat,, (K) ¢tvercovd matice. Podle 1.14 lze najit invertibilni matici P € Mat,, (K)
takovou, ze P - A bude v fadkové schodovitém tvaru. PFitom miiZze (ale nemusi)
byt jeden nebo vice poslednich fadki nulovych.

Jestlize méa existovat inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k P - A.
Jestlize vSak je posledni fadek v P - A nulovy, bude nulovy i posledni fadek v
P - A- B pro jakoukoliv matici B € Mat,, (K). Existence takového nulového ¥adku
ve vysledku (fddkové) Gaussovy eliminace tedy vylucuje existenci A1,

Piedpokladejme nyni, Ze A~! existuje. Podle pfedchoziho, nalezneme Fadkové
schodovity tvar bez nulového fadku, tzn. Ze diagonalni prvky v P- A jsou nenulové.
Pak ovSem pokracovanim eliminace od pravého dolniho rohu zpét ziskame jisté
jednotkovou matici. Jinymi slovy, najdeme dalsi invertibilni matici P’ tak, ze P’ -
P - A = FE. Vyménou fadkovych a sloupcovych transformaci lze za predpokladu
existence A~ ! stejnym postupem najit Q takovou, ze A-Q = E. Odtud (P’ - P) =
(PP-P)-E=(P'-P)-(A-Q)=(P'-P-A)-Q = Q. To ale znamena, 7e jsme
nalezli hledanou inverzni matici k A.

Prakticky tedy mtzeme postupovat tak, ze vedle sebe napiSeme ptivodni matici A
a jednotkovou matici F/, matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi tipravami
nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eliminaci na diagonalni matici a
v té nasobime tadky inverznimi prvky z K. Tytéz tpravy postupné provadéné
s E vedou pravé k matici P’ - P z pfedchozich tvah, tedy z ni ziskdme pravé
hledanou inverzi. Pokud tento algoritmus narazi na vynulovani celého radku v
pivodni matici, znamend to, ze matice inverzni neexistuje.

Poznamky k premysleni

1. Komplexni ¢isla lze chapat jako dvojice redlnych ¢isel. To dava realizaci C jako
mnoziny realnych vektort. Rozmyslete si to!

2. V textu jsme struc¢né zminili tzv. zbytkové t¥idy celych cisel. Definujeme je
takto: pro pfirozené k > 2 je Zp = {0,1, ...,k — 1} p¥i¢em? s¢itani a nasobeni se
definuje tak, ze se provede prislusnd operace v Z a za vysledek se vezme zbytek po
déleni k. Napt. v Zsz je 2.2 = 1, tzn. 27! = 2. Z; m4 vidy vlastnosti (KG1) —
(KG4) a (O1) (0O4), tvoii tedy vzdy okruh. Pro k prvociselné jde navic o pole,
jinak to neni ani obor integrity. Provérte tyto vlastnosti a promyslete si dikaz véty
1.8 pro matice nad skalary Zy.

3. Lze také potkat skalary, které maji vSechny vlastnosti pole az na komutativitu
nasobeni. Takovymi (nenulovymi) skalary lze ispésné délit, promyslete si ale, jaké
potize okamzité nastanou tieba s elementarnimi fadkovymi ipravami (napf. nasobit
fadky zprava i zleva nejde pomoci elementarnich matic!). Standardnim piikladem
jsou tzv. kvaterniony H, které lze definovat jako realné vektory 7z R* s nasobenim
definovanym takto: pro 1 := (1,0,0, 0) i == (0,1,0, 0) = (0,0,1,0), k :=
(0,0,0,1) klademe 2 = j2 = k2 = 1, i :k:—j7 k—7 —k.j, ki=j=
—i.k, 1 je jednotka pro nasobeni.

4. Zadefinujte kvaterniony H jako C* s vhodn& definou operaci nasobeni. (N4vod:
podobné jako u definice C jako dvojclentt a + b.z piSme ¢ = w + 2.7 a definujme
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j2 = —1, z.j = j.z pro komlexni z, tzn. J komutuje s komplexnimi ¢isly az na
konjugaci. Pak (a+ b.7).(c+ d.j) = ac+ bd + (ad + bc).j.)

5. Pokud existuje k matici A matice inverzni A~!, pak je systém rovnic A.x = y
vidy FeSitelny (s feSenim 2 = A~ l.y). Jak to funguje nad Z, Z;? Spoctéte si A1

k matici A = (il), Z) nad Zs a Z.

6. Najdéte analogie k zndmym vzorciim pro mocniny dvoj¢lent (pro skalary (a +
b)" =
Yok (Z) a®b™=F) platné pro ¢tvercové matice pozor na nekomutativnost nasobeni.

7. Matice lze samoziejmé definovat nad libovolnym okruhem (i s déliteli nuly).
Rozvazte si poradné, jak dalece pak funguje Gausova eliminace. Specielné si roz-
myslete jaké hrizy se déji tfeba v Maty(Mato(R)), tj. uvazujte matice typu 4/4
jako matice typu 2/2 jejichZ prvky jsou redlné matice typu 2/2.

8. Rozmyslete si, co lze z diikazu véty 1.14 provést i pro matice nad libovolnym
komutativnim oborem integrity (Navod: fadkovymi elementarnimi transformacemi
lze jesté stale ziskat schodovity tvar, poté lze sloupcovymi transformacemi vynu-
lovat i zbytky radki za prvnim nenulovym, to co zbude nemusi vSak mit inverzni
prvky. Pro celociselné skalary lze ale v kazdém pripadé dosahnout, aby prvek na
prvinim Fadku délil ten na druhém, druhy zase ten na tietim atd.)

2. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

2.1. Definice. Vektorovym prostorem V nad polem® skalarti K rozumime mno-
zinu spolu s operaci s¢itani, pro kterou plati axiomy (KG1) (KG4), a s ndsobenim
skalary, pro které plati axiomy (V1) (V4).

Piipomenme si pro jistotu tyto axiomy:

KG1) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,w eV
KG2) u+v=v+u VuveV
KG3) eV, v+0=0v, YveV
KG4) I(—v) eV, v+ (-v)=0, VoeV

(
(
(
(
(
(
(
(

V1) a.(v+w)=av+awVaeKvweV
V2) (a+b)v=av+bovVabeK veV
V3) a.(b.v) = (a.b).v Va,b e Kv €V
V4) lv=wv, Yo €v

Znaéeni. Casto se zavadi pro rtizné objekty rfizné typy pisma pro symboly, ktery-
mi je oznac¢ujeme. Napt. pro vektory se uzivaji tuéné pismena (v), nebo podtrzena
(v), nebo "opruhovand” (v), pfipadné se Sipkou (¢) apod. My budeme vesmés pou-
zivat jen velmi jednoduchou konvenci: skaldry budou oznacovany znaky z pocatku

5V podstaté postadi, kdy# si étenaf bude vidy predstavovat pod K bud realna &isla R nebo
komplexni C, asem se seznami i s jingymi poli skal4rd, nap¥. zbytkovymi t¥idami.
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abecedy, tj. a, b, c, ..., zatimco pro vektory budeme uzivat znaky z konce, u, v, w,
x, y, z. Pritom jesté navic vétsinou x, y, z budou opravdu n-tice skalar.

Pro tuplnost vycétu, pismena 7z prostredka, napt. ¢, 7, k, [l budou nejcastéji oznaco-
vat indexy vyrazi.

2.2. Véta. Necht V je vektorovy prostor nad polem skalari K, a,b,a; € K,
u,v,u; € V. Potom
(1) a-u =0 pravé kdyZ a = 0 nebo u =0
(2) (=1)-u=—-u
3)a-(u—v)=a-u—a-v
(4) (a—b)-u=a-u—>b-u
(5) (Z?:l ”‘i) : (27:1 “'j) =Y 27;1 g - Uj.

Dukaz. (a+0)-u (22 a-u+0-u = a-u coz podle axiomu (KG4) zaruc¢uje 0-u = 0.
7

Nyni w4+ (—1) -2 () (I1+(-1)-u=0-u=0aodtud —u=(—1) - u.

Dale a-(u+(—1)-v) (V2)(vs)
1%

(a—0b)-u (Va)(va) . u+(—=b)-u=a-u—>b-ua tim je ovéfeno (4). Vztah (5) plyne

indukei z (V2) a (V1).

Zbyvad (1): a-0=a-(u—u) =a-u—a-u =0, coz spolu s prvnim tvrzenim
tohoto ditkazu ukazuje jednu implikaci. K opacné implikaci poprvé potiebujeme
axiom pole pro skalary a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-lip-u=0ap # 0,
paku=1-u=(p ' p-u=pt-0=0 0O

a-u+(—a)-v=a-u—a-v cozdokazuje (3). Plati

2.3. Definice. Mnozina vektortt M C V ve vektorovém prostoru V nad K se

nazyva linearné nezdwvislad jestlize pro kazdou k-tici vektori vq,...,vy € M a kazdé
skalary aq,...,ar € K plati:

a1+t ap-v =0 = a;=ayg=---=a;=0.
Posloupnost vektort vy, ..., v nazveme linedrné nezdvislou jestlize vy, ..., v jsou
po dvou rtizné a {vy,...,vg} je linedrné nezavisla. Vyrazy tvaru ay-vy+---+ag-vg
nazyvame linearni kombinace vektorti vy, ..., vg.

Mnozina M vektoru je linedrné zawvisla, jestlize neni linedrné nezavisla. Primo 7
definice pak vyplyva, 7ze neprazdna podmnozina M vektori ve vektorovém prostoru
nad polem skalarti K je zavisla pravé, kdyz je jeden z jejich vektort vyjadritelny
jako linearni kombinace ostatnich.

2.4. Véta. Necht' V je vektorovy prostor. Kazda podmnozina linearné nezavislé
mnoziny M je linearné nezavisla. M C V je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz
kazda konec¢na podmnozina v M je linearné nezavisla.

Dtikaz. Plyne okamzité 7 definice linearni nezavislosti. [

2.5. Piiklady.

1. R™ se sc¢itanim a nasobenim po slozkach je vektorovy prostor nad R, ale také
vektorovy prostor nad Q. Nap¥. pro m = 2, vektory (1,0), (0,1) € R? jsou linedrnd
nezavislé, protoze z a - (1,0) + b - (0,1) = (0,0) plyne a = b = 0. Dale, vektory
(1,0), (v/2,0) € R? jsou linedrné zavislé nad R; v/2 - (1,0) = (v/2,0), oviem nad Q
jsou linearné nezavislé!
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2. Polynomy stupné nejvyse m tvoii vektorovy prostor R,,[z]. Polynomy mi-
zeme chéapat jako zobrazeni f : R — R a sc¢itdni a nasobeni skalary definujeme
takto: (f +g)(x) = f(x) +g(x), (a- F)(@) = a- f(x).

3. Uplné analogicky jako u polynomit miizeme definovat strukturu vektorového
prostoru na mnoziné vSech zobrazeni R — R, mnoziné spojitych zobrazeni, mnoziné
diferencovatelnych zobrazeni, polynomech vSech stupni, atd.

2.6. Definice. Podmnozina M C V se nazyva wvektorovym podprostorem jestlize
spolu se zlzenymi operacemi sc¢itani a nasobeni skalary je sama vektorovym pro-
storem. Tzn. pozadujeme

Va,be K, Yo,we M, a-v+b-w & M.

2.7. Vé&ta. Necht'V je vektorovy prostor nad K, I # () libovolnd mnoZina a necht’
Wi, i € I, jsou vektorové podprostory ve V. Pak jejich priinik N;e;W; C V je
vektorovy podprostor. Zejména pro kazdou mnozinu M C V je mnozina

(M) := N w
MCcw
W CV je podprostor

vektorovy podprostor. Plati pro néj:
(1) ( )=Ha1-ur+---+ap-upkeNag e Kuy e M,j=1,...,k}
(2) M = (M) pravé kdyz M je vektorovy podprostor
(3) jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor
(4) (0) = {0} c V, trividlni podprostor.

Dtukaz. Podminka v definici 2.6 obsahuje pouze univerzalni kvantifikatory, proto
je jisté prunik podprostori opét podprostor. Snadno to ovéfime i pfimo: Necht
a,be K, u,veneW;. Pak pro vSechny 2 € I, a-u+b-v € W;, to ale znameni,
vea-u+b-ve miE[W,,;.

(1) Plati {aqu1 + -+ + agur} C (M) a zaroven je to vektorovy podprostor
(ovéite!), ktery obsahuje M. (2) plyne z (1) a definice vektorového podprostoru.
(3): Nejmensi vektorovy podprostor je {0} (zdivodnéte!). [

Rikame, 7e M generuje (M), nebo 7e prvky M jsou generdtory podprostoru (M).

2.8. Definice. Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak (U;c;V;) nazyvame
souctem podprostori V;. Znac¢ime ZieI V;. Zejména pro Vq,...,V, C V,

i+ 4+ Ve=(ViuUVaU---UVg).
2.9. Véta. Pro podprostory Vy,...,V, C V plati:

Vit Vot o+ Vp={v1+-+uvg v € Viyi=1,...k}

Dukaz. Podle véty 2.7.(1), lze kazdy prvek v uvazovaném sou¢tu podprostorii
vyjadrit jako linedarni kombinaci vektort z podprostorti V;. Protoze vSak je sc¢itani
vektorit komutativni, Ize k sobé poskladat ¢leny pattici do stejného podprostoru,
coz dava pravé pozadovany vyraz. [J
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2.10. Definice. Podmnozina M C V se nazyva bdze vektorového prostoru V,
jestlize (M) =V a M je linedrné nezavisla. Vektorovy prostor, ktery méa konecnou
bazi nazyvame konecnérozmérny, mohutnost® baze nazyvame dimenzi V. Nema-li
V' konec¢nou béazi, fikdme, ze V je nekonecnérozmeérny. PiSeme dimV = k, k €

; = 00. Bézi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat
jako k-tici v = (vy,...,vy) bazovych vektort.”

2.11. Véta. Z libovolné konecné mnoziny generatori vektorového prostoru V lze
vybrat bazi.

Dukaz. Tvrzeni ukdzeme indukci pres pocet generatoru k.

Nejprve uvazme k = 1, V.= ({v}), kde v # 0 protoZe {v} je linearné nezavisla
mnozina vektort. Pak je oviem {v} je zaroven baze V.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro & = n, a uvazme V = (v1,...,0,11).
Jsou-li vy,...,v,41 linedrné nezavislé, pak tvori bazi. V opacném pripadé existuje
index 1 takOV}’f, 7e V; = a1V1 + -+ a;_1v; 1 + A;4+1U541 —+ -4 Ap4+1Un+1- Pak
ovSem V = (vq,...,0; 1,Vi41, ..., Unt1) & jiz umime vybrat bazi (podle indukéniho
predpokladu). O

2.12. Steinitzova véta o vyméné. Necht (vy,...,v,) je baze vektorového pro-
storu V' nad polem K. Necht uq,...,ur jsou linearné nezavislé vektory. Potom
k < n a mezi vektory vy, ..., v, existuje (n — k) vektord v;,,...,v; _, takovych, Ze
(Uny .oy Uy Uiy ey ;) tVOFT bdzi V.

Dukaz. Ukazeme napred zdanlivé daleko jednodussi tvrzeni:
Necht (vy,...,v,) je bdze V. Pro libovolny nenulovy vektor u € V existuje i,
1 <i < n, takové, Ze (u,v1,...,Vi—1,Vit1,--.,Vn) je opét baze V.
Predpokladejme, ze u = ay - v1 + - -+ + a, - v, a a; # 0 pro jisté i. Pak
1

v = —(U —(a1-vi4 - a1 Vi1 F Qi Vg g ?)n))-
@;

Odtud jiz plyne (u,vq,...,0;_1,Vi41,...,0,) = V a jisté je to baze, protoze vek-
tory vi,...,0i—1,Vit1,...,Vy jsou jisté nezavislé, takze kdyby to byly linedrné
zavislé vektory, pak by u bylo jejich linedrni kombinaci, ale odtud uz vyplyva
V = (v1,...,0; 1,Vi41,...,Up), coZ neni mozné. Tim je naSe pomocné tvrzeni
dokazané.

Nyni jiz sta¢i postupné pridavat wuq, us, ..., vzdy vyménou za vhodné v;. Je
tfeba pouze ovérit, ze takové v; vzdy bude existovat. Predpokladejme tedy, ze
jiz mame umisténé uy,...,u;. Pak w41 se jisté vyjadii jako linedrni kombinace
téchto vektort a zbylych v;. Pokud by pouze koeficienty u uy,... ,u; byly nenulové,
znamenalo by to, ze jiz samy vektory wuq,...,u;+1 byly linedrné zavislé, coz je ve
sporu s naSimi predpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskdme pozadovanou bazi. Pokud by k > n,
pak jiz v n-tém kroku obdrzime bazi vybranou z téchto vektort, coz znamena, 7e
nemohou byt linedrné nezavislé. [

6Vsimnéme si, Ze trividlni podprostor je generovan prazdnou mnozinou, kterd je ”prazdnou”
bazi. M4 tedy trividlni podprostor dimenzi nulovou.

7"Opét jde piedevsim o zavedeni konvence. U koneéné rozmérnych podprostorit budeme vidy
uvazovat bazi véetné zadaného poradi prvki. Viz. diskuse o soufadnicich vektort vzhledem k
béazi.
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2.13. Ddsledky.

(1) Kazdé dvé baze koneénérozmérného vektorového prostoru maji stejny pocet
vektoru, tzn. Ze naSe definice dimenze nezavisi na volbé baze.

(2) Ma-li V kone¢nou bazi, 1ze kazdou linedrné nezavislou mnozinu doplnit do
béze.

(3) Béze konecnérozmérnych vektorovych prostori jsou pravé maximélni line-
arné nezavislé mnoziny

(4) Béze prostoru s koneénou dimenzi jsou pravé minimalni mnoziny generatori

2.14. Piiklady.

(1) K™ ma (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n, bazi je napt. n-tice vek-
tort

((1,0,...,0),(0,1,...,0)...,(0,...,0,1)).

Tuto bazi nazyvame standardni bdaze v K".

(2) C jako vektorovy prostor nad R mé dimenzi 2, bézi tvoii napt. ¢isla 1 a 4.

(3) Ky, [z], prostor polynomii stupné nejvyse m ma dimenzi m+ 1, bazi je napf.
posloupnost 1,2, 22, ..., 2™. Vektorovy prostor viech polynomt K[z] m4
dimenzi oo, umime vsak jesté stdle najit bazi (i kdyZ s nekoneéné mnoha
prvky): 1,2, 22, ...

(4) Vektorovy prostor vSech zobrazeni {f: R — R} maé také dimenzi oo, tento
prostor uz ale neméa spocetnou bazi.

2.15. Véta. Necht W, W, Wy C V jsou podprostory v prostoru konecné dimenze.
Pak plati

(1) dimW < dimV
(2) V=W pravé kdyz dimV = dim W

Dukaz. Tvrzeni (1) a (2) plynou z definice dimenze a ze Steinitzovy véty o vymeéns,
protoze baze je vzdy linedrné nezavisla mnozina.

Zbyvajici tvrzeni jisté plati, pokud je dimenze jednoho z prostori nulova. Pred-
pokladejme tedy dimW; = r # 0, dimWy = s # 0 a necht (wq,...,w;) je
baze Wy N Wy (nebo prazdnd mnoZina, pokud je prinik trivialni). Podle pred-
chozi véty lze tuto bazi doplnit na bazi (wy,...,ws, wsg1,...,u,) pro Wy a bazi
(Wi, ..., W, Vg1,...,05) pro Wa. Vektory wi, ... W, Upi1,. . o Up, Upgty ..., Us
jisté generuji Wy + Wsy. Ukazeme, Ze jsou pritom linedrné nezavislé. Necht

a1-w1+---+at-wt+bt+1-ut+1+---+bT-ur+ct+1-vt+1+---+cs-vs:0

Pak —(ciq1-vip1+ -+ s vg) =a1-wr+ -4 ap - we + by wppr + o+ by -y
musi pattit do Wo N W;. To ale ma za nasledek, 7e by 1 = --- = b, = 0. Pak ovSem
lap-wy+ -+ ap-wg+ 1 - Vg1 + -+ ¢5 - v5 = 0 a protoze piislusné vektory
tvori bazi Wy, jsou vSechny koeficienty nulové. Tvrzeni (3) se nyni ovéfi pfimym
pocitanim generatort. [
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2.16. Vé&ta. Mnozina {vq,...,v,} C V je baze pravé, kdyz kazdy vektor v € V
Ize pravé jedinym zpiisobem vyjadrit jako linearni kombinaci v = a1vy ++ -+ Gn vy, .

Dukaz. V = ({v1,...,v,}), proto takové linedrni kombinace vzdy existuje. Pfed-
pokladejme v = a1vy + -+ - + apv, = byvy + -+ + byv,. Potom 0 = (a; — by) - vq +
«+++ (ap — by) - v, a proto a; = b; pro véechna i =1,...,n. [

2.17. Definice. Koeficienty jediné linearni kombinace vyjadiujici dany vektor
v € V ve zvolené béazi (v1,...,v,) se nazyvaji souradnice vektoru v v této bazi.

2.18. Dusledek. Zvolme bazi v = (vy,...,v,) prostoru V. Pfifazeni, které vek-
toru v = avy + - - - + a, v, pritadi jeho souradnice v bazi v, budeme znacit stejnym
symbolem v: V — K". M4 tyto vlastnosti:®

(1) v(u+w) =v(u)+v(w); Yu,w eV
(2) v(a-u)=a-v(u); Ya e K\Vu € V.

2.19. Definice. Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalari K.
Zobrazeni f: V — W se nazyva linedrni zobrazeni (homomorfismus) jestlize plati:

(1) flu+v)= f(u)+ f(v), Yu,v € V
(2) fla-u)=a- f(u), Va e K, YueV.

2.20. Véta. Necht f:V — W je linearni zobrazeni. Pro vSechny wu,uy,...,u €
V,aq,...,ax € K plati:

(1) f(0)=0

(2) f(=u) = —f(u)

(3) flay-uyr+---+ag-ug) =ay- flur)+ -+ ag - flug)

(4) pro kazdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz f(Vy) vektorovy
podprostor ve W.

(5) Pro kazdy podprostor Wy C W je mnozina f~*(Wy) = {v € V; f(v) € Wy}
vektorovy podprostor ve V.

f
f

Dukaz. Pocitejme (s vyuzitim axiomu a definic a jiz dokdzanych vysledki  vy-
hledejte peclivé odkazy!):

F(0) = flu—u) = F((1— 1) -u) =0+ f(u) = 0.

f(=u) = f((=1) ) = (=1) - f(u) = = f(u).

Vlastnost (3) se ovéii snadno indukei 7z definiéniho vztahu 2.19.

Z (3) nyni plyne, ze (f(V1)) = f(V1), je to tedy vektorovy podprostor.

Je-li naopak f(u) € Wy a f(v) € Wh, pak pro libovolné skalary bude i f(a-u+b-v) =
a-flu)+b-f(v)eW,. O

2.21. Definice. Necht f: V — W je linearni zobrazeni. Vektorovy podprostor
Im f := f(V) C W se nazyva obrazem V pii zobrazeni f. Vektorovy podprostor
Ker f := f~1({0}) C V se nazyva jddro linedrniho zobrazeni f. Linearni zobrazen,
které je bijekci nazyvame izomorfismus.

8Vsimnéme si, Ze operace na levych a pravych stranich téchto rovnic nejsou totozné, naopak,
jde o operace na riznych vektorovych prostorech! Prti této prilezitosti se také miizeme zamyslet
nad obecnym piipadem baze M (moZné nekoneénérozmérného) prostoru V. Béze pak nemusi byt
spoletnd, poiad ale jesté mitzeme definovat zobrazeni M: V — KM (tj. souradnice vektoru jsou
zobrazeni = M do K).
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2.22. Véta.

(1) Slozeni go f:V — Z dvou linedarnich zobrazeni f: V — W a g: W — Z je
opét linearni zobrazeni.

(2) Linearni zobrazeni f: V. — W je izomorfismus pravé kdyz Imf = W a
Ker f = {0} C V. Inverzni zobrazeni k izomorfismu je opét izomorfismus.

(3) Pro podprostory Vi, Vo a linearni zobrazeni f: V — W plati f(V; + Va) =
fV) + f(V2), f(VinVa) C f(Vi) N f(Va).

Dikaz. Ovéreni prvniho tvrzeni je snadné cvi¢eni. Pro druhé si uvédomme, ze je-li
f linearni bijekce, pak w = f~!(au+bv) pravé, kdyZ f(w) = f(a-f~ (u)+b-f~1(v)).
Je tedy inverze k linedrni bijekci opét linearni zobrazeni. Daéle, f je surjektivni
pravé, kdyz Im f = W a pokud Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zarucuje f(u—wv) =0,
tj. u = v. Je tedy v tom piipadé f injektivni.

Posledni tvrzeni se dokaze snadno ptimo z definic. Najdéte si protipriklad, 7Ze v
dokazované inkluzi opravdu nemusi nastat rovnost! [J

2.23. Ddsledky.

(1) Zobrazeni "ptirazeni soufadnic” u: V' — K" dané libovolné zvolenou bazi
u = (uy,...,u,) vektorového prostoru V je izomorfismus.

(2) Dva konecnérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé kdy7 maji
stejnou dimenzi.

(3) SloZeni dvou izomorfismii je izomorfismus.

2.24. Souradny tvar linearnich zobrazeni. Necht V, W jsou vektorové pro-
story nad K, dimV = n, dimW = m a necht f : V — W je linearni zobrazeni. Pro
kazdou volbu bazi u = (u1,...,u,) na V, v = (vy,...,v,) na W, mame k dispozici
prislusna prifazeni souiadnic:

|4 / w
~ U V|~
K™ __]_c—_’_ﬂ__ K™

Pritom je kazdé linedrni zobrazeni jednoznac¢né urceno svymi hodnotami na libo-
volné mnoziné generatori, zejména tedy na bazi u. Oznacme

f(ur) =a11-v1+ a9 -va+ -+ amivm,

f(ug) = a12-v1 +ags-va+ -+ amavm,

f(un) = Q1p V1 + A2y " V2 + -+ CmnUm

tj. skalary a;; tvoif matici A, kde sloupce jsou soufadnice hodnot zobrazeni f na
bazovych vektorech. Pro obecny vektor u = by - uy + - -+ + by, - u,, spocteme

flu) =by- flur) + -+ bn - f(un)
=bi(a11v1 + -+ + Am1vm) + -+ bp(@1av1 + - F Cnn V)
- (blall +---+ bnaln) * U1 + -+ (blaml + -+ bnam,n) *Um
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Pomoci nasobeni matic lze nyni velice snadno a piehledné zapsat hodnoty zobra-
zeni f, ,(w) definovaného jednoznacné predchozim diagramem. Pfipomefnime si, Ze
vektory v K¥ chapeme jako sloupce, tj. matice typu k/1

Fuo () = o(f(w)) = A - u(w).

Matici A nazyvame matici zobrazeni f v bazich u, v. Naopak, kazda volba matice A
typu m/n zadava jednoznacné linedrni zobrazeni K” — K". Mame-li tedy zvoleny
baze prostori V a W, odpovida kazdé volbé matice typu m/n linedrni zobrazeni
V-Ww.

Nyni snadno vidime, jak se skladaji souradna vyjadieni linedrnich zobrazeni.
Uvazme jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze k s bazi w, linearni zobrazeni
g: W — Z a oznac¢me piisluSnou matici g, ..

v w9y
~|u V|~ w |~
K" __]_c—_’_y__ K™ Jvw KE

Jow © fup(r) =B - (A-x)=(B-A)-x=(90° fuw(T)

pro vSechny x € K". Vsimnéte si, Ze isomorfismy odpovidaji pravé invertibilnim
maticim (ovéite si podrobné!).

Ve specidlnim piipadé linedrniho zobrazeni f: V — V vyjadifujeme zpravidla f
pomoci jedné baze u prostoru V.

2.25. Zameény béazi. Uvazme vektorovy prostor V a dvé baze u, v na V. Pro
identické zobrazeni idy : V' — V musi podle predchoziho existovat matice A, ktera
vyjadiuje toto linearni zobrazeni ve zvolenych bazich.

1% idy 1%
~|U V|~
(idv),, ,

Rn ______ —_’ =_ Rn

Tuto matici nazyvame matice prechodu od baze u k bazi v. Podle definice matice
zobrazeni ji ziskame tak, ze soutfadnice vektorti baze u v bazi v napiseme do sloupct
matice.

Vyznam matice prechodu je v tom, 7e zname-li soutradnice = vektoru v bazi u,
pak jeho soutadnice v bazi v se obdrzi vynasobenim sloupce x matici pfechodu
(zleva).

Protoze inverzni zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni, je
matice prechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice prechodu opa¢nym
smérem, tj. od baze v k bazi u.

2.26. Dusledky. Necht V a W jsou konecnérozmérné vektorové prostory nad
tymz polem skalara K.

(1) A, B € Mat,,,(K) jsou maticemi tého7 zobrazeni f: V. — W v riznych
bazich, pravé kdy7z existuji invertibilni matice P a () takové, 7e B = P-A-(Q)
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(2) Ve vhodné zvolenych bazich maji vSechna linearni zobrazeni matici (tj. sou-
fadny tvar)

1 0 0 0

0
0 0 1 0
0 0 0 0
0o 0 ... 0 ... 0

(tzn. prvnich nékolik souradnic se kopiruje, zbytek se zapomind, a vSe pii-
padné doplnime nulami).

(3) Pro libovolné linearni zobrazeni f : V. — W plati: dim(Ker f)+dim(Im f) =
dim(V)

(4) A, B € Mat,,(K) jsou maticemi téhoz zobrazeni f: V — V v riiznych bazich
na V, pravé kdyz existuje invertibilni matice P takova, 7e B =P~1-A- P

Dukaz. (1) Tvrzeni plyne pfimo z vyjadieni f = idy of o idy v soufadnicich pro
zvolené baze, viz. predchozi diagramy.

(2) je pfimym disledkem (1) a Véty 1.13.

(3) je okamzité vidét, mé-1i zobrazeni ve vybranych bazich matici uvedenou v
(2).

(4) je specialnim piipadem (1), protoZe v tomto p¥ipadé musime nejdiive piejit
od nové baze k staré (nasobeni matici P), pak aplikovat ptivodni matici zobrazeni
f a nakonec se vratit do nové baze (nisobeni inverzni matici P~1). [

2.27. Definice. Matice A, B € Mat,,,,(K) se nazyvaji ekvivalentni, jestlize exis-
tuji invertibilni matice P, () takové, ze B = PAQ.

Matice A, B € Mat,, (K) se nazyvaji podobné, jestlize existuje invertibilni matice
P takova, 7e B = P~ 1AP.

2.28. Priklady.
1. Projekce roviny zy do osy z je linedrni zobrazeni R?> — R. Ve standardni

bazi ma matici <1 0 >

0 0
2. Otoceni roviny proti sméru hodinovych rucic¢ek o tithel a je linedrni zobrazeni
., [cosa —sina P , C o 1z
s matici ve standardni bazi. Zvolime-li dvé vhodné baze na R2,

sina@  cosa
pak ziskdme vyjadreni tohoto zobrazeni jednotkovou matici. Nelze vSak najit jednu
bazi u na R? ve které by toto zobrazeni mélo diagonalni matici, najdéte jednoduchy
(geometricky) divod!

2.29. Definice. Necht f a g jsou linearni zobrazeni z V do W. Jejich soucet
f+g:V — W je definovan vztahem (f + g)(u) = f(u) + g(u), u € V. Pro kazdé
a € K definujeme (a- f): V =W, (a- f)(u) = a- f(u). MnoZinu vSech linearnich
zobrazeni V. — W znac¢ime Hom(V, W).

Na mnoziné Hom(V, V) je navic definovano skladani zobrazeni, které spolu se
s¢itanim spliuje vSechny vlastnosti okruhu.



18 CAdvl L. VEKTORUOUVE FRUS1TORY A SOUSTAVY LINEARNIOR RKOVINIU

2.30. Véta. Necht V, W jsou konecnérozmérné vektorové prostory nad polem
skalarii K s bazemi u = (uy,...,u,) ve V.av = (vy,...,v,) v W. Daéle necht
f,9 € Hom(V, W) a necht A, B jsou matice f a g v bazich u av. Pak matice A+ B
je matice souctu (f + g) a matice a - A je matice nasobku a - f.

Dukaz. Plyne okamzité z definice matice zobrazeni a vlastnosti nasobeni matic.
Propocitejte si podrobné! [

2.31. Dusledek. Necht' V' je konec¢nérozmérny vektorovy prostor nad polem ska-
lari K. Kazda volba baze u = (uy,...,u,) na V zaddva isomorfismus okruhu
linearnich zobrazeni Hom(V, V') a okruhu Mat,, (K) prevadéjici zobrazeni na jejich
matice.

Poznamky k premysleni

1. Promyslete si disledné, co ¥ikaji dilezité vysledky této kapitoly (nap¥. 2.2, 2.4,
2.11, 2.12, 2.13, 2.15, 2.16) pro konkrétni pfiklady vektorovych prostort z 2.5.

2. Promyslete si, ve kterém misté diikkazu Steinitzovy véty o vyméné se vyuzije
invertibilnost vSech nenulovych skaldri. (Pokud existuji neinvertibilni nenulové,
véta obecné neplati!)

3. Specifikujte si vétu 2.15 pro mozné podprostory v R?, R3.

4. NapiSte si soufadna vyjadfeni (tj. matice v standardni bazi) pro vSechna bézna
linearni zobrazeni v roviné, napt. zrcadleni vzhledem k piimce, symetrie vzhledem
k bodu, roztazeni ve sméru os, otoceni o dany thel, projekce do dané primky
prochazejici poc¢atkem. Podobné i pro R3.

5. K piedchozimu problému zkuste najit bazi (pfipadné baze) v roviné tak, aby
matice zvoleného zobrazeni byla co nejjednodussi.

6. Pomoci diisledku 2.26 ukaite, Ze linedrni zobrazeni P: R® — R3 je projekci na
linearni podprostor pravé, kdyz P? = P. Zkuste sformulovat a dokézat analogické
tvrzeni obecné.

7. Doka’te tvrzeni z 2.26.(2) piimo pouZitim Steinitzovy véty pii konstrukei vhod-
nych bazi na definiénim oboruu i oboru hodnot f: V — W.

8. Promyslete si, jak budou vypadat vektorové prostory nad Z,, viz. problém 2 z
kapitoly 1. Diskutujte zejména zavislost na p.

9. V prostoru Hom(V, W) je pro kazdou volbu bazi ve V' a W indukovéna béze (je
urcena pouzitim kanonické baze prostoru matic — tj. matic A;; = (ag;) kde a;; = 1
a vSechny ostatni jsou nulové). Jak se tyto baze zméni, zménime-li ptivodni baze

VaWw?

3. Matice a determinanty

V této kapitole vyjmecné nebudeme pozadovat aby K bylo pole. Pottebné vlast-
nosti skalarti budeme uptesnovat podle potieby.
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3.1. Definice. Bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe se nazyva permutace mno-
Ziny X. Skladani zobrazeni definuje na mnoziné vsech permutaci na mnoziné X
strukturu grupy, tj. plati axiomy (KG1), (KG3), (KG4) (vSimnéte si, Ze komutati-
vita je vynechdna). Ma-li mnoZina X n prvki, hovofime o symetrické grupé stupné
n.

Permutace o mnoziny X = {1,2,...,n} lze zapsat pomoci vysledného poradi ve
1 2 e n
formé lky: . Prvek X AL 7ny
ormé tabulky <0(1) o(2) ... on) rvek x € X se nazyva samodruznym

bodem permutace o, je-li o(z) = z. Permutace o takova, Ze existuji pravé dva
rizné prvky z,y € X s o(z) = y a 0(z) = z pro vSechna ostatni z € X se nazyva
transpozice, znacime ji (z,y).

3.2. Véta. Kazda permutace konecné mnoziny je soucinem transpozic.

Dtkaz. Na X definujeme relaci ~ takto: a ~ b prave, kdyz existuje k € Z s vlast-
nosti b = o*(a), kde pro k > 0 je o*(a) = o(...0(c(a))...), tj. k-krat aplikovana
o, 0%(a) = a a pro zaporna k klademe o* = (¢=1)~*. Zde 0~ ! je inverzni zobrazeni
k o, tj. 07 (c(a)) = a.

Relace ~ splnuje:

(1) a ~ a, protoze 0%(a) = a (reflexivita)

(2) a~b= b~ a, protoze o*(a) = b pravé, kdyz a = o *(b) (symetrie)

(3) a~b A b~c=a~c, protoze o¥ o ! = ¥+l (tranzitivita).

Mnozina X se tedy rozpada na tridy ekvivalence ~, uvazme jednu takovou tridu
obsahujici a € X. Celé X je konecnd mnozina, jisté tedy plati oP(a) = 09(a) pro
jistd p < g, uvazujme 0 < p < g nejmensi mozna s touto vlastnosti. Pokud je p = 0,
pak ¢9(a) = a, pro libovolné p je o?(a) = o(oc?~(a)) = o(c(9=1(a)). ProtoZe ale ¢
a p byly zvoleny minimalni, je také 0%(a) = a. Pro kazdé b ~ a je b jednim z prvki
{a,0(a),...,09 (a)} C X a tato mnoZina je pravé t¥idou rozkladu obsahujici a.
Z07eni permutace o k této podmnoziné zapiSeme jako slozeni transpozic

(a,07 ' (a)) o (a,097%(a)) o...0(a,0(a)).

Diskutované zizeni permutace o rozsifime na permutaci celé X tak, ze vSechny
ostatni body (mimo uvazovanou t¥idu ekvivalence) budou samodruzné. Je-li cely
rozklad na t¥idy ekvivalence X = X;U---UX,., pak se ptivodni permutace o vyjadri
jako slozeni r permutaci o; odpovidajicich jednotlivym tfidam. Kazda z nich je jiz
vyjadiena jako soucin transpozic a véta je dokazana. [J

Permutacim o; 7 predchoziho diikazu tikame cyklus. Nékdy se cyklem chape
pouze permutace ¢ na mnoziné {ai,...,ax} tvaru o(a;) = aj41, j=1,...,k — 1,
o(ax) = ay. Délkou takového cyklu rozumime pocet k permutovanych prvki. V
nasi definici pfipoustime navic existenci samodruznych prvki, délkou vsak rozumi-
me opét pouze pocet prvki, které samodruzné nejsou.

3.3. Disledek. Kazda permutace o kone¢né mnoziny je soucinem cykli. [

3.4. Definice. Dvojice prvki a,b € X = {1,...,n} tvofi inverzi v permutaci o,
je-lia < bao(a) > o(b). Permutace o se nazyva sudd (resp. lichd), obsahuje-li
sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)Po%t inversi - 7na&ime ji sgn(o).
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3.5. Véta. Na mnoziné X = {1,2,...,n} je pravé n! riznych permutaci. Tyto
Ize seradit do posloupnosti tak, 7e kazdé dvé po sobé jdouci se liSi pravé jednou
transpozici. Lze pri tom zacit libovolnou permutaci.

Dtkaz. Provedeme indukci ptes pocet prvk mnoziny X. Pro jednoprvkovou mno-
zinu tvrzeni plati, protoze na ni existuje pravé jedna permutace.

Predpokladejme 7e tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s n — 1 prvky a uvazme
permutaci (1) = ay,...,0(n) = a,. Podle indukéniho piFedpokladu, vSechny per-
mutace, které maji na poslednim misté a,,, dostaneme z tohoto poradi postupnym
provadénim transpozic. Pfitom jich bude (n — 1)!. 'V poslednim z nich proho-
dime o(n) = a, za néktery z prvkd, ktery dosud nebyl na poslednim misté a
znovu usporadame vSechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim
misté do posloupnosti s pozadovanymi vlastnostmi. Po n-nasobné aplikaci tohoto
postupu ziskame n! zarucené riznych permutaci, tzn. vSechny, pravé predepsanym
zpusobem. Vsimnéte si, 7e dilezitou ¢asti postupu je moznost zacit s libovolnou 7
permutaci. [

3.6. Véta. Provedeni libovolné transpozice zméni paritu permutace. Kazdé poradi

cisel {1,2,...,n} Ize ziskat postupnymi transpozicemi sousednich prvkii.
Dukaz. Necht je v potadi (ay,...,a; aiy1,...,a,) 7 inverzi. Pak je v poradi
(@1,... .41, ... ,ay) bud 7 — 1 nebo r + 1 inverzi. Kazdou transpozici (a;, a;)

Ize pFitom ziskat postupnym provedenim (j—i)+(j—i—1) = 2(j —i) — 1 transpozic
sousednich prvki. Proto se provedenim libovolné transpozice parita permutace
zmeéni. Navic vime z predchozi véty, Ze vSechny permutace lze ziskat provadénim
transpozic, lze je tedy ziskat i provadénim transpozic sousednich prvki. [

3.7. Dusledek. Na mnoziné X = {1,...,n}, n > 1, je pravé %n! sudych a %n!

lichych permutaci. Pro permutace o,n: X — X plati sgn(o on) = sgn(o) - sgn(n),
sgn(oc 1) =sgn(o). O

3.8. Definice. ? Nechf A = (a;;) je ¢tvercova matice v Mat, (K). Determinant
matice A je skalar det A = |A| definovany vztahem

|A| = Z sgn((f)algu) " 020(2) """ OAno(n)

oEY,

kde ¥, je mmnozina vSech moznych permutaci na {1,...,n}. Kazdy z vyrazi
SEN(T)14(1) - B20(2) * * * Ang(n) Nazyvame clen determinantu |Al.

3.9. Priklady. Je-lin =1, pak

. . ailz ai2
Pro n = 2 dostavame = 4+a11099 — G120G21.

a21 Q22

(],11| =a;; € K.

9Determinant lze také zavést prostiednictvim relativné jednoduchych geometrickych tivah sou-
visejicich s objemem rovnobéznostént (v obecnych dimensich n). Struné Feéeno, rovnobé&znostén
zadavame ve standardnich soufadnicich na K" sloupci matice A deteminant det: Mat, (K) - K
je jediné takové zobrazeni, az na skalarni ndsobek. (Pozadujeme totiz, aby byl objem ”linedrni v
kazdém sloupci” a aby ménil znaménko pii zdméné dvou sloupcti. Navic nesmi zalezet na volbé
soufadnic.)
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Podobné pro n = 3 spocteme

a11 a12 0413
a1 a22 a23
a31 a32 a33

= +a11a22a33 — @13022a31 + G13G210432 — 411023032 + G12023031 — A12G21G33-

Tomuto vzorci se ¥ika Saarusovo pravidlo.

3.10. Definice. Necht A = (a;;) € Maty,,(K), potom matice AT = (aj;) €
Mat,,m, (K) s prvky (1,;;7- = aj; se nazyva matice transponovand k matici A.
Matice A € Mat,,, (K) s vlastnosti A = AT se nazyva symetrickd. Jestlize plati

A = —AT, pak se A nazyva antisymetrickd matice.

3.11. Véta. Necht A € Mat,, (K).

(1) AT = |4

(2) Je-li jeden fadek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak |[A] =0

(3) Jestlize matice B vznikla z A vyménou dvou radkid, pak |A| = —|B|

(4) Jestlize matice B vznikla z A vynasobenim radku skalarem a € K, pak
B| = al4]

(5) Jsou-li prvky k-tého fadku v A tvaru ag; = cij + bg; a vSechny ostatni
radky v maticich A, B, C jsou stejné, pak |A| = |B| + |C].

Diikaz. (1) Cleny determinanti |A| a |AT| jsou v bijektivni korespondenci. Clenu
SEN(0)a14(1) - B20(2) * * * Ang(n) Pitom odpovida clen

Sgn(o-)aa'(l)l "05(2)2 " Qo (n)n = Sgn(o-)alaf](l) *Q26-1(2) """ CGpo—1(n),

pricemz musime ovérit, ze je tento ¢len opatifen spravnym znaménkem. Podle 3.7
je viak parita o a o~ ! stejnd, jde tedy opravdu o ¢len |AT| a prvni tvrzeni je
dokazano.

(2) Plyne p¥imo 7 definice determinantu, protoze vSechny jeho ¢leny budou nu-
lové.

(3) Ve vsech ¢lenech |A| dojde u permutaci k pfidani jedné transpozice, tvrzeni
tedy plyne z 3.6.

(4) Vyplyva piimo z definice, protoze ¢leny determinantu |B]| jsou ¢leny |A|
vynasobené skalarem a.

(5) V kazdém ¢lenu |A| je pravé jeden soucinitel z k-tého Ffadku matice A. Pro-
toze plati distributivni zdkon pro nasobeni a sc¢itani v K, vyplyva tvrzeni ptimo z
defini¢niho vztahu pro determinanty. [l

Pozndmka. VSimnéme si zédvazného disledku prvniho tvrzeni véty, |A| = |AT].
Zarucuje totiz, ze kdykoliv se nam podaii dokazat néjaké tvrzeni o determinantech
formulované s vyuzitim radka prislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro
sloupce. V dal$im proto budeme vétsinou tvrzeni formulovat a dokazovat pro fadky,
pouzivat budeme ale bez zadbran i odpovidajici tvrzeni pro sloupce. Napft. hned
nasledujici véta plati zaroven i pro pri¢itani linearnich kombinaci ostatnich sloupct
k vybranému.
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3.12. Véta. Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému fadku A li-
nearni kombinaci ostatnich radkii.

Dukaz. Jsou-li v A dva stejné fadky, je |A] = 0 (uvédomme si, Ze jsou v deter-
minanty vzdy dva sc¢itance stejné a7z na znaménko). Je tedy podle 3.11.(5) mozné
pri¢ist k vybranému fadku libovolny jiny fadek, aniz by se zmnénila hodnota de-

terminantu. Vzhledem k 3.11.(4), 1ze pfi¢ist i skalarni nasobek libovolného jiného
radku. [

3.13. Poznamka. Determinant matice v (fddkovém) schodovitém tvaru je |A| =
ai1 - G99 - -+ - Apn. PTedchozi véta tedy poskytuje velice efektivni metodu vypoctu
determinantt pomoci tzv. Gaussovy elimina¢ni metody, viz. 1.12.

3.14. Definice. Necht A = (a;5) € Maty,,(K) a1 <4y < ... <ip <m, 1<j <
... < J1 < n necht jsou pfirozena ¢isla. Pak matici

Aivgr  Qirge -+ Qigy
M = : . € Matkl(K)
Qiggr  Qigja -+ Qiggy
nazyvame submatici matice A uré¢enou tadky iq,... .4 a sloupci jq1,...,J;. Zby-

vajicimi (m — k) fadky a (n — ) sloupci je ur¢ena matice M* € Mat (,, _)(n—1) (K),
kterd se nazyva doplikovd submatice k M v A. P¥i k = [ je definovan | M|, ktery
nazyvame subdeterminant nebo minor tadu k matice A. Je-li m = n, pak pii k =1
je i M* ¢tvercova a |[M*| se nazyva doplnék minoru |M|, nebo doplnkovy minor k
submatici M v matici A. Skalar

(_1)i1+"'+ik+,71+"'+_i1 . |M*‘

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |M|. Submatice tvorené prvnimi k fadky a
sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich determinanty hlavni minory matice A.
Pii specidlni volbé k = 1 = 1, m = n hovoiime o algebraickém dopliiku A;; prvku
a;; matice A.

3.15. Lemma. Necht A € Mat,, (K) a |M| je jeji minor radu k < m. Pak soucin

libovolného ¢lenu |M| s libovolnym ¢lenem jeho algebraického doplitku je ¢lenem
|Al.

Dukaz. Pokud je |M| hlavni minor matice A, plyne tvrzeni pfimo z definice de-
terminantu.

Necht je matice M urena ¥adky iy < 45 < --- < 4, a sloupci j; < -+ < jg. Pak
pomoci (iy — 1) + -+ (i — k) vymén sousednich fadkta a (j; — 1)+ -+ (jx — k)
vymeén sousednich sloupcti v A prevedeme submatici M na hlavni submatici a
doplikova matice pritom prejde pravé na doplnkovou matici. Cela matice A prejde
pfitom v matici B, pro kterou plati podle 3.11.(1), 3.11.(3) a definice determinantu
1B| = (~1)*|A|, kde @ = SF_ (ip —jn) —2(1+---+ k). O
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3.16. Laplaceova véta. Necht A = (a;;) € Mat,,(K) a necht je pevné zvoleno k

jejich fadkid. Pak |A| je soucet vsech () soucini (—1)%+FistiitFit . |Nf|. | M*|

minori radu k vybranych ze zvolenych radki, s jejich algebraickymi dopliky.

Dukaz. Jak vime, |A| obsahuje pravé n! riznych ¢lent, pravé jeden pro kazdou
permutaci. (Cleny jsou riizné jako polynomy v prvcich matice A, pi¥itom lze pro
kazdy 7z ¢lent zvolit matici A takovou, 7Ze pouze tento ¢len bude nenulovy.) Podaii-li
se ndm ukézat, Ze uvazované souciny obsahuji pravé n! rtiznych ¢éleni z |A|, bude
tvrzeni véty dokazano.

Ze zvolenych k tadkt lze vybrat (Z) minorit M a podle ptedchoziho lematu je
kazdy z kl(n — k)! ¢lentt v soucinech |M| s jejich algebraickymi dopliiky ¢lenem
|A|. Pfitom pro rtzné vybéry M nemiZeme nikdy obdrZet stejné ¢leny a jednotlivé
cleny v (—1)at—Fitint+i . |M| . |M*| jsou také po dvou riizné. Celkem tedy
mame pravé pozadovany pocet k!(n — k)!(}) = n! élent. [

3.17. Prakticky vypocet. Piedchozi véta prevadi vypocet |A| na vypocet de-
terminant®i nizs§iho stupné. Této metodé vypoctu se tikd Laplaceiv rozvoj podle

zvolenych tadk ¢i sloupcti. Napf. rozvoj podle i-tého fadku nebo i-tého sloupce:

n n

Al = Z a;jjAij = Z a;iAji

j=1 =1

kde A;; oznacuje algebraicky doplnék k prvku (minoru stupné 1) a,;. Pfi praktic-
kém pocitani determinantid byva vyhodné kombinovat Laplacetv rozvoj s pfimou
metodou pri¢itani linedrnich kombinaci fadki ¢i sloupctl.

3.18. Cauchyova véta. Necht A = (a;j), B = (b;;) jsou matice v Mat,, (K). Pak
|A- B = [A]-|B].

Dukaz. Pouzijeme dvakrat Laplacetiv rozvoj na vhodné matice. Uvazme nejprve
(blokovou) matici H € Mata,, (K)

a1l e A1n 0 . 0
g (A OY_|am ... ann 0 ... 0
~-FE B —1 0 bi1 ... bin
0 71 bnl e bnn
Laplaceovym rozvojem podle prvnich n ¥addkt obdrzime pravé |H| = |A| - |B].

Nyni nejprve budeme k poslednim n sloupctim postupné pric¢itat linedrni kombi-
nace prvnich n sloupct tak, abychom obdrzeli (blokovou) matici s nulami v pravém
dolnim rohu:

a11 P A1n C11 P Cin

o an1 - .- Ann Cpl - .- Cnn
K= -1 0 0 ... 0
0 -1 0 0
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Prvky submatice nahote vpravo pritom musi spliiovat
Cij = aj1bij + ajabaj + -+ + ainby,;

neboli jde pravé o prvky sou¢inu A - B a |K| = |H|. Pfitom rozvojem podle
poslednich n sloupcti dostavame

K| = (71)n+1+...+2n|A .B| = (71)271.(71-{-1) |A-B|=|A-B|. O

3.19. Dausledek.

(1) Protoze pro jednotkovou matici plati vzdy |F| = 1, je pro kazdou invertibilni
matici vzdy |A| invertibilni skaldr a plati [A| "t = |A1].

(2) Jak jsme vidéli jiz v 2.26, dvé matice A, B € Mat,,(K) jsou maticemi téhoz
zobrazeni f: V — V v riznych bazich pravé, kdyz existuje invertibilni
matice P, pro kterou plati A = P - B - P~'. Odtud plyne |A| = |P]| -
|B|-|P~ | = |B|-|P-P ' =|B|. M4 tedy determinant matice zobrazeni
hodnotu nezavislou na nasi volbé baze.°

3.20. Definice. Necht A = (a;;) € Mat,, (K). Matici A* = (aj;), kde aj; = Aj
jsou algebraické doplitky k prvkim aj; v A, nazyvame algebraicky adjungovand
matice k matici A.

3.21. Véta. Pro kazdou matici A € Mat, (K) plati AA* = A*A = |A|- E.
Zejména

(1) A™! existuje v Mat,, (K) pravé, kdyz |A|™! existuje v K

(2) Pokud existuje A~"', pak plati A=' = |A|~! - A*

Driikaz. Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, 7e z existence A~! vyplyva
invertibilita |A| € K. Predpokladejme naopak, 7e |A| je invertibilni skalar. Spoc-
teme piimym vypoctem A - A* = (¢;;):

n n

*
Cij = E QikAg; = E aixAjr.

k=1 k=1

Pokud i = j je to pravé Laplacetiv rozvoj |A| podle i-tého fadku. Pokud i # j jde
0 rozvo] determinantu matice v niz je i-ty a j-ty rfddek stejny a proto je c;; = 0.
Odtud plyne A - A* = |A|- E, ale jiz v 1.15 jsme odvodili, 7e z rovnosti A- B = F
plyne i B- A = E. (Pokud tomu nékdo da ptfednost, mize zopakovat predesly
vypocet pro A*- A.) O

Umluva. Ve vSech pfedchozich tvahiach v této kapitole jsme uvaZovali obecny
okruh skalarid K. Nyni jiz az do konce kapitoly budeme ptedpokladat 7e K je pole.

3.22. Definice. Necht A € Mat,,,,(K), a K je pole. Hodnosti matice nazyvame
maximélni pocet jejich nezdvislych ¥adkt. Ctvercovd matice A € Mat,, (K) se na-
zyva requldrni, je-1i jeji hodnost n, v opac¢nam ptipadé ji nazyvame singuldrni.
Hodnost matice A znacime h(A).

10M#zeme proto piimo hovoiit o determinantu linedrniho endomorfismu. Pozdéji uvidime,

7e se jednd o (vzdy konstantni) pomér mezi objemy rovnobé&Znosténi a jejich obrazti v daném
automorfismu f. To samoziejmé geometricky vysvétluje platnost Cauchyovy véty.



o9. MALTIOUKR A DETHERMINANLY

3.23. Véta. Necht K je pole.

(1) Hodnost libovolné nenulové matice A € Mat,,, (K) je rovna maximalnimu
radu nenulového minoru v A.

(2) h(A) je rovna maximalnimu poctu linearné nezavislych sloupcii.

(3) A € Mat,,(K) je regularni praveé, kdyz |A| # 0.

Dukaz. (1) ProtoZe je A nenulova, existuje v ni nenulovy minor |[M| maximal-
niho stupné k¥ < min{m,n}. Vhodnym pfeskladanim radki a slouct matice A
dosahneme toho, 7e tento minor je hlavnim minorem. Pftitom preskladani radk
neméni mnozinu fadkd matice A, preskladani sloupct vlastné znamena aplikaci
isomorfismu, ktery ”prejmenovava” prvky standardni baze K™, jisté tedy neméni
pocet linedrné nezavislych radki.

Bez Gjmy na obecnosti tedy piimo piedpokladejme, 7e |M| je nenulovy hlavni
minor maximalniho stupné k. Podle véty 3.12 musi byt prvnich k fadka v A linearné
nezavislych, tzn. h(A) > k. UvaZme nyni libovolné i > k, 1 < j < n a minor

a11 A A1k alj
| Dij| :=

(0775 Ok Qgj

i1 . (079% Aij

ProtoZe je to minor stupné k + 1, musi byt |D;;| = 0. Rozkladem tohoto determi-
nantu podle posledniho sloupce, dostaneme

k
0=ai;- [M|+) ay- By
s=1
kde B,; jsou algebraické dopliky prvkl a,; v matici D;; a ziejmé nezavisi na
volbé j. Protoze |M| # 0 podle pfedpokladu, dostali jsme i-ty fadek jako linedrni
kombinaci prvnich k£ fadkid pro libovolné ¢ > k a prvni tvrzeni je dokazano.
Vlastnosti (2) i (3) plynou okamzité z (1). O

3.24. Dtsledky.

(1) Z definice hodnosti vyplyva, Ze hodnost matice A linearniho zobrazeni
f: V. — W (v libovolnych bazich) je rovna dimenzi obrazu Im f. (Di-
menze obrazu je rovna poctu linearné nezavislych sloupcti v A, ta je ale
rovna hodnosti.)

(2) Zobrazeni mezi vektorovymi prostory stejné dimenze je isomorfismus prave,
kdyz jeho matice A v nékterych (tedy libovolnych) bazich spliiuje |A| # 0.

3.25. Véta. Necht A € Mat,,,,(K), B € Mat,,,(K). Potom
WA B) < min{h(4), h(B)}

zejména pri m = n = p je A - B regularni pravé, kdyz A i B jsou regularni. Pri
nasobeni reguldrni matici B plati pro hodnost souc¢inu h(A - B) == h(A), pro
reguldrni A je h(A- B) = h(B).

Dtikaz. Protoze dimenze obrazu linearniho zobrazeni nemiize byt nikdy vétsi nez
dimenze definiéniho oboru, je prvni tvrzeni zcela zfejmé. Regularni matice je matici
isomorfismu, odtud plyne zbyvajici tvrzeni. [J
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3.26. Vypocet hodnosti.

(1) hodnost matice se neméni elementarnimi transformacemi
(2) hodnost matice v fddkovém schodovitém tvaru je rovna poc¢tu nenulovych
fadkt (analogicky pro sloupce)
(3) dvé matice v Mat,,,, (K) jsou maticemi tého? zobrazeni v rtiznych bazich ve
V a W, pravé kdyz maji stejnou hodnost.
(4) z postupu v diikazu véty 3.23 plyne metoda pro vypocet h(A) tzv. metodou
vroubeni. Spoéiva v tom, Ze ke zvolenému |[M| # 0 pfidavame sloupec
a Fadek 7z matice a pokud takto dostaneme samé nulové minory, je h(A)
rovna fadu |[M]|.
3.27. Poznamka. Shriime si zavérem nékteré vlastnosti diskutovanych operaci s
maticemi nad okruhem skaldri. Zvolme libovolné B, A € Mat,, (K).
(1) A1 a B! existuji prave, kdyz existuje (B-A) ! a pfitom plati (B-A) 1 =
A7l BTt A7 = (A-B)™!
=A

(2) (AT)T = A, (A7H)~

(3) (A-B)T = BT . AT

(4) (AT t=(AHT

(5) [AT]=]A]

(6) |[A=| = |A|7! kdykoliv |A| je invertibilni v K -

(7) pro K = C a matici A komplexn& sdruzenou k A plati |A| = |A|.

Poznamky k premysleni

1. Definice determinantu a ptriklady 3.9 zistavaji v platnosti pro libovolné matice
nad skalary, které umime séitat a nasobit, viz. definice okruhti. Pro prakticky vse-
chny dalsi ivahy vSak potfebujeme dalsi vlastnosti skalart, zejména komutativitu!
Promyslete alespon tyto piiklady: K = Z, K = Z,, K= Ry [z] vSechny polynomy
s redlnymi koeficienty, K = Mat,, (R).

2. Uvédomte si podrobné, které vlastnosti K jsme vyuzili v dikazu tvrzeni 3.11
a 3.12, v dikazu Laplaceovy véty a Cauchyovy véty a jejich primych dusledcich.
Promyslete si podrobnosti.

3. Uvédomte si rozdil v teorii pti vynechani predpokladu o invertibilité vSech nenu-
lovych skalart (axiom pole). Napt. pro K = Z a K = R mame: je-li A € Mat,,(Z),
je rovnice A.x = y Tesitelnd v R” pro kazdé y € R” prave, kdyz A je regularni a to
je prave, kdyZ |A| # 0; pak snadno spocteme |A|~! a A='. V Z" je tato rovnice
feSitelnd pro kazdé y € Z™ pravé, kdyz |A| = +1. Pouze v tomto pi¥ipadé totiz
existuje A~1.

Zejména A by mohlo obecné byt "regularni” podle nasi definice, ale prislusné
zobrazeni nemusi byt izomorfismus!

11 .. o o ..
Napf. = 2, tedy A~! neexistuje v Z2. V&imnéte si, 7e A.(a,b)’ = (a +

2 6
20, 2a + 6b) a A(Z?) # 72, pritom ale fadky matice nejsou linedrné z4vislé.

4. Hodnost matice a vlastnosti tohoto pojmu jsme studovali pouze pro matice nad
poli skalarti. Premyslejte, do jaké miry ma smysl pojem linedrni zavislosti resp.
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nezavislosti pro obecnéjsi skalary. Napi. 2,3 € Z jsou linedrné zavislé v Z! ve
smyslu nasi definice, nelze vSak jeden 7z nich vyjadrit pomoci druhého. Promyslete
si, kde se takova vlastnost odrazi v dikazu véty 3.23.

5. U vektori nad komutativnimi skalary, které netvori pole nema smysl pojem
dimenze tak, jak jsme jej definovali, viz. pfedchozi problém, kde napt. Z! = (1).
Proto neméa smysl pFemyslet o 3.24.(1). Pfitom 3.24.(2) ztstava plné v platnosti,
kdyZz zménime podminku |A| # 0 na podminku |A| je invertibilni v K.

4. Systémy linearnich rovnic

4.1. Definice. Linedrni rovnici o n neznamych x4, ... ,x, nad skalary K rozumi-
me rovnici tvaru a1x1 + - - - + a,x,, = b, kde ay,...,a, € K jsou koeficienty, b € K
je absolutni clen.

Je-li ddno m > 1 linearnich rovnic o neznamych x4, ..., z, nad tymiz skalary K,
a;1T1 + -+ @iy, = by ¢ = 1,...,m, hovorime o systému linedrnich rovnic nad
K. Matici

a11 A A1n
A=
adm1 .- Amn

nazyvame matice soustavy. Matici

a11 Ce A1n bl
A =

Amil  -+- Omn  bm

nazyvame rozsirenou matici soustavy.

Resenim soustavy rozumime n-tici (uq,...,u,) € K", kterd po dosazeni z; =
u; zméni rovnice na identity. Pro b = (by,...,by)T, © = (z1,...,2,)7, u =
(U1, ..., un)T tedy feseni x = u prevadi systém linearnich rovnic na rovnost A-u =

vyjadifenou pomoci nasobeni matic.

Soustava je resitelnd, resp. neresitelnd, pokud existuje, resp. neexistuje, alespon
jedno Teseni. Soustava se nazyva wurcend, resp. nedourcend, je-li TeSitelnd a ma
jedno, resp. vice nez jedno, TeSeni.

Dvé soustavy se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji stejné mnoziny reSeni.

4.2. Poznamky. Vyraz A -z = b lze Cist takto: A je matice zobrazeni A: K" —
K™, b € K™. Refenim jsou ty vektory, které se zobrazi na b.

Kazda elementarni radkova transformace vede k ekvivalentni soustaveé. Zejména
nasledujici ipravy neméni feSeni soustavy rovnic:

(1) zadména rovnic
(2) vynasobeni libovolné rovnice prvkem 7 K
(3) pfi¢teni libovolné linedrni kombinace ostatnich rovnic

Naopak, elementarni sloupcové transformace k ekvivalentnim soustavam neve-
dou, protoze se "michaji” proménné mezi sebou (napf. vyménéni sloupcti ma za
nasledek piejmenovani proménnych).
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4.3. Gaussova eliminace. Ekvivalentnimi (fddkovymi) tipravami lze tedy pie-
vést rozSifenou matici A’ soustavy na (fadkovy) schodovity tvar. Soustavu pak jiZ
snadno dofeSime postupnym zpétnym dosazovanim zdola.

Pritom mohou nastat tii rozdilné pripady. Ptredpokliddejme pro jednoduchost,

7e K je pole.

(1) ve ziskaném schodovitém tvaru je v poslednim nenulovém fadku jediny ne-
nulovy prvek a to v poslednim sloupci (absolutni ¢leny). Soustava pak nema
reseni.

(2) ve fazi zpétného dosazovani je v pravé diskutovaném fadku pravé jedna
dosud nespoctend hodnota proménné. Vypocet pak pokracuje spoctenim
této proménné.

(3) ve fazi zpétného dosazovani je v pravé diskutovaném fadku vice ne7 jedna
dosud nespoctena hodnota proménné. V tom piipadé zvolime jednu z téchto
proménnych, ostatni prohlasime za volné proménné. Hodnoty volnych pro-
ménnych chiapeme jako nezavislé parametry a zbyvajici hodnotu vybrané
proménné spocteme v zavislosti na téchto parametrech.

Timto postupem vyftesime po koneéném poctu tkonti libovolny koneény systém
linedrnich rovnic nad polem skalarti. V kazdém kroku zpétného dosazovani pritom
vlastneé fesime jednu linearni rovnici pro jednu proménnou s nenulovym koeficientem
u proménné. Pokud skalary netvori pole, mohou nastat navic komplikace s vypocty
hodnot proménnych zadanych témito rovnicemi v jedné proménné. 't

V dalsim se budeme zabyvat podrobnéjsim popisem TeSitelnosti a vlastnosti sy-

stému linearnich rovnic.

4.4. Frobeniova véta. Necht K je pole. Soustava linearnich rovnic ma reseni
pravé, kdy7 je hodnost matice soustavy rovna hodnosti rozsirené matice soustavy.

Dukaz. Necht je u feSenim soustavy A -x = b, tj. opravdu plati A -u = b. Pak je
b linearni kombinaci sloupcit matice A a odtud plyne h(A") = h(A). Je-li naopak
h(A) = h(A’), pak je b linedrni kombinaci sloupcit v A, ale to je pravé tvrzeni,
7e b= A.(uy,...,u,)T pro vhodné skaldry u;, neboli systém rovnic A -z = b ma
feSeni. [

4.5. Véta. Necht K je pole. Soustava A -z = b, A € Mat,,,(K), je nedourcena
praveé, kdy?7 je fesitelna a pocet neznamych je vétsi nez h(A) a je urcend pravé kdy7
je Tesitelnd a pocet neznamych je roven h(A).

Dtkaz. Hodnost matice soustavy nemitize byt nikdy vétsi nez pocet proménnych,
tj. n. Predpokladejme nejprve h(A) = n. Pak m > n, ale nejvysSe m rovnic (fadki
v A) mize byt linedrné nezavislych. ProtoZe ty zavislé mizeme vynechat, 1ze piimo

predpoklddat, ze m = n = h(A). V tomto piipadé oviem existuje inverze A !
a tedy existuje pravé jedno feSeni uvaZovaného systému, v = A~!-b. Naopak,
jestlize existuje pravé jedno feSeni u soustavy, pak i soustava rovnic A -z = 0

je urcena. Skutecné, pokud by existovalo nenulové feseni v, tj. A-v = 0, pak i
A-(u+v)=A-u+ A-v =0 je dalsim feSenim pivodniho systému. Odtud ale

HMetoda se zda byt numericky zcela trividlni, poéitatova implementace mé viak vézna niskali,
protoZe se obtizné ofettuji mozna déleni velmi malymi &isly. V dusledku toho se obtizné odhaduji
numerické chyby vzniklé pti vypoctu.
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plyne, ze jedinym feSenim systému A - x = 0 je nulovy vektor a tedy sloupce v A
jsou linearné nezavislé. Tim je dokazano druhé tvrzeni.

Zbyva tedy pripad h(A) < n. Vyberme maximélni pocet h(A) linedrné neza-
vislych fadka v A a ostatni (zdvislé) rovnice zapomenime. Provedenim Gaussovy
eliminace jisté ziskime (Ffadkovy) schodovity tvar, kde v nékterém z Fadktu bude
nutno urcit hodnoty nékolika proménnych. Presnéji, pri zpétném dosazovani zis-
kdme pravé n — h(A) volnych proménnych. Dosazenim rtznych hodnot za tyto
volné proménné ziskame rizna teseni, je tedy ptvodni systém nedourceny. Nao-
pak, jestlize existuje vice feSeni daného systému A - x = 0, zvolme dvé rizna FeSeni
u,v € K". Pak ale A.(u —v) =0 a (u—v) # 0, takZe sloupce v A jsou linearné
zavislé. Odtud jiz plyne h(A) <n. O

.....

systému linedrnich rovnic. Vratime se k této otazce podrobnéji. Nejprve zavedeme
potiebné znaceni.

Linearni rovnice a1x1 + -+ + apT, = b se nazyvad homogenni, jestlize b = 0,
nehomogenni pro b # 0. Soustava A-x = b je homogenni, jestlize vektor absolutnich
¢lent je nulovy, tj. b = 0, a je nehomogenni, je-1i b # 0.

Pro soustavu A - x = b nazyvame ptislusnou homogenni soustavu A -z = 0
zhomogenizovanou soustavou.

4.7. Véta. Necht K je pole. Pro kazdou homogenni soustavu A-x = 0, A €
Mat,,,(K) plati

(1) m4 vzdy nulové reSeni x = 0
(2) mnoZina vsech reSeni je vektorovy podprostor U C K", dimU = n — h(A)
je rovna poctu volnych proménnych.

Diuikaz. Prvni tvrzeni je trividlni — nulovy vektor spliuje A -0 = 0 pro kazdou
matici A. Predpokladejme, Ze u,v € K" jsou dvé feSeni, tj. A-u=A-v =0. Pro
a,beKje

A-(au+bv)=p-A-u+b-A-v=0

a proto je U C K" vektorovy podprostor. VSechny vektory v U jsou zadany volbou
k = n — h(A) hodnot volnych proménnych. Zadanim k-tic volnych proménnych
(1,0,...,0),...,(0,0,...,1) jisté ziskdme linedrné nezavislé generatory podprostoru
vSech feSeni. [

4.8. Definice. Baze podprostoru U C K" vSech feseni homogenni soustavy rovnic
A-x =0, A€ Mat,,,(K), se nazyva fundamentdlni soustava feseni.

4.9. Poznamky. (1) ReSeni soustavy A -z = 0 je vlastné hledani jadra p¥islus-
ného zobrazeni. (Odtud jiz také plyne, Ze FeSeni homogenniho systému vidy tvori
podprostor.) Dimenze jadra se ¢asto nazyva defekt zobrazeni, podobné n — h(A) je
defekt matice A.

(2) Naopak kazdy vektorovy podprostor je jddrem vhodného zobrazeni. Zkon-

struujme jeden takovy systém. Je-li U C K" a (uy,...,u) je baze U, mizeme ji
doplnit na bazi (uy,...,u;,v1,...,0,—;) celého K”. Kazdému x € K" piifadime
jeho n —1 souradnic u prvki (vy,...,v, ;). Tim ziskdme zobrazeni A: K" — Kr—!

jehoz jadrem je pravé podprostor U.
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4.10. Véta. Necht A -z = b je systém linearnich rovnic, A € Mat,,,(K) a K je
pole. Pak plati

(1) soucet libovolného feseni soustavy A -x = 0 a libovolného feseni soustavy
A -x = b je resenim soustavy A-x = b.

(2) rozdil dvou libovolnych rFeseni soustavy A-x = b je feSenim zhomogenizované
soustavy A-x =0

Duakaz. Ovéri se primym vypoctem. [

Nyni uvedeme obecnou metodu vypoctu feseni soustav linedrnich rovnic, ktera
funguje pro vSechny komutativni okruhy skalart.

4.11. Cramerovo pravidlo. Necht je dana soustava linearnich rovnic A -x = b,
A € Mat,, (K) a necht' |A|~! € K existuje. Pak dana soustava m4 pravé jedno reSeni
v = (x1,...,2,)" aplati x; = |A|~1 - |A;|, kde matice A; vznikla z A nahrazenim
t-tého sloupce sloupcem absolutnich c¢lenti.

Dukaz. Protoze |A| je invertibilni skalar, existuje v Mat,,,(K) inverzni matice
A~!. Proto ma soustava pravé jedno feSeni. Toto FeSeni lze navic piimo spoé&ist:

r=A"1-b=|A"" (A" D)

a odtud plyne vztah pro i-tou komponentu vektoru x
~1
v = A1) (Ajib))
J

kde Aj; je prvek v i-tém Fadku a j-tém, sloupci algebraicky adjungované matice
A*. To je ale pravé Laplacetiv rozvoj matice A; podle i-tého sloupce. [

4.12. Poznédmka. Refeni systémil linearnich rovnic pomoci eliminace promén-
nych je jednoduché, bez podstatnych numerickych problémi, jen je tfeba dat pozor
na spravnou volbu volnych proménnych.

vuje vypocet mnoha determinantii. Na druhé strané casto potifebujeme spocist jen
nékolik malo soufadnic feSeni (napt. pii hleddni priniki podprostorii). Navic ma
velky teoreticky vyznam (u7 proto, Ze je to symbolicka formule pro feSeni, se kterou
se da dale pracovat).

Poznamky k premysleni

1. Pro libovolné matice A € Mat,, (K) plati slabsi verze Cramerova pravidla (bez
pozadavku invertibility): Je-li A.p =0 prop € K", pak |A|.p; = 0 v K pro vSechny
komponenty vektoru p. Dokazte! (VSimnéte si, ze A.p = 0 sebou nese linearni
zévislost sloupci.)

2. Vysledky této kapitoly lze rozSitit na tzv. maticové rovnice A.X = B, kde
A € Mat,, (K), B € Mat,,,(K) a feSeni X se hleda v Mat,,,(K).

Zejména plati A.X = B je TeSitelné prave, kdyz hodnost rozsifené matice je rovna

. . . ek s A;
hodnosti matice A, a Cramerovo pravidlo lze formalné psat ve tvaru x;; = | |;1’|J‘.

Sformulujte presné a dokazte!
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5. Geometrie endomorfismti a kanonické tvary

V celé kapitole bude K pole skalarti. Predstavujme si K = R nebo K = C.
Pripomenme, zZe endomorfismem rozumime libovolné linearni zobrazeni V- — V.

5.1. Definice. Necht ¢ : V — V je linearni zobrazeni vektorového prostoru V' do
sebe. Podprostor U C V se nazyva invariantni podprostor (vzhledem k ), jestlize
e(U) CU.

5.2. Definice. Necht Vi, Vo, W C V jsou vektorové podprostory ve vektorovém
prostoru V. Rekneme, ze W je piimym souctem podprostortt Vi a Vi, jestlize
Vi+Ve=WaVinVy,={0}. Pro piimy soucet'? budeme uZivat oznadeni W =
Vi @ V,. Obecnéji, pro libovolny konec¢ny pocet vektorovych podprostori V; C V,
i=1,...,k, spliujicich pro vSechna i V;N (Vi +---+V; 1+ Viy1 +---+ Vi) = {0}
rikame, Ze jejich soucet je primy a piseme VO W =V, & --- ® Vi.

Jsou-li (uy,...,uy,), (v1,...0,) baze Vi, Vs a jejich soucet je piimy, W = Vi @V,
pak (u1,...,Up,v1,...0y) je baze W. Analogicky ziskdme baze piimych soucti
kone¢né mnoha podprostorti.

5.3. Véta. Jsou-li V1,V C V podprostory, dimV < oo, pak V = Vi @ V5 prave,
kdyz VinVa ={0} adimV; +dim Vo, = dim V.

Duikaz. Pokud je V = (V3 UVa), pak dim V; +dim Va = dim V + dim(V; N V). O

Ziejmé také plati, ze V = Vi @& V, prave, kdyz V = Vi + V5 a soucet jejich
dimenzi je roven dimenzi V. Analogické tvrzeni plati pro libovolny kone¢ny po-
¢et podprostori: V = Vi @ --- @ Vg pravé, kdyz V. = Vi + --- 4+ Vi a zaroven
dimVi +---+dimV, = dim V. VSimnéte si také, 7e véta o existenci baze v konec-
nérozmeérnych prostorech tika, ze kazdy vektorovy prostor dimenze m je pfimym
souctem m jednorozmeérnych podprostori.

5.4. Lemma. Necht ¢,v : V — V jsou linearni zobrazeni a necht U C V je
invariantni podprostor vzhledem k o i1). Pak U je invariantni vzhledem k libovolné
linearni kombinaci a- ¢ +b-Y, a,b € K

Dukaz. Prowu € U méame (a-@+b-1)(u) = (a-@)(u)+(b-¢)(u) = a-o(u)+b-1(u) €
Uu. O
5.5. Véta. Necht ¢ : V — V je endomorfismus, dimV = m. Pak plati

(1) Ve V existuje invariantni podprostor dimenze n pravé, kdy7 existuje baze

0 g), s bloky A € Mat,,(K),B €
Mat,, ym—n (K), C € Maty,_p m—n(K).

(2) V. = Vi @ V4 je souctem dvou invariantnich podprostori pravé, kdy7 ma
¢ ve vhodné bazi matici tvaru (61 g), s bloky A € Mat,,(K),C €

Mat,—r, m—n (K).

V., ve které ma ¢ matici tvaru (

12y&tiinou se definuje obecné piimy soudet dvou vektorovych prostortt V, W jako mnozina
V x W spolu s operacemi s¢itani a nasobeni skalary po slozkach. NA&§ pripad pfimého souctu
podprostort s nulovym priinikem pak je (aZ na isomorfismus) specidlnim p¥ipadem.



CAdvl L. VEKTORUOUVE FRUS1TORY A SOUSTAVY LINEARNIOR RKOVINIU

Dukaz. Necht U C V je invariantni podprostor vzhledem k ¢, dimU = n. Zvolme
bazi (u1,...,u,) pro U a doplime ji libovolné na bazi V. Protoze ¢(U) C U, je
matice ¢ v této bazi v pozadovaném tvaru. Naopak, jestlize ma ¢ v néjaké bazi
pozadovany tvar, pak jisté je podprostor dimenze n generovany prvnimi n prvky
této baze invariantni.

Podobné se dokaze i druhé tvrzeni. Jsou-li Vi,V C V invariantni podpros-
tory a Vi N Vo = {0}, Vi + Vo = V, pak existuji baze (uy,...,u,) pro V; a
baze(vy, ..., Vm_n) pro Vo takové, ze (u1,...,Up, V1, .., Vm_yn) je baze V. V této
bazi ma V pozadovany tvar matice. Naopak, ma-li zobrazeni v jisté bazi pozado-
vany blokové diagondlni tvar, pak je V pfimym souctem invariantnich podprostori
generovanych prvnimi n a poslednimi m — n vektory této baze. [

5.6. Definice. O maticich z prvniho tvrzeni predchozi véty tikame, 7e jsou polo-
rozpadlé, matice z druhého tvrzeni jsou rozpadlé. Obecnéji, polorozpadlou matici
rozumime blokové horni trojihelnikovou matici, rozpadlad matice je blokové diago-
nalni.

Jestlize ma zobrazeni ¢: V — V jednorozmérny invariantni podprostor, pak
jeho zizeni k tomuto podprostoru musi byt nasobeni vhodné zvolenym skalarem.
Nase dalsi usili bude smétovat k nalezeni rozkladt na takové podprostory, pod-
minek za kterych existuji, pripadné co lze o zobrazeni Tici, pokud neexistuji. Je
zcela ziejmé, 7e cely prostor V je primym souctem jednorozmérnych invariantnich
podprostorii pravé tehdy, kdyz existuje jeho baze, v niz mé zobrazeni ¢ diagonalni
matici. Vlastnosti vektori takové baze jsou zachyceny v nasledujici definici.

5.7. Definice. Necht ¢ : V — V je linearni zobrazeni. Vlastni vektor zobrazeni
¢ je nenulovy vektor v € V spliujici ¢(v) = a - v pro vhodny skalir a € K
Pfislusny skalar nazyvame wvlastni hodnotou zobrazeni ¢ (piislusny k vlastnimu
vektoru v). Casto se také pro a pouziva nazev vlastni ¢islo zobrazeni ¢, nékdy i
nazev charakteristické cislo.

Nésledujici véta dava (prekvapivé snadny) popis vSech vlastnich hodnot linear-
nich zobrazeni. Zavedme nejprve potiebné znaceni. Pro danou ¢tvercovou matici
A € Mat,, K nazyvame matici A—AFE s volnym parametrem A € K charakteristickou
matici matice A. Determinant |A — AE| € K, [\] chapany jako polynom stupné n
v proménné A nazyvame charakteristicky polynom matice A.

5.8. Véta. Necht ¢: V — V je linearni zobrazeni, A jeho matice v jisté bazi V.
Potom plati:

(1) Vlastni vektory zobrazeni ¢ s vlastni hodnotou a € K vyplni pravé vek-
torovy podprostor Ker(¢ — a - idy) C V, mimo nulovy vektor, a tento
podprostor je invariantni podprostor ve V.

(2) Vlastni hodnoty ¢ jsou pravé koreny charakteristického polymu |A — AE| v
K a tyto nezavisi na volbé baze (a tedy matice zobrazeni ) ve V.

Dukaz. Ovéfime obé tvrzeni zaroven. Necht A, B jsou matice zobrazeni ¢ ve
dvou bézich prostoru V. Je-li p(v) = a-v, v # 0, pak (¢ — a-idy)(v) = 0, tzn.
systém linearnich rovnic s matici A — a - F ma netrividlni TeSeni a tedy je tato
matice singularni, coz je ekvivalentni podmince |A — a - E| = 0. Odtud plyne, Ze
kazda vlastni hodnota je kofenem polynomu |A — A - E| € Kgim v[A]. Je-li naopak
a kotfenem, je prislusnd matice singularni a proto existuje vlastni vektor s vlastni
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hodnotou a. Prostor vSech vlastnich vektori prislusnych k vlastni hodnoté a € K,
doplnény o nulovy vektor, je jadrem zobrazeni (¢ — a - idy) a je to tedy vektorovy
podprostor. (Jeho souradné vyjadieni se ziskd vyFeSenim systému linearnich rovnic
s matici A —a - E.) Jeli p(v) = a-v, pak p(a-v) = a- (a-v), odtud plyne
invariantnost podprostort vlastnich vektor.

Matice A a B zobrazeni ¢ v riznych bazich jsou v relaci A = P~1BP pro
vhodnou invertibilni matici P, plati tedy |[A —X-E|=|P~'-B-P—-X- P 'EP| =
|P~Y(B - X-E)P| = |P|"Y|B- X-E||P| = |B -\ E|, diky komutativité K a
Cauchyové véte. [

5.9. Definice. Necht A € Mat,,(K). Polynom |A—AE| € K,,[\] nazyvame charak-
teristicky polynom matice A. Kofeny tohoto polynomu nazyvame charakteristickd
¢isla matice A, casto také vlastni hodnoty matice A. Je-li A matice zobrazeni ¢ v
jisté bazi, pak |A — AE| nazyvame charakteristicky polynom zobrazeni .

5.10. Dusledek. Protoze je charakteristicky polynom zobrazeni ¢: V. — V ne-
zavisly na volbé baze V, dimV = n, jsou i jeho koeficienty u jednotlivych mocnin
proménné A skalary vyjadiujici vlastnosti zobrazeni ¢. Zejména je snadné vyjadrit
koeficienty u nejvyssich a nejnizsich mocnin:

A-XN-E/=(1D"X" 4+ (D" Yarr+ Fan) A" 44N

Soucet diagondlnich ¢lent matice se nazyva stopa matice, zna¢ime ji TrA, stopa
zobrazeni je definovana jako stopa jeho matice v libovolné bazi.

5.11. Véta. Vlastni vektory linearniho zobrazeni ¢: V — V prislusné riiznym
vlastnim hodnotam jsou linearné nezavisle.

Dukaz. Necht ay,...,a; jsou rizné vlastni hodnoty zobrazeni ¢ a wuq,...,ug
vlastni vektory s témito vlastnimi hodnotami. Diikaz provedeme indukci pres pocet
lineadrné nezavislych vektorti mezi zvolenymi. Predpokladejme, ze uq, ... , u; jsou li-
nearné nezavislé a ;11 = Y, c¢;u; je jejich linearni kombinaci. Alespoii | = 1 lze zvo-

. . p : . “ l
lit, protoze vlastni vektory jsou nenulové. Pak ovSem a1 w41 = Y ,_; Q41 Ci-Uj,
tj.

l

o(ugy1) = ZaHl CCp U = Zci ~o(u;) = Zci Sa - U

=1 =1 =1

v s I < . ,
Odectenim dostavame 0 = ) ., (a1 — a;) - ¢; - u;, viechny rozdily vlastnich hodnot
jsou nenulové a alespon jeden koeficient ¢; je nenulovy. To je spor s predpokladanou
nezavislosti uq, ... ,u;. [

5.12. Dusledek. Jestlize existuje n navzajem riiznych korenii a; charakteristic-
kého polynomu zobrazeni ¢ : V — V,dimV = n, pak existuje rozklad V na primy
soucet vlastnich podprostori dimenze 1. To znamena, Ze existuje baze V sloZzena
vyhradné z vlastnich vektorii a v této bazi ma ¢ diagonalni matici. Prislusnou bazi
(vyjadrenou v souradnicich vzhledem k libovolné zvolené bazi V') obdrzime feSenim
n systémii homogennich linedrnich rovnic o n neznamych s maticemi (A — a; - E),
kde A je matice ¢ ve zvolené bazi.
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5.13. Priklady.

0 0 1
1. o :R* 5 R® smatici A= [ 0 1 0 | vstandardni bazi.
1 0 0
—A 0 1
A-XAE|=[0 1-X 0 | =-2+A+x-1,
1 0 —A

s kofeny A1 2 = 1, A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou A = 1:

—1
0
1

o o O

1
0 ~ 10
-1 0

fundamentalni systém feSeni tohoto sytému rovnic (tj. baze prostoru vlastnich vek-
tort s vlastni hodnotou A = 1) je

u1:(0,1,0), ’LLQZ(LO,I).

Podobné pro A = —1 dostavame
1 0 1 1 0 1
0 2 0|~|0 2 0] =u3=(-1,0,1).
1 0 1 0 0 0

V béazi uy,us,us (vSimnéte si, Ze ug musi byt linedrné nezavisly na zbylych
dvou diky ptedchozi vété a uy, ug vysly jako dvé nezavisla feSeni) ma ¢ diagonélni

1 0 O
matici | 0 1 0 |. Cely prostor R? je piimym souétem vlastnich podprostorti,
0 0 —1

R = Vi@ V,, dimVp = 2, dimV, = 1. Tento rozklad je din jednoznacné a
vypovida mnoho o geometrickych vlastnostech zobrazeni ¢. Vlastni podprostor V;
je navic pfimym souctem jednorozmeérnych vlastnich podprostorii, které lze vSak
zvolit mnoha riznymi zpusoby (tento rozklad nema tedy jiz Zadny ”invariantni”
vyznam).

2. Zvolme zobrazeni p: R? — R? dané ve standardni bazi matici (? 01>,
tj. otoceni roviny o 7/2 v kladném sméru. P¥islusny charakteristicky polynom je
A2 4 1, nemé tedy Zadné realné kofeny. Proto neexistuji zadné vlastni vektory.

Pokud ov§em uvazujeme zobrazeni ¢: C? — C? dané stejnou matici, pak ve
vektorovém prostoru C? nad C najdeme vlastni vektory piislu§né dvéma vlastnim
hodnotdm A; = 4, Ay = —4, a cely prostor C? je pfimym souctem dvou jednoroz-
mérnych podprostort vlastnich vektori.

3. Uvazme linedrni zobrazeni ¢: Ry[z] — Ry[z] definované derivovanim po-
lynomt, tj. (1) = 0, ¢(x) = 1, ¢(2?) = 22 a ¢ ma v standardni bazi matici
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0 1 0
A= |0 0 2]|. Charakteristicky polynom |A — X - E| = —\3, existuje tedy
0 0 O
pouze jedina vlastni hodnota, A = 0. Spoc¢téme vlastni vektory:
0 1 0 0 1 0
0 0 2]~10 0 1
0 0 0 0 0 O

Prostor vlastnich vektori je tedy jednorozmérny, generovany konstantnim polyno-
mem 1.

5.14. Definice. Spektrum linedrniho zobrazeni @: V — V je posloupnost kotfent
charakteristického polynomu zobrazeni ¢, véetné nasobnosti. Algebraickou ndsob-
nosti vlastni hodnoty rozumime jeji nasobnost jako kotenu charakteristického poly-
nomu, geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty je dimenze ptislusného podprostoru
vlastnich vektorti.

5.15. Definice. Linearni zobrazeni ¢: V — V se nazyva nilpotentni, jestlize
existuje celé &islo & > 1 takové, Ze iterované zobrazeni ¢* je identicky nulové.
Nejmensi ¢islo £ s touto vlastnosti se nazyva stupném nilpotentnosti zobrazeni .

p: V. — V se nazyva cyklické, jestlize existuje baze uq, ..., u, prostoru V takova,
7e p(u1) = 0 a o(u;) = u; 1 pro vSechna i = 2,... . n. Jinymi slovy, matice ¢ v
0 1 0

této béazi je tvaru | 0 0 1

Poznamka. Je-li ¢(v) = a v, pak pro kazdé prirozené k oF(v) = a* - v. Zejména

tedy muze spektrum nilpotentniho zobrazeni obsahovat pouze nulovy skalar (a ten
tam vzdy je).

Piimo 7 definice plyne, 7e kazdé cyklické zobrazeni je nilpotentni, navic je jeho
stupen nilpotentnosti roven dimenzi prostoru V. Operator derivovani na polyno-
mech definovany v predchozim prikladu je prikladem cyklického zobrazeni.

Na prikladech jsme vidéli, ze vlastni podprostory popisuji dostatecné geometrické
vlastnosti jen nékterych linearnich zobrazeni. Zavedeme nyni jemnéjsi nastroj, tzv.
kotenové podprostory.'3

5.16. Definice. Nenulovy vektor u € V se nazyva korenovym vektorem linedrniho
zobrazeni ¢ : V. — V| jestliZe existuje a € K a celé ¢islo k& > 0 takové, 7e (¢ — a -
idy)¥(u) = 0, tj. k-t4 iterace uvedeného zobrazeni zobrazuje u na nulu. MnoZinu
vSech kotenovych vektort prislusnych k pevnému skaldru A doplnénou o nulovy
vektor nazyvame korenovym prostorem piisluSnym ke skalaru A € K, znac¢ime R.

Je-li u kotfenovy vektor a k 7 definice je vybrdno nejmensi mo’né, pak (¢ — a -
idy)*~1(u) je vlastni vektor s vlastni hodnotou a. Je tedy Ry = {0} pro vSechny
skalary A, které nelezi ve spektru zobrazeni ¢.

13Kofenové prostory jsou zajimavé a diilezité samy o sob&, nam ted poslouzi na cesté k tzv.

vvvvv

abstrakci faktorovych prostort, doporucuji zatim preskocit az k definici 5.26, precist formulaci vét
o kanonickém tvaru a pokracovat az pristi kapitolou. Pfijde tim ovSem o obzvlast pékné vysledky.
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5.17. Lemma. Necht ¢: V — V je linearni zobrazeni. Plati

(1) Pro kazdé X € K je Ry C V vektorovy podprostor.

(2) Pro kazdé A\, u € K je Ry invariantni vzhledem k linedrnimu zobrazeni
(¢ — p-idy), zejména tedy je Ry invariantni vzhledem k .

(3) Je-li p # A, pak (¢ — p-idy )|», Jje invertibilni.

(4) Zobrazeni (¢ — X -idy)|r, je nilpotentni.

Dukaz. (1) Ovéfeni vlastnosti vektorového podprostoru ponechdvam ¢tenari.
(2) Pfedpoklddejme, Ze (¢ — A-idy)¥(u) = 0 a uvazme v = (¢ — p-idy)(u). Pak

(o = A-idv)f(v) = (9 — A-idv)*((p — A-idv) + (A — p) - idy)(u)

= (@ — A-idy) " (w) + (A — p) - (@ — X-idy)*(u)
=0

(3) Je-li u € Ker(p — p-idy)|=, , pak

(p—A-idy)(u) = (g —p-idv)(u) + (p—=A) - u= (p—A) - u

Odtud 0 = (¢ — A -idy)*¥(u) = (g — A)* - u a je tedy nutné u = 0 pro A # p.

(4) Zvolme bazi eq, ... , e, podprostoru Ry. Protoze podle definice existuji ¢isla
ki takovd, 7e (¢ — X -idy)*i(e;) = 0, je nutnd celé zobrazeni (¢ — A - idy)|r,
nilpotentni. [

Nagim dalsim cilem je ukazat, 7e dimenze korenovych prostort je vzdy rovna
algebraické nasobnosti prislusnych vlastnich ¢isel. Nejprve vSak zavedeme Sikovné
technické nastroje.

5.18. Definice. Necht U C V je vektorovy podprostor. Na mnoziné vSech vektoru
ve V definujeme ekvivalenci takto: vy ~ vy pravé tehdy, kdyz vy — ve € U. (Ovéite
si axiomy ekvivalence!). Mnozina V/U t¥id této ekvivalence, spolu s operacemi
definovanymi pomoci reprezentanti, tj. [v] + [w] = [v + w], a - [u] = [a - u], tvoii
vektorovy prostor, ktery nazyvame faktorovy vektorovy prostor prostoru V podle
podprostoru U. (Ovéfte si korektnost definice operaci a platnost vSech axiomi
vektorového prostoru!)

T¥idy (vektory) ve faktorovém prostoru V/U budeme ¢asto oznacovat jako for-
malni soucet jednoho reprezentanta se vSemi vektory podprostoru U, napt. u+U €
V/U, u € V. Nulovy vektor ve V/U je pravé tfida 0+ U, tj. vektor u € V repre-
zentuje nulovy vektor ve V/U pravé, kdyz je u € U.

Jako jednoduché piiklady si rozmyslete V/{0} = V, V/V = {0} a faktorovy
prostor roviny R? podle libovolného jednorozmérného podprostoru (kazdy jedno-
rozmérny podprostor U C R? je piimka prochazejici po¢atkem, tiidy ekvivalence
jsou rovnobézky s touto piimkou).

5.19. Lemma. Necht U C V je vektorovy podprostor a uq, ... ,u, je takova baze
V, Ze uy, ... ,uy je baze U. Pak dimV/U =n — k a ugy1 + U, ..., u, + U je baze
V/U.

Dukaz. Protoze V = (uy,...,uy), je i V/U = (uy + U,...,u, + U). Pfitom
ale je prvnich k generatort nulovych, takze je V/U = (ugy1 + U, ..., u, + U).



Xk

k%

*k

9. LEOUMBEILRIE EINDOMORFIOMU A KANUONIUKE 1T'VARY

Predpokladejme, 7ze ag41 - (g1 +U) + -+ ap - (U + U) = (@41 - U1 + -+ +
ap - up) + U = 0 € V/U. To je ale ekvivalentni p¥islusnosti linearni kombinace
vektorl ugy1, ... ,u, do podprostoru U. Protoze U je generovano zbylymi vektory,
je nutné tato kombinace nulova, tj. vSechny koeficienty a; jsou nulové. [

5.20. Véta. Necht U C V je invariantni podprostor vzhledem k linearnimu zob-
razeni ¢ : V. — V a necht uy,... ,u, je takova baze V, Ze prvnich k vektorii této

B C ,
0 D)' Plati

(1) Zobrazeni ¢ indukuje linedrni zobrazeni oy : V/U = V/U, oy ,u(v+U) =
©(v) + U s matici D v indukované bazi ugy1 + U, ..., u, +U na V/U.
(2) Charakteristicky polynom ¢y déli charakteristicky polynom .

baze je bazi U. V této bazi ma ¢ polorozpadlou matici A = (

Dukaz. Matice ¢ ve zvolené bazi je polorozpadla, viz. 5.5. Pro v,w € V, u € U,
a € K mame p(v+u) € p(v) + U (protoze U je invariantni), (¢(v) + U) + (¢(w) +
U)=vpv+w)+Uaa- (o) +U) =0a-pw)+U = ¢(a-v)+ U (protoze ¢
je linearni), je tedy zobrazeni ¢y, dobfe definované a linedrni. Navic je pifmo
7 definice matice zobrazeni patrné, 7Ze matice ¢y, v indukované bazi na V/U je
pravé matice D (pii pocitani obrazi bazovych prvkia ndm koeficienty z matice C
piispivaji pouze do tiidy U). Charakteristicky polynom indukovaného zobrazeni
@vu je tedy |[D — X- E|, zatimco charakteristicky polynom pitivodniho zobrazeni ¢

je|[A-=X-E|=|B=X-E||D-X-E|. O

5.21. Ddusledek. Necht V' je vektorovy prostor nad K dimenze n a necht ¢ :
V' — V je linearni zobrazeni, jehoZ spektrum obsahuje n prvkii (tj. vSechny ko-
reny charakteristického polynomu lezi v K). Pak existuje posloupnost invariant-
nich podprostorid {0} =V, C V3 C --- C V, =V s dimenzemi dimV; = i. V bazi
Uy, ..., U, prostoru V takové, ze V; = (uq,...,u;), ma ¢ horni trojiithelnikovou
)\1 . *
matici: ... i |, kde A,... .\, je posloupnost prvki spektra.
0 ... A

Dukaz. Konstrukci podprostorti V; provedeme induktivné. Necht Aq,... ., A, jsou
prvky ve spektru zobrazeni ¢, tzn. charakteristicky polynom zobrazeni ¢ je tvaru
(A=X1) ..o (A= An). Zvolme Vg = {0}, Vi = (u1), kde uq je libovolny vlastni
vektor s vlastni hodnotou A;. Podle predeslé véty je charakteristicky polynom
zobrazeni @y vy, tvaru (A—Az)-...- (A—A,). Predpokladejme, Ze jsme jiz sestrojili
linedrné nezavislé vektory uq,...,u a invariantni podprostory V; = (uq, ..., u;),
i =1,...,k < n, takové, ze charakteristicky polynom ¢y /v, je tvaru (A — Agy1) -
oo (A=An) ap(u;) € (A -u; + V1) pro viechna i =1,... k.

Zejména tedy existuje vlastni vektor ug1 + Vi € V/Vj, zobrazeni oy v, s vlastni
hodnotou Ag41. Uvazme nyni prostor Vii1 = (u1,...,ugs1). Kdyby byl vek-
tor ug4q linedrni kombinaci vektord uy, ... , ux, znamenalo by to, 7e ug11 + Vi je
nulova tiida v V/Vj, to ale neni mozné. Je proto dim Vi1 = k + 1. Zbyva stu-
dovat indukované zobrazeni @y v, . Charakteristicky polynom tohoto zobrazeni
je stupné n — k — 1 a déli charakteristicky polynom zobrazeni ¢. Pfitom doplné-
nim vektor uy, ... ,ugs+1 do baze V dostaneme polorozpadlou matici zobrazeni ¢
s horni trojihelnikovou submatici B v hornim levém rohu, jejiz diagonalni prvky
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jsou prave skalary Aqi, ..., Agy1. Proto maji kofeny charakteristického polynomu
indukovaného zobrazeni pozadované vlastnosti. [

5.22. Poznamky. Pokud existuje rozklad celého prostoru V na pfimy soucet
vlastnich podprostorii, existuje baze z vlastnich podprostort a predchozi véta vlast-
né nerikd vibec nic zajimavého. Jeji sila ovSem spociva v tom, Ze jedinym jejim
predpokladem je existence dim V' kofenii charakteristického polynomu (véetné na-
sobnosti). To je ovSem zaruceno, je-li pole K algebraicky uzaviené, napt. pro kom-
plexni ¢isla C. Piimym disledkem pak jsou zajimava tvrzeni o determinantu a
stopé zobrazeni: jsou vzdy soucinem, resp. souc¢tem prvkii ve spektru.

Tuto skutec¢nost miizeme pouzit i pro vSechny readlné matice. Miizeme je totiz
vzdy povazovat za komplexni, spocitat potfebné, a protoZze determinant i stopa
jsou algebraické vyrazy v prvcich matice, vysledkem budou pravé hledané realné
hodnoty.

5.23. Véta. Necht ¢: V — V je linearni. Soucet korenovych prostorii

R>\17 ceey RAk
prislusnych riznym vlastnim hodnotam Ay, ..., g je primy. Navic je pro kazdou
vlastni hodnotu A dimenze podprostoru R rovna jeji algebraické nasobnosti.

Dtkaz. Ditikaz provedeme indukci pres pocet k kotenovych prostori. Predpokla-
dejme, 7e tvrzeni vzdy plati pro méné nez k prostorti a 7e pro vektory u; €
Ry« ug € R, plati ug +-+-+uy = 0. Pro vhodné j pak (¢ — Ay -idy )7 (ug) = 0
a zérovei jsou y; = (¢ — Ay - idy )7 (u;) nenulové vektory v Ry, i = 1,..., k — 1,

pokud wu; jsou nenulové, viz. predchozi véta. Pritom ale

k

Y+ Y1 = Z((p — Ak -idv)j(ui) =0
=1

a tedy podle indukéniho predpokladu jsou vSechny y; nulové. Pak ovSem i ug = 0
a linearni nezavislost je dokazana.

Zbyva ukazat, ze dimenze kazdého kotfenového prostoru Ry je rovna algebraické
nasobnosti kotfenu A charakteristického polynomu. Necht tedy je A vlastni hodnota
@, oznafme @ zuzeni p|r, a : V/Rx — V/Rx necht je zobrazeni indukované ¢
na faktorovém prostoru. Predpokladejme, Ze dimenze R, je mensi nez nasobnost
kofenu A charakteristického polynomu. Podle véty 5.20 to znamena, ze A je i
vlastni hodnotou zobrazeni ¢). Necht (v + Ry) € V/R, je pfislusny vlastni vektor,
tj. ¥(v + Rx) = A+ (v + Ry) coz podle definice znaci v ¢ Ry a ¢(v) = A-v+w
pro vhodné w € Ry. Mame tedy w = (¢ — A - idy)(v) a (¢ — A - idy)? (w) = 0 pro
vhodné j. Celkem tedy (¢ — A -idy)?T1(v) = 0 coZ je ve sporu s volbou v ¢ Rj.
Tim jsme dokazali, Ze dimenze R je rovna nasobnosti kofene A charakteristického
polynomu ¢. [

5.24. Dusledek. Pro kazdé linedrni zobrazeni ¢ : V — V| jehoZ celé spektrum je
vK, jeV =Ry & --® Ry, primym souctem korenovych podprostori. Zvolime-li
vhodné baze téchto podprostorii, pak ¢ ma v této bazi blokové diagonalni tvar s
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hornimi trojithelnikovymi maticemi v blocich a vlastnimi hodnotami \; na diago-
nale.

Nyni jiz mame skoro vSe pripraveno pro diskusi kanonickych tvart matic. Zbyva
jen vyjasnit vztah mezi cyklickymi a nilpotentnimi zobrazenimi a poskladat dohro-
mady jiz pripravené vysledky.

5.25. Véta. Necht ¢: V — V je nilpotentni linearni zobrazeni. Pak existuje
rozklad V' na primy soucet podprostori V.=V & --- & Vj, takovych, Ze zizeni ¢
na kterykoliv z nich je cyklickeé.

Diukaz. Ovéreni je docela jednoduché a spociva v konstrukcei takové baze prostoru
V', 7e akce zobrazeni ¢ na bazovych vektorech ptimo ukazuje rozklad na cyklickéa
zobrazeni. Postup bude ale ponékud zdlouhavy.
Necht % je stupen nilpotentnosti zobrazeni ¢ a oznacme P; = Im(¢?), i =
0,...,k, tzn.
{O}ZPkCPk,1C"'CP1CP0:V

Vyberme libovolnou bazi e’f_l, . ’;k L prostoru Pj_1, kde p,_1 > 0 je dimenze

Py_1. 7 definice plyne, Ze P,_; C Kergo tj. vzdy go(e7 h=o.
Predpoklad({]me ze Py,_1 # V. Protoze P,_1 = go(P _9), nutné existuji v Py_o
vektory 67' 2 j=1,..., pr_1, takové, Ze go( h=2y — PI; . Pfedpokliddejme

Lt b P by, eb? =0

k—1
1€y +"'+a'pk 1 p Pr—1

k—
Aplikaci zobrazeni ¢ na tuto linearni kombinaci ziskame byef ™' 4. +b,, ef-l =
0, proto jsou vSechny b; = 0. Pak ale i a; = 0, protoZe se jedna o komb1nac1 bazo—
vych vektorid. Celkem jsme tedy ovérili linearni nezavislost vSech 2p;_ 1 zvolenych
vektori. Doplime je do baze

k—1 k—1

M €1 yeees €
ek 2 ek72 ek—Z ek72
T s PP 1) "pr—1+10 0 Tpg o

prostoru Pj_». Navic jsou obrazy pridanych bazovych prvki v P,_;, nutné tedy
k—1 k—1

museji byt linedrnimi kombmaceml bazovych prvkiiey ~, ..., e; "~ . MiiZeme proto
—2 k—2 k 2 k—2 . 4
zameénit zvolené vektory e 115 €y, Vektory e; (p( ;7). Tim docilime,

7e doplnéné vektory do ba7e Py, o patii do jadra 70bra7en1 . Predpokladejme to
pfimo o zvolené bazi (1).

Predpokladejme dale, ze jiz mame sestrojenu bazi podprostoru Py_, takovou, ze
ji mtzeme poskladat do schématu

k—1 k—1
N
ek72 k—2 k—2 ek72
1 > Pr—1’ "Pr—1+12" " "pr 2
k-3 k—3 k-3 k—3 k-3 k—3
(2) €1 o Cp 0 Cpp a1 Epp 0 Epp_p1r 0 Epy g
k—¢ k—¢ k—¢ k—¢ k—¢ k—¢ k—¢
€1 o Cpp i Cp 1 Cp o Epp a1 Epp g Epp
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kde hodnota zobrazeni ¢ na libovolném bazovém vektoru se nachazi nad nim, nebo
je nulova, pokud nad zvolenym vektorem baze jiz nic neni. Pokud je P, # V', opét

musi existovat vektory e’f_é_l, cen, elgk_fl_l, které se zobrazuji na e'f_e, ..,e’;k_i a
o\ . . ¢ ¥ > k—0—1 k—0—1 e
miuzeme je doplnit do baze Px_;_1, feknéme vektory e P Pritom

postupnym odecitanim hodnot iteraci zobrazeni ¢ na téchto vektorech dosdhneme
opét toho, ze doplnéné vektory do baze P,_,_1 budou lezet v jadru ¢ a analogicky
jako vySe ovérime, ze skutecné dostaneme béazi Pr_p_1.

Po k krocich ziskdme bazi celého V', kterd ma vlastnosti uvedené pro bazi (2)
prostoru Pj_,. Jednotlivé sloupce vysledného schématu pak generuji hledané pod-
prostory V; a navic jsme piimo nasli baze téchto podprostort ukazujici, ze prislusna
zuzeni @ jsou cyklickd zobrazeni. [

5.26. Definice. Matice Ji(A) € Maty(K), A € K, tvaru

A1 0 ... O
0O X 1 ... 0
J=10 0 X ... 0
0 0 0 ... A

se nazyva Jordaniuv blok fadu k piisluSny vlastni hodnoté .
O matici J tikdme, 7ze je v Jordanové kanonickém tvaru, je-li blokové diagonalni
s Jordanovymi bloky na diagonéle.

5.27. Véta (o Jordanové kanonickém tvaru). Necht zobrazeni ¢: V — V ma
celé spektrum v K. Pak existuje baze V', ve které ma ¢ matici J v Jordanové kano-
nickém tvaru. Tato matice je navic urcena jednoznacné, az na poradi Jordanovych
blokii na diagonale.

Ekvivalentné lze tuto vétu zformulovat takto:

5.28. Véta (o Jordanové kanonickém tvaru). Necht A € Mat, (K) md n
korenti charakteristického polynomu (véetné nasobnosti). Pak existuje invertibilni
matice P takova, ze J = P 1AP je v Jordanové kanonickém tvaru. Matice J je
pritom urcena jednoznacné az na poradi Jordanovych blokii na diagonale.

5.29. Dusledek. Necht K je algebraicky uzaviené pole (tj. kazdy nekonstantni
polynom nad K ma koren). Pak dvé matice A, B € Mat,,(K) jsou maticemi téhoz
zobrazeni V. — V n-rozmérného vektorového prostoru nad K praveé, kdyz jsou
podobné se stejnym Jordanovym kanonickym tvarem .J.

Dukaz vét 5.27 a 5.28. Necht Aq,...,Ax jsou vSechny rtizné vlastni hodnoty
zobrazeni ¢. Z predpokladii véty 5.27 plyne, ze V = R, ®- - -®R, . Zobrazeni p; =
(p|r, — Ai-idg, ) jsou nilpotentni a proto je podle véty 5.25 kazdy z kofenovych
prostérﬁ primym Souctem

Ry, =Pix, @@ Pj, 5,

prostori na nichz je z0zeni zobrazeni ¢ — A; - idy cyklické. Matice téchto zizenych
zobrazeni na P, ; jsou Jordanovy bloky pfislusné k nulové vlastni hodnoté, zzené
zobrazeni ¢|p_ . ma proto za matici Jordaniv blok s vlastni hodnotou A;.
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7 dtikazu prvni véty zbyva dokéazat tvrzeni o jednoznacnosti. Protoze diagonalni
hodnoty A; jsou dany jako koteny charakteristického polynomu, je jejich jednoznac-
nost zrejma. Vyjadiime rozméry jednotlivych Jordanovych blokt prostirednictvim
hodnosti 74 (A;) zobrazeni (¢ — A; - idy)¥. Tim bude jasné, Ze aZ na pofadi jsou
bloky jednoznacné urceny. Naopak, prehozeni blokil odpovida precislovani vektort
baze, 1ze je tedy ziskat v libovolném potradi.

Je-1i ¢ cyklicky operator na n-rozmérném prostoru, pak defekt iterovaného zob-
razeni ¢¥* je k pro 0 < k < n a je n pro viechna k > n. Odtud plyne, Ze pokud
matice J zobrazeni ¢ obsahuje di(\) Jordanovych bloki fadu & s vlastni hodnotou
A, pak defekt matice (J — X - E)* je

di(A) + 2da(A) + .. Adg(N) + Ldpir(N) + ...

Odtud spocitame

n—re(A) =di(A) +2da(A) + -+ -+ Ldp(X) + Ldpyp1(N) + ...
de(A) = 1r—1(A) = 2r5(A) + Tr41(A)

(kde posledni fadek vznikne kombinaci pFedchoziho pro hodnoty £ = k—1,k, k+1).

Véta 5.28 plyne okamzité z predchozi, jestlize misto matice A budeme uvazovat
ji urcené zobrazeni K” — K"”. Naopak, z platnosti této véty o maticich plyne ihned
predchozi tvrzeni o zobrazenich, viz. 2.26. [

5.30. Poznamka. Diikaz véty o existenci Jordanova kanonického tvaru byl sice
konstruktivni, nedava nam ale opravdu Sikovny algoritmicky postup pro jejich hle-
déni. V dodatku 12 bude podéana algebraickd metoda podobna Gaussové eliminaci,
ktera pro danou matici najde jeji kanonicky tvar. Nyni shrneme jiz odvozeny postup
explicitniho vypoctu baze, v niz ma dané zobrazeni ¢: V — V matici v kanonickém
Jordanové tvaru.

(1) Najdeme kotfeny charakteristického polynomu.

(2) Jestlize jich je méné nez n = dimV, vletné nasobnosti, kanonicky tvar
neexistuje.

(3) Je-li n linearné nezavislych vlastnich vektort, ziskdme béazi V' z vlastnich
vektorti a v ni ma ¢ diagonalni matici.

(4) Necht A je vlastni hodnota s geometrickou nasobnosti mensi nez algebra-
ickou a wy,...,vr necht jsou prislusné vlastni vektory. To by mély byt
vektory na hornim okraji schématu z dikazu véty 5.25, je ovSem nutné
najit vhodnou bazi aplikacemi iteraci ¢ — A - idy. Zaroven pritom zjistime
ve kterém radku se vektory nachazeji a najdeme linedrné nezavisla reSeni
w; rovnic (¢ — Aid)(z) = v; z Fadki pod nimi. Postup opakujeme iterativné
(tj. pro w; atd.). Najdeme tak "Fetizky” béazovych vektoru zadavajicich
podprostory, kde ¢ — Aid je cyklické.

Postup je prakticky pro matice, kde nasobnosti vlastnich hodnot jsou malé, nebo
aspon diskutované stupné nilpotentnosti jsou malé. Napf. pro matici

A:

S O N
o N O

1
1
2
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dostaneme dvourozmérny podprostor vlastnich vektoru ((1,0,0),(0,1,0)). Potfe-
bujeme proto najit feseni rovnic (A — 2E)x = (a,b,0)T pro vhodné konstanty a, b.
Tento systém je ovSem fteSitelny pouze pro a = b a jedno z moznych TeSeni je
v=(0,0,1), a = b= 1. Cela hledana baze pak je (1,1,0), (0,0,1), (1,0,0). VSim-
néme si, ze jsme meéli spoustu voleb a bazi s pozadovanymi vlastnostmi je tedy
mnoho.

Problémy k premysleni

1. Ukazte, ze primy soucet V = Vi & V5 ma nasledujici vlastnosti:

a) Existuji vlozeni i;: Vi — V,ig: Vo — V, vy = (v1,0), va — (0,v2) takova,
ze pro kazda dveé linedrni zobrazeni f: Vi — W, g: Vo, — W existuje pravé jedno
linearni zobrazeni h: V' — W spliwjici hoiy = f, hoiy = g. (Kategoridlni vlastnost
souctu).

b) Existuji projekce j1: V. — Vi, jo: V. = Vo, (v1,v2) — vy, (v1,02) — vy
takova, ze pro kazda dvé linearni zobrazeni f: W — Vi, g: W — V5 existuje prave
jedno linearni zobrazeni h: W — V spliujici j; o h = f, jo o h = g. (Kategoridlni
vlastnost soucinu).

Namalujte si diagramy! Sformulujte a dokazte podobné tvrzeni pro obecné ko-

necné pirimé soucty.
2. Ukazte, 7e pro kazdé linearni zobrazeni ¢: V. — W je na faktorovém prostoru
V/(kery) indukovano injektivni zobrazeni ¢: V/(kerp) — W a tedy je V/(keryp)
isomorfni obrazu Imyp C W.

Dale miizeme symbolicky psat

0 ——— keryp Ly Y W/(Imp) —— 0

kde ¢ je vloZeni, j je projekce u — [u]. P¥itom kazda dvé po sobé jdouci zobrazeni
maji tu vlastnost, 7e jadro druhého je rovno obrazu prvého. Jde o piiklad tzv.
exaktni posloupnosti.

3. Uvédomte si, 7e ivahy v odstavcich 5.7 5.12 jsou platné i pro kone¢néa pole, napt.
Z4. Ptitom se miize snadno stat, ze vSechny prvky pole K jsou vlastni hodnoty.
Napi. polynom A? + A je nulovy pro oba prvky v Z,. Najdéte pFislusnou matici a
vse promyslete!

4. Necht T: V — V je linearni zobrazeni a plati
T(ul) = U2, T(’LLQ) = Usz,..., T(uk) =0
pro nenulové vektory uy,...,ug. Pak uq, ..., u; jsou linedrné nezavislé. Dokazte!

5. Pro kazdy okruh R miZeme uvaZovat polynomy R[A] v proménné \. Zejména
mizeme hovofit o hodnoté polynomu f(\) nad skalary K v matici A € Mat,, (K).
(Vyuzije se vnoreni K — Mat, (K), a — aFE.) UkaZte, pro kazdou invertibilni
matici P je f(A) = f(P 1AP), miizeme tedy také hovofit o hodnoté polynomu v

zobrazeni ¢: V — V. P¥itom f(p): V — V je opét linedrni.14

14y{ce o0 tom v dodatku 12



Cast I1.
Prostory se skalarnim
souc¢inem a analyticka geometrie

6. Afinni prostory

Nyni se budeme zabyvat jednoduchymi aplikacemi predchozi teorie v analytické
geometrii. Presnéji feceno, budeme diskutovat axiomaticky zalozeny vyklad rovinné
a prostorové geometrie, zatim bez pojmu velikosti. K tzv. metrickym tloham se
vratime pozdéji.

V celé kapitole budeme pro nazornost pracovat pouze nad redlnymi skalary K =
R. Vyklad bude (jako obvykle) strucny, velice podrobné je cela tématika zpracovana
ve skriptech [P. Hordk, J. JanySka, Analyticka geometrie, MU 1997]. Pro komplexni
skalary skoro vSe funguje naprosto analogicky (a% na pojmy jako pomér, orientace,
atd.).

6.1. Definice. Standardnim n-rozmérnym afinnim prostorem A, se zamérenim
V = R” rozumime mnozinu P = R” spolu se zobrazenim P x V — P danym
(A,v) = ((pl, ce s Dn), (V1,1 ,1)n)) = A4+v=(p1+v1,...,Pp+ Vn)-

Vsimnéme si, ze plati

(1) A+ 0= A pro vSechny body A € P a nulovy vektor 0 € V

(2) A+ (v+w) = (A+v)+ w pro viechny vektory v,w € V, A€ P

(3) pro kazdé dva body A, B € P existuje pravé jeden vektor v € P takovy, 7e
A+ v = B. Znacime jej AB nebo B — A.

Bézné budeme uzivat znaceni A € A, misto A € P, tj. nerozlisujeme mezi afinnim
prostorem a jeho nosnou mnozinou.

Privlastek standardni jsme uzili, protoze ve forméalnim axiomatickém pristupu
k analytické geometrii lze pracovat s libovolnym vektorovym prostorem V nad
libovolnymi skalary K a definice afinniho prostoru se zaméfenim V pak obsahuje
pravé predchozi tii vlastnosti jako axiomy.

6.2. Definice. Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime mnoZinu bodi
P, spolu se zobrazenim P x V. — P, (A,v) — A + v, splijici 6.1.(1)—(3). Opét
nebudeme zpravidla rozliSovat A a P v oznaceni. Pro libovolny vektor v € V je tak
definovéna translace A — A jako z7ené zobrazeni P ~ P x {v} — P. Dimenzi
afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zaméteni.

V pripadé standardniho afinniho prostoru A,, se zda byt mozna zbytecéné rozliso-
vat mnozinu P od zaméreni V. Pravé to ale je podstatné pro pochopeni geometrie
v R™: Geometrické objekty jako napt. primky, body, roviny, apod., jsou nezavislé
na nami zavadéné vektorové strukture na mnoziné R”, pro praci s nimi byva vSak
technicky uzitec¢né tuto strukturu uvazovat. Navic obecné postupy umozni velmi
lehce diskutovat "rovinnou geometrii” pro dvourozmérné podprostory, tj. roviny,
ve vicerozmérnych prostorech, ”prostorovou” pro t¥irozmérné, atd., aniz bychom
museli pfimo manipulovat k-ticemi souradnic.
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Nejjednodussimi piiklady obecnych afinnich prostort jsou afinni podprostory v
A,, ve smyslu nasledujici definice 6.4.

6.3. 7Z axiomu okamzité plyne pro libovolné body A, B, C v afinnim prostoru A

(1) A-A=0eV
(2) BA=-AB
(3) AB + BC = AC.

Déle si vSimnéme, Ze volba jednoho pevného bodu Ay € A nam urcuje bijekci
mezi V a A. P¥i volbé pevné baze u ve V dostavame tedy pro kazdy bod A € A
jednoznacné vyjadieni

A=Ag+x1u1 + -+ Uy

Hovotime o afinni soustavé souiadnic (Ag;uy, ..., u,) dané pocdtkem afinni sou-
fadné soustavy Ao a bazi zaméfeni u. Hovorime také o afinnim repéru (Ao, w).

Jsou tedy afinni soufadnice bodu A v soustavé (Ap,u) souradnicemi vektoru
A — Ay v bazi u zaméreni V.

6.4. Definice. Neprazdna podmnozina @ C A afinniho prostoru A se zaméfenim
V' se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnozina W = {B - A;A,Be€ Q} CV
vektorovym podprostorem a pro libovolné A € Q, v e W je A+ v € Q.

Pro libovolnou mnozinu bodiu M C A v afinnim prostoru se zamérenim V' defi-
nujeme vektorovy podprostor

Z(M)={{B—-A;B,Ae M})CV.

Zejména je V. = Z(A) a kazdy afinni podprostor Q@ C A splituje sdm axiomy
afinniho prostoru se zaméfenim 7(Q).

Ptimo z definic je zfejmé, Ze prinik libovolné mnoziny afinnich podprostort je
opét afinni podprostor, pokud je neprazdny.

Afinni podprostor (M) v A generovany neprazdnou podmnozinou M C A je
prunikem vsSech afinnich podprostori, které obsahuji vSechny body podmmnoziny
M.

P¥imo 7z definic plyne, 7e pro kterykoliv bod Ay € M je (M) = {Ag + v;v €
Z(M) Cc Z(A)}, tj. vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v zaméfeni generovany
v§emi rozdily bodi z M a ten pak pricteme k libovolnému z nich. Hovorime také o
afinnim obalu mnoziny bodi M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni Z(A) a jeden pevny bod
A € A, pak podmnozina A + U vznikla v§emi moznymi souéty bodu A s vektory v
U je afinni podprostor.

6.5. Priklady.

1. Jednorozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina v8ech bodi redlné pfimky
Aj. Jeji zaméFeni je jednorozmérny vektorovy prostor R (a nosnd mnoZina také
R). Afinni soufadnice dostaneme volbou po¢atku a méfitka (tj. baze ve vektorovém
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prostoru R). VsSechny vlastni afinni podprostory jsou 0-rozmérné, jsou to pravé
vSechny body realné primky R.

2. Dvourozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina vSech bodt prostoru A,
se zaméfenim R?. (Nosnou mnoZinou je R?.) Afinni soufadnice dostaneme volbou
pocatku a dvou nezavislych vektord (smért a méfitek). Vlastni afinni podprostory
jsou pak vSechny body a pi¥imky v roviné (0-rozmérné a l-rozmérné). Primky
pritom jednoznacné zadame jejich jednim bodem a zaméfenim (tzv. parametricky
popis piimky).

3. Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina vSech bodt prostoru As
se zaméfenim R3. Afinni soufadnice dostaneme volbou poéatku a tii nezavislych
vektorit (sméri a méfitek). Vlastni afinni podprostory jsou pak vSechny body,
piimky a roviny (0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmeérné).

6.6. Transformace souradnic. Dvé libovolné zvolené afinni soustavy souradnic
(Ap,u), (Bo,v) se obecné 1isi posunutim pocatku o vektor (By — Ag) a jinou bazi
zaméreni. Transformacni rovnice tedy vycéteme ze vztahu pro obecny bod X € A

X =By +zivi+ -+ 2, v, = By + (Ag — Bo) + T1u1 + - - + Tply.

Ozna¢me y = (y1,-..,yn)" sloupec soufadnic vektoru (Ag — By) v bazi v a M =
(a;;) bud matice vyjadiujici bazi u prostfednictvim baze v. Potom

!
Ty =y tanry+ -+ a1ty

I
Ty, = Yn + an1T1 + o+ ApnTny,

tj. maticové ' =y + Mux.

6.7. Véta. Necht (Ap;u) je afinni souradny systém v n-rozmérném afinnim pro-
storu A. Afinni podprostory dimenze k v A, vyjadrené v danych souradnicich,
jsou pravé mnoziny reseni resitelnych systémii n — k linearné nezavislych linearnich
rovnic v n. proménnych.

Dukaz. Uvazme feSitelny systém n — k linedrné nezavislych rovnic «;(z) = b;,
b; R, i=1,...,n— k. Necht A = (a,...,a,)T € R" je libovolné pevné zvolené
feSeni tohoto (nehomogenniho) systému rovnic a dale necht U C R™ je vektorovy
podprostor vSech feSeni zhomogenizovaného systému «;(z) = 0. Pak dimenze U je k
a podmnozina viech feSeni daného systému je tvaru {B; B = A+ (y1,...,yn) T,y =
(Y1, yyn)T € U} C R, viz. 4.7 a 4.10. P¥islusny afinni podprostor je tim popsan
ve vychozich soufadnicich (Ag;w).

Naopak, uvazme néjaky afinni podprostor Q C A,, a zvolme néjaky jeho bod A
za pocatek afinniho soufadného systému (A, u). Protoze Q = A + Z(Q) a kazdy
vektorovy podprostor dimenze k v n-rozmérném R” je dan jako feSeni homogenniho
systému n — k nezavislych rovnic (viz. 4.9), je popis zvoleného afinniho podprostoru
ve vybraném soufadném systému (Ag; u) dan systémem linearnich rovnic, ktery z jiz
ziskaného homogenniho systému dostaneme prisluSnou transformaci souradnic. []
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6.8. Afinni kombinace bodu. Necht Ag,..., A jsou body v afinnim prostoru
A. Jejich afinni obal ({ Ay, ..., Ax}) miZeme zapsat jako {Ag+t1 (A1 — Ag) +-- -+
tr(Ap—Ag);ty, ..., tr € R} avlibovolnych afinnich soufadnicich (tj. A; je vyjadien
sloupcem skalart) miZzeme tutéz mnoZinu zapsat jako

(Ag, ... Ag) = {toAg + 11 Ay + -+t At e RYF 8 = 1.

Obecné vyrazy tgAg + t1 A1 + -+ - + t Ax s koeficienty spliujicicmi Zf:o t; = 1
rozumime body Ag + Zle t;(A; — Ag) a nazyvame je afinni kombinace bodii.

Afinni podprostor generovany body Ag,...,Ar je tedy roven mnoziné vSech
afinnich kombinaci svych generatort.
Body Ay, ..., A jsou v obecné poloze, jestlize generuji k-rozmény podprostor. Z

definic je vidét, 7e to nastane prave, kdyz pro kterykoliv z nich jsou vektory urcené
rozdily ostatnich od néj linedrné nezavislé.

V&imnéme si také, Ze zadani posloupnosti dim .4 bod v obecné poloze je ekvi-
valentni zadani afinniho repéru.

6.9. Definice. Necht Q = A + Z(Q) je afinni podprostor v A, a (uy,...,ux) je
baze Z(Q) C R™. Pak vyjadieni podprostoru

Q:{A+t1u1+---+tkuk;t1,... ,tkER}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q. Jeho zadani systémem rovnic je
implicitni popis podprostoru Q.

Zadani podprostoru jako mnoziny afinnich kombinaci bodit v obecné poloze je
ekvivalentni parametrickému popisu.

6.10. Priklady standardnich loh.

(1) K podprostoru zadanému implicitné nalézt parametricky popis a naopak:
Nalezenim partikularniho feSseni nehomogenniho systému a fundamentalniho feSeni
zhomogenizovaného systému rovnic ziskdme (v soufadnicich, ve kterych byly rovnice
zadény) pravé hledany parametricky popis. Naopak, zapiSeme-li parametricky popis
v soutradnicich, mizeme volné parametry t,...,t; vyeliminovat a ziskdme prave
rovnice zadavajici dany podprostor implicitné.

(2) Nalézt podprostor (a zadat jej implicitné ¢i parametricky) generovany nékolika
podprostory Qy,..., Qs (obecné riznych dimenzi, napf. v R3 nalézt rovinu danou
bodem a pfimkou, tfemi body apod.):

Vysledny podprostor Q je vzdy urcen jednim pevné zvolenym bodem A; v kazdém
z nich a soucétem vSech zameéfeni. Napft.

Q=A1+ (Z({A1,... , Ap}) + Z(Q1) + -+ Z(Qs)).

Pokud jsou podprostory zadany implicitné, je zapotiebi je nejdiive prevést na pa-
rametricky tvar nebo pouzit dalsi data, viz. napt. 6.15, 6.18.

(3) Nalézt priinik podprostori Qq, ..., Qs:

Pokud jsou zadany v implicitnim tvaru, staci sjednotit vSechny rovnice do jednoho
systému (a vynechat linedrné zavislé). Pokud je vznikly systém nefeSitelny, je pri-
nik prazdny, jinak ziskdme implicitni popis afinniho podprostoru, ktery je hledanym
prinikem.
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Pokud mame dany parametrické tvary, mizeme také hledat primo spolec¢né body
jako teseni vhodnych rovnic, podobné jako pti hledani prinikia vektorovych pod-
prostori. Ziskame tak ptimo opét parametricky popis. Pokud je podprostori vice
nez dva, musime prinik hledat postupné.

Mame-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni implicitné, stac¢i dosadit
parametrizované soutadnice a tesit vysledny systém rovnic.

(4) Nalezeni pficky mimobézek p, ¢ v Az prochazejici danym bodem nebo majici
predem dany smér (tj. zaméfeni):

Prickou rozumime primku, kterd mé neprazdny priinik s obémi mimobézkami. Vy-
sledna pricka r tedy bude jednorozmérnym afinnim podprostorem. Pokud mame za-
dén jeho bod A € r, pak afinni podprostor generovany p a A je bud piimka (A € p)
nebo rovina (A ¢ p). V prvém piipadé mame nekoneéné mnoho feSeni, jedno pro
kazdy bod z ¢, v druhém staci najit prinik B roviny (pU A) s g a r = ({A, B}).
Pokud je prinik prazdny, tloha nemé feSeni, v p¥ipadé Ze ¢ C (p U A), mame opét
nekonecéné mnoho teseni, a pokud je prinik jednoprvkovy, dostavame pravé jedno
feseni.

Méame-li dan smér v € R”, tj. zaméfeni r, pak uvazujeme opét podprostor Q
generovany p a zaméienim Z(p) + (u) C R™. Opét, pokud ¢ C Q, mame neko-
nec¢né mnoho feseni, jinak uvazime prinik Q s ¢ a tlohu dokonc¢ime stejné jako v
predchozim pripadé.

Reseni mnoha dalsich standardnich geometrickych tiloh spo¢iva v pouZivani vyse
uvedenych krokii.

6.11. Orientace. V béznych tlohéch elementarni analytické geometrie ¢asto ho-
vorime o orientovanych primkach, tiseckach, trojthelnicich, atd. V nasem pristupu
zavedeme pojem orientace obecné pro vSechny afinni prostory.

Ve skute¢nosti se jednad o pojem spjaty s vektorovymi prostory. Rekneme, 7e
dvé baze u, v vektorového prostoru V zadavaji stejnou orientaci, jestlize zobrazeni
¢: V. — V zadané vztahy ¢(u;) = v; méa kladny determinant. Piesnéji, orientace
vektorového prostoru V je tifida ekvivalence vSech bazi V', které zadavaji stejnou
orientaci v pfedchozim smyslu (dokaZte si, 7Ze se skuteéné jedné o relaci ekvivalence

napf. tranzitivnost plyne z Cauchyovy véty o determinantu soucinu matic).

Je-li dana orientace V' (tj. t¥ida bazi s maticemi pfechodu s kladnym determi-
nantem), pak fekneme, Ze baze u' je kompatibilni s danou orientaci V', jestlize u’
pat¥i do definujici tf¥idy. P¥imo z definice je jasné (vzpomente Cauchyovu vétu), 7e
pro kazdy vektorovy prostor kladné konecné dimenze existuji prave dvé orientace.

Orientaci afinniho prostoru A rozumime orientaci jeho zaméfeni Z(A).

6.12. Priiklady. Zadani orientace v A; znamend vybér nenulového vektoru v
jeho zaméfeni R, az na métritko. Orientace afinni pfimky je tedy totéz jako volba
jednoho ze dvou jejich prirozenych usporadani. Na orientované primce tedy zejména
miuzeme hovorit o tom, jestli je bod A pfed nebo za bodem B.

V roviné Ay zvolme bézi jejtho zaméfeni R? tak, aby oba vektory baze mély
jednotkovou velikost. (Zména velikosti bazovych vektori vede na diagonalni matici
prechodu s kladnymi hodnotami na diagonale.) Oznaéme si je u; = (cos ¢, sin ),
ug = (cosp,sinp). Matice pFechodu od standardni baze ma tedy tyto vektory ve
sloupcich. Jeji determinant je roven

cos psin ) — cos P sin p = sin(h — ).



a0 CADSL 1. FROUDTORY SE SKALARNIM SOUUINEM A ANALY 1IUKA GHROMELRI1E

Okamzité je tedy vidét, zZe nase baze je kompatibilni s orientaci danou standardni
bazi pravé, kdyz je zachovano potadi jejich vektorid ve smyslu rotace proti hodino-
vym ruckam. Tak byva definovana orientace roviny v elementarnim piistupu.

6.13. Vzajemna poloha podprostori. Dva podprostory @, R v afinnim pro-
storu A jsou rovnobézné, je-li Z(Q) C Z(R) nebo Z(R) C Z(Q); znacime Q || R.
Rekneme, Ze jsou mimobézné, jestlize nejsou rovnobézné (tj. @ )| R) a jejich prinik
je prazdny (tj. RN Q = 0). Zbyvajici moznost (tj. RN Q # 0 a R J Q) urcuje
podprostory riuznobézne.

O vzajemné poloze podprostort Ize dokazat fadu obecnych tvrzeni, uvedme ales-
pon nasledujici

6.14. Lemma. Necht Q je nadrovina v afinnim prostoru A, R C A libovolny
podprostor. Pak bud Q || R nebo jsou tyto podprostory riznobézné. Zejména
kazdé dva mimobézné podprostory maji dimenze nejvyse n — 2, kde n = dim A.

Dukaz. Necht je nadrovina Q déna rovnici a(x) = 0 v jistych afinnich soutadnicich
na A. Tj. vSechny body Q jsou dany rovnici

a(r) =ag+ a1z + -+ apx, = 0.

Pokud R neni rovnobé&Zny podprostor, pak Z(R) obsahuje vektor u ¢ Z(Q). Pro
libovolny bod A € R nyni zkoumejme prinik pfimky p s parametrickym popisem
A+tu s nadrovinou Q. V soutradnicich to znamena dosadit prametricky popis bod
piimky p do rovnice a(x) = 0. Pfitom vznikne linedrni rovnice pro parametr ¢ tvaru
co + c1t =0 s ¢; # 0 (protoZe ¢; bude nulové prave, kdyz u € Z(Q)). Prinikem p
a Q tedy bude vzdy pravé jeden bod. [

Vsimnéme si, 7e z piedchoziho ditkazu je vidét, Ze pokud Q /| R, pak je dim(QnN
R) = dimR — 1.

6.15. Svazky nadrovin. Casto je uZiteéné umét jednoduse manipulovat s mno-
zinami objektli ve specialnich vzajemnych polohach, napt. mnozinou vSech primek
v Ay prochazejicich danym bodem.

Necht R € A, dimA = n, dimR = n — 2. Svazek nadrovin s osou R (také
svazek nadrovin 1. druhu) je mnoZina v8ech nadrovin obsahujicich R. MnoZinu
v8ech nadrovin ze zadanym spoleénym zaméfenim (tj. v8ech rovnobé&Znych nadrovin
k jedné dané) nazyvame svazek nadrovin 2. druhu.

V A, pak hovoiime o svazku primek (1. nebo 2. druhu) Jeho osou, pokud existuje,
je jediny bod R = {S}.

V Aj pak mame svazky rovin a jejich osy jsou primky.

Protoze dvé nadroviny v A, jsou vzdy bud rovnobézné nebo maji (n — 2)-
rozmeérny prunik, kazdé dvé rizné nadroviny Q, R urcuji svazek nadrovin.

6.16. Lemma. Necht a(x) = 0 a B(x) = 0 jsou rovnice dvou riznych nadrovin
v A (v libovolné zvolenych souradnicich). Pak jimi urdeny svazek nadrovin ma
souradné vyjadreni

(1) Ara(z) + Aoff(z) = 0
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pro libovolné dvojice realnych cisel (A1, A2), pro které je (1) po dosazeni stile li-
nearni rovnici v proménnych x+,...,x,.

Dukaz. Necht Q je nadrovina zadand rovnici (1) pro jistou volbu Ay, Ag (vSim-
néme si, Ze parametry jsou dany jednoznacné aZ na spoleény nasobek). Pokud jsou
urcujici nadroviny Q1 a Qs rovnobézné, jsou homogenni linearni ¢asti jejich rovnic
linearné zavislé a stejné tomu bude i pro Q. Ma tedy Q opét stejné zaméreni jako
Q1, Qs. Pokud jsou @, Qs riznobézné, pak body jejich priniku vyhovuji i rovnici
(1) a proto Q patfi do jimi definovaného svazku.

Naopak, necht Q patii do svazku zadaného Q;, Qs. Jde-li o svazek 1. druhu,
pak to znamend, 7e jeji rovnice y(z) = 0 musi byt linedrné zavisld na rovnicich
a(z) = 0, B(x) = 0, tj. mé tvar (1) pro vhodné Ay, Ag. Jde-li o svazek druhého
druhu, pak rovnice vSech v ném obsazenych nadrovin je tvaru

(2) az)+ec=ap+arx1+ -+ apr, +c=0

(tak vypadaji vSechny rovnice se stejnou homogenni linedrni ¢asti, jako ma «).
Kazdou takovou rovnici ovSem muZeme zapsat ve tvaru (1). O

Zpisob parametrizace svazku nadrovin 2. druhu uvedeny v (2) je vétSinou vy-
hodnéjsi pro praktické tcely.

6.17. Dausledek. Tri rizné nadroviny zadané rovnicemi a(x) = 0, f(z) = 0,
v(x) = 0 patii do téhoz svazku pravé, kdy7 jejich koeficienty, zapsané po radé do
radki matice M spliuji h(M) = 2. Zejména v Ay patfi tii rizné primky do téhoZ
svazku pravé, kdyz

g a1 Qa9

bo bl bg :0

Co C1 Co

Dukaz. Plyne 7z ptredchozi véty a zdkladnich vlastnosti systémi linearnich rov-
nic. [

6.18. Trsy rovin. Pojem svazku mizeme snadno zobechovat volbou osy jiné
dimenze, pripadné jinymi dimenzemi podprostorti. Uvedeme si alespon ptripad na-
drovin v Az sdilejicich dany bod, resp. dany smér. Trs rovin v As se stfedem
S € Az je mnozina v8ech rovin prochéazejicich bodem S (trsy 1. druhu). Trsy rovin
2. druhu jsou mnoziny rovin rovnobéznych s danou ptimkou.

6.19. Lemma. Libovolné tri roviny, které nepatii do jednoho svazku rovin, zada-
vaji trs. Jsou-li a(zx) B(x), v(x) jejich rovnice, pak obecnd rovnice roviny 7z tohoto
trsu je

(1) Ara(z) + A2B(z) + Azy(z) = 0
pro libovolné parametry A1, Ay, A3, pro né7 je (1) systémem linearnich rovnic

Dukaz. Tvrzeni se dokaze analogicky jako podobné lemma pro svazky nadrovin,
viz. 6.16. [

Jako diisledek opét dostavame, ze ¢tyTfi roviny, z nichz zadné tifi nepatii do
stejného svazku, patii stejnému trsu praveé, kdy7z determinant ¢tyfrozmérné matice
sestavené z koeficientti jejich rovnic je nulovy.
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6.20. Poznamka. Svazky rovin se objevuji napi. v implicitnim popisu primek
v A3. Primka je zadidna dvémi rovnicemi, tj. jako prinik dvou rovin urcujicich
svazek. 7 takového popisu okamzité dostavame obecnou rovnici svazku vSech rovin
prochézejicich danou primkou a tu miizeme vyhodné pouzit tieba pri hledani pricky
mimobéZek p, g prochézejici danym bodem A. (Pficku najdeme opét jako osu
svazku zadaného rovinami (p, A), a (g, A).)

3

6.21. I kdyZz nemame definovan pojem velikosti, mtizeme hovotit o pomérech veli-
kosti. Zakladem pro takové tivahy miize byt nasledujici definice.

Pro libovolné tii rizné body C, A, B na afinni pfimce p C A definujeme délici
pomeér (C; A, B) bodu C vzhledem k (A, B) jako redlné ¢islo A spliujici C' — A =
AC — B).

Zejména je tedy délici pomér A lehce spocitatelny v libovolnych soutradnicich jako
pomér A = (¢; — a;)/(c; — b;) pro vhodné i. (Musime vybrat index s nenulovym
rozdilem ¢; — b;.) Zjevné také délici pomér zadava pro pevné zvolené body (A, B)
bijekci R\ {0,1} — p\{A4, B}. (Je vidét pfimo pro jednorozmérny A, vhodna volba
soufadnic ale obecny piipad redukuje na tento.)

6.22. Poznamky. Délici pomér samoziejmé zavisi na volbé poradi C, A, B. Je-li
(C; A, B) = A, pak se snadno ovéii vztahy (C; B, A) = 1/A, (B;A,C) =1 — A,
(A;C,B) = A/(A— 1), atd.

Ptimo z definice je také vidét, ze bod C' je mezi body A a B pravé, kdyz
(C;A,B) < 0. Vsechny takové body tvori spolu s {A, B} dsecku [A, B]. Bod
C' je na opacné strané od A nez B pravé, kdyz 0 < (C; A, B) < 1 a je na stejné
strané od A jako B pravé kdyz (C; A, B) > 1. Specidlnim piipadem je hodnota
(C; A, B) = —1. Takovy bod nazyvame stied dvojice (A, B).

Bod C' s délicim pomérem A vzhledem k (A, B) je vzdy afinni kombinaci

zejména je stied vzdy S = %A + %B.

Péknou ukazkou pouziti naseho formalismu je odvozeni bézného tvrzeni, 7e vSe-
chny piimky protinajici t¥i rovnobézné roviny v Az je protinaji se stejnymi délicimi
poméry prusecikii. Miizeme obecné zvolit tii riizné rovnobézné nadroviny Qq, Qs,
Qs v A, a dvé libovolné, s nimi riznobézné, primky p, ¢. Zvolme si afinni re-
pér (A, u) takovy, 7e vektory uy, ... ,u, 1 generuji zaméfeni nasich nadrovin. Pak
jejich rovnice jsou x,, = a;, ¢ = 1,2,3, pro t¥i rizné hodnoty a; € R. Dosazenim
parametrickych popisii piimek p, g do téchto rovnic zjistime, zZe posledni soutadnice
prusecikt pN Q;, ¢N Q; jsou shodné rovny a;. Zejména jsou jejich rozdily nenulové
a urcuji ten stejny délici pomer.

V souradnicich se také snadno vidi, Ze pro libovolné ¢tyii body A, B,C,D € A
plati B— A = C — D (tj. jsou to vrcholy rovnobé&Zniku v jisté roving) pravé, kdyz
1(A+ C) = 1(B+ D) (tj. jejich thlopiicky se pili).

6.23. Poloprostory. UvaZme nadrovinu Q v m-rozmérném afinnim prostoru A.
Otevienym poloprostorem Py vytatym nadrovinou Q a obsahujicim bod A € A\ Q
rozumime mnoZinu v8ech bodi B € A takovych, 7e tisecka [A, B] neprotind Q.
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Zvolme afinni repér (Ag, u) tak, aby Ag € Q auy,...,u,—1 byla baze Z(Q). Pro
libovolné dva body A, B € A\ Q pak maji jejich posledni soufadnice stejné zna-
ménko pravé, kdyz usecka [A, B] neprotind Q. Odtud vyplyva, 7e kazda nadrovina
definuje pravé dva poloprostory. Rikdme 7e oddéluje jejich body.

Poloprostory na piimce jsou poloprimky (oddélované bodem), v roviné jsou to
poloroviny (oddélované piimkou).

PohodIné se poloprostory vyjadii prostrednictvim parametrickych i implicitnich
popisi. Je-li @ dana rovnici a(z) = 0 a poloprostor P je uréen bodem A, pak je
P mnozinou vSech bodii, jejichz soutadnice daji po dosazeni do levé strany rovnice
a(z) = 0 hodnotu se stejnym znaménkem jako A. Je-li Q zadano body Ay,..., A,
v obecné poloze, pak také body A, Aq,..., A, jsou v obecné poloze a (otevieny)
poloprostor P obsahujici A je mnozina afinnich kombinaci

{toA+t1 A1+ -+t An; Do oti =1, to > 0}

Obecné nemame danu zadnou vyznac¢nou volbu jednoho z poloprostort vytatych
nadrovinou. Je-li ovSem zadana orientace na celém afinnim prostoru A i na zvolené
nadroviné Q, pak mame urceny také pravy poloprostor a levy poloprostor vytaty
P. Pravy je zadan napt. volbou bodu A, Aq,..., A, jako vySe a pritom tak, aby
prislusny repér byl kompatibilni s orientaci. (Ovéite si, Ze je to korektni definice.)

6.24. Poznamka. Necht p; a p; jsou riznobézné primky v afinni roviné. Oznac¢me
V jejich priise¢ik a zvolme bod A ¢ p U ¢q. Prinik polorovin P; a P2 obsahujicich
A a vytatych po fadé p; a py nazyvame whel'® s vrcholem V a rameny Pa N p1,
P1 N py. Primo z definice je ziejmé, ze pro libovolné body A, A, patfici po fadé
ramenim tthlu mé cely tihel jednoduché parametrické vyjadieni

{toV +t1A1 +t2Ag; to+t1 +t2 =1, t1 >0, t3 > 0}.

6.25. Konvexni mnoZiny. Podmnozina M C A se nazyva konvexni mnoZina,
jestliZe pro jeji libovolné dva body A, B € M je celé tisecka [A, B] obsaZena v M.

Zjevné jsou nasledujici podmnoziny konvexni: prazdna podmnozina, afinni pod-
prostory, tsecky, poloprimky, poloprostory, tthly v dvojrozmérnych podprostorech,
atd.

P¥imo z definice také plyne, 7Ze prinik libovolného systému konvexnich mnozin
je opét konvexni. Priinik vSech konvexnich mnozin obsahujicich danou mnozinu M
nazyvame konvexni obal IC(M) mnoziny M.

6.26. Véta. Konvexni obal libovolné podmnoziny M C A je

K(M) = {t1A1 4+t A Yoo ti=1, t; > 0}

Dukaz. Oznacme S mnozinu vSech afinnich kombinaci na pravé strané dokazované
rovnosti. Nejprve ovéiime, ze je S konvexni. Zvolme tedy dvé sady parametri ¢;,
1 =1,.., 81, t;., J =1,...,s9 s pozadovanymi vlastnosti. Bez jmy na obecnosti

15Gtejnd se vétsinou oznacuje thel i jeho velikost. Zde mame na mysli skuteénd mnoZinu boda
roviny.
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miizeme zjevné predpokladat, ze s; = s a Ze v obou kombinacich vystupuji stejné
body z M (jinak prosté pfidame s¢itance s nulovymi koeficienty). UvaZzme libovolny
bod tsecky zadané takto ziskanymi body:

e(t1Ar + -+t A) + (1 —e)(tiA1 + -+t A,), 0<e < 1.

Ziejmé jsou opét vSechny v S.

Zbyva ukazat, ze konvexni obal bodi Aq,..., As nemuze byt mensi nez S. Sa-
motné body A; odpovidaji volbé parametrii ¢£; = 0 pro vSechny j # i a t; = 1.
Predpokladejme, 7e tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s nejvyse s — 1 body. To
znamend, 7e konvexni obal bodi Ay, ..., As 1 je (podle pfedpokladu) tvofen pravé
témi kombinacemi z pravé strany dokazované rovnosti, kde £, = 0. Uvazme nyni
libovolny bod A =t A1 +---+t;As € S, ts # 1, a afinni kombinace

E(tlAl + -+ ts—lAs—l) + (1 — 6(1 — ts))As, 0 S g S

1—t,°

Jde o usecku s krajnimi body uréenymi parametry e = 0 (bod Ag) ae=1/(1—t,)
(bod v konvexnim obalu bodi Ay,..., As 1). Bod A je vnit¥im bodem této tsecky
s parametrem e = 1. [

6.27. Priklady.

Zjevné priklady konvexnich mnozin jsou naptiklad poloprostory.

Konvexni obaly koneé¢nych mnozin bod se nazyvaji konvexni mnohostény. Jsou-
li definujici body Ay, ..., Ax konvexniho mnohosténu v obecné poloze, hovotfime o
k-rozmérném simpleru. V piipadé simplexu je vyjadieni jeho bodi ve tvaru afinni
kombinace definujicich vrcholi jednoznacné.

Necht uy, ..., ug, jsou libovolné vektory v zaméreni R", A € A, je libovolny
bod. Rovnobéznostén Pr(A;uq, ... ,ux) C A, je mnozina

Pr(Asui,...,up) ={A+crur+- -+ cpup;0<¢; <1,i=1,.... k}.

Jsou-li vektory wuq,...,ur nezavislé, hovorfime o k-rozmérném rovnobéznosténu
Pr(A;uq, ... ,ug) C A,. Z definice je ziejmé, Ze rovnobéZznostény jsou konvexni.
Ve skutecnosti jde o konvexni obaly jejich vrcholi.

6.28. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f: A — B mezi afinnimi prostory nazyvame
afinni zobrazeni, jestlize existuje linedni zobrazeni ¢: Z(A) — Z(B) takové, 7e pro
v8echny A € A, v € Z(A) plati

f(A+v) = f(A) + ¢(v).

Zobrazeni f a ¢ jsou jednoznacné zadana touto vlastnostni a libovolné zvolenymi
obrazy (dim.4 + 1) bodi v obecné poloze.
Pro libovolnou afinni kombinaci bodu tgAg + -+ - + t, Ay € A pak dostaneme

f(toAo + -+ tsAs) = f(Ag) +tip(A1 — Ag) + -+ -+ tsp(As — Ap)
=tof(Ao) +t1f (A1) + -+t f(Ay).

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, ze zachovava afinni kombinace, mtzeme
¢ist predchozi vypocet v opac¢ném poradi a zjistime, se jedna o afinni zobrazeni.
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Miizeme proto ekvivalentné definovat afinni zobrazeni jako ta, ktera zachovavaji
afinni kombinace bodi.

Volbou afinnich soufadnic (Ag,u) na A a (Bg,v) na B dostavame souradné vy-
jadfeni afinniho zobrazeni f: A — B. P¥imo z definice je zfejmé, Ze staci vyjadrit
obraz pocatku soutadnic v A v soufadnicich na B, tj. vyjadfit vektor f(Ag) — Bg v
bazi v a vSe ostani je pak urc¢eno nasobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych bazich
a prictenim vysledku.

Poznamky k premysleni

Budou uvedeny spolec¢ne s tillohami na metrické vlastnosti za kapitolou 9

7. Euklidovské a unitarni vektorové prostory

V celé této kapitole bude V bud realny nebo komplexni vektorovy prostor, tj.
pole skalari je K = Rnebo K = C. Hned v motivac¢ni tivodni kapitole jsme zobecnili
operaci s¢itadni a operace nasobeni vybranym skaldrem z ¢isel na vektory. Nasobeni
skalart vétsinou chapeme jako operaci prirazujici dvojici skalart tieti skalar. Takto
chapanou ji ted zobecnime na vektory: kazdé dvojici vektort prifadime skalar.

7.1. Definice. Vektorovy prostor V nad K nazveme unitdrni prostor, jestlize je
definovéano zobrazeni V x V. — K, (u,v) +— u - v, spligjici pro vSechny vektory
u,v,w €V askalary a € K

(1) u-v = v-u ( zde pruh zna¢i komplexni konjugaci je-li K = C, identické

zobrazeni pro realné skalary)

(2) (au)-v=a(u-v)

3) (u+v) w=u-w+uv-w

(4) je-liu #0, pak u-u > 0 (zejména je vyraz redlny)
Takové zobrazeni nazyvame skaldrni soucin na V. Pro readlné unitarni prostory se
pouziva nazev euklidovské prostory, termin unitarni prostor byva v literatufe ¢asto
vyhrazen pouze pro komplexni prostory.

Piimo 7z definice plynou nasledujici jednoduché vlastnosti skalarnich soucinii:

7.2. Lemma. Pro vSechny vektory ve V a skalary v K plati

1) u-uelR

- (av) = a(u - v)
(vtw)=u-v+u-w
u-0=0-u=0 )

(D25 aius) - (32 bju5) = X255 asbs(ui - vj)

u-u = 0 pravé tehdy, kdyz u =0

V]

AN N AN N N N
— N e e N N

~

w
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7.3. Priklady.

(1) Na R definujme (21,...,2,) - (Y1,-.. . ¥n) = Z1y1 + - - + T, Y, a dostavame
zobrazeni zjevné splnujici vSechny pozadované vlastnosti. Prostor R™ s timto ska-
larnim souc¢inem budeme nazyvat standardni euklidovsky prostor v dimenzi n. V
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maticové symbolice (tj. vektory jsou sloupce skalari z, y) dostavame skaldrni soucin
jako sou¢in matic z -y = z7y.

(2) Podobné, na C* definujme (z1,...,2,) - (Y1, sYn) = T1Y1 + - + TpYn.
Diky konjugovani souradnic druhého argumentu toto zobrazeni spliiuje vSechny
pozadované vlastnosti. Prostor C* s timto skalarnim soucinem budeme nazyvat
standardni unitarni prostor v dimenzi n. Maticové sklarni soucin vyjadiime jako
-y = ngj.

(3) Na R, [x] definujeme skalarni soucin polynomu napf¥. vztahem

f9= /0 f(z)g(z)dx.

7 elementarnich vlastnosti urcitého integralu vyplyva, ze jde skutecné o skalarni
soucin. Uvidime, 7e diky konec¢nosti dimenze piislusného vektorového prostoru musi
mit tento skaldrni soucin shodné vlastnosti s predchozim prikladem.

7.4. Definice. Vektory u,v € V v unitarnim prostoru V se nazyvaji ortogondalni
(kolmé), jestlize u - v = 0. Ortogonalnost vektort znacime u_Lwv.

Vektory uy, ..., ux tvori ortogonalni systém vektoru jestlize jsou po dvou ortogo-
nalni, tj. u; Lu;, 1 <14,5 < k. Ortogonalni systém vektori, ktery je bazi nazyvame
ortogondalni bazi.

7.5. Véta. (Grammiiv—Schmidtiiv ortogonalizacni proces)

Necht' (uy, ... ,uy) je linearné nezavisla k-tice vektorii unitarniho prostoru V. Pak
existuje ortogondlni systém vektord (vy,...,v) takovy, 7e v; € (uy,...,u;), i =
1,...,k. Ziskame je nasledujici procedurou:
(1) Z nezavislosti vektorii u; plyne u; # 0. PoloZime vy = u;.
(2)-(k) Mame-li jiz vektory vy, ..., v, potfebnych vlastnosti klademe
- U4 Y

Vgp1 = Ugp1 + 0101 + -+ agve, A = o
i Vs

Dudkaz. V /-tém kroku chceme, aby pro vy41 = ugy1 + ayvi + - - - + apvy platilo
vor1-v; =0,4=1,..., 4. Odtud plyne

0 = (ugg1 + arvy + -+ + agvy) - v; = Ugaq - v; + a;(v; - v;)

a je vidét, 7e vektory s pozadovanymi vlastnostmi jsou urceny jednoznacné a7z na
nasobek.

7.6. Definice. Podmnoziny A, B unitarniho prostoru V se nazyvaji ortogondlni
(kolmé), jestlize pro vSechny vektory u € A, v € B plati ulv. PiSeme AL B.

Unitarni podprostory v unitarnim prostoru V' jsou pravé vektorové podprostory
spolu se zi7zenim operace skalarniho soucinu. (V piipadé redlnych prostort hovofi-
me o euklidovskych podprostorech.) Soucet Vi+---+Vj C V unitarnich podprostori
se nazyva ortogonalni (kolmy), je-li V;LV; pro vSechny dvojice i, j.

Podmmozina A+ := {u € V; {u} L A} se nazyva ortogondlni doplnék podmnoziny
AcCV.
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7.7. Definice. Necht V je unitdarni prostor. Pro kazdy v € V nazyvame (redlny)
skalar /v - v wvelikosti vektoru v, hovofime také o normé ||v|. Vektor se nazyva
normovany, je-li ||v|| = 1. Ortonormdlni baze unitarniho prostoru V' je ortogonalni
baze slozena z normovanych vektorii.

7.8. Lemma. Pro kazdy vektor v v unitarnim prostoru a skalar a € K plati

(1) flv[ >0

(2) ||v|]| = 0 pravé, kdyzv =0
(3) llav]| = lal[Jv]
(4)

4) je-li v # 0, pak vektor ||TT)|| je normovany.

Dukaz. Vse plyne piimo z vlastnosti skalarniho souc¢inu. UkaZeme napt. (3):

lav] = V/(av) - (av) = Vaav-v=yl]a?[lo]> O

Nasledujici véta shrnuje elementarni vlastnosti unitarnich prostor.

7.9. Véta. Necht V je konecnérozmérny unitarni prostor dimenze n. Plati

(1) Ve V existuje ortonormélni baze.
(2) Kazdy systém nenulovych ortogonalnich vektorii ve V' je linedrné nezavisly
a lIze jej doplnit do ortogonalni baze.

(3) Pro kazdy systém linearné nezavislych vektori (ui,...,u) existuje orto-
normalni baze (vy, ... ,v,) takova, 7e (vy,...,v;) = (u1, ... ,u;), 1 <i < k.
(4) Je-li (uq,...,u,) ortonormalni baze V, pak souradnice kazdého vektoru

u € V jsou vyjadreny vztahem
w=(u-up)uy + -+ (U Up)ty.
(5) V libovolné ortonormalni bazi ma skaldrni soucin souradny tvar
U-V=X-Y=x1Y1++ Tnln

kde = a y jsou sloupce souradnic vektori u a v ve zvolené bazi.

(6) Ortogonalni soucet unitarnich podprostorii Vi +- -+ Vi ve V' je vidy primy
soucet.

(7) Je-li A C V libovolnd podmnoZina, pak At C V je vektorovy (tedy i
unitdrni) podprostor a (A1) C V je pravé podprostor generovany A. Navic
plati V = (A) ® A+,

(8) V je ortogonalnim souc¢tem n jednorozmérnych unitarnich podprostorii.

Dikaz. VsSechna tvrzeni jsou skuteéné jednoduchymi diisledky definic:
(1),(2),(3): Dany systém vektort nejprve doplnime do libovolné baze (uy, ... ,u,)
vektorového prostoru V a spustime na ni Grammovu-Schmidtovu ortogonalizaci.
Tak ziskdme ortogonalni bazi s vlastnostmi pozadovanymi v (3), viz. 7.5. Pfitom
ale z algoritmu Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace vyplyva, ze pokud jiz ptivod-
nich k vektort tvorilo ortogonalni systém vektort, pak v pribéhu ortogonalizace
zistanou nezménény. Dokézali jsme tedy (2) i (1).
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(4): Necht v = ajuy + -+ + anu,. Pak
2
w-up = ay(uy - ug) + - an(uy - u) = ail|ul]* = a;
(5): Podobné se spocte pro u = zyjuy + -+ -+ Tpty, v = y1uy + - - + Yty (Viz. 7.2)
U-v = (ajlul + - +xnun) ’ (y1U1 + -+ Unun) = 331?71 + -+ xnzjn

(6): Pot¥ebujeme ukéazat, ze pro libovolnou dvojici V;, V; ze zadanych podprostori
je jejich prinik trividlni. Je-li vSak v € V; a zaroven u € V;, pak je ulu, tj. w-u = 0.
To je ale mozné pouze pro nulovy vektor v € V.

(7): Necht u,v € ALt. Pak (au + bv) - w = 0 pro viechny w € A, a,b € K (z dis-
tributivity skaldrniho souc¢inu). Tim jsme ovéfili, Ze AL je unitarni podprostor ve

V. Necht (vy,...,vx) je néjakd baze (A), vybrana z prvkia A, (uy,...,ug) ortonor-
malni baze vznikla z Grammovy Schmidtovy ortogonalizace (vy, ... ,v;). Dopliime
ji na ortonormélni béazi celého V' (oboji existuje podle jiz dokdzanych ¢asti véty).
Protoze se jedn4 o ortogonalni bazi, je nutnd (ugi1,...,un) = (u1,...,up)*" = A+
a A C (Ugg1,...,up)" (plyne z vyjadieni soufadnic v ortonormalni bazi). Je-li
ul(ugs1,...,Up), pak u je nutné linedrni kombinaci vektort wuq, ..., ug, to je ale
pravé tehdy, kdy7 je linearni kombinaci vektort vy, ... ,vg, coz je ekvivalentni s

piislusnosti u do (A).
(8): Je pouze ekvivalentni formulaci existence ortonormalni baze. [

V dalsi vété uvedeme diilezité vlastnosti normy.

7.10. Véta. Pro kazdé vektory u,v v unitarnim prostoru plati

(1) [|lu+ o] < ||u|| + ||v]| (trojihelnikovd nerovnost). Pritom rovnost nastane
pravé, kdy7 jsou u a v linearné zavisle.

(2) |u-v| < ||lu||l||v]] (Cauchyova nerovnost). Pritom rovnost nastane prave,
kdyz jsou u a v linearné zavislé.

(3) pro kazdy ortonormalni systém vektorii (eq, ... ,ex) plati
|ul]> > |u-er|* + -+ |u-er|? (Besselova nerovnost).

(4) Pro ortonormalni systém vektord (eq, ... ,eg) jeu € (eq,... ,ex) pravé kdyz
ul|? = |u-er|> + -+ |u-ex|? (Parsevalova rovnost).

(5) Pro ortonormalni systém vektori (e, ... ,ex) au € V je vektor

w=(u-er)er + -+ (u-eg)eg

jedinym vektorem, ktery minimalizuje velikost |[u — v|| pro vSechny v €

(e1,...,€e).

Dukaz. Vsechny diikazy spocivaji v podstaté v primych vypoctech:
(2): Definujme vektor w := u — 22, tzn. wlv a pocitejme

U-v
v-v

(u-) U v (u-v)(u-v)
0 < |jw||* = fJul|* — KIE (u-v) = W(“ Su) + WH”H2

0 < [lwl*[lolI* = ull*[v]1* = 2(u - v) (@) + (u- v) (@)
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Odtud jiz p¥imo plyne, 7e ||u|/?*||v||* > |u - v|? a rovnost nastane pravé tehdy, kdy?
w = 0, tj. kdy7 jsou u a v linearné zavislé.
(1): Opét staci pocitat

u

||u + 1)||2 = ||u||2 + ||v||2 +u-v+v-u= ||u||2 + ||v||2 +2Re(u - v)
< full® + Jol]? + 2w - v| < [Jul]® + [[v]|* + 2[|u|||v]
(Nlwll + [Jo])?

u

Protoze se ptitom jedné o kladna redlna ¢isla, je opravdu ||u+v|| < ||ul|+|/v||. Navic,
pfi rovnosti musi nastat rovnost ve vSech pfedchozich nerovnostech, to vSak je
ekvivalentni podmince, 7e u a v jsou linedrné zavislé (podle predchozi ¢asti diikazu).
(3), (4): Necht (eq,...,ex) je ortonormélni systém vektori. Doplnime jej do or-
tonormalni baze (eq,...,e,) (to vzdy jde podle pfedchozi véty). Pak, opét podle
predchozi véty, je pro kazdy vektor v € V

n n k

N e SIS

u - e;|?

u

To je ale pravé dokazovana Besselova nerovnost. Pritom rovnost miize nastat prave
tehdy, kdy7 u - e; = 0 pro vSechny ¢ > k, a to dokazuje Parsevalovu rovnost.

(5): Zvolme libovolny v € (e1,...,er) a doplime dany ortonormalni systém na
ortonormalni béazi (eq, ... ,e,). Necht (uy,...,uy) a (x1,...,2k,0,...,0) jsou sou-
rfadnice u a v v této bazi. Pak

U1 ]2 4 - g2

u— || = |uy — 2|2+ ug — 2R+

a tento vyraz je zjevné minimalizovan pti volbé x1 = uq, ..., 2 = ug. [

7.11. Definice. Homomorfismus ¢: V' — W unitarnich prostorii se nazyva uni-
tarni zobrazeni, jestlize plati pro viechny vektory u,v € V, u-v = ¢(u) - ¢(v).16
Unitdrni 1somorfismus je bijektivni unitarni zobrazeni. V pripadé euklidovskych
prostori se c¢astéji pouziva nazev ortogondlni zobrazeni, ortogondlni isomorfismus.

7.12. Véta. Kazdy konec¢nérozmeérny unitarni prostor dimneze n je unitarné iso-
morfni s K" se standardnim skalarnim souc¢inem (viz. priklad 7.3). Kazdé unitarni
zobrazeni ¢: V. — W mezi unitarnimi prostory je prosté.

Dukaz. Ve vété 7.9 jsme ovérili existenci ortonormalni baze na V' a vyjadrili jsme
skalarni sou¢in pomoci souradnic v takové bazi. Odtud okamzité vyplyva, ze zob-
razeni prifazeni souradnic V. — K" je pro libovolnou ortonormaélni bazi unitarni
isomorfismus.

Predpokladejme ¢(u) = ¢(v). To je ekvivalentni rovnosti 0 = |[¢o(u) — p(v)|| =
|lu — vl|, protoze je ¢ unitarni. Proto u =v. O

16Vgimnéte si, 7e tetka znadi na pravé a levé strané rovnosti rizné skalarni soudiny, nalevo ve
V', napravo v W.
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7.13. Véta. Necht ¢: V — W je linearni zobrazeni unitarnich prostori. Pak jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) ¢ je unitarni.
(2) ||u|| = ||¢(u)]| pro vSechny u € V.
(3) pro kazdou ortonormalni béazi e = (e1,... ,en) na'V jei(p(e1),...,p(en))
ortonormalni baze na W'.

Dukaz. (1) = (2): [[u]|> =u-u = o(u) - p(u) = ||p(u)|?.
(2) = (3): Velikosti se zachovavaji, je tfeba jesté ukazat, p(e;) Ly(e;) pro libovolné
indexy ¢, 5. Pocitejme

le(ei + €)1 = llp(ea)l* + lle(es)lI* + @(ed) - @(eg) + le;) - oei)

= [leill” + [lejl|* +ei-ej +ej- e

Odtud plyne, 7e redlna ¢ast skalarniho soucinu je zachovavana: Re(p(e;) - ¢(ej)) =
Re(e; - €;), zejména pro euklidovské prostory je jiz potfebné dokdzano. Stejny
vypocet pro ||¢(e; +i)p(e;))||? vede i k rovnosti imagindrnich ¢asti.

(3) = (1): Vime, Ze je zachovavan skalarni soucin vSech bazovych prvki. Pak
ovSem pro vSechny vektory dostavame:

plater + -+ aney) - p(brer + -+ + bpey,) = Z aibjp(ei)p(e;)
1.7

= Zaib_,-(ei . 6_7') = (a161 + -+ anen) . (1)161 + -+ bnen) ]
1,J

7 predchozi véty plyne, 7Ze kazdy unitarni endomorfismus V' — V je bijekce,
hovotime také o unitarni transformaci.

7.14. Véta. Necht ¢: V — V je linedrni zobrazeni (endomorfismus) unitarniho
prostoru V. Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) ¢ je unitarni transformace

(2) ¢ je linedrni isomorfismus a pro kazdé u,v € V plati o(u) -v =u- o (v)

(3) matice A zobrazeni ¢ v libovolné ortonormalni bazi spliiuje A~' = AT (pro
euklidovské prostory to znamend A~! = AT)

(4) matice A zobrazeni ¢ v nékteré ortonormalni bazi spliiuje A=t = AT

(5) radky matice A zobrazeni ¢ v ortonormalni bézi tvori ortonormalni bazi
prostoru K" se standardnim skalarnim soucinem

(6) sloupce matice A zobrazeni ¢ v ortonormalni bazi tvori ortonormalni bazi
prostoru K" se standardnim skalarnim soucinem

Dukaz. (1) = (2): Zobrazeni ¢ je prosté, proto musi byt i na. Plati pfitom
p(u) - v=gp) olp ' (v)=u 9 (v).

(2) = (3): Standardni skaldrni soucin je v K” vzdy dén pro sloupce z, y skalart
vyrazem x -y = x7 By, kde E je jednotkova matice. Vlastnost (2) tedy znamen4,
7e matice A zobrazeni ¢ je invertibilni a plati (Az)Ty = #TA=1y. To znamena
zT(ATy — A=ly) = 0 pro viechny = € K". Zejména dosazenim vyrazu v zavorce
za x zjistime, Ze to je moZné pouze pii AT = A~1.
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(3) & (4): Je-li AT = A=1 v nékteré ortonormélni bazi, pak to zarucuje platnost
podminky (2) (¢(u)-v = (Azx)TEy=2TEA-1y = u- o '(v)) a tedy i (3).

(4) = (5) Dokazované tvrzeni je vyjadfeno prostfednictvim matice A zobrazeni ¢
vztahem AAT = E| to je ale zaru¢eno podminkou (4).

(5) = (6): Protoze pro determinant plati |[ATA| = |E| = |AAT| = |A||A] = 1,
existuje inverzni matice A~!. P¥itom je AATA = A, protoi AT A = E coz vyjadiuje
pravé (6).

(6) = (1): Ve vybrané ortonormélni bazi je

p(u) - p(v) = (Az)" (Ay) = 2AT Ay = 2" By = 2"y

kde z a y jsou sloupce souradnic vektorti u a v. Tim je zaruceno zachovavani
skalarniho soucinu. [

7.15. Poznamky. Matice A € Mat, (K) s vlastnosti A=! = AT 7 piedchozi
veéty se nazyvaji unitarni matice pro komplexni skalary, v pripadé R hovorfime o
ortogondlnich maticich. 7 defini¢ni vlastnosti plyne, Ze soucin unitarnich (resp.
ortogonalnich) matic je unitarni (resp. ortogondlni), stejné pro inverze. Unitarni
matice tedy tvoii podgrupu U(n) C Mat,, (C), ortogonalni matice tvoii podgrupu
O(n) C Mat, (R).

7. prechozich tvah piimo vyplyva, Ze determinant unitdrni matice ma vzdy
velikost rovnu jedné, v pripadé redlnych skalarti pak determinant musi byt +1
(1 = det(E) = det(AAT) = det(A)det A = | det A]). Dale, je-li Az = Az pro uni-
tarni ¢i ortogondlni matici, pak (Ax) - (Az) = z-x = |A|*(x - x). Proto jsou vlastni
hodnoty ortogonalnich matic rovny +1, vlastni hodnoty unitarnich matic jsou vzdy
komplexni jednotky.

7.16. Lemma. Necht je ¢: V — V unitarni zobrazeni a U C V je invariantni
podprostor vzhledem k ¢. Pak také jeho ortogonalni doplnék U~ je invariantni
podprostor.

Dtikaz. Zvolme v € U a v € U+ libovolné. ProtoZe je ¢ unitarni, plati

o) - ple M (u) =v-¢o (u).

Z0zeni ¢y je také unitarni, musi to tedy byt bijekce, zejména je ¢ ' (u) € U. Pak
oviem o(v) - u = 0, protoZe v € UL. To znamen4, 7e i p(v) € UL. O

7.17. Véta. Necht ¢: V — V je unitarni zobrazeni komplexnich vektorovych
prostorii. Pak je V ortogonalnim souctem jednorozmérnych vlastnich podprostorii.

Ditkaz. Tvrzeni pro komplexni unitarni prostory je primym diisledkem predcho-
ziho lemmatu: Jisté existuje alespon jeden vlastni vektor v € V. Pak je z(zZeni ¢
na invariantni podprostor (v) opét unitarni a jisté ma opét né&jaky vlastni vektor.
Po n takovychto krocich obdrzime hledanou ortogonalni bazi z vlastnich vektori.
Po vynormovani vektorti ziskdme ortonormalni bazi. [J

V dalsim ukéZzeme, 7e euklidovské prostory se pro kazdy ortogondalni automorfis-
mus ¢: V — V ortogonalné rozkladaji na soucet jednorozmérnych a dvourozmeér-
nych invariantnich podprostorti takovych, Ze jednorozmérné jsou generovany vlast-
nimi vektory a ptislusné vlastni hodnoty jsou +1, zatimco zazeni ¢ na dvouroz-
meérné je dano rotacemi kolem pocatku o vhodné uhly.
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Pochopeni a hlavné diikaz tohoto tvrzeni bude vyzadovat zvladnuti tzv. komple-
xifikaci redlnych vektorovych prostori.

7.18. Komplexifikace. Necht V je realny vektorovy prostor. Jeho komplexifikaci
rozumime vektorovy prostor V¢ = V @iV nad polem komplexnich &isel C s nosnou
mnozinou V X V a operacemi

(a+ib) - (z+iy)=(a-z—b-y)+ila-y+b-x)
(z+iy) + (¢ +iy') = (v +2") +i(y +¢).

Je-li w = (u1,...,u,) baze prostoru V, pak bazi u® = ((u; +i0),..., (u, + 40))
prostoru V¢ nazyvame indukovanou bazi na komplexifikaci V. Pro kazdé linedrni

zobrazeni ¢: V — W redlnych vektorovych prostorii definujeme jeho komplexifikaci
©¢: VE = W vztahem

0" (x +iy) = o(z) +ip(y).

Ponechavam na ¢tenari ovéreni, ze vSechny tyto definice jsou korektni.

7.19. Lemma. Necht V a W jsou realné vektorové prostory s bazemi u =
(U, ) @0 = (v1,...,0,) ap: V. — W je linedrni zobrazeni s matici A €
Mat,,.,, (R) v téchto bazich.

(1) komplexifikace ¢©: VC — W je linedrni zobrazeni a jeho matice v induko-
vanych bazich je opét A.

(2) U C V je invariantni vzhledem k p: V — V pravé, kdyz U® c V© je
invariantni vzhledem k ¢C.

BY V=U@ - @®Uy prave, kdy7 VE = UF @ --- @ Uf.

Dukaz. (1) Linearita se ovéfi pfimym vypoctem a tvrzeni o matici snadno plyne
7 definic.
(2) a (3) se ovéfi snadno prostfednictvim vhodnych bazi podprostori. [

7.20. V predchozim tvrzeni jsme vidéli, Ze zobrazeni
{podprostory ve V} — {podprostory ve V}

dané komplexifikaci ma velice prehledné vlastnosti. Naopak, kazdy komplexni vek-
torovy prostor miZeme chapat jako redlny (pomoci ziZeni pole skalara R € C). V
opa¢ném smeéru pak mame zobrazeni

re, im: {podprostory ve VE} — {podprostory ve V1,

ktera jsou projekcemi na jednotlivé komponenty a jsou linedrni nad R. Opét nam
primé soucty prechazi na primé soucty.

Uvazme linedrni zobrazeni ¢: V. — V na redlném vektorovém prostoru. Jeho
charakteristicky polynom |A — AE| je zarovei charakteristickym polynomem ¢* a
ma, véetné nasobnosti, n = dimV (obecné komplexnich) kofentt Aq,...,\,. Bu-
deme znadit @, C VC vlastni podprostor piislusny vlastni hodnoté A a Py =

I‘G(Q)\) cV.
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7.21. Lemma. Necht A je koren charakteristického polynomu linearniho zobrazeni
p: V=V,
(1) Je-li A redlné, je Py podprostor vlastnich vektorii ve V a Qy = Pf.
(2) Je-li A € C\ R, pak i A je korenem, plati Py = P5 a PF = Q) @ Q.
(3) Jsou-li A1, ..., A\ vlastni hodnoty po dvou spliiujici A\; # \j, i # A;, pak
soucet podprostoru Py, je primy, 1 =1,...,k.

Dukaz. (1) Podprostor @y je generovan fundamentdlnim systémem feSeni line-
arniho systému rovnic s readlnymi koeficienty, Ize tedy najit jeho bazi s realnymi
soufadnicemi. Proto je Py, = re(Q,) feSenim téhoz systému rovnic.

(2) Vime, 7Ze A # X jsou kofeny charakteristického polynomu. ProtoZe piivodni
matice ma realné koeficienty, jsou Qx a ()5 prostory feSeni dvou systémil rovnic s
komplexné konjugovanymi koeficienty. Odtud ale plyne, 7e Q) = Q5. Proto zjevné

Qx + Qs = (re(Qy) +im(Q,))C. Pak oviem
re(reQx +1imQy)" = reQx + reQx = reQ = Py

nebot reQy = reQy. Celkem tedy Py = Q) @ Q5.
(3) Necht Aq, ..., A\ € R Apgq, ..., Ay € C\ R Potom

)\1: cee :)‘7"7 )\T—I—I: 5\1"—1—17 SRR )‘k: j\k

je 2k — r rfiznych vlastnich hodnot zobrazeni €. Proto Qx, ®---®Qx, @ Qx4 @
Qx,.,) @ ®(Qx, ®Qy,) je piimy soucet podprostori ve ve O

7.22. Véta. Necht ¢: V — V je linearni zobrazeni na realném vektorovém pro-
storu. Predpokladejme, e vSechny vlastni hodnoty jeho komplexifikace ¢© jsou
riizné, a oznacme ey, generatory vlastnich podprostorii (), C V. Pak

(1) redlnym vlastnim hodnotam X\ odpovidaji jednorozmérné vlastni podpros-
tory Pj.

(2) Dvojici riiznych, komplexné sdruzenych kotenti A\, A odpovida dvourozmérny
podprostor Py = Py s generatory xx = re(ey), yx = im(ey).

(3) Oznacme A = a +if, B # 0. Pak ¢(z\) = axy — Byx, ©(yx) = ayx + By,
tzn. ziizeni ¢ na Py odpovidd sloZeni ndasobeni skaldrem /a2 + (32 a otoceni
o thel arccos(—2—).

N

Celkem ma ¢ v této bazi blokové diagonalni tvar s bloky radi jedna a dva.
Dtikaz. Tvrzeni této véty je primym diisledkem predchoziho lemmatu. [

Podobné bychom mohli zkoumat i obecny ptipad, kdy kompexni kofeny mohou
mit nasobnosti vétsi nez jedna, situace se ale stava dosti neprehlednou.

7.23. Véta. Necht ¢: V — V je ortogonalni zobrazeni euklidovskych vektorovych
prostorii. Pak V je ortogonalnim souc¢tem jednorozmérnych a dvourozmérnych
invariantnich podprostori takovych, Ze jednorozmérné jsou generovany vlastnimi
vektory a prislusné vlastni hodnoty jsou +1, zatimco zizeni ¢ na dvourozmérné
je dano rotacemi kolem pocatku o 1ihly zadané argumenty prislusnych komplexné
sdruzenych vlastnich hodnot.

Dtikaz. Necht je V euklidovsky prostor. Potom se na jeho komplexifikaci V©
rozsiti skalarni soudin z V' tak, 7e prohlasime bézi indukovanou na VC libovolné
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zvolenou ortonormalni bazi na V' za ortonorméalni. Vzhledem k tomuto skalarnimu
soucinu je ale komplexifikace p* také unitarni (je dana stejnou redlnou matici) a
podle p¥edchozi ¢asti diikazu se V© rozpadéd na ortogonalni soucet vlastnich pod-
prostorti. Nyni stac¢i aplikovat vysledky z 7.21, 7.22 a ziskdme tak dvourozmérné
invariantni podprostory Py C V. Pritom je kazdy takovy podprostor P, readlnym
podprostorem v souctu Q@5 odpovidajicich komplexnich vlastnich podprostori.
Protoie se v komplexifikaci V' jedné o ortogonalni soucet a ztzeni skalarniho sou-
¢inu v V© na reélné podprostory Py splyva s piivodnim skaldrnim souc¢inem na V,
musi byt ziskany souéet ortogonalni. ProtoZe vlastni hodnoty ¢ musi mit velikost
1, jsou ztzeni na ziskané dvourozmeérné invariantni podprostory opravdu rotace. [

7.24. Poznamky. Pro euklidovské prostory dimenze n stac¢i uvazovat rotace v
dvourozmeérnych podprostorech a tzv. reflexe vzhledem k nadrovinam urcenym n—1
nezavislymi vektory. Skutec¢né, kterékoliv dva nezavislé vlastni vektory s vlastni
hodnotou —1 odpovidaji rotaci o m v ptislusné roviné. Pti liché nasobnosti vlastni
hodnoty —1 nam tedy zlstane pravé jeden jednorozmérny vlastni podprostor a ve
vhodné ortonormaélni bazi obdrzime dané ortogonélni zobrazeni jako slozeni uvede-
nych typi zobrazeni.

Napf. kazdé ortogonalni zobrazeni v dimenzi t¥i lze ve vhodné bazi zapsat bud
jako rotaci v roviné prvnich dvou bazovych vektort nebo jako ptredchozi zobrazeni
slozené s reflexi podle této roviny. Tuto bazi pritom dostaneme piimym vypoctem
vlastnich hodnot a vlastnich vektori nad komplexnimi skalary.

Uplné zavérem jesté odvodime zesileni véty 5.21 popisujici obecné linearni zobra-
zeni, které ma dalekosahlé disledky. V dalsim textu je jesté nékolikrat vyuzijeme.

7.25. Véta (Schurova o ortogondlni triangulovatelnosti). Necht ¢: V — V
je libovolné linearni zobrazeni (redlného nebo komplexniho) unitarniho prostoru s
m = dimV vlastnimi hodnotami (véetné ndsobonosti). Pak existuje ortonormalni
baze prostoru V takova, Ze ¢ v ni ma horni trojihelnikovou matici s vlastnimi c¢isly
A1, ..., Ay na diagonale.

Dtkaz. K dikazu staci jen trochu upravit dikaz véty 5.21. V ni jsme kon-
struovali posloupnost invariantnich podprostora {0} ¢ V4 € --- C V,,, = V
a bazi u = (uq,...,uy) takovou, ze V; = (uq,...,u;), 1 < i < m. Pfitom
jsme postupovali induktivné tak, ze po obdrzeni prvnich £ vektort vysledné baze
a prislusného invariantniho podprostoru Vi jsme uvazovali indukované zobrazeni
¢v,v, na faktorovém prostoru V/Vj. Jeho charakteristicky polynom pfitom byl
(Mex1 — A) .. (A — A) a jisté mélo vlastni vektor ugiq + Vi. Dalsi rozsifeni jiz
zkonstruované baze pak bylo wq, ..., ug+1. Nyni ovSem miizeme v kazdém kroku
vyuzit skutecnosti, ze vidy V/Vy ~ V.5, Vi 5 u e (u+ Vi) € V/V, tj. v kazdé
t¥idé rozkladu V/Vj, existuje pravé jeden vektor z V.- (tuto vlastnost ma faktorovy
prostor podle libovolného podprostoru v unitarnim prostoru — pokud u, v € Vkl jsou
v jedné t¥idé, pak jejich rozdil patii do Vi N Vlj, tedy jsou stejné). Miuzeme tedy
jako reprezentanta uyy1 nalezené t¥idy (vlastniho vektoru <pV/Vk) zvolit pravé vek-
tor z VkL. Touto modifikaci dojdeme k ortogonalni bazi s pozadovanou vlastnosti.
Proto existuje i ortonorméalni. [
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Problémy k premysleni

Budou uvedeny a7 spolecné s naméty v kapitole 8.

8. Formy a tensory

V celé této kapitole se opét zamérime na realné nebo komplexni skalary, vse-
chny vysledky, kde nebude zdtiraznéno néco jiného vSak plati pro vSechna pole s
charakteristikou rtiznou od 2.

8.1. Definice. Linedrni formou na vektorovém prostoru V nad K rozumime li-
nearni zobrazeni ¢: V — K. Vektorovy prostor vSech linedrnich forem na V nazy-
vame dudlni vektorovy prostor k V a znacime jej V*. Pro kazdé linedrni zobrazeni
: V. — W vektorovych prostori definujeme dudini zobrazeni ¢*: W* — V* vzta-
hem ¢*(a)(u) = a(¢(u)) pro vSechny linearni formy a € W* a vektory u € V.

Pro kazdy vektorovy prostor V definujeme operaci vycisleni ( , ): V. x V* —
K, (u,¢) = ¢(u). Definici dudlniho zobrazeni muZeme tedy psat (i(u),a) =
(u, p*(a)), u e V, . € W*.

8.2. Duadlni baze. Je-li u = (uq, ... ,uy,) libovolna baze vektorového prostoru V.,
pak definujeme u* = (uj, ..., uy) vatahy (u;, uf) =1 a (u;,u}) = 0 proi # j. Tyto
linearni formy jsou zjevné linedrné nezavislé (vycislete jejich linearni kombinaci na
bazovych vektorech u;) a pfitom generuji cely dudlni prostor V* (pro o € V* je
alarur+- - +anu,) = aro(ur) +- -+ ana(u,) = (a(ur)u]+- - -+ a(uy)u)) (arur +
-+ apuy)). Nazyvame je dudlni bdze k bazi u.

Nasledujici véta dava do souvislosti linearni formy a systémy linearnich rovnic.

8.3. Vé&ta. Necht V' je vektorovy prostor nad K, u = (uy,...,u,) jeho baze.
Potom

(1) pro kazdé a € V* je matice (a(uy),...,a(u,)) € Maty, (K) linedrniho zob-
razeni o v bazich uw naV a1 na K zaroven n-tici souradnic o v dualni bazi
u* na V*.

(2) Pro nenulové formy « € V* je Ker « C V podprostor dimenze n — 1. Navic
Ker o = Ker 3 pravé, kdyz o = a3 pro nenulovy skalar a.

(3) Linearni forma « je linedrni kombinaci forem (31, ... , By pravé, kdyz
N; Ker g; C Ker a.
(4) formy (1,..., [ jsou linearné nezavislé pravé, kdyz dimnN; Ker 5; = n — k.

Dukaz. (1): Jiz jsme ukézali p¥i definici duédlni baze, 7e o = a(uy)uj + --- +
) ulk.

(2), (3), (4): V libovolné zvolenych soutadnicich je Ker & dano jednou homogenni
rovnici. Pokud je tato rovnice nenulova, je jeho dimenze n — 1. Zbytek tvrzeni
(2) je specidlnim p¥ipadem (3). Je-li @ = ). a;03;, pak jisté N; Ker ; C Kera.
Naopak, u € N; Ker 3; znamena pravé, ze souradnice u ve zvolené bazi tvori feSeni
prislusného systému linedrnich rovnic. Dimenze priniku je proto rovna rozdilu
mezi dimenzi celého V' a pocétem nezavislych rovnic, coz dokazuje (4). Pokud «
neni linedrni kombinaci [y, ..., Ok, pak je dimenze N; Ker 8; N Ker a ostfe mensi
nez dimenze N; Ker §;. Tim jsme ovérili (2) i (3). O
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*  8.4. Véta. Necht V a W jsou vektorové prostory nad K, u necht je baze na V., w

baze na W.
(1) Jsou-li z = (xy,... ,x,)T € K® soufadnice vektoru v € V v bézi u, y' =
(y1,-.- ,yn) € K* souradnice formy « v dudlni bazi na V*, pak vycisleni

(v,a) je ddno ndsobenim matic y*x.

(2) Je-liv jina baze na V a matice prechodu od u k v je P, pak matice prechodu
od dualni baze v* k dudlni bazi u* je PT.

(3) Je-li ¢: V. — W linedrni zobrazeni s matici A v bazich u, w, pak matice
dudlniho zobrazeni ¢*: W* — V* v dudlnich bazich je matice AT.

*  Dukaz. (1): Mame v = zquqy + -+ + Tpuy a @ = yruj + -+ + ypul, proto
(v, ) = a(v) = yrul (V) + -+ yoult (v) = 21y1 + - + Tpyn =y’ 2.

* (3): Necht dale z € K" jsou soufadnice formy g € W* v dudlni bazi w* na W*.
Pak

(0, 0" (8)) = (p(v), B) = 2" (Az) = (" A)z = (AT2)"w

co7 jsme chtéli dokazat.
* (2): Jestlize specidlné zvolime V- =W a ¢ = idy, pak i ¢* je identické zobrazeni
a dokazované tvrzeni plyne z (3) O

8.5. Definice. Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni f: U X
V' — W nazyvame bilinedrni zobrazeni, jestlize pro libovolné uy, us € U, v1,v9 € V,
a,b € K plati

flauy + bug, v1) = a f(ur,v1) + b f(ug,v1)
f(u1, avy + bvz) = a f(ug,v1) + b f(u, va)

Jinak fec¢eno, f: U xV — W je bilinearni pravé, kdyz obé indukovana zobrazeni
f:U = Hom(V,W), f: V — Hom(U, W) jsou linearni (pro pofadek bychom méli
od sebe tato dvé zobrazeni odliSovat znacenim, nebudeme to ale v dalsim potiebo-
vat). Pfimo z definice tedy plyne, Ze hodnota bilinedrniho zobrazeni f na linearnich
kombinacich u = ayuy + ...agur € U, v = byvy + ...byvy € V je

flu,v) = Z aibj f(ui, vj)

1]

zejména je pro kazdou dvojici bazi u, v na U a V' bilinearni zobrazeni f jednoznac¢né
definovano libovolnou volbou hodnot f(u;,v;) € W na vSech dvojicich bazovych
vektori. Zvolime-li tedy jesté bazi w na W, je kazdé takové f definovano libovolnou
"t¥{rozmérnou matici” s prvky fijx, f(ui,v;) =>4 fijrwk.

8.6. Definice. Bilinearni zobrazeni f: U x V — K se nazyva bilinedrni forma na
U aV. Jeli U=V, hovotime o bilinedrni formé f: U x U — K na U. Necht

u=(U1,...,Upy), v=(v1,...,v,) jsou baze prostortt U a V. Matice A = (a;;) s
prvky a;; = f(u;,v;) se nazyva matice bilinedrni formy f v bazich u, v.
Bilinearni forma f na U se nazyva symetrickd, jestlize f(u,v) = f(v,u) pro

v8echny u,v € U, resp. antisymetricka, jestlize f(u,v) = —f(v,u).
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8.7. Véta. Necht U, V jsou vektorové prostory s bazemi u = (uq,... ,Up), ¥ =
(v1,...,0p), f: U XV — K necht je bilinedrni forma s matici A.

(1) Jsou-li x € K™, y € K" souradnice vektorii u € U, v € V ve zvolenych
bazich, pak f(u,v) = 2T Ay.

(2) Vektorovy prostor vSech bilinearnich forem f: U x V. — K je isomorfni
prostoru matic Mat,,, (K).

(3) Zobrazeni f: U — V*, f(u)(v) = f(u,v), je linesrni zobrazeni U — V* s
matici AT v bazich u a v*.

(4) Je-li S matice prechodu od u k ' a P matice prfechodu od v k v', pak pro
matici B formy f v novych bazich plati A = STBP, tj. B=S"'TAP~!.

(5) Je-liU =V, pak f je symetricka pravé, kdy7 matice A je symetrickd.

(6) Je-li U =V, pak f je antisymetrickd pravé, kdyZ matice A je antisymet-
ricka. Pri charakteristice pole K vétsi nez dvé je to ekvivalentni podmince
f(u,u) =0 pro vSechny u € U.

Dikaz. (1): f(35; miui, 325 y5v5) = X5 wiyjai; = o' Ay.

(2): Struktura vektorového prostoru na mnoziné vSech bilinearnich forem je dana
s¢itanim a nasobenim skalarem na hodnotach forem v K. Z piredchoziho souradného
vyjadieni pfimo plyne, Ze prifazeni matice formy zachovava tuto strukturu. Napf.
(f + 9)(u,v) = 2T Ay + 27" By = 27 (A + B)y, kde A, B jsou matice forem f, g
(ovéite si zbyvajici vlastnosti!).

(3): Ze je f linearni jiz vime (pfimo 7 definice). 7 definice A = (a;;) plyne
flui)(v;) = agj, ton. f(u;) = Z?:l a;jv;. Proto i-ty sloupec matice zobrazenf f
musi byt i-ty Ffadek matice A. (Jinak: f se v soufadnicich napiSe z — (y — 2T Ay),
tj. o (2TA) = (AT2)T))

(4): Necht z, 2’, y, y' jsou po Fadé souradnice v staré a nové bazi na U a V. Pak
2’ = Sz, y = Py a dostavame

f(u,v) = 2'TBy = (Sz)T BPy = 2T (STBP)y

(5): Forma f je symetricka pravé, kdy7 f(u,v) = f(v,u) pro vSechny u,v € U,
ale to je pravé, kdyz f(u;, u;) = f(u;,u;) pro vSechny vektory baze.

(6): Zcela stejné jako (5). Navic z antisymetri¢nosti okamzité plyne f(u,u) =
—f(u,u), tj. 2f(u,u) = 0 pro vSechny u € U. Naopak, z

0=flu+v,u+v)= flu,u)+ f(v,v) + f(u,v) + f(v,u) = f(u,v) + f(v,u)
pak vyplyva antisymetrie. [

8.8. Definice. Hodnosti bilinedrni formy f: UxV — K rozumime hodnost matice
A této formy v libovolné zvolenych bazich na U a V', zna¢ime h(f). Vrchol symet-
rické bilinearni formy f: V x V — K je definovan jako jadro zobrazeni f V=V

Podle tvrzeni (3) pfedchozi véty je hodnost f rovna dimenzi obrazu linearniho
zobrazeni f proto nezavisi na volbé baze a je rovna pravé poctu linedrné neza-
vislych sloupcit v matici A. Vrchol symetrické formy f miizeme piimo definovat
jako podprostor vektorii v € V spliujicich f(v,u) = 0 pro vSechny vektory u € V.
Ziejmé je soucet hodnosti symetrické formy na V a dimenze jejiho vrcholu roven
dimenzi vektorového prostoru V.
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8.9. Poznamky. Jestlize vhodné vybereme baze na U a V, pak dosahneme pro
kazdou piedem zvolenou bilinedrni formu toho, 7e jeji matice je diagonalni s h(f)
jednickami a dimV — h(f) nulami na diagonale: Podle 1.14 vzdy totiZ existuji
invertibilni matice P, () pro které je B = PA(Q v pozadovaném tvaru. Staci tedy
pouzit matice prechodu P17 a Q1.

Pokud uvazujeme bilinearni formu na V', pak nas samoziejmé vice zajima jaky
tvar mize mit jeji matice v jedné bazi u na V. Maticim B, A € Mat,, (K), pro které
je B = STAS s vhodnou invertibilni matici S ¥ikdme kongruentni matice. Vime
tedy, ze dvé matice jsou maticemi jedné a téze bilinearni formy prave, kdyz jsou
kongruentni. Jednim z naSich dalSich cili bude ukazat, ze pro kazdou symetrickou
matici Ize najit diagondlni matici s ni kongruentni.

Kazdou bilinearni formu f: V x V — K mizeme vyjadrit jako

Fluse) = 5 (F(ur0) + F(o,w) + 5 (F(w,0) = (v, )

tj. f se rovna souctu symetrické a antisymetrické formy. Odpovidajici matice v
kterékoliv bazi jsou pravé symetrizace (A + AT) a antisymetrizace $(A4 — AT).
Tuto skutecnost miizeme vyjadiit tvrzenim, 7e vektorovy prostor vsSech forem je
primym souctem symetrickych a antisymetrickych forem.

8.10. Definice. Kwadratickd forma na vektorovém prostoru V je takové zobrazeni
f:V = K 7e existuje symetricka bilinearni forma ¢g: V x V — K spliwjici f(u) =
g(u,u) pro v8echny u € V. Bilinearni forma g se nazyva poldarni forma kvadratické
formy f. Hodnosti kvadratické formy rozumime hodnost jeji polarni formy.

8.11. Véta. Necht f: V — K je kvadraticka forma.
(1) Pro kazdé w € V, a € K plat{

Flau) = a® f(u)

(2) poldrni forma g kvadratické formy f je jednoznacné urcena a plati

) = 5 (F(u+v) = () = ().

(3) Zobrazeni f: V — K je kvadraticka forma pravé kdyZ plati, Ze zobrazeni
definované v (2) je bilinearni a f(—u) = f(u) pro vSechny u € V.

Dukaz. (1): f(au) = glau,au) = a’g(u,u) = a®f(u).

(2): f(utv) = g(utv,utv) = g(u,u)+g(v,v)+2g(u,v) protoze je g symetricka.
Odtud plyne i jednoznacnost polarni formy g.

(3): Definujme g vztahem z (2). Pak g je jisté symetrické v wu, v, staci tedy
predpokladat bilinearitu (pokud existuje polarni forma k f, musi byt ddna timto
vztahem). P¥itom 7z definice je 2g(u, —u) = f(u+ (—u)) — f(u) — f(—u). Zejména
pro u = 0 obdrzime (z bilinearity g), Ze f(0) = 0. Potom v8ak p¥edchozi rovnost
da —2g(u,u) = —2f(u) O

K vyjadreni dané kvadratické formy v soutradnicich vzhledem ke zvolené bazi
na V pouzijeme matice prislusné polarni formy. Tzn. pro v = ziuy + -+ + x,uy,
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mame f(u) = 27 Az pro symetrickou matici A. Casto zapisujeme formu f ve tvaru
flzy,. ... x,) = Zij a;jx;xj, hovorime o analytickém tvaru formy f. Ukazeme
nyni, ze pro vhodnou béazi bude matice A diagondlni, tj. pro piislusnou polarni
formu g bude platit g(u;,u;) = 0 p¥i i # j. Takovou bazi nazyvame poldrni bdze
kvadratické formy f. Na nasledujici vété je nejpodstatnéjsi jeji dikaz, protoze
podava algoritmus, jak takovou polarni bazi najit.

8.12. Véta (Lagrangeova). Necht' V' je vektorovy prostor nad K dimenze n,
f:V — K kvadraticka forma. Pak na V existuje polarni baze pro f.

Dukaz. (1) Necht A je matice f v bazi u = (uy,...,u,) na V a predpokladejme
a1 # 0. Pak muzeme psat

2 2
f(.’I,‘l, Ce ,.’I,‘n) = 0117 + 2(],12.’[,'1.’[,'2 + -4 22T + ...

-1 2 . .,
=ajy (@111 + a1222 + - - - + a1,7,)° + ¢leny neobsahujici x4

Provedeme tedy transformaci souradnic (tj. zménu béaze) tak, aby v novych sou-
rfadnicich bylo

/ / /
Ty = 01101+ a122 + -+ + A1pTy, Ty = T2, ..., T, = Ty,
To odpovida nové bazi (spoc¢téte si piislusnou matici prechodu!)
_ -1 _ -1 _ -1
U1 = Gy U, U2 = U2 — Q17 A12UL, .- ., Up = Up — G117 A1npU1

a tak jak lze ocekavat, v nové bazi bude polarni forma spliovat g(vy,v;) = 0 pro
viechny ¢ > 0 (pfepoctéte!). M4 tedy f v novych souradnicich analyticky tvar
a2} + h, kde h je kvadraticka forma nezévisla na proménné z.

Z technickych divodi byva (pro jisté teoretické tivahy) lepsi zvolit v nové béazi
vy = uy, opét dostaneme vyraz f = f1 + h, kde fy zavisi pouze na x|, zatimco v h
se x| nevyskytuje. Pfitom pak g(vy,v1) = aq;.

(2) Piedpokladejme, 7e po provedeni kroku (1) dostaneme pro h matici (fadu o
jednicku mensiho) s koeficientem u x5? rfiznym od nuly. Pak mitiZeme zopakovat
presné stejny postup a ziskame vyjadieni f = f1 + fo + h, kde v h vystupuji pouze
proménné s indexem vétSim neZ dvé. Tak miizeme postupovat tak dlouho, az bud
provedeme n — 1 krokid a ziskdme diagonalni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku
bude prvek a;; dosud ziskané matice nulovy.

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfitom existuje jiny prvek a;; # 0s j > 1,
pak staci prehodit -ty prvek baze s j-tym a pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Predpokladejme, Ze jsme narazili na situaci a;; = 0 pro vSechny j > i.
Pokud piitom neexistuje ani zadny jiny prvek aj, # 0s j > ¢, k > 7, pak jsme jiz
tplné hotovi nebot jsme jiz dosdhli diagonalni matici. Pfedpokladejme, Ze a ;i # 0.
Pouzijeme pak transformaci v; = u; + ug, ostatni vektory baze ponechame (tj.
x), = T —xj, ostatni zistavaji). Pak h(v;,v;) = h(u;, uj)+h(ug, ug) +2h(ug, uj) =
2a;, # 0 a mizeme pokracovat podle postupu v (1). O

8.13. Dusledek. .Je-li f kvadraticka forma hodnosti r na prostoru V., dimV > r,
pak existuje polarni baze na V', ve které ma f analyticky tvar f(zq,...,x,) =
Mz? + -+ A\p2. Zejména je pocdet nenulovych diagondlnich prvkit v matici v
polarni bazi roven hodnosti formy f.
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8.14. Piiklad. Necht f: R® — R, f(x1, 72, 73) = 322 + 22179 + 25 + 42973 + 673

Jeji matice je A = . Podle bodu (1) algoritmu provedeme tpravy

O = W

1
1
2

SN O

1 2
f(xy, 9, 23) = - (321 + 5132)2 + —5133 + 4xox3 + 6:1::23
3 3

1, 372 )
- — 2(= 9
3y1+2(3yz+ Ys3)

1 3
2 2
= =21+ =z
371 27
a vidime, 7e forma ma hodnost 2 a matice prechodu do ptislusné polarni baze w se
ziskd posbirdnim provedenych transformaci:

2
Z3 = Y3z = I3, Z2:§y2+2y3:§m2+2{[}3’ 21:y1:3m1+m2

0 0 1
Pokud by ale nap¥. f(z1, %, 23) = 22123 + 3, tj. maticeje A= [ 0 1 0
1 0 0
pak hned v prvnim kroku mtizeme prehodit proménné: y; = x4, y2 = =1, Y3 = x3.
Aplikace kroku (1) je pak trividlni (nejsou tu 7adné spolecné ¢leny), pro dalsi krok
ale nastane situace z bodu (4). Zavedeme tedy transformaci z; = y1, 22 = ya,
z3 = Y3 — y2. Pak

1 1
f(x1, 2, m3) = 25 + 229(23 + 22) = 27 + 5(222 + 23)% — 5232,

Matici prechodu do prislusné polarni baze opét dostaneme posbiranim jednotlivych
transformaci (tj. vynasobenim jednotlivych dil¢ich matic prechodu).

8.15. Vsimnéme si podrobnéji, jak vypadaji transformace pouzité v bodu (1) al-
goritmu z Lagrangeovy véty. Maji vzdy horni trojuhelnikovou matici 7' a navic,
pti pouziti technické modifikace zminéné v dikazu ma tato matice jednicky na
diagonéle:

1 a2 _an»
0 Tn a1
T =

Takova matice prechodu od uw k v mé nékolik péknych vlastnosti. Zejména jeji hlavni
submatice T}, tvorené prvnimi k Ffadky a sloupci jsou matice prechodu podprostori
P, = (uy,...,ug) od baze (uy,...,ur) k bazi (vq,...,vg). Hlavni submatice Ag
matice A formy f jsou maticemi zazeni formy f na Pg. P# ptrechodu od u k v
daném matici pfechodu T jsou tedy matice Ay a Aj zizeni na podprostory Py ve
vztahu Ay = TF A, (Ty) 1. Inverzni matice k horn{ trojtihelnikové s jednitkami na
diagondle je pritom opét horni trojiihelnikova s jednickami na diagondale, miizeme
tedy podobné vyjadrit i A’ pomoci A. Podle Cauchyovy véty jsou tedy determinanty
matic Ay a A}, stejné. Celkem jsme tak dokazali velice uzitetné tvrzeni
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Lemma. Necht f kvadraticka forma na V', dimV = n, a necht je u baze V takova,
7e pri hledani polarni baze algoritmem z Lagrangeovy véty neni nikdy potrebné
pouZit body (3) a (4). Pak je vysledkem analytické vyjadieni

F(@1,e o mn) = Mol + dowy + - 4 Aoz}

kde r je hodnost formy f, A1,..., . # 0 a pro hlavni submatice (piivodni) matice
A kvadratické formy f plati |Ag| = MAo.. Ag, kE<r. O

8.16. Dusledek (Jacobiho vé&ta). Necht f je kvadratickd forma hodnosti r
na vektorovém prostoru V' s matici A v bazi u. V Lagrangeové algoritmu neni
zapotrebi jiného kroku neZ doplnéni ¢tvercii prave, kdyz pro hlavni submatice v
A plati |A1] # 0, ..., |A,] # 0. Pak existuje polarni baze (a obdrzime ji vyse
odvozenym algoritmem), ve které ma f analytické vyjadieni

|A2‘ 2 ‘Ar‘ 2

flx1, ... xp) =|A1l22 + =22+ + Tl
(1 ) | 1‘ 1 |A1‘ 2 |Ar71| r

Dukaz. Tvrzeni vyplyva primo z predchoziho lemmatu, staci si jen uvédomit, ze
pti kazdé postupné transformaci se vzdy dalsi sloupec pod diagondlou v matici
A vynuluje. Odtud jiz je jasné, ze nenulovost hlavnich minort skutecné zaruci
(diky tomu, Ze jejich hodnota se pfi transformacich neméni) nenulovost dalsiho
diagonalniho ¢lenu v A. [

8.17. Klasifikace pro K = C. Necht V je komplexni vektorovy prostor. Pro
kaZdou linedrn{ formu ¢ € V* miizeme definovat kvadratickou formu u — (¢(u))? €
C. (Ovéfte si, 7e jsou skuteéné splnény podminky 8.11.(3)!) Piedchozi vysledky
nam tedy pro komplexni skalary davaji

Véta. Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na komplexnim vek-
torovém prostoru V existuje r nezavislych linearnich forem ¢q,...,¢, € V* tak,
ze

Fu) = (p1(w)* + -+ (or(u)”.

Jinak receno, existuje polarni baze, ve které ma f analytické vyjadreni
2 2
flz1,... ) =27+ +x.

Dvé symetrické matice A, B € Mat,,(C) jsou kongruentni (jsou maticemi téZe
kvadratické formy v riiznych bazich) pravé, kdyZ mayji stejnou hodnost.

Duikaz. Podle obecné teorie vidy dosdhneme f(z1,...,z,) = Mz + -+ A2,
Ai # 0 v jisté bazi na V. Pak ovSem transformace y; = VvV A1z1,...,yr = VArZp,
Yr+1 = Tpgl,---,Yn = Ty JiZz vede na pozadovany tvar. Formy ¢; pak jsou pravé

formy z dudlni baze ve V* k ziskané polarni bazi.
Kazdou symetrickou matici lze tedy ztransformovat na kongruentni kanonicky
tvar diagonalni matici s pravé r jednickami a n — r nulami na diagonale. [

8.18. Klasifikace pro K = R. Pro realné skalary jiz nejsme schopni nadélat ze
v8ech koeficienti jednicky, protoze neumime odmocnit zaporna ¢isla. Proto budeme
mit o néco vice kanonickych tvart.
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Véta (Zakon setrvacnosti). Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti
r na realném vektorovém prostoru V existuje celé ¢islo 0 < p < r a r nezavislych
linearnich forem 1, ..., p, € V* takovych, 7e

Fu) = (p1(w)* + -+ (0p(u)* = (p1(w)” =+ = (or ()™
Jinak receno, existuje polarni baze, ve které ma f analytické vyjadreni

f(ml,...,mn):.77?-{—---—{—.1012,—.77]23“—---—373.

Pocet p kladnych diagonalnich koeficientii v matici dané kvadratické formy nezavisi
na volbé polarni baze.

Dvé symetrické matice A, B € Mat,,(R) jsou kongruentni (jsou maticemi téze
kvadratické formy v riznych bazich) pravé, kdyz maji stejnou hodnost a kdyZ
matice prislusnych forem v polarni bazi maji stejny pocet kladnych koeficientii.

Dukaz. Zcela analogicky jako pro komplexni pfipad obdrzime f(zq,...,x,) =
M3+ -+ Ax2, N £ 0 v jisté bazi na V, pFedpokladejme navic, Ze pravé prvnich
p koeficientt A; je kladnych. Pak transformace y1 = VA1z1,...,yp, = /App,
Yp+1 = /Apt1Tpits o Yr = V- AeTp, Yrg1 = Togl,...,Yn = Tp jiZ vede na
pozadovany tvar. Formy ¢; pak jsou pravé formy z dudlni baze ve V* k ziskané
polarni bazi. Musime ukazat, 7Ze p nezavisi na nasem postupu. Prepokladejme, 7e
se nam podarilo najit vyjadieni téze f v polarnich bazich u, v, tj.

flxy,. .. ,xn):x%+---+az;—x§+l—---—xf
Fyn, o) =9+ e~y — =2
a oznaéme P = (uy,...,up), Q = (vg41,...,v,). Pak pro kazdy u € P je f(u) >0

zatimco pro v € @ je f(v) < 0. Nutné tedy plati PN Q = {0} a proto dim P +
dim @ < n. Odtud plyne p + (n — q) < n, tj. p < ¢. Opac¢nou volbou podprostorii
v8ak ziskame i g < p.

Je tedy p nezavislé na volbé polarni baze. Pak ovSem pro dvé matice se stejnou
hodnosti a stejnym poc¢tem kladnych koeficientd v diagondlnim tvaru prislusné
kvadratické formy ziskdme stejny kongruentni kanonicky tvar. [

8.19. Definice. Necht f je kvadratickd forma na reilném vektorovém prostoru
V. Cislo p z pfedchozi véty nazyvame signaturou formy f. Formu f nazyvame

(1) positioné definitni, je-1i f(u) > 0 pro vSechny u # 0

(2) positioné semidefinitni, je-1i f(u) > 0 pro v8echny u € V

(3) negativné definitni, je-1i f(u) < 0 pro v8echny u # 0

(4) negativné semidefinitni, je-1i f(u) < 0 pro vSechny u € V

(5) indefinitni, je-li f(u) > 0a f(v) < 0 pro vhodné u,v € V.
O realné symetrické matici fekneme, Ze je positivné definitni, resp. positivné semi-
definitni, negativné definitni, negativné semidefinitni, indefinitni, jestlize ma tuto
vlastnost ji definovana kvadratickd forma na K™. Signaturou symetrické matice
rozumime signaturu prislusné kvadratické formy.
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8.20. Dusledek. Realna symetricka matice, resp. kvadraticka forma na vektoro-
vém prostoru dimenze n je

—_

) indefinitni pravé, kdy7 ma nenulovou signaturu riiznou od hodnosti

) positivné definitni pravé, kdyZ ma hodnost i signaturu n

) positivné semidefinitni pravé, kdyZ ma stejnou hodnost i signaturu r < n
4) negativné definitni pravé, kdyz ma signaturu 0 a hodnost n
5) negativné semidefinitni pravé, kdyz ma signaturu 0 a hodnost r < n

2

NN N SN N
w

8.21. Dusledek (Sylvestrovo kritérium). Symetrickd realnd matice A je posi-
tivné definitni praveé, kdy7 jsou vsechny jeji hlavni minory kladné.

Symetricka redlnd matice A je negativné definitni prave, kdyz (—1)% A;| > 0 pro
vSechny hlavni submatice A;.

Dukaz. Jsou-li vSechny hlavni minory kladné, pak podle Jacobiho véty (8.16)
umime najit polarni bazi, ve které ma dana kvadraticka forma f tvar

|As| Arl
T1, .. Tp) = |A1]22 + =22 4+ -+ x,
f( 1 n) | 1‘ 1 |A1‘ 2 |AT—1|

Je tedy jisté f positivné definitni.

Predpokladejme naopak, ze forma f je positivné definitni. Pak pro vhodnou
reguldrni matici P plati A = PTEP = PTP. Je tedy |A] = |P|?> > 0. Necht u
je zvolend baze, ve které ma forma f matici A. ZuZeni f na podprostory Vi =
(uq,...,ug) je opét positivné definitni forma fi jejiz matici v bazi uy,... ,ux je
hlavni submatice Ag. Proto je podle pfedchozi ¢asti ditkazu také |Ag| > 0.

Tvrzeni o negativné definitnich vyplyva z predchoziho a skutecnosti, ze A je
positivné definitni pravé, kdyz — A je negativné definitni. [

8.22. Definice. Hermiteovskd forma f: V x V — C na komplexnim vektorovém
prostoru V' je zobrazeni, které je linedrni v prvnim argumentu a f(u,v) = f(v,u).
Komplexni matice A se nazyva Hermiteovskd, je-li A = AT.

8.23. Véta. Necht f: V x V — C je Hermiteovska forma.

(1) V libovolné bazi w na V je f dano Hermiteovskou matici A = (a;j), ai;j =
f(u;, uj) a v soutadnicich je f dano (z,y) — xT Ay.

(2) Transformaci do nové béaze prostrednictvim matice prechodu P, (tj. pro
nové souradnice x' = Px) ziskdme matici B formy f spliujici A = PTBP,

Dikaz. Obé vlastnosti piimym vypocétem. [

Nyni budeme zkoumat vlastnosti bilinedrnich, Hermiteovskych a kvadratickych
forem na unitarnich prostorech. To znamend, 7e budeme opét hledat co nejjed-
nodussi souradné vyjadreni, avSsak pouze v ortonormalnich bazich. Nize uvedena
tvrzeni jsou primou aplikaci vysledkil o samoadjungovanych zobrazenich, které od-
vodime az v kapitole 10. Nyni se tedy omezime na formulaci tzv. metrické kla-
sifikace symetrickych bilinearnich, resp. hermiteovskych forem a uvedeme nékteré
jejich dusledky.
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8.24. Véta. Kazda symetricka bilinearni forma f na euklidovském prostoru V,
dim V = n, ma ve vhodné ortonormalni bazi analyticky tvar

f(m, ?J) =MNMT1Y1 + -+ A TpYn.

Kazda hermiteovska forma f na komplexnim unitarnim prostoru V, dimV = n,
ma ve vhodné ortonormalni bazi tvar

f(z,w) = Adyzywy + -+ + Az wy,.

Pritom v obou pripadech jsou koeficienty Aq,..., A, vzdy realné koreny charakte-
ristické rovnice det(Q — AE) = 0, kde Q je matice f v libovolné ortonormalni bazi,
a jsou urceny jednoznacné a7z na poradi. Hledana baze je pak urcena vlastnimi
vektory danymi rovnici (Q — X\;E)z; = 0.

Dtikaz. Viz. odstavec 10.19
8.25. Dusledek. Necht f je kvadraticka forma na euklidovském prostoru V. Pak
ma ve vhodné ortonormalni bazi analyticky tvar

f(z) = oz 4+ + Az,

Hermiteovské kvadratické formy f na komplexnim unitarnim V' (tj. f(u) = g(u,u)
pro hermiteovskou g) maji ve vhodné ortonormalni bazi tvar

f(z) =Aiz1z1 + -+ Az Zn.

Pritom v obou pripadech jsou koeficienty Aq,...,\, vzdy realné koreny charak-
teristické rovnice det(Q) — AFE) = 0, kde @ je matice f v libovolné ortonormalni
bazi, a jsou urceny jednoznacné a7z na poradi. Hledana baze je pak urcena vlastnimi
vektory danymi rovnici (Q — X\;E)z; = 0.

8.26. Dusledek. Necht' f je pozitivné definitni kvadraticka forma, g libovolna
dalsi kvadraticka forma na euklidovském prostoru V. Pak existuje baze V takova,
7e v ni maji f a g tvar:

+
g(m):A %+ A+ Any

~~
—~
=
SN—
»—Aw

Dukaz. Podle Lagrangeovy véty umime najit takovou bazi, ve které ma f pozado-
vany tvar (diky pozitivni definitnosti). P¥i libovolné nasledné zméné baze pomoci
ortogonalni matice prechodu se ale jiz tento tvar f nebude ménit, mizeme ale
pritom dosdhnout pozadovaného tvaru pro g. U

Na zavér této kapitoly uvedeme linearni, bilinearni a kvadratické formy do sou-
vislosti s obecnéjsimi pojmy tensorové algebry.
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8.27. Tensorovy souéin. Necht V' a W jsou konec¢nérozmérné vektorové pro-
story nad stejnym polem skalari K. Zvolme jejich baze u = (uy,...,up), v =
(v1,...,v,). UvaZme nyni vektorovy prostor Z vSech (formélnich) linearnich kom-
binaci vyrazii w;; = u; ® v;, tzn.

m n
Z = {ZZCU(UZ' ®vj), cij € K}
i=1 j=1
kde sc¢itani definujeme pomoci souctu koeficientti u stejnych vyrazi, nasobeni ska-
larem na vSech koeficientech. Je tedy Z isomorfni standardnimu vektorovému pro-
storu K™". Zjevné kazdé vektory uw € V, v € W urcuji také vektor u®@ v € Z
prostiednictvim svych souradnych vyjadieni a dostavame tak bilinedrni zobrazeni
t:'VxW — Z. Navic také kazda konec¢na linearni kombinace takovych prvki
u®uv € Z je v /4 a vSechny jsou tohoto tvaru.
Kazdé bilinearni zobrazeni f: V x W — U miizeme nyni vyhodné vyjadrit
prostrednictvim jednoznacné definovaného linearniho zobrazeni f : Z — U takto:

Chceme dosdhnout f = f o, proto na bazovych vektorech u; ® v; musi byt
f(u; ® v;) = f(ui,v;). Tim je linedrni zobrazeni f zadano jednoznacné a plat-
nost pozadovaného vztahu f = f o je zfejma. Takto konstruovany vektorovy

prostor Z nazyvame tensorovy soucin vektorovych prostorti V a W. VétSinou jej
znacime V @ W.

8.28. Nedostatkem nasi konstrukce prostoru Z je jeji explicitni zavislost na volbé
bazi. Samoziejmé volba jinych bazi u', v' pro V.a W povede na vyrazy w;; = u;®v;,
které opét mizeme chapat jako prvky 7. Zavislosti na volbé bazi se lze zbavit
napt. tak, ze zapomeneme, které baze u, v jsme piivodné pouzili pro konstrukci 7,
a ponechame pouze transformacni vztahy mezi takto vzniklymi bazemi pro Vo W.

7 hlediska cistych algebraickych definic je ptijatelnéjsi néasledujici obecnd kon-
strukce: Nejprve zkonstrujeme nekonecénérozmeérny prostor 7' vSech konecénych li-
nearnich kombinaci formélnich vyrazi v ® v. (Tzn., Ze T ma nespocetnou bazi
{u®@v;u € Vv € W}.) Pak definujeme vektorovy podprostor I C T, generovany

vSemi vyrazy

a(u®v) — (au) @ v, (au) @ v — u® (av)
(u+v)®v-—u®v—u v
u®W+v)—u®v—u®

kde a € K, u,u’ € V, v,v" € W jsou libovolné. Tensorovy souc¢in V @ W je pak
definovan jako faktorovy prostor T'/I. Takto definovany vektorovy prostor opét ma
tu vlastnost, ze V x W je zobrazeno do T'/I prostiednictvim bilinedrniho zobrazeni

1 Vx W =T/, (u,v) = (u®@vmodI)

a kazdé bilinearni zobrazeni f: V XxW — U je jednoznac¢né vyjadieno jako f = fo L,
kde linedrni f je definovano vztahem (piSeme jakoby bylo definovano na T, ve
skutec¢nosti ale vyrazy jsou nulové na I)

flu@w) = f(u,v)
Aplikaci této vlastnosti na kanonicka bilinarni vlozeni V' x W do prostoru Z z 8.27
a do T/I dostavame, 7e T/I je vzdy isomorfni Z.
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8.29. Dualita. Vektory v tensorovém souc¢inu V* @ W lze nazorné chapat jako
linearni zobrazeni V. — W. Kazdy takovy vektor je linedrni kombinaci vyrazu
v* ® w, kde v* € V* je linearni forma na V a w € W. Mizeme tedy definovat
linedrni zobrazeni

Ougw: V = W, u = (u, v )w

Podivejme se, jak vypadaji matice takovych zobrazeni. V pevné zvolenych bazich
u, v na V a W dostavame

Puiv; (k) = { o 7 o

' 0 proi# k.
To znamend, Ze matice ¢y, gy, obsahuje jednicku v i-tém sloupci na j-tém fadku a
viude jinde nuly. Zejména tvofi tyto matice bazi prostoru Mat,,,, (K) vSech matic
uvazovaného typu.

Piimym disledkem téchto skutecnosti je nasledujici obecna véta:

8.30. Véta. Vektorovy prostor vSech linedrnich zobrazeni ¢: V. — W je prirozené
isomorfni tensorovému soucinu V* ® W. Tento isomorfismus je definovan vztahem

VW3 v*Q@w— (u— (u,v")w) € Hom(V, W)

8.31. Aplikaci predchozich tivah dostavame naptiklad isomorfismy

{linearni formy na V} ~ V*
{bilinearni formy na V} ~V* @ V*

Navic primo z definic je vidét, ze dudlni prostor k tensorovému soucinu je tensoro-
vym souc¢inem dudlnich prostort. Napt. prov@uw* e VW* av*Quw e VW
definujeme vycisleni

(v* @w,v@w*) = (v,v")(w, w")

a muzeme ztotoznit (V* @ W)* =V @ W*.

Vsimnéme si, Ze vycislenim symetrickych bilinearnich forem z (V* ® V*) na
prvcich v @ v € V ® V dostavame pravé diive studovany vztah mezi kvadratickymi
formami a jejich polarnimi bilinedrnimi formami.

Dalsi struéné informace o tensorech lze najit v dodatku 13.

Problémy k premysleni

Nejprve uvedu naméty tykajici se predchozi kapitoly o skalarnich soucinech.

1. Modifikujte Lagrangeiiv algoritmus pro nalezeni diagonélniho tvaru hermiteov-
skych forem a ukaizte, Ze kazdou lze upravit do tvaru f(z) = |21/ + -+ + |z, |2,
kde r je hodnost formy f. (Navod: v§imnéte si, Ze diagonalni ¢leny hermiteovskych
matic jsou redlné a pouzijte souradny tvar z véty 8.23.)
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2. 7 definice 7.1 skalarniho sou¢inu mitizeme vypustit axiom (4) a nahradit jej
pozadavkem reguldrnosti (tj. z g(u,v) = 0 pro vSechny v € V plyne u = 0). V
pripadé realnych skalart hovorime o pseudo-euklidovskiyjch vektorovych prostorech.
Ukazte, ze v pripadé komplexnich skalari nedostavame nic nového, tj. vzdy bude
existovat unitarni isomorfisums s C" se standardnim skaldrnim souc¢inem. (Navod:
pouzijte predchozi cviceni ke konstrukci ortonormalni béze)

3. Pouzijte klasifikaci realnych kvadratickych forem (8.18) ke klasifikaci vSech ko-
necnérozmérnych pseudo-euklidovskych prostorii (aZ na ortogonalni isomorfismus).
(Navod: ovéite existenci ortogondlni baze e = (e1,... ,e,) s ||e;]| = £1.)

4. Ukazte, ze v pseudo-euklidovskych prostorech nemé velikost vektoru vlastnosti
normy (viz. 7.10) a také ortogondlni baze nemaji nékteré dulezité vlastnosti znamé
7z euklidovskych prostori.

5. Ukazte, Ze i pro pseudo-eklideovské prostory definuje skalarni soucin linearni
isomorfismus s dudlnim vektorovym prostorem.

6. Sformulujte a dokazte analogii vét 7.12 a 7.13 pro (pseudo-)ortogonalni zobra-
zeni. Ukazte, Ze (pseudo-)ortogonalni transformace R™ — R tvoii grupu, zna¢ime
ji O(p,q,R), kde p je signatura piislusné formy, ¢ = n — p. Jedna se o grupu ma-
tic A spliwjicich J = ATJA, kde J je diagonalni matice s p jednickami a ¢ minus
jednickami na diagonale.

7. Je mozné také definovat tzv. komplexni euklidovské prostory. Prosté axiom (1)
definice 8.1 nahradime jeho redlnou verzi v - v = v - u. Transformace, které zacho-
vavaji takto definovany skalarni soucin nazyvame komplexni ortogondlni matice.
Ukazte, Zze opét lze vzdy najit ortonormalni béazi, ve které ma soudin tvar g(u,v) =
> ziy;. Komplexni ortogonalni matice tvoifi grupu O(m, C) komplexnich matic.
Uvédomte si vyrazny rozdil mezi U(m) a O(m, C). (Napi. U(1) = {e,0 < t < 27},
0O(1,C) = {£1}.)

Nyni se vratme k obsahu této kapitoly.

8. Ukazte, 7e pro vektorové prostory V s nekonecnou bazi nikdy netvori linearni
formy u!, ¢ € I dudlni k vektorim baze V bazi V*. (Navod: formalné nekonecny
soucet Y . uf je dobfe definovana linearni forma ve V*, nemtize v8ak byt v (u}).)

9. Ukazte, 7e dudlni prostor (V*)* k dudlnimu prostoru obsahuje vzdy pivodni
prostor V- a V ~ (V*)* pravé, kdyz ma V kone¢nou dimenzi. (Navod: v € V odpo-
vida formé, (v, ), tj. v(p) = @(v). Je-li dimenze nekonecénd, je podle predchoziho
V* podstatné vétsi nez V., (V*)* pak jesté vétsi. Naopak, mame-li konenénou bézi,
je ovéteni snadné.)

10. Oznacéme i: V — (V*)* vloZeni z predchoziho problému. Pak pro kazdé li-
nearni ¢: V — V na kone¢nérozmérném V je i 1o (¢*)* oi = ¢.

11. Pro nesymetrické bilinearni formy miizeme definovat pravy a levy vrchol jako
jadra dvou moznych indukovanych zobrazeni. Promyslete si v jakém budou vztahu.

12. Pfemyslejte o mozném rozsiteni Sylvestrova kritéria (8.21) pro semidefinitni
piipady. (Navod: promyslete disledné dikazy Lagrangeovy a Jacobiho véty.)

13. Zkuste sformulovat a dokazat tvrzeni podobna dokazanym vétam pro realné
symetrické matice pro komplexni hermiteovské matice.
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9. Bodové euklidovské prostory

Stejné jako v tvodni ¢asti analytické geometrie v kapitole 6. budeme pracovat
pouze nad readlnymi skalary K = R. Budeme se zde snazit dokoncit uceleny prehled
zékladi analytické geometrie v tzv. bodovych euklidovskych prostorech.

9.1. Definice. Standardni bodovy euklidovskyj prostor £, je afinni prostor A,,, je-
hoz zaméreni je standardni euklidovsky prostor R™. Kartézskd souradnd soustava je
afinni soufadnd soustava (Ag; u) s ortonorméalni bazi u. Vzddlenost bodi A, B € &,
definujeme jako velikost vektoru ||B — A||, budeme ji znadit p(A, B). Fuklidovské
podprostory v £, jsou afinni podprostory jejichz zamétreni uvazujeme spolu se zi-
zenymi skalarnimi souciny. Vzddlenost podprostori Q1, Qs C &, se definuje jako
infimum vdalenosti p(A, B) dvojic bodi A € Qq, B € Q. Zmnacime ji p(Q1, Qa).
Podprostory Qq, Qs jsou kolmé, jsou-li jejich zaméieni vzajemné ortogonalni, tj.
Z(Q1) C (Z(Q2))* nebo Z(Qz) C (Z(1))*

Bodovym euklidovskym prostorem £ pak obecné rozumime afinni prostor, jehoz
zaméteni je euklidovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské souradné soustavy ma
opét jasny smysl. Kazda volba takové souradné soustavy ovSem zadava ztotoznéni
£ se standardnim prostorem &,,. Proto se budeme v dalsim, bez jmy na obecnosti,
zabyvat hlavné standardnimi euklidovskymi prostory a jejich podprostory.

9.2. Véta. Pro A, B,C € &, plati
1) p(A,B) = p(B, A)
2) p(A,B) =0 prave, kdyz A= B
) p(A, B)+p(B,C) > p(A,C)
) V kazdé kartézké souradné soustavé (Ag;e) maji body

N SN SN N
w

A:A0+01€1—|—"'—|—an€n, B:A0+b161—|—"'—|—bn€n

vzdalenost \/> i, (a; — b;)2.
(5) Vzdalenost bodu A € &, od podprostoru Q C &, je rovna velikosti kolmého
priimétu vektoru A — B do Z(Q)L pro libovolny B € Q.

Dtikaz. Prvni tii vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti normy v unitarnich vek-
torovych prostorech, ¢tvrta plyne primo z vyjadreni skalarniho soucinu v libovolné
ortonormalni bazi.

Zbyvéa vztah pro vypocet vzdéalenosti p({A}, Q). Vektor A — B se jednoznaéné
rozkladd na A — B = uy + ug, u1 € Z(Q), uy € Z(Q)*. Pfitom uy nezavisi na
volbe B € Q, C = A+ (~u3) = B+u; € Qa ||[A— B|? = |Jug|® + |Juz]® >
|lus||? = ||A — CJ|. Odtud jiz vyplyva, %e infima je skutetné dosaZeno, a to pro bod
C. Vypo¢tena vzddlenost je skutecnd ||uz|. O

Stejné jako vzdalenost, i fada dalsich geometrickych pojmt jako odchylky, orien-
tace, objem apod. je v bodovych prostorech &, zaviddéna prostfednictvim vhodnych
pojmi ve vektorovych euklidovskych prostorech. Proto se nyni budeme chvili vé-
novat opét readlnym unitarnim prostorim. Zacneme s diskusi velikosti ahld. 7

Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < % < 1, mé tedy smysl nasledujici definice.
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9.3. Definice. Odchylka ¢(u,v) vektori u,v € V v redlném unitarnim prostoru
(tj. euklidovském vektorovém prostoru) je déna vztahem

u-v 0 < <5

cos p(u,v) = Tl < p(u,v) < 2.
9.4. Poznamky. Ve standardnim R? pro (obvyklou) odchylku vektorii na jed-
notkové kruznici u = (1,0), v = (cos ¢, sin ) skutecné plati cosp = TalTay Fro-
toze odchylka je nezavisla na velikostech vektorii, plati stejny vztah i pro vektory
u = (21,0), v = (acosp,asinp). Protoze vhodnou rotaci dosdhneme toho, 7Ze jeden
7 dvojice vektori ma tvar (z1,0), plati nas vztah zcela obecné v roviné. Ve vice-
rozmeérnych prostorech je odchylka dvou vektort vzdy méfena v roviné, kterou tyto
vektory generuji (nebo je nula), jisté tedy nas definiéni vztah odpovida zvyklostem
ve vSech dimenzich.

V libovolném realném unitanim prostoru piimo z definic plyne
lu = o]|* = [Jull® + [[o]|* = 2(u - v) = [Jul]* + [Jo[|* = 2[[ul|[[o]| cos ¢ (u, v)

coz je tzv. kosinova véta.
Déle plati pro kazdou ortonormalni bazi e a u € V vztah ||ul|? =Y, |u-e;|?, t].

1= Z(COS (10(“, 67;))2,
i
co7 je obvyklé tvrzeni o smérovych kosinech ¢(u,e;) vektoru w.

9.5. Definice. Necht Uy, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V. Od-
chylka podprostori Uy, Uy je realné ¢islo o = ¢(Uy, Us) € [0, §] spliujici:
(1) Je-li dimU; = dim U, = 1, Uy = (u), U = (v), pak

u.v|

COs&x = .
[l

(2) Jsou-li dimenze Uy, Us kladné a U; N U, = {0}, pak

a = inf{o((u), (v)); 0 # u € Uy,0 # v € Us}.

(3) Je-li Uy C Uy nebo Uy C Uy (zejména je-li jeden z nich nulovy), je a = 0.
(4) Je-i U1 N U2 7£ {0} a U1 7& U1 N U2 7£ UQ, pak

o = (,D(Ul N (Ul N UQ)J_, U2 N (U1 N Ug)l).
Vsimnéme si, ze odchylka je vzdy dobfe definovana, zejména v poslednim piipadé
je
(UL N (UL NU)Y) N (U0 (U N UR)T) = {0}

mizeme tedy opravdu odchylku ur¢it podle bodu (2). VSimnéme si, 7e v piipadé

vvvvvv

vvvvvv

Za chvili ukazeme, 7e ve skutec¢nosti vzdy existuji vektory u € Uy, v € Us, pro
které nabyva vyraz pro odchylku pozadovaného infima. Nejdiive specidlni ptipad:
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9.6. Lemma. Necht v je vektor v euklidovském prostoru V- a U C V libovolny
podprostor. Oznac¢me vy € U, va € UL (jednoznac¢né urcéené) komponenty vektoru
v, tj. v = v1 + vo. Pak pro odchylku ¢ podprostoru generovaného v od U plati

_ ol

cos p((v),U) = cos p((v), (v1)) = I

Dtkaz. Pro vSechny u € U plati

w-vl fue (v +ve)|  uevg

ulllloll Al o]
lulllloall _ floall _ floal® _ Joa - o]
lulllloll— floll Allllosll Tolllondl

Odtud plyne

cos p((v), (u)) < cos ((v), (v1)) = lml

i

a protoze funkce cos je na intervalu [0, 7] klesajici, je tvrzeni dokazané. [J

9.7. Uvazujme dva podprostory Uy, Us v euklidovském prostoru V, Uy N Us; =

{0} a zvolme pevné ortonorméalni baze e, a €' tak, aby Uy = (ey,...,ex), Uy =
(€},...,ep). Necht ¢ je kolmy primét na Us, jeho zizeni na U; budeme opét znacit
p: Uy — Us. Zobrazeni ¢: Uy — U necht vznikne podobné z kolmého primétu na
U;. Tato zobrazeni maji v bazich (ey,...,ex) a (e},...,e;) matice
e1-€y ... ep-é€) ei-er ... e-er
A= : : , B =
er-€ ... eg-€ ei-ex ... e e

Zejména plati B = AT. SloZené zobrazeni 1 o p: U; — U; mé tedy symetrickou
matici AT A. V p¥isti kapitole, ve vété 10.11, ukazeme, Ze kazdé takové zobrazeni ma
pouze realna vlastni ¢isla a ze ma ve vhodné ortonormalni bazi diagonalni matici
s témito vlastnimi ¢isly na diagonale. Navic plati pro kazdou k-tici x soutradnic
xT AT Ax = || Az||? > 0, jsou tedy vSechna vlastni ¢isla matice A nezdporna.

Nyni miZzeme odvodit obecny postup pro vypocet odchylky a = ¢(Uy, Us).

Véta. V predchozim oznaceni necht \ je nejvétsi vlastni hodnota matice AT A.
Pak cos>a = A

Dukaz. Necht u € U; je vlastni vektor zobrazeni 1) o ¢ prislusny nejvétsi vlastni
hodnoté A, Aq,..., A\x necht jsou vSechna vlastni ¢isla (véetné nasobnosti) a necht
u = (uy,...,u,) je prislusnd ortonorméalni baze U; z vlastnich vektorti. MiZeme
pfimo predpokladat, 7e A = A, u = wu;. Potfebujeme ukazat, 7e odchylka li-
bovolného v € U; od Uy je nejméné tak velkd jako odchylka u od Us. Tzn. 7e
kosinus prislusného tihlu nesmi byt vétsi. Podle predchoziho lemmatu staci disku-
tovat odchylku u a ¢(u) € Uy a pfitom vime, Ze ||u|| = 1. Zvolme tedy v € Uy,

v =aiu + -+ apug, Zle a? = |v]|* = 1. Pak

le(@)II* = @(v) - o(v) = o) v < [l op)lvll = ¥ o p(v)]l.
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Ptedchozi lemma navic dava i vzorec pro odchylku a vektoru v od Us

o)l
ol

Protoze jsme zvolili za A1 nejvétsi z vlastnich hodnot, dostavame

COS ¥

= lle@)l-

(cosa)” = [lp(v)[|* < [ 0 (v)|| =

k

= (MY a0 - A < /A

1=1

P¥iv = u dostavdme oviem piesné ||p(v)[|? = A3||v||? = A? a tedy odchylka dosahuje
pro tento vektor minimalni mozné hodnoty. Tim je véta dokdzana. [J

9.8. Definice. Odchylka podprostori Qq, Qs v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zaméreni Z(Q1), Z(Qa).

9.9. Priklady standardnich tloh.
1. Najdéte vzdalenost bodu A € &, od podprostoru Q C &,: Viz. véta 9.2.

2. V & vedte bodem A piimku ¢ svirajici s danou pfimkou p dany thel: Najdeme
vektor u € R? lezici v zaméieni pfimky ¢ a zvolime vektor v majici od u zadanou
odchylku. Hledana pifmka je ddna bodem A a zamé&Fenim (v). Uloha ma dvé nebo
jedno TeSeni.

3. Spoctéte patu kolmice vedené bodem na danou primku: Viz. ditkaz posledniho
bodu véty 9.2.

4. V &3 urcete vzdalenost dvou piimek p, q: Zvolime libovolné jeden bod z kazdé
primky, A € p, B € ¢q. Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim dopliku
(Z(p) + Z(q))* ma velikost rovnu vzdalenosti p a q.

5. V &3 najdéte osu dvou mimobézek p a q: Necht 7 je rovina generovana jednim
bodem A € p a souctem Z(p)+(Z(p)+Z(q))*. Pak priinik nNg spolu se zaméienim
(Z(p) + Z(q))* davaji parametricky popis hledané osy. (Provéite, kolik mé tloha
obecné teSeni!)

9.10. Objem. Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidovsky bodovy
prostor, jehoz zaméteni je orientované. V dalsim budeme uvazovat standardni &,
spolu s orientaci zadanou standradni bazi R".

Necht wuq, ..., ug, jsou libovolné vektory v zaméfeni R”, A € &, je libovolny bod.
Rovnobéznostén Pr(A;uq, ..., ux) C &, jsme definovali jako mnozinu

Pr(Asug,...,up) ={A+crur+- -+ cpup;0<¢; <1,i=1,... .k}

Jsou-li vektory wuq,...,ur nezavislé, hovorime o k-rozmérném rovnobéznosténu
Pr(A;uy, ... ,u;) C &,. Pro dané uy,...,u; mame k dispozici také rovnobéz-
nostény mensich dimenzi

Pi(A;uy), ..., Pe(Asuq, ..., ug)
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v euklidovskych podprostorech A + (u1),..., A+ (uq, ..., ug).

Jsou-li uy,...,ur linedrné zavislé definujeme objem Vol P, = 0. Pro nezavislé
vektory pak platf (uy, ..., ug) = (u1, ..., up 1) & (U1, ..., up 1) 0 (ug, ... ug)).
Navic v tomto rozkladu se ug jednoznacné vyjadii jako

uy, = uy, + ek, kde ex L{ug, ..., ug 1)
Absolutni hodnotu objemu definujeme induktivné:

| Vol [Pr(A; ur) = [lui
| Vol [Py (A ui, ... ,ug) = [lex]]| VOl P(Asug, ... ug—1).

Je-li uy,...,u, baze kompatibilni s orientaci V, definujeme (orientovany) objem
rovnobéznosténu Vol Py (A;uy, ... ,u,) = | Vol |Pr(A;uy,... ,u,), v opatném pii-
padé klademe Vol Py (A; uq, ... ,uy,) = —| Vol |Pp(A;uy, ..., uy).

9.11. Véta. Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a necht (e, ... ,ex) je jeho
ortonormélni baze. Pak pro libovolné vektory wuy,... ,ux € Z(Q) a A € Q plati

Ul - €1 U * €1
(1) VOIPk(A; Uy, ... uk) = det
Ul * €eg Uk * €k
U1 - UL ... Uk - Ut

(2) (VolPy(A;uq,...,ug))? = det

Ui - €1 U * €1
Dukaz. Matice A = : : ma ve sloupcich souradnice vektoru
U € ... UL * €k
U1, ..., U, ve zvolené ortonormalni bazi. Plati
Uy UL ... Ug - U

A2 = |A[|A] = |AT[|A] = |ATA| = det

Uy - Ug ... Uk - Ug
P¥imo 7 definice je neorientovany objem roven soucinu ||vy||||vs]| ... [|vk||, kde vy =
U1, Vo = Ug + a%vl, ce U = Up + a’fvl + -+ aﬁ_lvk,l je vysledek Grammova-
Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu. Je tedy
V1 - U1 [ VE * U1
. 2 _
(Vol Pr(A; u, ... ,ug))” = det
VLU ... Uk - Ug
V1 - U1 0o ... 0
= det

0 0 ... wvg-wg
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Oznac¢me B matici jejiz sloupce jsou soutadnice vektori vy, ... , v v bazie. Protoze
v1,...,0 vznikly z uy, ..., up jako obrazy v linearni transformaci s horni troju-
helnikovou matici C' s jedni¢kami na diagondle, je B = CA a |B| = |C|/A| = |A|.
Pak oviem |A|> = |B|?> = |A||A]|, proto Vol Py(A;uy,... ,u;) = +|A|. Pfitom
pokud jsou vektory wuq,...,ur zavislé vyjde objem nulovy, pokud jsou nezavislé,
pak znaménko determinantu je kladné pravé kdyz je baze wuq, ... ,u; kompatibilni
s orientaci danou bazi e. [

Uy - Uy ce Uk * U1
Determinant det se nazyva Grammiv determinant k-
tice vektora uq, ..., ug.

9.12. Dausledek. Pro kazdé linearni zobrazeni ¢: V — V euklidovského vektoro-
vého prostoru V je det ¢ roven (orientovanému) objemu obrazu rovnobéZnosténu
urceného vektory ortonormalni baze. Obecnéji, obraz rovnobéznosténu P urceného
libovolnymi dim V' vektory ma objem roven det p-nasobku piivodniho objemu.

9.13. Vnéjsi soudin vektori. Predchozi iivahy tizce souvisi s tzv. vnéjsim tenso-
rovym souc¢inem vektort. Podrobnéjsi informace jsou k dispozici v dodatku 13, nyni
ale aspon zminime pripad vnéjsiho souc¢inu n = dim V' vektord uq,...,u, € V.
Necht (u1j,...,u,j) jsou soufadna vyjadieni vektorti u; v néjaké pevné zvolené
ortonormalni bézi V' a M necht je matice s koeficienty (u;;). Pak determinant
|M| nezavisi na volbé baze a jeho hodnotu nazyvame wvnéjsim soucinem vektori
Uiy ..., U, &znacime [uq,...,u,]|. (Nezavislost byla ukdzana v dikazu Véty 9.11).
Pt¥imo 7 definice nyni vyplyvaji uzitecné vlastnosti vnéjsiho soucinu
(1) Zobrazeni (uy,...,u,) — [u1,...,u,] je antisymetrické n-linedrni zobra-
zeni. Tzn., Ze je linedrni ve vSech argumentech a vyména dvou argument
se vzdy projevi zménou znaménka vysledku.

(2) Vnéjsi soucin je nulovy pravé, kdy7 jsou vektory uy, ... ,u, linedrné zavislé
(3) Vektory uy,...,u, tvori kladnou bazi pravé, kdyz je jejich vnéjsi soucin
kladny.

9.14. Vektorovy soudin. V R3 mame jesté dalsi vyznamnou operaci, tzv. vek-
torovy soucin, ktery dvojici vektori pritazuje vektor tieti. Uvazme obecny eukli-
dovsky vektorovy prostor V dimenze n > 2 a vektory wuq,...,u,—1 € V. Vektor
v € V nazveme vektorovy soucin vektor u, , Up_1, jestlize pro kazdy vektor
w € V plati

P

<U7 w> - [ulv cee sy Up—1, w]
Znatime v = Uy X ... Up_1.
V ortonormdlnich soufadnicich, kde v = (y1,...,y,)%, w = (z1,...,2,)7 a
u; = (u1j,...un;)7, pfedchozi vztah znamend
(75 5 ?1,1(”,1) T
(1) y1m1+"'+ynmn -
Unp1 -+ Upn-1) In

Odtud vyplyva, 7e vektor v je timto vztahem zadan jednoznacné a jeho souradnice
spo¢teme forméalnim rozvojem determinantu v (1) podle posledniho sloupce.
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9.15. Véta. Pro vektorovy soucin v = uqy X ... X Uy,_1 plati
(1) 0 € (.o i)
(2) v je nenulovy vektor pravé, kdy7 jsou vektory uy, ... ,u, 1 linedrné neza-
vislé

(3) velikost ||v|| vektorového soucinu je rovna absolutni hodnoté objemu rovno-
bézniku P(0; uq, ... ,Up_1)
(4) (u1,...,u, 1,v) je kladnd baze orientovaného euklidovského prostoru V

Dukaz. Prvni tvrzeni plyne piimo z definiéniho vztahu pro v, protoze dosazenim
libovolného vektoru u; za w mame nalevo skalarni soucin v - u; a napravo determi-
nant s dvéma shodnymi sloupci.

Hodnost matice s n—1 sloupci u; je ddna maximalni velikosti nenulového minoru.
Minory, které zadavaji souradnice vektorového soucinu jsou stupné n — 1 a tim je
dokéazano tvrzeni (2).

Jsou-li vektory uy, ... ,u, 1 zavislé, pak plati i (3). Necht jsou tedy nezavislé,
v je jejich vektorovy soucin a zvolme libovolnou ortonormalni bazi (e, ..., e, 1)
prostoru (uy,...,u, 1). 7 jiz dokdzaného vyplyvd, 7e existuje n&jaky nasobek

(1/a)v, 0 # a € R, takovy, ze (eq,...,ex, (1/a)v) je ortonormélni baze celého V.
Soutadnice nasich vektort v této bazi jsou

T T
u; = (U1, ..., Up-1);,0)", v=1(0,...,0,a)".
Proto je vnéjsi soucin [uq, ..., uy_1,v]| roven (viz. definice vektorového soucinu)
U711 ce U(n—1) 0
_ : : S o
[Ul,...,un,hl}]— ' . . —<U,U>—a

u(n—l)l Ce u(n—l)(n—l) 0
0 ... 0 Q

Rozvojem determinantu podle posledniho sloupce zaroven obdrzime
o® = aVol P(0;uy, ... Uy 1).

Odtud uz vyplyvaji obé zbyla tvrzeni véty. [

9.16. Zavérem jesté par poznamek o objektech v &, zadanych kvadratickymi rov-
nicemi, hovotime o kvadrikdch. Zvolme v &, pevné kartézskou souradnou soustavu
(tj. bod a ortonormalni bézi zaméfeni) a uvazme obecnou kvadratickou rovnici pro
soufadnice (z1,...,z,) bodi A € &,

n n
E Qi TiT + E 2(]1’1‘Z +a= 0, Qi = Gjj.
1,7=1 1=1

MiZeme ji zapsat jako f(u)+g(u)+a = 0 pro kvadratickou formu f, linearni formu
g a a € R a predpokladame 7e hodnost f je nenulové (jinak by se jednalo o linedrni
rovnici popisujici euklidovsky podprostor).
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Podle véty o ortogonalni klasifikaci kvadratickych forem (viz. 8.24) existuje orto-
normélni baze zaméfeni, ve které ma f diagonalni matici (a diagonalni hodnoty jsou
jednoznaéné urceny a7 na potadi). Pfedpokladejme tedy p¥imo rovnici ve tvaru

zn:)\z’l‘f +2n:bﬂ‘l +b=0.
i=1 i=1

Nyni pro soufadnice z; s A\; # 0 provedeme doplnéni do ¢tverci (viz. Lagrangetv
algoritmus), tj. ziskdme tvar

n

Z)\i(-??z‘*pif"‘ >,
i=1

J spliujici A; =0

bj.’I,‘j +c= 0.

Pokud nam opravdu ztstaly néjaké linearni ¢leny, mizeme zvolit novou bazi zamé-
feni tak, aby odpovidajici linearni forma byla prvkem dualni baze a novou volbou
pocatku v &, pak dosdhneme vysledného tvaru

k
Z)\ﬂ/? + byp41+c=10

=1

kde & je hodnost kvadratické formy f, linearni ¢len se miZe (ale nemusi) objevit
jen pokud je hodnost f mensi nez n, ¢ € R mize byt nenulové pouze kdyz je b = 0.

9.17. Pripad &;. Puvodni rovnice mé tvar
a11x2 + a22y2 + 2a192y + a1x + asy + a = 0.

Volbou vhodné baze zaméteni a naslednym doplnénim cétvercli dosdhneme tvaru
(opét pouzivame stejného znaceni z,y pro nové soutfadnice):

a11:1:2 + a22y2 +ai1x+awy+a=0

kde a; mize byt nenulové pouze v pripadé, 7e a;; je nulové. Poslednim krokem
obecného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen pripadnou volbou posunuti, dosdhneme
pravé jedné z rovnic

0==a/a®+9%/b” +1
0=2a/a®+9%/b* —1
0=2a/a® —9*/b* — 1
0=2%/a® — 2py
0=2%/a®+y*/b?
0= 22/a? — y2/b?
0=2%—a?
0= 22

0=22+a?

prazdna mnozina
elipsa

hyperbola

parabola

bod

2 rliznobézné primky
2 rovnobézné primky
2 splyvajici primky

prazdna mnozina
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9.18. Poznamka. Technicky daleko tc¢innéjsi je diskuse kvadrik v tzv. projektiv-
nim rozsiteni afinnich nebo euklidovskych prostori. Zejména pokud nés nezajimaji
metrické vlastnosti a chceme vyjadrit danou kvadriku v libovolnych afinnich sourad-
nicich, mizeme pouzit standardni klasifikaci kvadratickych forem velmi piehledné.

Ztotoznime za tim ucelem A,, s podprostorem v A,1; takovym, Ze v pevné
zvolené bazi budou mit vSechny body A,, prvni soufadnici rovnu jedné. Mnozinu,
ktera nas zajima nyni muzeme vyjadrit jako FeSeni systému dvou rovnic

n

n
2
E ;T + E 200;T;T0 + aporyg =0, x9 =1
ij=1 i=1

kde jsme zavedli znaceni ag; = a;0 = a;, agg = a, a predpokladame, ze matice

11 --.- Q1n Q10
A=

an1 e Ann ano

o1 --- Qon Qoo

je symetrickd. Jinymi slovy, hledand mnozina feSeni je priinikem podmnoziny ur-
¢ené mnozinou vektort na nichz je nulova kvadratickd forma h dand matici A a
naroviny A,, C A, 11 zadané rovnici xy = 1. Podle obecné teorie existuji v A, 11
soutadnice, ve kterych ma h diagondlni matici s hodnotami +1 a 0 na diagonéle,
pocet nenulovych prvki je pritom dan hodnosti A.

Body projektivniho rozsiteni P, (R) standardniho afinniho prostoru A, jsou
pravé vSechny jednorozmérné podprostory v R, 41 prochazejici pocatkem a kvadra-
tickd forma h dand matici A sice nemé dobie definované hodnoty na bodech P, (R),
ma ale dobfe definovanou mnozinu bod, kde se anuluje. Této mnoziné rikdme pro-
jektivni kvadrika zadana formou h. Patii ji kromé ptivodnich bodi nasi kvadriky
pravé jesté jeji nekonecné body.

Poznamky k premysleni
1. Uvedte si pojmy této kapitoly do souvislosti se zakladnimi transformacemi ele-
mentarni geometrie jako stejnolehlost, zrcadleni apod.

2. Vyjadrete transformacni rovnice pro prevod soufadnic z afinni soufadné sou-
stavy (A;u) na A, do souradné soustavy (B;wv). (Navod: pouZijte matici pFechodu
mezi bazemi zaméfeni a vektor B — A.)

3. Odvodte v £3 vzorec pro vzdalenost bodu od roviny.

4. Zformulujte vlastnosti zobrazeni, ktera zachovavaji struktury afinnich nebo euk-
lidovskych prostort (tzv. afinni a euklidovska zobrazeni).

5. V8imnéme si, 7e objem nezavisi na umisténi vrcholu A € &, a stejné tak se
neméni vhodnymi zobrazenimi ¢: &, — &,. UkaZte, o jaka zobrazeni jde. (Navod:
jejich matice musi mit determinant rovny jedné)

6. Napiste si formuli pro vektorovy soucin v R3
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7. Diskutujte podrobné kvadriky v &35 a As.

8. Promyslete podrobnéji, jak se obdrzi afinni klasifikace kvadrik z uvedenych tivah
v projektivnim rozsiteni.

10. Spektralni teorie

Nejprve budeme diskutovat souvislosti kvadratickych forem, resp. hermiteov-
skych forem, se skaldrnimi souciny v unitarnich prostorech.

10.1. Pololinedrni zobrazeni'” na komplexnich vektorovych prostorech je zobra-

zeni, které je aditivni (tj. p(u + v) = ¢(u) + ¢(v)) a pro nasobeni skaldrem plati
plau) = ap(u).

Definice hermiteovskych forem tedy tiké, 7Ze jde o zobrazeni linedarni v prvém
argumentu a pololinedrni v druhém. Zejména skaldrni souciny jsou zobrazeni V' X
V — K, ktera jsou linearni v prvnim argumentu a pololinearni v druhém.

V pripadé redlnych skalarti definice pololinearnich a linedrnich zobrazeni splyva.
7. hlediska této identifikace je tfeba chapat tvrzeni nasledujicich vét pro realné
vektorové prostory.

10.2. Véta. Necht V je unitarni prostor.

(1) Vektorywv € V jsou v bijektivni korespondenci s linearnimi formami v, € V'*
tak, 7e a,(u) = w-v pro vSechny vektory uw € V. Tato bijekce je navic
pololinearni zobrazeni V. — V'*.

(2) Zobrazeni f: V xV — K, ktera jsou linedrni v prvnim argumentu a pololi-
nearni v druhém, jsou v bijektivni korespondenci s endomorfismy ¢: V. — V
spliujicimi f(u,v) = u - ¢(v) pro vSechny vektory u,v € V.

Dikaz. VSechny linedrni formy na unitdrnim prostoru V' tvoii vektorovy prostor
stejné dimenze jako V. Kazdy vektor u € V' zadéava linearni formu o, na V vztahem
@, (v) = v-u. ProtoZe a,(u) = ||u|?, je forma «,, nulovd pravé tehdy kdy? je u = 0.
V pripadé, 7e V je euklidovsky prostor, zadava tedy ptirazeni u — «, linearni
prosté zobrazeni V' do prostoru linearnich forem na V. Z diivodu dimenze to musi
byt i zobrazeni na, tedy isomorfismus. Kazdy komplexni vektorovy prostor miizeme
chapat jako redlny vektorovy prostor dvojnasobné dimenze a pritazeni u — ay, je
pololinedrni zobrazeni mezi prislusSnymi komplexnimi prostory, tedy to je linearni
zobrazeni mezi odpovidajicimi readlnymi prostory, a podle predchoziho argumentu
je to tedy i zobrazeni na. Tim je dokézana prvni ¢ast véty.

Druhé tvrzeni se snadno odvodi z prvého: Pro pevny endomorfismus ¢: V — V
ma zobrazeni f,(u,v) = u - ¢(v) pozadované vlastnosti. Naopak, mame-li takové
f, je pro kazdy vektor v € V zobrazeni u + f(u,v) linedrni forma na V a proto
je f(u,v) = u- (¢(v)) pro vhodny vektor ¢(v) € V. Tim je definovano zobrazeni
p: V. — V. 7 predpokladanych vlastnosti f vyplyva, ze ¢ je skute¢mé endomorfis-
mus a pfitom jeho hodnota ¢(v) byla uréena jednoznacéné podle piredchozi ¢asti
vety., [

17V literatufe se Gasto pouzivé také nizev sesquilinedrni
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V dal§im budeme pouZivat pro skaldrni soudin i znaceni ( , ) dfive zavedené pro
bilinedrni zobrazeni vyc¢isleni linedrnich forem na vektorech.

10.3. Adjungované zobrazeni. Protoze skaldrni souc¢in na V' zadava ztotoznéni
dualniho prostoru V* s V, musi existovat pro kazdé linedrni zobrazeni p: V — W
mezi unitarnimi prostory zobrazeni odpovidajici dudlnimu zobrazeni ¢*: W* —
V*. Budeme jej opét znacit ¢*: W — V. Pfitom z ptfedchozi véty bezprostiedné

I X . y PP e
vyplyva, Ze pro ¢*(v) € V je u - ¢p*(v) definované pravé jako hodnota odpovidajici
formy ¢*(c,). Proto je zobrazeni ¢*: W — V jednoznaéné urceno definiénim
vztahem

(1) o(u) - v=mu-¢@*(v)

pro viechny u € V, v € W (vSimnéte si, Zze skaldrni souiny na obou stranich
rovnosti jsou v riznych prostorech!). Hovofime o adjungovaném zobrazenik lineér-
nimu zobrazeni ¢: V. — W. V dal§im budeme vétsinou pracovat s endomorfismy
p: V=V a jejich adjungovanymi zobrazenimi.

10.4. Véta. Necht ¢: V — W je libovolné linearni zobrazeni unitarnich prostorii
vV, W.
(1)
(2) Plati (¢*)* = ¢.
(3) Prirazeni ¢ — ¢* je pololinearni zobrazeni Hom(V, W) do Hom(W, V).
(4) Ma&-li ¢ v néjaké ortonormalni bazi matici A, ma ¢* v téze bazi matici AT .

Vztahem 10.3.(1) je dobre definované linearni zobrazeni ¢*: W — V.

Dukaz. (1): Podle 10.2.(1) je hodnotami u - ¢*(v) pro vSechny u € V jednozna¢né
uréen vektor ¢*(v) € V. Pfitom

u-@* (av+bv") = (p(u), av+bv"y = alu, * (v)) +b(u, ¢* (v")) = (u, ap*(v)+bp*(v")).

(2): (u, (¢7)"(v)) = (" (u), v) = (v, p*(u)) = (u, p(v)).

(3): Vyplyva piimo z defini¢niho vztahu.

(4): Matice kvadratické, resp. hermiteovské formy zadavajici skalarni soucin v
libovolné ortonormaélni bazi je jednotkova matice E. Tzn., ze v soufadnicich je
(z,y) = 2Ty a definiéni vztah pro ¢* je vyjadien

(Az,y) = (Az)"y = 2" (ATy) = 27 (By) = (z, ¢*(y))

kde B je matice ¢*. [

Matici vzniklou z dané (komplexni) matice A konjugovanim a transponovanim
nazyvame adjungovanou matici, zna¢ime ji A*. Ukazali jsme tedy, Ze pro zobrazeni
¢ s matici A ma ¢* v téze bazi adjungovanou matici A* = AT

10.5. Definice. Linearni zobrazeni ¢: V' — V unitarniho prostoru V se nazyva
samoadjungované jestlize ¢ = ¢*. V komplexnim pripadé se také pouziva nazev
hermiteovské, v redlném symetrické zobrazeni.

7 definice to tedy znamend, 7e pro vSechny u,v € V plati ¢(u) - v = u - p(v).
Pr¥imym vypoctem se snadno ovéri, ze samoadjungované zobrazeni tvori redlny
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vektorovy podprostor v Hom(V, V'), ten v8ak neni v komplexnim pfipadé uzavieny
vzhledem k nasobeni komplexnimi skalary s nenulovou imaginarni komponentou.
Jak jsme vidéli, matice samoadjungovanych zobrazeni jsou v komplexnim ptipadé
hermiteovské, v realném pripadé symetrické matice. Opét jsou to realné vektorové
podprostory v prostoru vSech matic. (Hermiteovské maji vzdy redlnou diagondlu,
po vynasobeni komplexnim skaldrem to nebyva zachovano!)

10.6. Véta. Necht ¢ je linearni zobrazeni na unitarnim kone¢nérozmérném pro-
storu V. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) ¢ je samoadjungované.
(2) matice A zobrazeni ¢ v libovolné ortonormalni bazi je hermiteovskd (v re-
alném pripadé to znamena symetricka).
(3) matice A zobrazeni ¢ v néjaké ortonormalni bazi je hermiteovska.

Dukaz. (1) = (2) = (3): Necht A je matice ¢ v ortonormalni bazi e. Pak (pfimo
z definice matice zobrazeni a diky vlastnostem soutfadnic v ortonormélnich bazich)

aji = (p(ei), e5) = (ei, p(e;)) = (p(e;), €i) = aij.

Odtud plyne (2) a tedy i (3).
(3) = (1): V souradnicich spoc¢teme

o(u)-v=(Ax)Ty = 2T ATy = 2T ATy = 2T (Ay) = u - p(v).

O

10.7. Véta. Necht @, 1: V — V jsou samoadjungovana, A a B necht jsou jejich
matice v ortonormalni bazi. Potom ¢ o) je samoadjungované pravé, kdyz 1 o p =
@ o1 a to nastane pravé, kdyz AB = BA.

Dikaz. Podle piedchozi véty jsou obé tvrzeni ekvivalentni. Staci tedy ovérit tvr-
zeni o maticich. Pro hermiteovské A, B i AB mame

AB = (AB)T = BTAT = BA

a stejny vypocet dokazuje i opa¢nou implikaci. []

10.8. Vektorovy prostor vSech matic Mat,, (R) je pfimym souc¢tem podprostori sy-
metrickych a antisymetrickych matic. V jazyku zobrazeni jde o tvrzeni, ze kazdé
linearni zobrazeni ¢: V — V euklidovského prostoru do sebe se jednoznacné vyja-
diuje jako soucet ¢ = Qgym + Pantisym- PTitom gy, je samoadjungované a @antisym

ma vlastnost (Yantisym (%), v) = — (U, Pantisym (v))-
V komplexnim pfipadé dostavame analogicky rozklad kazdé matice A € Mat,, (C)

A= (A+AT)+%(AAT)

1
2

na hermiteovskou a tzv. antihermiteovskou matici. Zde ovSem hermiteovské trans-
formace tvori jen redlny podprostor a matice B je antihermiteovska pravée, kdyz
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je skalarni nasobek ¢B hermiteovski. Pro zobrazeni ¢: V — V komplexniho uni-
tarniho prostoru tedy dostaneme rozklad ¢ = 9 + in s jednoznacné definovanymi
hermiteovskymi zobrazenimi @ a 7. Zejména tedy vidime, 7Ze komplexni vekto-
rovy prostor v8ech matic Mat, (C), resp. endomorfismi komplexniho unitarniho
prostoru V', je komplexifikaci redlného vektorového prostoru vSech hermiteovskych
matic, resp. vSech samoadjungovanych zobrazeni V. — V. Ptimo z definice pak
vidime, ¢* = ¢ — in, tj. adjungovani na Hom(V, V) odpovida konjugovani v této
komplexifikaci.

10.9. Lemma. Necht ¢: V — V je samoadjungované zobrazeni unitarniho pro-
storu V.

(1) Je-li U C V invariantni podprostor, pak je i U+ invariantni podprostor
vzhledem k .

(2) Vlastni hodnoty zobrazeni ¢ jsou realné.

(3) Vlastni vektory pfislusné riznym vlastnim hodnotdm jsou ortogonalni.

Diikaz. (1): Pro u € U je i o(u) € U, proto pro kazdy v € Ut je ¢(u) - v =
u - p(v) = 0. Odtud jiz plyne i p(v) € U+.

(2): Pro vlastni vektor u € V plati p(v) = Av, proto ¢(v) -v = Av-v) =
v- ()= Av-v).

(3): Piedpokladejme p(u) = Au, ¢(v) = pv. Potom

o) -v=ANu-v)=u-@) = pu(u-v)=plu-v)

tji. A—p)(u-v)=0. O

10.10. Definice. Idempotentni zobrazeni P: V — V vektorového prostoru V
do sebe, tj. P o P = P, se nazyva projektor. Projektor P se nazyva kolmy je-li
Ker P1 Im P.

7 vlastnosti P? = P okamzité vyplyvd Ker P = Im(idy —P) a (idy —P) o
(idy —P) = idy — P, takze je to opét projektor. KaZdy projektor je jednoznacéné
zadan svym jadrem a obrazem, zejména kazdy podprostor v unitarnim prostoru
definuje jednoznacéné kolmy projektor, jehoZ je obrazem (jadrem je pak jeho orto-
gonalni doplnék). Dva projektory P, ), s vlastnosti Po() = 0 se nazyvaji vzdjemné
kolmé. V pripadé kolmych projektori to znamena praveé, ze Im P1 Im ().

10.11. Véta o spektralnim rozkladu. Pro kazdé samoadjungované zobrazeni
¢: V. — V unitarniho prostoru V existuje ortonormalni baze vlastnich vektori a
vSechna prislusna vlastni ¢isla jsou realna. Jsou-li A1, ..., A\ vSechna riizna vlastni
dislap a Py, ..., Py kolmé (a vzajemné kolmé) projektory na prislusné podprostory
vlastnich vektori, pak

©=MP+ -+ A\ Py

Dtukaz. Predpokladejme nejprve, ze V' je komplexni unitarni prostor. Pak ¢ jisté
ma vlastni vektor v; s redlnou vlastni hodnotou a podle lemmatu 10.9 je V; =
{(v1)+ C V opét invariantni podprostor a ziZeni @|v, je opét samoadjungované.
Opét musi existovat vlastni vektor vo € Vi a Vo = (v1,v2)* je invariantni. Tteraci
tohoto postupu ziskdme ortogonalni bazi z vlastnich vektort, jisté tedy existuje i
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ortonormalni baze z vlastnich vektori. 7 definice 10.10 pak plyne, Ze existence
takové ortonormalni baze je ekvivalentni dokazovanému tvrzeni.

Pro realny unitarni prostor (tj. euklidovsky prostor) pak miZeme pouZit proce-
duru komplexifikace. Necht A je matice ¢ v né&jaké ortonormélni bazi u. Pak A
je také matici komplexifikace ¢c: Vo — Ve v indukované bazi ue a na Vg mame
jednozna¢né dan skalarni soucin pro ktery je uy ortonormalni. Vzhledem k tomuto
soucinu je pc opét samoadjungované (diky A = AT = AT). Podle piedchoziho exi-
stuje ortonormalni baze z dim V' vlastnich vektori s redlnymi vlastnimi hodnotami,
jejich souradna vyjadieni jsou tedy TeSenimi redlnych systémii linedrnich rovnic.
Proto vSechny lezi v redlné ¢asti V. Tim jsme ziskali potfebnou ortonormalni bazi
na V. [

10.12. O linedrnim zobrazeni ¢: V' — V unitarniho prostoru V tekneme, 7e je
ortogonalné diagonalizovatelné, jestlize existuje ortonormalni baze, v niz ma ¢ dia-
gonalni matici. Pro euklidovské je nyni snadné urcit vSechna takova zobrazeni:
diagonalni matice jsou zejména symetrické, jedna se tedy pravé o samoadjungo-
vana zobrazeni. Jako disledek ziskavame tvrzeni, 7e ortogonalni zobrazeni eukli-
dovského prostoru do sebe je ortogonalné diagonalizovatelné prave, kdyz je zaroven
samoadjungované (jsou to pravé ta samoadjungovana zobrazeni s vlastnimi hodno-
tami +1).

U komplexnich unitarnich prostort je situace slozitéjsi. Uvazme libovolné line-
arni zobrazeni ¢: V — V komplexniho unitarniho prostoru a necht ¢ = ¢ + in je
(jednozna¢né dany) rozklad ¢ na hermiteovskou a antihermiteovskou ¢ast, viz. 10.8.
Ma-li ¢ ve vhodné ortonorméalni bazi diagonalni matici D, pak D = reD + iimD,
kde redlnd a imagindrni ¢ast jsou pravé matice ¢ a n (plyne z jednoznacnosti roz-
kla-du). Zejména tedy plati p o =no1) a p o p* = p* o p. Zobrazeni p: V-V
s posledni uvedenou vlastnosti se nazyvaji normalni. Vzajemné souvislosti ukazuje
nasledujici véta (pokrac¢ujeme ve znaceni tohoto odstavce):

10.13. Véta. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) ¢ je ortogonalné diagonalizovatelné

(2) @* o =pop* (tj. ¢ je normalni zobrazeni)

(3) pon=mnoy

(4) Pro matici A = (a;;) zobrazeni ¢ v néjaké ortonormalni bazi a jejich m =
dimV' vlastnich ¢isel A; plati }y_, . laii 12 =20 2

Dukaz. Implikaci (1) = (2) jsme jiz diskutovali.
(2) & (3): Stadi provést pFimy vypocet

ep* = (Y +in) (Y —in) = > +n° +i(ny — ¥n)
e o= (¢ —in) (Y +in) = > +n° +i(yn — )

Odectenim dostaneme 2i(ny — ¢n).
(2) = (1): Necht u € V je vlastni vektor normdlniho zobrazeni ¢. Pak

p(u) - p(u) = (P p(u), u) = (Pp* (u),u) = p*(u) - ¢*(u)

zejména tedy |o(u)] = |p*(u)]. Je-li @ normalni, je (¢ — Aidy)* = (¢* — Xidy)
a je proto i (¢ — Aidy) normélni zobrazeni. 7 predeslé rovnosti tedy plyne, 7Ze



*k

*k

*k

*k

k%

Xk

AV CADSL 1. FROUDTORY SE SKALARNIM SOUUINEM A ANALY 1IUKA GHROMELRI1E

je-li p(u) = Au, pak ¢*(u) = Au. Tzn., Ze ¢ a ©* maji stejné vlastni vektory a
konjugované vlastni hodnoty.

Stejné jako u samoadjungovanych ted snadno dokazeme ortogonalni diagonali-
zovatelnost. K tomu je nutné a staci, aby ortogonalni doplnék kazdého vlastniho
podprostoru pro norméalni ¢ byl invariantni (je totiz zGZeni normélniho zobrazeni
na invariantni podprostor opét normalni). Uvazme vlastni vektor u € V' s vlastni
hodnotou A, v € (u)*. Plati

a tedy opét p(v) € (u)t.

(1) & (4): Vyraz 3, ;|ai;|? je pravé stopa matice AA*, to je matice zobrazeni
po@*. Proto nezavisi na volbé ortonormalni baze. Je-li tedy ¢ diagonalizovatelné,
je tento vyraz roven pravé Y. |\;|%

Opacné implikace je pfimym diisledkem Schurovy véty o unitarni triangulovatel-
nosti libovolného linedrniho zobrazeni V. — V', viz. 7.25. Podle ni totiz existuje pro
kazdé linearni zobrazeni p: V' — V ortogonalni béaze, ve které ma ¢ horni trojihel-
nikovou matici. Na jeji diagondle pak musi byt pravé vSechny vlastni hodnoty ¢.
Jak jsme jiz ukazali, vyraz ), . |ai;|? nezavisi na volbé ortonormalni baze, proto z
predpokladané rovnosti vyplyva, zZe vSechny prvky mimo diagonalu musi byt v této
matici nulové. [J

V terminech matic zobrazeni dostavame: zobrazeni je normalni praveé, kdyz jeho
matice v nékteré ortonormélni bazi (a ekvivalentné v kazdé) spliuje AA* = A*A.
Takové matice nazyvame normadlni matice.

Vsimnéme si, 7ze pro pocet s linearnimi zobrazenimi na komplexnim unitarnim
prostoru lze posledni vétu chapat také jako zobecnéni béznych poctid s komplex-
nimi ¢isly v goniometrickém tvaru (roli redlnych &isel zde hraji samoadjungovana
zobrazeni). Roli komplexnich jednotek pak hraji unitdrni zobrazeni. Zejména si
v§imnéme analogie k jejich tvaru cost + isint s vlastnosti cos®t + sin®t = 1:

10.14. Daisledek. Unitarni zobrazeni na komplexnim unitarnim prostoru V' jsou
pravé ta normalni zobrazeni, pro ktera vyse uzivany jednoznacny rozklad @ = ¥ +1in
spliuje 12 + n? = idy

Dtikaz. Pro unitarni je pp* = idy = ¢*¢ a tedy pp* = (¥ + in)(y — in) =
Y2 4+ 0 + n? = idy. Naopak, pro normalni posledni vypocet ukazuje, 7e opatna
implikace plati také. [

Dalsim pojmem, ktery muiizeme rozsitit z redlnych ¢isel do naSich tvah o sa-
moadjungovanych zobrazenich, je pojem nezaporného (resp. kladného) ¢isla. U
realnych cisel jej lze definovat jako ta cisla, pro ktera existuje odmocnina. Tak to
pujde i nyni:

10.15. Definice. Samoadjungované zobrazeni ¢: V — V na unitarnim prostoru
V' se nazyva nezaporné, jestlize existuje samodjungované zobrazeni 1) takové, ze
¢ = 2. Pokud existuje takové invertibilni ¢, nazyva se ¢ kladné zobrazeni. (Nékdy
se téZ pouzivad oznaceni positivné semidefinitni, resp. definitni, podobné jako u
forem.)
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* 10.16. Véta. Linearni zobrazeni ¢: V — V je nezaporné, resp. kladné, praveé
kdyz je splnéna néktera z nasledujicich ekvivalentnich podminek

(1) ¢ je samoadjungované a ¢(u) - u > 0 pro vSechny u € V', resp. p(u) - u > 0
pro vSechny u # 0.

(2) existuje linearniv: V — V takové, Ze ¢ = 1™ o), resp. navic jesté je takové
) invertibilni.

(3) matice A zobrazeni ¢ v nékteré (a tedy v kaZdé) ortonormalni bazi je po-
sitivné semidefinitni, resp. positivné definitni, hermiteovska (v komplexnim
pripadé) nebo symetricka (v redlném pripadé) matice.

*  Dukaz. (1): Protoze je ¢ samoadjungované, ma ve vhodné ortonormdlni béazi
diagonalni matici A s redlnymi A; na diagonale. Pak oviem VA existuje (a je to
diagonalni matice s /); na diagonéle) pravé tehdy, kdyZ jsou vSechny A; > 0, resp.
je navic jesté invertibilni kdyz A; > 0. Pfitom jsou posledni nerovnosti ziejmé
ekvivalentni nerovnostem v (1). Zaroven jsme pfitom ovéfili i (3).

* (2): Je-li ¢ samoadjungované nezaporné, pak ¢ = 1 o) = ¥* o 1) pro samo-
adjungované 1. Predpokladejme naopak, Ze ¢ = 1™ o 0. Necht matice ¢ a ¢ v
ortonormalni bazi e jsou A a B, tj. A = BT B. Odtud

_ ——F—T _
AT = (BTB) =BTB=4A

je tedy A samoadjungovana. Pfitom
p(u) - u=y*P(u) -u=[¢h(u)* > 0.
a tvrzeni je dokazané. [J

* 10.17. Dusledek. Vsechny pozitivné (semi-) definitni redlné matice A (prip. kom-
plexni hermiteovské) maji odmocninu, tj. existuje B takova, 7e A = B2. Obecné ji
miizeme definovat tak, ze vyjadrime A = S*DS pro S vhodnou unitarni, D realnou

diagonalni s nezapornymi prvky. Pak B = S*\/DS, kde /D obsahuje na diagonale
odmocniny z prvki v D.

Vratime se ke zkoumani vlastnosti kvadratickych forem, nyni na unitarnich pro-
storech. Primou aplikaci predchozich vysledkii o samoadjungovanych zobrazenich
obdrzime tzv. metrickou klasifikaci symetrickych bilinearnich, resp. hermiteovskych
forem.

* 10.19. Dukaz véty 8.24. Nejprve dokazme tvrzeni pro redlné symetrické formy.
Jak jsme videli v 8.7, definuje f linearni zobrazeni f: V — V*, flu,v) = f(u)(v) a
skaldrni soucin definuje linearni isomorfismus i: V. — V*, i(u)(v) = v - u, viz. 10.2.
Je-li A matice f v ortonormalni bazi e, pak je A také matici f v bazich e a dualni
e*, matice zobrazeni ¢ v bazich ¢ a e¢* je ovSem identickd matice, proto je A také

matici slozeného zobrazeni f =i lo f Protoze se jedna o symetrickou matici,

je f samoadjungované. Proto existuje baze z vlastnich vektort f , ve které ma f

diagonalni tvar, diagonalni prvky jsou pak praveé vlastni hodnoty a jsou jednoznacné

urcéeny aZ na poradi. Necht je tedy e pfimo tato baze. Pak

{0 pro i #j

fleiej) = f(ei)(e.i) =& f(e7) BRIV pro i =j
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Tim je dokazano prvé tvrzeni.

Tvrzeni pro hermiteovské formy se dokaze presné stejné, jen je 7 pololinearni
bijekce, A je hermiteovska a ziskané f je proto samoadjungované. 7 posledniho
vypoctu ndm vyjde f(e;,e;) = A; pro i = j a nula jinak, viechny vlastni hodnoty
jsou ale stejné realné. [

Problémy k premysleni

1. Necht V je unitarni prostor. Projektor P: V — V je kolmy pravé, kdyz je P
samoadjungované. Soucet P = P; + - - -+ P;, kolmych projektori P; je projektorem
pravé tehdy, kdyz projektory P; jsou vzajemné kolmé (tj. P; o P; = 0 pro i # j).
Potom je P také samoadjungované. Dokazte.

2. Ukazte, ze pro kazdé linedrni ¢: V' — V na unitdrnim prostoru V plati
(Kerp) L(Imy™), (Img)L(Kerp®).

(PouZijte tato tvrzeni znovu pro ditkaz pfedchoziho cviceni.)

3. Zformulujte a dokazte vétu o spektralnim rozkladu pro normalni zobrazeni.
(Muzete to brat i tak, Ze normélni zobrazeni jsou pravé vSechna zobrazeni, pro
kterd véta o spektralnim rozkladu plati.)

4. Dokazte, ze matice vznikla jako hodnota polynomu v hermiteovské, resp. sy-
metrické matici, je opét hermiteovska, resp. symetricka.

5. Rozsitte tvrzeni 10.16 0 ¢: V — V je samoadjungované a nezaporné pravée, kdyz
existuje 1: V. — W takové, 7e ¢ = 1p* o1p. (Staci si vSe fadné zapsat v maticich.)

6. Dokazte tvrzeni problému 2 pro ¢: V — W.

11. Rozklady matic a aproximace

Pro numerické zpracovani matic je ¢asto dilezité mit moznost pracovat jen s ma-
ticemi uréitych typi. Radu piikladi jsme jiz potkali, nap¥. vypocet determinantu
nebo stopy je velmi snadny pro trojihelnikové matice, inverze se snadno spocte pro
unitarni apod. Prostory skalart budou vzdy K = R nebo K = C. V této kapitole
tedy uvedeme nékolik typi rozklad matic na soucin specialnich matic. Vysledky
jsou vesmés mimotfadné vyznamné pro vétdinu numerickych aplikaci. Casto oviem
je zapotiebi kombinace s riznymi iterativnimi pribliznymi metodami, na jejichz
vyklad nadm jiz nezbyva prostor.

Jako prvni vysledek uvedeme vétu o triangulovatelnosti matic, kterou jsme jiz
dokazali v 7.25 (ve formulaci pro linedrni zobrazeni).

11.1. Véta (Schurova o unitarni triangulovatelnosti). Necht A je matice v
Mat, (K), K = R nebo K = C, a Ay,..., A, € C necht jsou vSechna vlastni ¢isla
matice A. Pak existuje unitdrni U € Mat,, (C) takova, 7e U*AU = T, kde T je
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horni trojihelnikova matice s ¢isly Ay, ..., A, na diagonale. Je-li navic K = R a
vSechna vlastni ¢isla \; jsou realnd, pak lze volit ortogondlni U € Mat,, (R).

Dukaz. Jde pouze o preformulovani véty 7.25 pro standardni euklidovsky vekto-
rovy prostor R™ nebo standardni komplexni unitarni prostor C*. [J

Dalsi véta je podstatnym rozsitenim véty 1.14, ve které jsme dokézali, Ze pro
kazdé linearni zobrazeni mezi konec¢nérozmérnymi vektorovymi prostory docilime
vhodnou volbou bazi toho, Ze matice zobrazeni je diagonélni s jednickami a nulami
na diagonéle.

11.2. Véta (o singuldrnim rozkladu). Necht A € Mat,,,(K) kde K = C,
resp. K = R.  Pak existuji unitarni, resp. ortogonalni, matice U € Mat,,(K),
V € Mat,(K) a redlnd diagonalni matice s nezapornymi prvky D € Mat,(K)
r < min{m,n}, takové, Ze

J

D 0

A=USV*, S:(O 0

) € Maty, (K), r=h(AA*),

Pritom je S urcena jednoznacné az na poradi prvkii a prvky diagonalni matice D

jsou druhé odmocniny vlastnich ¢isel d; matice AA*.

Dtkaz. Predpokliadejme nejprve m < n a oznac¢me ¢: K* — K™ zobrazeni zadané
matici A ve standardnich bazich. Mame vlastné ukézat, 7e existuji ortonormalni
baze na K” a K™ ve kterych bude mit ¢ matici S z tvrzeni véty. Matice A*A je
pozitivné semidefinitni, viz. nap¥. dikaz véty o odchylce podprostorti (viz. 6.17).
Proto mé sama realnd nezdporna vlastni c¢isla a existuje ortonormalni baze w v
K™, ve které ma prislusné zobrazeni ¢* o ¢ diagonalni matici s vlastnimi ¢isly na
diagondle. Jinymi slovy, existuje unitarni matice (resp. redlna ortogonalni matice)
V takova, ze A*A = VBV™* pro realnou diagonalni matici s nezdpornymi vlastnimi
¢isly (dq,ds,...,d,,0,...,0) na diagondle, d; # 0 pro vSechny i = 1,...,r. Odtud

B = V*A*AV = (AV)*(AV), coz je ekvivalentni tvrzeni, ze prvnich r sloupcii
matice AV je ortogondlnich a zbyvajici jsou nulové (maji totiz nulovou velikost),

oznac¢me prvnich r sloupct vy,...,v, € K™. Tzn. v; -v; =d;, 1 = 1,...,r a tedy

vektory u; = \/%vi tvori ortonormalni systém nenulovych vektori. Doplhme je
1

na ortonormalni bazi uq, ..., u, celého K™. Vyjadiime-li zobrazeni ¢ v bazich w

na K” a u na K™, dostavame matici v/B. Pfechody od standardnich bazi k nové
vybranym odpovidaji nasobeni zleva unitdrnimi maticemi U a zprava V! = V*,
v pripadé K = R pak jde o ortogonalni matice.

Pokud je m > n, muzeme aplikovat predchozi ¢ast dikazu na matici A*. Odtud
pak pfimo plyne pozadované tvrzeni. [J

Vsimnéte si, ze nas ditkaz véty o singularnim rozkladu je konstruktivni, mizeme
jej opravdu pouZit pro vypocet unitarnich ( resp. ortogondlnich) matic U, V a
diagonalnich nenulovych prvki matice S.

11.3. Geometricka interpretace. Diagonalnim hodnotdm matice D z piredchozi
véty se tika singuldrni hodnoty matice A. Pro prislusné zobrazeni ¢: K* — K™
maji jednoduchy geometricky vyznam: Necht K C K" je jednotkova sféra pro
standardni skalarni sou¢in. Obrazem (K ) pak vzdy bude (mo7na degenerovany)
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m-rozmérny elipsoid. Singuldrni ¢isla matice A jsou pritom velikosti hlavnich po-
loos.

Pro ¢tvercové matice je vidét, ze A je invertibilni pravé, kdyz vSechna singularni
¢isla jsou nenulovad. Pomér nejvétsiho a nejmensiho singularniho ¢isla je dilezitym
parametrem pro fadu numerickych vypocti s maticemi, napf. pro vypocet inverzni
matice.

11.4. Véta (o poldrnim rozkladu). Kazdou ¢tvercovou matici A € Mat,, (K),
K = R nebo K = C, Ize vidy vyjadrit ve tvaru A = PV, kde P € Mat,(K)
je samoadjungovana positivné semidefinitni a V € Mat,,(K) je unitdrni. Pfitom

P =+/AA*. Je-li A invertibilni, je rozklad jednoznacny a V = (v AA*)" 1 A.

Dikaz. 7 véty o singularnim rozkladu plyne A = USW™* s diagonalni S s nezé-
pornymi redlnymi ¢isly na diagondle a unitarnimi U, W. Pak A = USU*UW™* a
mizeme piimo definovat P := USU*, V := UW*. Pak P je samoadjungovand pozi-
tivné semidefinitni a V je unitarni. Navic A* = WSU* atedy AA* = USSU* = P2.
Predpokladejme, ze A = PV = QU jsou dva takové rozklady a A je invertibilni.
Pak oviem je AA* = PVV*P = P2 = QUU*Q = Q? positivné definitni a proto je
Q = P = VAA* jednozna¢né urcené a invertibilni. Pak také U =V = P71A. O

Aplikaci véty 11.4 na A* obdrzime jinou verzi:

11.5. Dusledek (Véta o polarnim rozkladu). KaZdou ¢tvercovou matici A €
Mat, (K), K = R nebo K = C, Ize vidy vyjadrit ve tvaru A = UP, kde P €
Mat,, (K) je samoadjungovana positivné semidefinitni a U € Mat,,(K) je unitarni.

Vsimnéme si opét pékné analogie mezi komplexnimi ¢isly a komplexnimi mati-
cemi: matice P s véty 11.4 hraje roli absolutni hodnoty ¢isla, zatimco unitarni V' je
analogii jeho argumentu (tj. komplexni jednotky, ktera se také rozklada na soucet
@ + i) se samoadjungovanymi ¢, ¥, které navic spliji ¢? + 2 = idy). Pfitom ale
nyni neni jedno v jakém potadi samoadjungované a unitarni matice chceme nésobit.
Umime v obou, vyjdou ale pokazdé jiné.

Pro radu aplikaci byva rychlejsi pouziti nasledujiciho rozkladu:

11.6. Véta (o QR-rozkladu). Pro kaZdou matici A € Mat,,, (K) existuje uni-
tarni matice () a horni trojihelnikova matice R takové, ze A = Q*R. V pripadé
K = R Ize volit ortogonalni matici ()

Dukaz. V geometrické formulaci potfebujeme dokéazat, ze pro kazdé zobrazeni
p: K* — K™ s matici A v standardnich bazich muzeme zvolit novou bazi na K™
tak, aby potom ¢ mélo horni trojihelnikovou matici.

Uvazme obrazy ¢(e1),...,¢(e,) € K™ vektori standardni baze, vyberme z
nich maximalni linedrné nezavisly systém vy, ..., v takovym zptisobem, 7e vypous-
téné zavislé vektory jsou vzdy linearni kombinaci predchozich vektort, a dopliime
jej do baze v1,...,v,,. Necht uq,...,u, je ortonormalni baze vznikla Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci tohoto systému vektorti. Nyni pro kazdé e; je ¢(e;)
bud jedno z v;, j < i, nebo je linedrni kombinaci vy,...,v;_1, proto ve vyjad-
feni ¢(e;) v bazi u vystupuji pouze vektory uq,...,u;. Zobrazeni ¢ méa proto ve
standardni bazi na K" a ortonormalni bazi v na K™ horni trojihelnikovou matici
R. Ptechod k bazi u na K" odpovida nasobeni unitarni matici @, tj. R = QA,
ekvivalentné A = Q*R. O
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11.7. Definice. Necht A € Mat,,,(K) a necht A = USV™ je jeji singularni
—1
rozklad, S = D0 Matici ACY = vsurss = (P00
0 0 0 0
pseudoinverzni matice k matici A.
Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze dilezité zobecnéni pojmu inverzni
matice.

11.8. Véta. Necht A € Mat,,,(K), K =R nebo K = C. Plati
(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy &tvercova), pak A=Y = A~1,
(2) pro pseudoinverzi ACD plati, 7e ACVA 1 AACD jsou samoadjungované a
AACDA = A, ACDAACED = A,
(3) Uvazme pro danou matici A € Mat,,, (K) systém linearnich rovnic Az = b,
b € K. Paky = ACYb ¢ K* minimalizuje vzdalenost |Axz — b|| pro
vSechny © € K".

> nazyvame

Dukaz. (1): Je-li A € Mat, (K) invertibilni, pak i S = U*AV € Mat,(K) je
invertibilni a p¥imo z definice je S’ = S~'. Odtud A"V A = AACD = E.
(2): Pfimym vypocétem dostavame SS’S = S a S'SS' = S’, proto

AACVA = USV*VS'U*USV* =USS'SV* =USV* = A
a analogicky pro druhou rovnost. Déle
(AACY = (USS'U*)* =U(8")TSTU* = U(SS)TU* =USS'U* = AACY

a podobné se ukaze (AC-DA)* = AC-D A,

(3): Uvazme zobrazeni ¢: K® — K™, 2 +— Az, a pfimé soudty K" = (Ker o)+ @
Kerp, K" = Imp @ (Im)+. ZaZené zobrazeni ¢ := P|(Ker o)L : (Ker o)t —
Im ¢ je linearni isomorfismus. Zvolime-li vhodné ortonorméalni béze na (Ker @)+ a
Im ¢ a doplnime je na ortonormalni baze na celych prostorech, bude mit ¢ matici
S a ¢ matici D z véty o singularnim rozkladu. Pro dané b € K™ je bod z €
Im ¢ minimalizujici vzdalenost [|b — z|| (tj. realizujici vzdalenost od podprostoru
p(b,Im ¢)) pravé komponenta z = by rozkladu b = by + by, by € Im @, by € (Img)*.
Pfitom ale ve zvolené béazi je zobrazeni (=1, ptivodné zadané ve standardnich
bazich pseudoinverzi A=Y, dano matici S’ 7z véty o singularnim rozkladu, zejména

(=1) (=1)

je @ D(Img) = (Ker p)* a D! matici ziizeni 90|1_m<,9 & P (1m p)L je nulové. Je

tedy skutecné
poV(b) = p(p"V(2) = 2
a dikaz je ukoncen. [

Lze také ukazat, 7e matice A(—1) minimalizuje vyraz ||[AACY — E||? (tj. sumu
kvadrati vSech prvki uvedené matice).

11.9. Lineéarni regrese. Aproximacni vlastnost (3) pfedchozi véty je velice uzi-
te¢nd v pripadech, kdy mame najit co nejlepsi p¥ibliZeni (neexistujiciho) FeSeni
preurceného systému Az = b, kde A € Mat,,, (K) a m je vétsi nez n. Napf. mame-
li zadany hodnoty b;, skutecné hodnoty funkci a;; = f;j(z;) v bodech z; € R a
nadim tkolem je urcit koeficienty a; € R tak, aby >°" (b — (3_7_; ajai;)) byla
minimdlni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci funkei f; takovou, abychom
"dobte” prolozili zadané hodnoty b;. Diky predchozi vété jsou hledané optimalni
koeficienty A=V,
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Problémy k premysleni

1. Dokazte véty o polarnim rozkladu p¥imo (bez pouziti véty o singuldrnim rozkladu).|j

2. Dokaizte, Ze pseudoinverze AV je jedind matice takova, ze ACDA 1 AACD

jsou samoadjungované a AADA = A, ACDAACD = oD

3. Necht A € Mat,,,(K), m > n, a pFedpokladejme, 7e sloupce A jsou linearné
nezavislé. Pak A*A je invertibilni a ACD = (A*A) " 1A*. Pro praktické uziti
lineadrni regrese byva tento vztah uzitecny, protoze pocet volnych parametri, tj.
rozmér matice A* A, byva maly a pocet zadanych hodnot naopak velky, takze pti
praktickych méfeni je v podstaté jisté, Zze sloupce A budou nezavislé. Spocist
potom inverzi z "malé” matice A* A byva rychlé. (Navod: uzijte tvrzeni predchoziho
problému!)



Cast III.
Dodatky

12. Polynomialni matice a kanonické tvary

Odvodime efektivni algebraicky postup pro urceni Jordanovych kanonickych
tvarta. Zakladem bude jista verze Gaussovy eliminace pro charakteristické mati-
ce, tj. pro matice jejichz prvky jsou polynomy.

12.1. Véta. Pro matice A, B € Mat,,(K) nad polem skaldri K existuje inverti-
bilni matice P € Mat,, (K) takovd, ¢ A = PBP~' pravé, kdy# charakteristickou
matici A— AE Ize prevést na charakteristickou matici B — \E pomoci elementarnich

radkovych a sloupcovych transformaci.'8

Diikaz této klicové (a elegantni) véty je technicky ponékud nepfijemny, za¢neme
s pripravnymi definicemi a poznamkami.

12.2. Déleni v okruzich polynomui. Necht R je libovolny okruh, R..[A] po-
lynomy v proménné A nad R. Pro kazdé polynomy f(A\) = a,A\" + --- + aq,
g(A) = by A™ + -+ -+ bg, S by, € R invertibilnim, existuji jednoznacné urcéené poly-
nomy q1(A), r1(A), g2(N), r2(A) takové, Ze

fA) =gN)gi(A) +r1(N)
fA) =q2(N)g(A) +ra(N)

a bud stupné ri(\) a ro(A) jsou mensi nez stupen g(A) nebo jsou ry(A) & ra(A)
nulové polynomy.

Dtikaz. Zcela shodny se standardnim diitkazem o déleni se zbytkem pro polynomy s
realnymi koeficienty,!? pouze musime pamatovat na invertibilnost b, a na (moznou)
nekomutativnost nasobeni v R (proto dostaneme rtizné vysledky prondsobeni zleva
a zprava). [

12.3. A-matice a maticové polynomy. Matice, jejichz prvky jsou polynomy
v proménné A nazyvame A-matice. Jde tedy o prvky v Mat,,, (K [A]). Protoze
v8ak sc¢itani v polynomech se definuje po jednotlivych mocnindch a v maticich
po jednotlivych prvcich, miizeme A-matice ztotoznovat s polynomy nad okruhem
matic, tj. (Mat, (K))s [A] = Mat, (K [A]). Promyslete si to podrobné!

12.4. Poznamky. (1) Podmnozina invertibilnich matic v Mat,, (R) nad libovol-
nym okruhem R vzdy tvori grupu vhledem k nasobeni matic.
(2) A-matice A(A) je invertibilni pravé, kdyz je |[A(N)| € K\ {0}, viz. 3.21
(3) algoritmus pro déleni s zbytkem lze vzdy aplikovat pro déleni charakteris-
tickou matici A — AE, protoze vedouci koeficient tohoto polynomu je matice
—F, tzn. je invertibilni.

18Matice B a PBP ! se nazyvaji podobné, matice, které 1ze na sebe pirevést elementarnimi
transformacemi ekvivalentni. Mtizeme proto vétu struéné formulovat takto: A a B jsou podobné
pravé, kdyz jejich charakteristické matice jsou ekvivalentni.

19 Jisté jej najdete podrobné vypracovany v kazdém zikladnim textu o algebie.
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12.5. Elementarni sloupcové a fadkové transformace byly pro matice nad libovol-
nym okruhem definovany jiz v 1.11, 1.13. Musime jen dat pozor na invertibilitu
skalaru pri nasobeni vybraného radku. Ve skutec¢nosti stac¢i prave dvé:

(1) Vynéasobeni vybraného fadku (sloupce) invertibilnim skaldrem a

(2) Pficteni (libovolného) nasobku nékterého jiného fadku k vybranému fadku.
Vymeéna radkii ¢i sloupcti se snadno ziskd kombinaci téchto dvou transformaci. Opét
odpovidaji rfadkové elementarni transformace nasobeni invertibilni matici zleva,
sloupcové zprava.

v/

12.6. Dukaz Véty 12.1. Nejprve ovéiime snadnéjsi implikaci. Necht jsou A a B
podobné, A = PBP~'. Potom
P(B—-AE)P ' =PBP ' - \E=A-)\E.
Kazdou skalarni invertibilni matici dostaneme ale jako soucin matic elementarnich
transformaci. Vystacime tedy dokonce se skalarnimi linedrnimi kombinacemi pf¥i
upravach charakteristickych matic.
Opacna implikace je neprijemna. Predpokladejme, Ze existuji invertibilni matice
P()) a Q(X) takové, Ze
(1) B—AE =P\ (A-AE)Q(N).
Pokud by P(\) a Q(A) byly ve skute¢nosti konstantni polynomy (tj. skalarni ma-
tice), pak v rovnosti (1) miZzeme snadno porovnat koeficienty u stejnych mocnin A
a dostaneme E = PQ, B = PAQ. To ale znamen4, 7e Q = P~ a matice B a A
jsou podobné. Stac¢i nam tedy ukazat, ze kazdé matice P(A) a Q(A) spliujici (1)
jsou nezavislé na A.
Pomoci déleni se zbytkem najdeme polynomy P; (), Py, @Q1(A) a Qp spliujici
@ P(A) = (B—-AE)P 1+ P,
Q) = Q1(B—AE) + Qo
kde stupen Py a (Qy musi byt mensi nez stupenn B — AFE, tedy nula (pokud jsou
viibec nenulové). Dosazenim za P(X) z (2) do (1)
B~ AE = (B~ AE)Pi(A\)(A - AE)Q(N) + Py(A — AE)Q(N).
Dosadime i za QQ(A) a upravime:
) B~ AE — Py(A— AE)Qo = K(X)
K(A) = (B=AE)PL(A)(A = AE)Q(A) + Po(A - AE)Q1(A)(B — AE)
Za P, jesté miuzeme dosadit P(A) — (B — AF)Pi())
K(A) = (B~ AB)P{(A)(A ~ AE)Q(A) + PA(A -~ AB)Q1(A)(B — AE)—
(B~ AE)Pi(\)(A — AE)Qi(A)(B — AE)
Nyni vyuZijeme invertibilitu P(\) a Q(\) a vyjadiime K (\) jako souéin zac¢inajici a
konéici B — AE (tim bude zajisténo, Ze by mélo K (A) mit stupen alespon 2). Z (1)
totiz plyne (A — AE)Q(X) = P~'(\)(B — AE), P(A\)(A — AE) = (B — AE)Q™'()\)
a dostavame
K(X) = (B~ AE)(PL(A)P™I(A) + QT (N)Q1(A) + Pr(A)(A — AE)Q1(N))(B — AE)

P¥itom ovSem ze vztahu (3) plyne, 7e stupennt K(A) je nejvySe 1. Pak u7z zbyva jen
moznost K(A) =0 a (3) dava piesné pozadovany vztah. [J
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12.7. Kanonicky tvar A-matic. Pro matice nad okruhem polynomii nelze piimo
pouzit Gaussovy eliminace, tak jak v 1.14, miizeme ale postup modifikovat tak, 7e
obdrzime kanonicky diagonélni tvar matic nad okruhem polynomi K., [A] kde K je
pole.

Rekneme, 7e A-matice A()) je v kanonickém tvaru, jestlize je

ex(d) 0 0
0 PQ()\) 0
A(X) =
0 0 ()
kde polynomy e;_1 vidy déli e;, i = 2,...,n (nulovy polynom je délitelny pouze

nulovym polynomem) a nenulové polynomy maji vedouci koeficient 1.

Napft. nulovd matice je v kanonickém tvaru, jednotkova matice E je v kano-
nickém tvaru. Je-li e;(A) = 0, pak podle definice jsou vSechny e;(\), j > i také
nulové. Postupné ukazeme, 7e kazdad A-matice nad polem skalart je ekvivalentni
s pravé jednim kanonickym tvarem. Protoze uz také vime, Ze pro kazdou matici
nad komplexnimi ¢isly existuje (az na poradi bloki) jednozna¢né urcéeny Jordantiiv
kanonicky tvar, musime byt schopni jej z kanonického tvaru charakteristické ma-
tice vycist. Ve skutecnosti ukazeme i algoritmicky postup pro nalezeni kanonického
tvaru A-matic a znovu dokazeme existenci a jednoznacnost Jordanova kanonického
tvaru matic.

12.8. Lemma. Kazda ¢tvercova A-matice nad polem K je ekvivalentni s jistym
kanonickym tvarem.

Dtkaz. Postup pro nalezeni kanonického tvaru je modifikaci Gaussovy eliminace.
Jisté 1ze zafidit, aby a11(A) # 0. Pokud je prvek aq1(A) nenulovy polynom a p¥itom
nedéli beze zbytku vSechny ostatni nenulové prvky na prvnim fadku a v prvnim
sloupci, pak miizeme pomoci elementarnich transformaci zmensit jeho stupen: Je-
i a15(A) = a11(A)p(A) + (), kde 7(A) # 0 a jeho stupen je mensi nez stupei
a11(A), pak miZeme od k-tého sloupce odedist p(A)-ndsobek prvniho a vyménit
k-ty sloupec s prvnim. Pti kazdém takovém kroku snizime stupen polynomu aqq
nejméné o 1. Protoze kazdy nenulovy konstantni polynom déli vSechny nenulové
polynomy, po koneéném poctu krokii tak zajistime pozadovanou délitelnost. V tom
okamziku ovSsem muzeme pouzit stejny postup jako v Gaussové eliminaci a pomoci
elementarnich transformaci ziskat nulové polynomy na vsSech ostanich mistech v
prvanim sloupci a v prvnim radku.

Pokud nyni polynom aj;(\) ned8li beze zbytku vSechny ostatni polynomy v
matici, lze opét snizit jeho stupeni: Necht a;;(A) = a11(A)g(A) +7(N), r(X) # 0, je
vysledek po déleni se zbytkem. Pak pripocteme i-ty fadek k prvému a postupujeme
opét podle predeslého kroku.

Po koneném poctu kroki tedy dosdhneme, ze eq(A) = ay1(A) déli vSechny
ostatni nenulové polynomy v matici a zaroven je jedinym nenulovym prvkem na
prvnim fadku a v prvnim sloupci. Nyni postupné uplatiujeme zcela stejny postup
na submatici tvofenou zbyvajicimi fadky a sloupci a po koneéném poctu kroku
ziskame pozadovany tvar. [J
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12.9. Priklad.

6-X 2 2 1 -2 32
AN=[ 2 3-x 4 |~| 2 3-x -4
2 4 3 6-X 2 2
1 —2 322 10 0
~l0 7-2A AT ~ [0 7= A—T
0 —2Xx+414 =249+l 0 0 —A+5x+14
1 0 0
~10 x=7 0
0 0 (A+2)(A=T7)

kde v prvni ipravé jsme vymeénili prvni fadek s polovinou t¥etiho, pak jsme provedli
standardni vyeliminovani prvka v prvnim fadku a prvnim sloupci. Protoze ziskany
prvek aqs primo délil ostatni v druhém tadku a sloupci, v zapéti jsme vyeliminovali i
druhy radek a sloupec. Nahodou vse probihalo tak hladce Ze jsme nemuseli pouzivat
déleni se zbytkem. VSimnéme si, ze je vzdy vyhodné vymeénovat radky a sloupce
tak, abychom nemuseli zbyteéné brzy zacit pracovat s nekonstantnimi polynomy.
Zatim ovSem jesté nevime, jestli ziskané kanonické tvary nezavisi na nasem po-
stupu. Abychom ukézali jednoznacnost, vyjadiime kanonicky tvar nezavisle na
dalSich volbach a ukazeme, ze ekvivalentni matice maji kanonicky tvar shodny.

12.10. Vé&ta. Necht A()\) je ¢tvercova fadu n A-matice nad polem skalari K. Pro
1 < k < n definujeme polynom dit(\) € Koo [A] jako nejvétsi spolecny délitel vech
minorti stupné k v A(\) s vedoucim koeficientem 1. Plati
(1) Je-li dif (X) # 0, pak di} () déli di ().
(2) Jsou A-matice A(X) a B()\) ekvivalentni, pak dj (\) = dP ()\) pro vSechny k.
er(A) ... 0
(3) Necht je kanonicky tvar matice A(X). Pak e1(\) =
0 oo en(N)
dt(N), ex(N) = d(\)/d [(\) pro vSechny nenulové ey(A) a ex(\) = 0
pravé, kdyz di(A\) = 0.
(4) Kanonicky tvar matice A(X) vzdy existuje a je jednoznacné urceny.

Ditkaz. (2) K tomu abychom dokazali, 7e polynomy di ()) splyvaji pro ekviva-
lentni matice stac¢i dokazat, ze se neméni pii elementarnich transformacich. Vyna-
sobeni fadku skalarem z K (vzpomenime, Ze invertibilni jsou pravé nenulové kon-
stantni polynomy) vede k vynasobeni vSech minori, které tento fadek zahrnuji tym?
skalarem, jisté tedy nepovede ke zméné spolecnych délitelti. Zbyva tedy pouze pri-
¢teni f(A)-nésobku j-tého fadku k i-tému, resp. totéZ pro sloupce. U minort,
kterymi neprochézi i-ty fadek nedojde ke zméné, u téch které zahrnuji -ty i j-ty
také ne. Predpokladejme tedy, Ze minor |M| zahrnuje i-ty fadek, ne v8ak j-ty. Po
transformaci dostaneme |M| = |M| + f(\)|M’|, kde |M'| je minor k-tého ¥adu, v
némyz jsou prvky na i-tém Fadku nahrazeny odpovidajicimi prvky z radku j-tého.
To znamend, Ze |M’'| je, aZ na pfipadné znaménko, opét jeden z minort matice A.
Nyni dif(A) déli |[M] i |M’|, musi proto délit i nové vznikly minor |M]|.

Celkem tedy vime, ze pro B(\) = P(A\)A(A)Q(A) vzniklou z A(X) elementdrnimi
transformacemi plati, 7e pro viechny k déli di}(\) polynom dP()\). Pak oviem
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také A(A) = P~1(A)B(A)Q™(\) a tedy i dP(X) déli di}(\). Protoze jsou vedouci
koeficienty téchto polynomii normované na 1, musi nutné platit dit (\) = d2 (N).

(1), (3), (4) Podle pfedchozi véty umime najit néjaky kanonicky tvar matice
A(X). Pak oviem miizeme, podle p¥edchoziho, spoéist di (A) ze ziskaného kanonic-
kého tvaru. Pro matice v kanonickém tvaru jsou ale zbyvajici tvrzeni véty ziejma.
Navic je sama matice A(\) v kanonickém tvaru uréena polynomy di(A) jedno-
znacné. [J

Jednoznacné uréené polynomy e;(A) z kanonického tvaru A-matice A(A) se na-
zyvaji invariantni faktory. Kazdy z nich se (nad zvolenym polem K) jednoznaéné
rozkladé na ireducibilnf faktory, e;(A) = (g;") - ...~ (4, (X)), jednotlivé mocniny
(4;(A))%¢ nazyvame elementdrni delitele a-matice A(N).

12.11. Priklad. Pro charakteristickou matici Jordanova bloku fadu m

- A1 0 ... 0
0 Ao — A 1 0
AN =J-AE=]| 0 0 Ao—A ... 0
0 0 0 cee Ag— A
plati d{(A\) = --- =dA [ (\) =1, d2A(A) = (Ao — A)™. Skutecng, pro fady mensi

ne7 m v7dy najdeme nenulovy minor neobsahujici A a |[A| = (=1)" (A — Xg)™.

12.12. Lemma. Necht matice J € Mat,,(K) je blokové diagonalni s Jordanovymi
bloky J;, i = 1,...,k, na diagonale. Necht J; € Maty, (K) a necht A\q,...,A;
jsou vsechna vlastni ¢isla matice J. Predpokladejme, Ze A1 se objevuje v blocich
Ji,... . Jp, A2 v q blocich Jy41, ... . Jpyq, atd. Potom plati
dJ—AE()\) =(\— Al)k1+k2+---+kp (A= Az)kp+1+kp+2+"'+kp+q .
n
di:i‘E()\) - ()\ — )\1)1“2‘}'""”“? . ()\ _ )\2)kp+2+"'+kp+q .

dTZ:SE()‘) = ()\ - )\1)k3+~..+kp . ()\ — )\g)kp+3+"'+kp+q —

kde exponenty se nahradi nulou, neni-li uz co s¢itat, tzn. prislu§na mocnina (A — ;)
se nahradi pro vsechny dalsi polynomy jednickou.

Diikaz. Invariantni faktor d)=*#()) je pravé determinant (—1)?|.J — AE|. Zjevné
je tedy v pozadovaném tvaru.

Zbyvajici tvary se snadno zjisti ptimym vypoctem vybranych minorti. PopiSeme
postup: Nejprve miizeme kazdy z diagondlnich blok matice J — AE upravit na
kanonicky tvar jako A-matice, tj. vSechny bloky J; — AE; budou diagondlni, se svymi
invariantnimi faktory na diagonéale. Jejich presny tvar jsme odvodili v predchozim
pitkladé. Nyni pro vypocet nejvétstho spoletného délitele d/ =2 ()) viech minort
fadu s musime postupné vypoustét co nejvyssi mocniny faktort (A—A;). V piipadé
jednotlivych Jordanovych blokl to ale znamena vypustit vzdy posledni fadek a
posledni sloupec (jediny nekonstantni vyraz). Tim ziskime pravé pozadované tvary.
Napf. pro di:i‘E()\) postupné po jednom vypoustime posledni fadky a sloupce vSech
blokti, coZ vede pravé k vypusténi nejvétsich exponentt z d = ().
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Zkuste si sepsat formalni diikaz indukei! [

Celkem jsme jiz znovu dokazali existenci Jordanova kanonického tvaru, viz. 5.27.
JestliZe totiz existuje pro matici A € Mat,, (K) n vlastnich ¢isel (véetné nasobnosti),
lze jeji charakteristicky polynom, ktery je vzdy soucinem invariantnich faktorid A-
matice A — AF rozloZit na soucin linearnich faktoria (A — A;). Pak ov8em ziskané
invariantni faktory urcuji podle predchoziho lemmatu jedinou matici v Jordanové
kanonickém tvaru, az na poradi Jordanovych bloki. Pritom je podle véty 12.1
tento Jordantv tvar podobny ptivodni matici A. Navic byl ditkaz tohoto vysledku
opren o algoritmickou proceduru vypoctu kanonického tvaru A-matic, ktera vede
k pomérné snadnému vypoctu Jordanovych kanonickych tvartd. Sformulujme tedy
vysledek do véty:

12.13. Véta. Necht A € Mat,(K), K pole, a necht charakteristicky polynom
|A — AE| ma v K n kofenmi (véetné ndsobnosti). Pak existuje podobna matice
J = PAP™! v Jordanové kanonickém tvaru s Jordanovymi bloky J; € Maty, (K).
Jsou-li invariantni faktory A-matice A tvaru

en(N) = (A = AR - (A = Ag)Prer .
en 1 () = (A= A)F - (A= Ag)Prea
en—a(A) = (A = A))f - (A = Ag)Pre
kdeky > ko > -+ >0, kpy1 > kppo > -+ >0,..., potom (ve znaceni z predchoziho
lemmatu) lze zvolit za Jy Jordaniiv blok prislusny vlastnimu cislu Ay stupné ky, za

Jo blok prislusny Ay stupné ks, ..., Jp41 bude blok prislusny Ay stupné k,yq, ... .
Pritom je matice J urcena jednoznacné az na poradi bloki. U

12.14. Priklad. V 12.9 jsme ziskali kanonicky tvar charakteristické matice

6-A 2 2 1 0 0
A-XE=| 2 3-x 4 |~|0 X7 0
2 —4  3-2A 0 0 (A+2(A=7)

Je tedy matice A diagonalizovatelnd a v bézi z vlastnich vektori mé ptislusné
zobrazeni tvar

Kdyby vysledny kanonicky tvar charakteristické matice byl

1 0 0
0 1 0
00 (A+2)(A—17)?

pak by pfislusny Jordantiv kanonicky tvar piivodni matice byl

71 0
0 7 0
0 0 -2
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a v tomto pripadé by neexistovala baze z vlastnich vektorii.

Pro prakticky vypocet je vhodné zkombinovat ptevod charakteristické matice
do kanonického tvaru A-matice s pfimym vypoctem invariantnich faktort. Vsim-
néte si také, ze dikaz véty 12.1 dava piimo algoritmicky postup pro nalezeni
matice prechodu do nové baze, ve které bude mit diskutované zobrazeni matici
v Jordanové tvaru: Protoze A a jeji Jordaniv tvar jsou podobné, maji ekviva-
lentni charakteristické matice a p¥i tpravé A — AE na kanonicky tvar Z(A) na-
jdeme invertibilni A-matice P(\), Q(A) takové, ze Z(A\) = P(A)(A — AE)Q(N) a
podobné je také J — AE = P(A\)Z(\)Q(A) pro vhodné A-matice P()\) a Q()). Po-
dle diikazu 12.1 je pak J — AE = P(A\)P(A)(A — AE)Q(N)Q(A) a navic plati, 7e
P = PA)P(\) = (Q(N)Q(XN))~! jsou matice nezavislé na \ a plati J = PAP~L
Staci tedy provést vSechny naznacené upravy, pamatovat si vSechny rfadkové trans-
formace a vynasobit prislusné elementarni matice. Tim ziskdme matici pfechodu
P prevadeéjici matici A do Jordanova kanonického tvaru.

Tento algoritmus lze pouzit i pro tlohu zjistit, zda jsou dvé matice A, B €
Mat,,(K) podobné a v p¥ipadé, 7e jsou, nalézt prislusnou matici prechodu.

12.15. Zavérem této kapitoly jesté zminime nékolik vysledkii o hodnotach poly-
nomi v maticich. Protoze pole K je vloZzeno homomorfismem okruhtt K 3 a
aE € Mat, (K) do okruhu matic Mat, (K) a navic konstantni ndsobky jednot-
kové matice komutuji se vSemi maticemi v Mat, (K), mtzeme kazdy polynom
f(z) = apx™ + - -+ ag € K [z] chapat i jako polynom v (Mat,,(K))[z]. Pro libo-
volnou matici A € Mat,, (K) pak plati f(A) = a,- A" +ap_1- A"+ +ap- B2
Rikame, 7e matice A je korenem polynomu f(x), je-li f(A) nulova matice.

12.16. Véta. Necht A= PBP !. Pak pro kazdy polynom f(z) € Ky [z] je
F(A) =P f(B)- P
Navic je pro kazdy dalsi polynom g(z) € Ky [z]

(f +9)(A) = f(A)+g(A), (f-9)(A)=(g-f)(A)=f(A)-g(A) =g(A)- f(A).

Dukaz. Vzdy plati
(PBP Y = (PBP Y(PBP')...(PBP 'Y= PBEB...EBP L.

Odtud plyne prvni tvrzeni. Zbyvajici tvrzeni plynou z komutativity nasobeni v
K2 0O

20Pro invertibilni matice umime i A=", n € N, mtZeme pak tedy definovat na invertibilnich
maticich i slozit&j§i funkce. Navic lze na matice rozs§itit i fadu dalsich analytickych procedur
zalozenych na algebraickych vyrazech, zejména lze tvorit nekonec¢né rady. Muizeme tedy napriklad
hovofit o exponencidlnim a logaritmickém zobrazeni e?, log A, pro matice A € Mat,(K). V
dalsim navic uvidime, Ze hodnoty takto vytvorenych vyrazi vhodné zavisi na volbé matice z tridy
podobnych matic, jedna se proto o dobfe definované hodnoty diskutovanych funkci na linearnich
zobrazenich. Tato skutecnost je zdkladem matematického aparidtu znacéné Gasti moderni fyziky,
zejména kvantové mechaniky.

21Je zajimavé, ze pro hustou podmnozinu viech matic A v Mat,, (K) (v bézném smyslu mate-
matické analyzy) lze ukazat, %e komutuji pravé se viemi maticemi, které vzniknou jako hodnoty
polynomt v A.
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12.17. Minim&lni polynom matice. Kazdi matice A € Mat,,(K) zadava po-
sloupnost vektort E = A° A ... A% ... ve vektorovém prostoru Mat,, (K). Pro-
toze dimenze tohoto prostoru je n?, nutné musi existovat netrividlni linedrni kom-
binace 0 = anzA”Z + anz,lA”'zfl 4+ -+ apgkE. Je tedy kazdid matice kofenem
néjakého polynomu. Proto musi existovat polynom g(z) s vedoucim koeficientem
1 a minimalnim stupném mezi polynomy, jejichz je A kotenem. Takovy polynom
nazyvame minimdalni polynom matice A nad K. 7 véty 12.16 pifimo vyplyva, 7Ze
podobné matice maji stejny minimalni polynom.

12.18. Véta. Necht A € Mat,, (K), K pole, a necht m()\) € K [A] je minimalni
polynom matice A nad K. Potom
(1) Kazdy polynom f(\) € Ky [A], pro ktery je f(A) = 0, je délitelny m(\).
(2) m(\) je jednoznacné urceny.
(3) m(A) je roven invariantnimu faktoru e, (\) charakteristické matice A — \E.

Dukaz. (1) Je-li f(A) =0a f(x) = m(z)g(x)+r(z) je vysledek déleni se zbytkem
polynomu f(z) polynomem m(x), je také r(A) = 0. Pokud by ale r(z) # 0, pak by
stupen r(x) byl mensi nez stuper m(z). Proto je nutné r(z) = 0 a f(x) je délitelné
m(x).

(2) Predpokladejme, ze m(z) a m/(x) jsou dva minimalni polynomy matice A.
Pak maji stejny stupen a déli se navzajem. Protoze pritom maji vedouci c¢leny
rovny 1, je nutné m(x) = m/(x).

(3) Zde je dikaz ponékud zdlouhavéjsi. VyuZijeme toho, Ze pro charakteristic-
kou matici je invariant d4=*#(\) vidy nenulovy a proto plati (—1)" - |A — AE| =
d2=M(X) - e, (N). Kdy7 se nam podaii vyjad¥it |4 — AE| jako nasobek polynomu
d2-2()), pak odtud dostaneme e, (A4) = 0.

Pro algebraicky adjungovanou matici B(\) := (A —AE)* plati (A—AE)-B(A) =
|A — AE| - E, viz 3.21. Protoze je d7_ ¥ ()\) nejvétsim spoleénym délitelem viech
minort stupné n — 1, plyne z definice algebraicky adjungované matice B(\) =
d27M(N) - C(N), kde nejvétsi spoleény délitel prvki A-matice C'(X) je 1. Nyni

[A=AE|- B = (A= AE) - d, - C(N) = (=1)"dp 2 (Nea (V)
a protoze je dﬁ:f‘E(A) nenulovy polynom, lze jej kratit. Pak ovSem dosazenim A
obdrzime??

(—1)"en(A) - E = (A— A) - C(A) = 0.

Podle jiz dokadzaného tvrzeni musi byt tedy e, (A) délitelné m(A), tj. e,(A) =
m(A)g(A) pro vhodny polynom ¢(A). Nyni si v§imnéme, 7e délit se zbytkem matici
A — AE umime explicitné: Je-li m(A\) = axgAF + .-+ + ag, pak??

m(A) - E = (AE — A)(ax BN + (apA + ap_1 E)AF2) + ..
4 (Akflak + Ak72ak71 4ot alE) + Akak + Akilakfl 4+ +aglk =
— (A= AE)Q(X) + m(A).

22Uvédomte si, ze nelze vypodet provést tak, ze A dosadime p¥imo do charakteristického po-
lynomu zptisobem |A — A - E|!
23Stejné lze vyjadiit déleni libovolné matice B(\) charakteristickou matici A — AE.
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Protoze je m(A) = 0, mizeme nyni porovnat

(A= AE)C(\) =
= (D"mA)gAN E = g(\)mA)E = q(A\) (A — AE)Q(A) =
= (A= AE)q(M)Q().

Odtud plyne (A — AE)(C(X\) — ¢(A)Q(A)) = 0. Protoze déleni polynomu se zbyt-
kem ma vzdy jednoznacné vysledky, predchozi vypocet s dosazenim nulového po-
lynomu za m(A) ukazuje, Ze A — AE nemitZe byt délitelem nuly. Proto plati
C(A) = a(N)QW).

Pfitom je ale vedouci koeficient g(A) i nejvétsi spoleény délitel vSech prvki v
C(A) roven 1, proto musi byt ¢(A) = 1. Tim jsme ukazali m(A) = e, (A). O

12.19. Véta (Hamiltonova-Caleyova). KaZda matice A € Mat, (K), K pole,
je korenem svého charakteristického polynomu.

Dukaz. Invariantni faktor e,(A) matice A je vidy délitelem charakteristického
polynomu. [J

Poznamky k premysleni

1. Odvodte pro komplexni matice Hamiltonovu-Caleyovu vétu pfimo vyuzitim exi-
stence Jordanova kanonického tvaru. Potom odvodte tuto vétu pro redlné matice
pomoci komplexifikace. (VSimnéte si, Ze polynomy z blokové diagonalni matice lze
pocitat po blocich.)

2. Kdy je minimalni polynom matice roven jejimu charakteristickému polynomu.
Najdéte odpovéd pomoci Jordanova kanonického tvaru.

3. Najdéte explicitni vztah mezi Jordanovym kanonickym tvarem a minimalnim
polynomem matice.

13. Multilinearni algebra

V této kratké kapitole jen trochu rozsitime vyklad o tensorech. Zac¢neme alter-
nativni, podstatné vice abstraktni definici:

13.1. Tensorovy soucin. Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym
polem skalari K. Tensorovy soucin V@ W je vektorovy prostor spolu s bilinedrnim
zobrazenim V. X W — VW, v x w — v ® W, které ma nasledujici univerzalni
vlastnost: Pro kazdé bilinearni zobrazeni ¢: V x W — Z existuje pravé jedno
linedrni zobrazeni ¢: V@ W — Z takové, 7e ¢(v,w) = ¢(v ® w), pro vSechny
vewv,weW.

Je snadné ovérit, 7ze tensorovy soucin, pokud existuje, je touto vlastnosti urcen
jednoznac¢né a7z na isomorfismus. V Kapitole 8. jsme jiz ukazali nasledujici vétu:
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13.2. Véta. Necht (ey,...,en) je baze V., (f1,..., fn) je bdze W. Pak V@ W
existuje a md bazi (e; @ f1,...,e1 & fny...,em @ fn). Tato konstrukce je navic
funktoridlni, tzn. pro dvé linedrni zobrazeni ¢: V — V', : W — W' dostavame
linearni zobrazeni p @ : VR W = V' @ W' (¢ @ 9)(v @ w) = ¢(v) @ ¢(w).

13.3. Dusledek. Pro konec¢nérozmérné prostory V., Z a W plati

(H VeW~WeV
2 (VeaZ)W=(VW)e (ZeW)
B) (VW) Z~Ve(We®Z)

Bude-li nutné zduraznit nad jakymi skalary tensorovy soucin uvazujeme, budeme
piislusné pole oznacovat jako index u znaku pro tensorovy soucin (napf¥. komplexni
vektorové prostory lze chapat také jako readlné a uvazovat prislusny tensorovy sou-
¢in, ktery budeme znadit Q).

Analogicky definujeme libovolné konecné tensorové souciny. Jedné-li se o tenso-
rovy souéin k kopii téhoz vektorového prostoru V, piseme ¢asto V®F nebo @FV.

13.4. Antisymetrickda zobrazeni. Ptripomenme, 7e k-linedrni zobrazeni ¢ je
antisymetricke, jestlize pro kazdou permutaci o na k prvcich plati

O(Vo(1)s -+ Vo(k)) = 5gNOTQ(V1, ... , V).

Neni t&7ké ovérit, 7e ekvivalentni je (zdanlivé slabsi) pozadavek, ¢(vy,...,vg) =0
kdykoliv jsou alespon dva z argumentii stejné.

Vnéjsi tensorovy soucin AV stupné k je vektorovy prostor spolu s antisy-
metrickym k-linedrnfm zobrazenim V x ... x V. — A*V, (vy,...,v0p) — v A
-+« A\ v, s univerzalni vlastnosti: Pro kazdé antisymetrické multilinedrni zobra-
zeni ¢: V x ... x V — Z existuje jediné linearni zobrazeni ¢: A¥ — Z splimjici
o(v1,...,v5) = @(vy A -+ Awg). Z technickych diivodi klademe A’V = K.

Opét je snadné ovérit, ze kdyZ prostor AFV existuje, je uréen jednozna¢né az na
isomorfismus.

13.5. Vé&ta. Necht V je vektorovy prostor s bazi (e1, ... ,en). Pak AFV existuje
a ma bazi tvorenou prvky e;, N---Ne;, 511 < --- < iy. Zejména je A"V ~ K a
A*V je trivialni nulovy prostor pro k > m.

Diikaz. Snadno se ovéii pFimou konstrukei. Lze také odvodit zavedenim AFV
jako faktorového prostoru V&% /I, kde vektorovy podprostor I je generovan vyrazy
v1 ® -+ ® v s alespon dvémi stejnymi vektory v;. [l

13.6. Dusledek. Necht V a W jsou dva konecnérozmérné vektorové prostory.
Pak A*(V @ W) = f_ MV @ AFTW.

Dukaz. Hledany isomorfismus je dan prirazenim

(v1/\---/\vj)®(w1/\---/\wk,j)r—>1)1/\---/\v_,-/\w1/\---/\wk,j.
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13.7. Symetricka zobrazeni. Pripomenme, ze multilinedrni zobrazeni ¢ je sy-

metrické, jestlize pro kazdou permutaci o na k prvcich plati ©(vy (1), ..., V() =
(10(1)17 s :Uk)'

Symetricky tensorovy soucin S*V stupné k definujeme jako vektorovy prostor
spolu se symetrickym k-linedrnim zobrazenim V x ... x V — S*V | (vy,... ,v3) —
v1 V- -V, s univerzalni vlastnosti: Pro kazdé symetrické linearni zobrazeni ¢: V X
...xV = 7 existuje jediné linearni zobrazeni ¢: S¥ — Z spliwjici ¢(v1, ..., v) =

@(v1 V- - V). Z technickych diivod opét klademe SV = K.
Opét je snadné ovéfit, ze kdyz S*V existuje, je urceno jednoznaéné a’ na iso-
morfismus.

13.8. Véta. Necht V je konecnérozmérny vektorovy prostor s bazi (e1, ..., €m).
Potom S*V existuje pro kazdé k > 0 a ma bazi tvofenou prvky e, V---Vej; S
g1 < < ke

Dukaz. OvéFi se piimou konstrukei. Lze té7 definovat S*V jako faktorovy prostor
V®k/I, kde vektorovy podprostor I je generovan prvky v1 ® -+ Q@ vk — U5(1) @+ ®
Vg (k) Pro libovolnou permutaci o na k prvcich. U

Baze v S*¥V miizeme také zapsat ve tvaru e;Vv-- -\/ef{l, kde exponenty probihaji
o .. . . v _es s n .
vSechny multiindexy (i1,... ,i5) spliujici Y05, 45 = k.

13.9. Dusledek. Realizace A¥V a S¥V jako faktorovych prostorii celého tensoro-
vého prostoru V&F ddva projekce Alt: VO - AV, v @ @ up, — %vl A Nog
aSym: VO 5 Sk 1 ®@ - @ vp — %vl V .-V wg. Naopak, mame inkluze

b APV S VO g A Ay, |—>ngan(1) ® -+ ® Vg (k)

L SPV S VO vV Z?)a(l) ® - Q Vg (k)

13.10. Vé&ta. Prifazeni (v1A---Avg) @ (Vg1 A~ Avgyy) — v1 A« - - Avgyy definuje
antisymetrické bilinedrni zobrazeni A: A¥V x A'V — AFHLY,

Podobné, prirazeni (v1 V-V vg) ® (Vgy1 V-V ugyy) = v1 V- - -V ugy definuje
symetrické bilinedrni zobrazeni V: S¥V x StV — Sk+iy,

Dukaz. Provedte jako cviceni.

13.11. Definice. Zobrazeni A z predchozi véty nazyvame vnéjsi soucin a podobné
V nazyvame symetricky soucin. Vektorovy prostor A(V) = @?:OA’“V, m =dimV,
spolu s vnéj$im soucinem, nazyvame wvnéjsi algebra (nad V). Vektorovy prostor
S(V) = 69,20:05’“‘/, spolu se symetrickym souc¢inem nazyvame symetrickd algebra
(nad V). Podobné mame obecnou tensorovou algebru T'(V'), ktera je definovana jako
vektorovy prostor @?;OV@"“ se sou¢inem danym tensorovym souc¢inem ®. Tensory,
které jsou vyjadritelné jako soucin prislusného poctu vektortd z V, nazyvame roz-
lozitelné.

13.12. Dudlni prostory. Necht V je (kone¢nérozmérny) vektorovy prostor nad
K a V* jeho dudlni prostor, tj. vektorovy prostor vSech linedrnich forem na V.
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Pripomenme, ze prostor vSech lineadrnich zobrazeni ¢: V- — W, kde W je libovolny
dalsi vektorovy prostor koneéné dimenze nad tymz polem skalart, mtizeme ztotoznit
s tensorovym sou¢inem W ® V*, a to prostfednictvim pfifazeni w ® v* — (v —
(v, v*).w), viz. 8.30.

Analogicky pak W ® (V*)®F je prostor vSech k-linedrnich zobrazeni na V s
hodnotami ve W, W ® A¥V* a W @ S¥V* jsou prostory vsech k-linearnich antisy-
metrickych zobrazeni a k-linedrnich symetrickych zobrazeni s hodnotami v W.

Specielné pro W = K dostavame piislusné prostory multilinedrnich forem na V.
Linearni automorfismy na V' jsou pak pravé tensory ve V @ V*.

13.13. Baze. Nechf eq,...,e, je baze V ael, ..., e" dudlni baze ve V*. Pak

6;1®“.®e;k’ 1§717,7k§n
€, N Nej, J1 < <Jk
7:1!..1.7:”!(6;1)“ VeV (e;k)z"y i1+t i, =k

jsou pifslugné dudlni baze ke standardnim bazim na (V*)®% A*V a Sk, Ovéite!

Jako jednoduché cviceni si ovérte, ze v pripadé V ® V* tvori souradnice tensoru
v prislusné standardni bazi pravé matici odpovidajiciho zobrazeni v piivodni bazi
na V. Obecné tensory pak davaji néco jako matice multilinedrnich zobrazeni, ty
vSak samoziejmé mohou mit mnoho indext misto pravé dvou. Vhodna konvence
(standardné uzivand v geometrii) je, 7Ze u soufadnic tensort piSeme indexy odpovi-
dajici kopiim V jako horni, indexy odpovidajici kopiim V* jako dolni. U oznacovani
bazovych prvki je tomu pak naopak a implicitné se ve formulich sc¢ita, kdykoliv se
objevi stejny index jednou nahote a jednou dole.

Dale muzete ovérit, 7ze pii zméné pivodni baze na V prostiednictvim matice
A dostaneme prislusné transformacni zakony pro souradnice na prostorech tensort
tak, Ze pro kazdy vyskyt V* nisobime jednou matici A~!, pro kazdy vyskyt V
jednou matici A.

13.14. Kontrakce. Vektorovy prostor V lze také povazovat za prostor linear-
nich forem na V*, kde v(v*) = (v,v*). Kdykoliv uvazujeme tensorovy soucin
Vek @ (V¥)® k. £ > 0, jako f-line4rni zobrazeni s hodnotami ve V& mame pro
kazdou vybranou kopii V ve VEF a V* ve (V*)®¢ definovanu tzv. kontrakei, kterd
je tensorem ve VOk—1) g (7*)®(=1),

Pro a € V-1 g (V*)®¢=1) jo a(v*,... v}, v1,... ,v0) € K a kontrakci Tr
i-té a j-té komponenty definujeme predpisem

Tra(v], ..., 05_1,01,...,0p—1) =
= Za(vf, R T < T Vo 13 TR 1) S B S 1) S PO 17
P
V pripadé k£ = £ =1 jde presné o vycisleni linearnich forem na vektorech.
Bez soufadnic lze kontrakci nazorné definovat tak, ze V@ (V*)®* chapeme jako
(Vek=1) g (V*)®2=1))a(VeV*), kde jsme dozadu presunuli (isomorfismem) pravé

vybrané komponenty a kontrakce pak je definovana na rozlozitelnych tensorech
vztahem (pro jednoduchost uvazujeme i = j = 1)

Tr(v] ® - Qv Qv ® - ®uy) = (V1,VHV; R - R V) Uy ® -+ ® wy.
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Je-li k = £, mame k dispozici tzv. dplnou kontrakei VE* @ (V*)* — K. Budeme ji
znadit stejné jako vycisleni forem ( , ), coZ je specialni p¥ipad.

13.15. Operator ix. V pripadech symetrickych tensort nezavisi kontrakce na
vybéru kopii V a V*, u antisymetrickych se méni pouze znaménko a zavadime
konvenci, ze vzdy kontrahujeme pres prvni indexy. Dostavame tak pro x € APV,
resp. y* € APV* zobrazeni spliujici

ix: APTIV* = AV* 0 (20, (w*)) = (2 A m,w™)
byt APTIV — AV, (i (w), 2%) = (w, y* A z*).

Ovérte si, ze takto definovand operace 4 je rovna kompozici

ﬁ Altoco (1 ®1): APTIV @ APV* — YO+ @ (V)8 5 @1 _, ATy

kde ¢ je kontrakce pies prvnich p kopii V.Analogicka formule plati i pro dualni
pripad (se stejnym koeficientem).

Podobné se definuje také operace vloZeni i, pro symetrické tensory.

14. Cviceni k prednaskam

14.1. Vlastnosti skalara

Zopakujte si vlastnosti télesa komplexnich c¢isel C.

Vsimnéte si vlastnosti séitani a nasobeni, rozeberte si R, Q, Z, N jako pod-
monoZziny se zUZenymi operacemi (grupa, okruh, délitelé nuly, apod.; zadefinujte
zbytkové t¥idy Zy)

Uvédomte si strukturu realného vektorového prostoru na C.

Poditejte inverzni prvky vzhledem k nasobeni, (a+ib) 1 = a‘é:fg; , napi. (1+2i) 1
apod. Vzpomnéte goniometrické tvary, mocniny, atd.

Pripomente si bézné geometrické transformace z rovinné a prostorové geometrie
(napf. podobnosti, projekce, reflexe, otaceni apod.)

14.2. Vektory a pocéitani s maticemi

1. Zopakujte pojmy sloupce matice, fadky matice, operace sc¢itani a nasobeni.
Vynasobte nékolik piikladi matic, najdéte néjaké délitele nuly. Napit. pro A =

cosa —slna . .
) spoctéte A2, A% (obecné A*?).
sine  cosa

2. Jednoduché systémy rovnic feste Gausovou eliminaci (pfevod na trojihelnikovy
tvar.) Volte vice piikladi.
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3. UvaZme matice nad Z

1 0
A= 2 1],B=(-1 0 2),0:(1 - _1>
2 0 5
-1 2
1
1 2 0
D:(i ;>E: *03  F=-2 0 -3
7 0 3 5
1 0 0 L0
G=101 4], H=[] 7),[—(1 0 —2 4)
1 0 1

Spoctéte (pokud je definovano) EI, IE, D3+4DH —H?, G*—-3F, A—F, A-GFA,
BACE — BFBT a dali "polynomialni vyrazy” dle vlastni volby.

4. Najdéte matice pro elementarni radkové a sloupcové transformace.

5. Nékteré matice z prikladu 1 upravte na fadkovy (sloupcovy) schodovity tvar.
1 0
2 4
notkovou matici. TotéZ pro (Gtvercové) matice z predchozich piikladd, pro matici

6. Najdéte inverzni matici B~' k B = metodou soucasnych uprav s jed-

1+ 1—2 . . o . .
C = < T ; 7> nad C, (¢tvercové) matice z prikladu 1, a matici typu n/n

2
1 1 1
0 1 1
D—
0 0 1

7. Reste maticové rovnice, napf.

1 3 1 2
(3 8)- (3 5)
vypoctem inverze i pfimym vypoctem.

14.3. Vektorové prostory, linearni zavislost

1. Zjistéte, zda mnoZina Ry = {z € R;z > 0} s operacemi z @y = z.y, a @ x = 2
pro z,y € Ry, a € R tvori vektorovy prostor. Pokud ano, urcete jeho bazi a
dimenzi.

2. Podle obecné teorie musi byt Ry 7 p¥edchoziho cvifeni izomorfni s RY. Jaky je
izomorfismus? (Pro kaZdou volbu baze b € Ry a 1 € R! dostaneme pravé jeden.)
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3. Zjistéte, zda dand mnoZina tvoii vektorovy podprostor v R2

M = {(z,y) e R®; 2 >0,y > 0}
M = {(z,y) € R*;jz =y}

M = {(z,y) € R*;z.y > 0}

M = {(z,y) e R%z =y +1}

Urcete vzdy podprostor generovany M.

4. Provéite linearni zavislost vektort

(1,—v2,-01), (1-v2,2,14+V2), (1,-vV2—-1,-V2-1)

v R? nad skaldry R a v R® nad skalary Q.

5. Provéite linedrni zavislost polynomt v Ra[z].
a)l+z, 12,2+ 22
b) 1 -z, z—2? 22 -1

6. Zjistéte, zda jsou linearné zavislé matice

GG )06

ve vektorovém prostoru MatsR.
7. Uvazujte R jako vektorovy prostor nad Q. Je v/8 € (1,4/2)? Je V3 € (1,1/2)?
8. Zjistéte, zda
a) (1,1,1,1) patif do {(1,0,1,2),(0,0,1,3),(0,1,0,2)) C R?*
b) (—1,—4,7) € R? pat¥i do
((1,-2,3),(-2,1,-1),(0,-3,5),(—2,-5,3),(—1,-1,2)).

9. Dopliite mnoziny do baze R*

M ={(1,-1,0,2),(0,2,1,3),(2,0,1,7)}

3

M = {(-1,1,0,0,), (0,—1,1,0), (0,0, —1,1)}.

3

14.4. Baze vektorovych prostori

1. Urcete néjakou bazi vektorového podprostoru
M{(z1,...,3,) ER"; 1+ 22 + -+ + 2, = 0}

a doplite ji na bazi R". Vzpomeite pritom, jak funguje Steinitzova véta o vymeéné.
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2. Necht Pl = <M1>, P2 = <M2> \' R4, kde

M; = {(4,0,-2,6),(2,1,-2,3),(3,1, -2,4)}
M2 = {(1/ _17072)7 (272; _1;3), (0, 1, 1,0)}

Najdéte Py + Py, Py N Py, jejich baze a dimenze. (Pfipomeite si pfitom vétu

3. V R;[z] najdéte bazi podprostorii
a) Py = {f € Rs[z]; f(x) = f(-x)}
b) P ={f € Rs[z]; () = —f(~=)}
c) Ps = {f € Rs[z]; f(1) = f(2) = 0}.
UréetetakéPlﬁPg,P2+P3.

4. Najdéte souradnice vektoru v dané bazi.
a)v=(2,1,1) R u=((2,7,3),(3,9,4),(1,5,3))
b) o= (2.1,1) € R, w=((1,0,1),(1,0,0), (1,1,1)
c¢) v=a3+ 2> +T+1 ERy[r], u=(1+23 2+ 23 2%+ 23+ 24, 23)

) v = (; (1) 41> € Mato3(R) s bazi

(o

14.5. Souradnice a linearni zobrazeni

1. Pripomeite si pojem soutradnic vektoru v dané bazi a napiste souradnice vektoru
(1,1,1,1) € R* v bazi
a) u=((-1,0,0,0),(-1,-1,0,0),(-1,—1,-1,0),(0,0,1, 1))
b) » = ((0,0,0,-5),(1,2,3,1),(1,0,-1,0),(0,1,1,0)).

2. 7jistéte, zda je zobrazeni f: R®™ — R” linearni.
a) f(z,y) = (v, 9°)
b) f(z,y) = (22 +3y,z —y)

) f(z,y,2) = (x+y,x—y,x+2z+2)

d) f(z,y,2) = (& — 1Ty + 2,2z — 5y, 13y — 2)

3. Pfipomeiite si pojem matice zobrazeni. V prostoru R? se standardni bazi u =
,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) napiste matice nasledujicich zobrazeni

a) identického zobrazeni id: R® — R3

b) kolmé projekce do osy generované vektorem (1,0, 0)

¢) kolmé projekce do roviny generované vektory (0, 1,0), (0,0, 1)

d) nasobeni pevné zvolenym skaldrem a € R.

Zapiste tato zobrazeni zptsobem pouzitym v predchozim cviceni.

—~
—~
—t
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4. V realném vektorovém prostoru V = C, tj. dimV = 2, najdétete nutnou a
dostatecnou podminku pro to, aby obecné linearni zobrazeni ¢: V. — V bylo také
linedrni jako zobrazeni mezi (1-rozmérnymi) komplexnimi vektorovymi prostory.

5. V prostoru C? nad R napiste matici zobrazeni (ve standardni bézi), ktera kazdy
vektor (p,q) € C? zobrazi na (ip,iq). (Matice bude v Maty(R).)

6. NapiSte matici (idgs), ., identického zobrazeni na R* v bazich u, v ze cvidenf
1, tzv. matici pFechodu. Napiste také (idgs), . a uvédomte si jak se tyto matice
pouziji pro prevod souradnic vektori z jedné baze do druhé.

7. V prostoru polynomti Rz[z] uvazme baze u = (1,z,2%,23) av = (1 + 2,1 —

z, 2% + 23,22 — 23). Najdéte matice pfechodu od u k v a naopak. PouZijte je k
prevodu soutadnic nékolika polynomf.

1 2 3 4
4 3 2 1
choziho cvifeni a standardni (1,z) na C;[z]. Najdéte obrazy polynomi 2z — x
1+ 22, 14+ 2+ 22+ 23

8. Necht ( ) je matice zobrazeni f: C3[z] — C;[x] v bazich v z pTed-

3

3

9. Ve standardnich bazich na R® a R® je d4ano zobrazeni f matici A, g matici B.

1 2 -1

1 0 1 -2 1 0 1 2
A= 3 2 0 B = 1 3 0 7 1

-1 1 0 1 0 0 0 1

-2 0 1

Uvédomte si odkud kam tato zobrazeni jdou a najdéte matice jejich kompozic.
Zjistéte, zda ptjde o izomorfismus.

14.6. Linearni zobrazeni II

1. Necht f: R* — R?* je linearni zobrazeni dané vztahem f(z1,z2, 73, 74) = (21 +
2@9 + 3x3 + 4dx4, 421 + 329 4+ 223 + 4,21 — 209 + 323 — Ty, X1 + X9 + 3 + $4).

a) Najdéte baze jadra Kerf a obrazu Imf.

b) Doplitte bazi Imf na bazi celého R?, nejlépe bazi Kerf, pokud to piijde
(promyslete si), a napiste matici f v této nové bazi.

2. Matice linearnfho zobrazeni f: R® — R® v bazi u = ((1,0,1),(0,1,1),(1,1,0))
je
-1 0 -1
A= 0o -1 1
-1 1 0

a) Zjistéte, zda je f izomorfismus.
b) Pokud ano, najdéte matici inverzniho zobrazeni ve standardni bézi.

3. Vestandardnich bazich Ry[z] a Rg[z] uréete matici zobrazeni, které je definovéano
jako nésobeni pevné zvolenym polynomem g € Ry[z].
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a) Zvolte sami nékolik riznych g a najdéte vzdy dimenzi jadra pFislu§ného zob-
razeni.

b) Zjistéte dimenzi obrazu podprostoru (z? + 23, z — x*) pii nékteré volbé.

Promyslete si dobfe, co je skuteéné nutné pocitat v bodech a), b).

4. Urcete dimenzi obrazu a jadra zobrazeni, které je definovidno jako nésobeni

(11
matici A = <4 4> v Maty(C)
a) zprava
b) zleva.

5. Najdéte dimenzi a bazi obrazu priiniku podprostori Vi a Vo C R* pii zobrazeni
f:R* - R®. Pfitom f(z,y,z,w) = (z+2y+32+w,2x — 3y — 2 — 12w, —x +
y+ bw, -y — z — 2w, 2z — 3y — z — 12w), Vi = ((2,-1,-1,1),(-2,3,1, 1)),
Vo = ((0,2,0,0),(1,1,1,1)). Dale zjistéte dimenzi vzoru podprostoru W C R®,
generovaného vektorem (1,1,1,1,1).

14.7. Permutace a determinanty

1. Uvédomte si souvislost permutace o na mnoziné X = {1,...,n} s pofadim
(o(1),...,0(n)).
a) Pro permutace o = <1 2.3 49 6) T = (1 2.3 49 6) SpoC-
6 1 5 4 2 1)’ 6 4 2 1 5 3
téte kompozice o o, m oo a pro vSechny ¢tyri predchozi permutace spoctéte jejich
paritu (z definice pomoci poctu inverzi).
b) Napiste 7 a o jako souciny transpozic.

2. Necht permutace # na X = {1,...,n} je definovana pomoci cyklu na k prvcich
v X, k > 1, a ostatni prvky necht jsou samodruzné. k nazyvame délka cyklu
7. Ukaite, 7e parita této permutace je sgn(w) = (—1)*~!'. Odtud pak plyne,
7e je-li permutace o souc¢inem cykli 7y, ..., w5, o délkach kq,..., ks pak parita je
sgu(o) = (~1)Zim b

3. Pro transpozicio = (1,...,4,...,%,...,n) plati sgno = HZ>]%‘;(7) Dokaizte,
7e tenty7 vztah plati pro libovolnou permutaci o. (Navod: UZijte vztah pro paritu
soudinu permutaci a vétu, ze kazda permutace je sou¢inem transpozic.)

4. Rozlozte nasledujici permutace dané pofadim na cykly a spoctéte jejich paritu.
a) (9,4,5,1,6,2,8,3,10,7)
b) (9,19,5,18,10,13,20,3,12,15,11,1,4,16,8,2,17,6,7,14).

5. Urcete paritu permutaci:
a) (n,n—1,...,2,1)

b) (1,3,5,...,2n —3,2n — 1,2,4,...,2n)
c) (2,3,1,5,6,4,...,3n — 1,3n,3n — 2).
1 0 0 1
v x . . 0 2 3 1
6. Vypoctéte determinant dle definice: 1 0 -1 1
2 -3 1 0
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7. Spoctéte determinanty matic
) 3 4
1 2
1+ ;
py (170
3—1 241
sinz ~ —cosz
cosr  sinz

3 4 -3 -1 2

5 6 5 2 3
)| 4 -9 -3 7 -5
1 -4 1 1 -2
-3 7 5 2 3
11 1 1
o123 4
1 4 9 16
1 8 27 64

14.8. Vypocet determinanti a inverznich matic

1. Spoctéte tipravou na trojuhelnikovy tvar nebo vhodnym Laplaceovym rozvojem
deteminanty matic

1 0 0 0 5
2 1 -1 3 4
a)|1 0 0 07
3 1 -1 4 1
5 =2 3 6 1
1 0 2 0 3 0
2 3 3 4 4 5
4 0 5 0 6 0
b) 5 6 6 7T 7 8
1 0 -1 0 1 0
11 -1 -1 1 1
2. Vypoctéte determinanty n-tého ¥adu z matice D,, € Mat,, (R).
a 0 ... 0 0 ... 0 b
0O a ... 00 ... b 0
0 0 b 0 0
&) Don =1 c d 0 0
0 ¢ 0 0 d 0
c 0 ... 0 O 0 d
n 1 1 1
1 n 1 1
b) D = | . .



110 CAdS L 11, DODALTKY

3. Spoctéte inverzni matice k danym maticim metodou vyuzivajici pfimé a zpétné
Gausovy eliminace a pouzitim algebraicky adjungované matice.

e
11 7
1 1 1
b) 2 3 3
-1 -3 =2
1 4 -2 3
¢) 2 9 3 -2
’ -1 -6 —11 4
0 -1 -6 0
d) VSimnéte si, 7e vSechny tfi matice maji determinant +1, proto vysledné in-
verzni matice jsou celociselné. Vzpomente obecny vysledek, ktery toto zajistuje
(A1 existuje pravé, kdyz |A| je invertibilni skalar!)

14.9. Systémy linearnich rovnic I

1. Reste systémy rovnic (a diskutujte jejich fesitelnost pro rfizné okruhy skalar).
(1) 4x1 + 3x9 + 623 =1
3r1+ dxg + 4wz = 10
1 — 2x9 4+ 213 = —9

(2) 12T1 *’I'2+5T3 =30
3:5‘1 — 13332 + 2:5‘3 =21
Tx1 + 2x9 + 3x3 = 15

(3) 221 — 3wy + 1723 — 2914 — 3625 = 22
201 — 3x9 + 18x3 — 2714 + 3325 = 21
1221 — 1829 + 10223 — 17424 — 21625 = 132
211 — 319 + 2113 — 2414 — 3025 = 20
211 — 3x9 + 2413 — 2124 — 2725 = 19

2. Diskutujte tfeseni predchozich rovnic z hlediska feSeni prislusnych homogennich
systémi a najdéte fundamentalni sytémy teseni pro skalary R.
3. Najdéte takovy systém rovnic nad R, aby platilo
(1) mnoZina jeho Feseni je {(1+2s —t,2t, -1+ s — )T € R3;s5,t € R}
(2) jeho fundamentélni systém Feseni je {(1,0,0,2,1),(0,1,1,1,0),(1,1,1,0,2)}
Umite najit vSechny takové systémy?
4. Reste systém rovnic s parametrem o € K, uvazte p¥itom moznosti K = Z,
K =R.
T+ r9+ars=1
T1+ars+r3=1

ari+xo+x3=1
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5. Nad R feSte maticovou rovnici

1 -4 -3 1 4 7
(1) 1 5 3|-x=[25 8
-1 6 4 3 6 9
1 -1 =2 1 -2
(2) 3 2 4 |-X=(3 1
1 4 0 1 5

Diskutujte pfitom moznost nalezeni inverzni matice, ptrip. pouziti fundamentalnich
systémi feSeni homogeniho systému.
14.10. Systémy linearnich rovnic 11

1. Najdéte fundamentdalni systém feSeni nasledujiciho systému linearnich rovnic a
fundamentalni systém teseni prislusného homogenniho systému.

1 2 -1 T 3
2 5 4 ||z ]=1-1
4 1 2 T3 5

Reste nad skalary Z, Zg, Z7. Diskutujte p¥itom pouZiti Cramerova pravidla i
Gausovy eliminace.

2. Ve vektorovém prostoru R* najdéte prinik podprostorit V; a Vi zadanych ge-
nerstory Vi = ((1,1,1,1),(1,0,1,0)), Vo = ((1,1,0,0), (0,1,1,1), (0,1, 1,0)).

Spoctéte také prinik souctu Vi 4+ V5 s podprostorem generovanym vektorem
(1,-2,3,-4). (Hodi se v tomto p¥ipadé Crammerovo pravidlo?)

3. Povazujte generatory podprostori Vi a V, z predchoziho cviceni za prvky v
(Z2)%, (Z3)%, resp. C*, a YeSte znovu stejnou tlohu. Zejména si uvédomte, kolik
prvkd maji diskutované prostory a podprostory.

4. V prostoru polynomtt Rg[z] uvazte podprostory Vi = (z? + 223, — a3 + 2°),
Vo= {2+ 2% -1+ 25 22 + 23 + 22%), V3 = (22 + 25,1 + 323 + 2%, 23) a spoctéte
jejich prinik a Vi + Vo + V3.

14.11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty I

1. Dejte ptiklad zobrazeni A: R® — R3 pro které je KerA = ((1,0,0), (1,1,1)),
ImA = ((1,0,1)).
2. Rozhodnéte, zda existuje linearni zobrazeni A: R?® — R2?, které zobrazi postupné

vektory (1,2,-3),(2,1,-2),(1,—4,5) na vektory (1,2),(2,3), (1, 3).

3 3

3. Linearni zobrazeni f: Maty(R) — R spliuje f <(1] (1)) =1,f <(1) 01> =0,

1 0 0 1
obraz.

1 1 1 1 s s v , o ..
f ( ) =3, f < > = 0. Najdéte vyjadreni f pomoci prvka matic, jadro,
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4. Zobrazeni A: Ry[z] — Ry[z] je definovano predpisem A(f)(z) = " (z)—2f"(x),
kde ¢arky oznacuji derivaci polynomu podle proménné xz. Ovéite, 7e A je linearni,
spoctéte jeho jadro, obraz, vlastni hodnoty, vlastni vektory.

5. Nad skalary K = R, C najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory zobrazeni
f: K3 — K3, které je v bazi ((1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)) dané matici

3 3

4 -5 7
A= 1 -4 9
-4 0 5

6. Nad skalary K = Zs, R, C najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory zobrazeni

. P ‘ ., —2
f: K2 — K2, které je ve standardni bazi dané matici A = (g 0 )

14.12. Vlastni hodnoty a vlastni vektory II

1. V R3 uréete podprostor vlastnich vektorti piislugnych vlastni hodnoté 3 pro

3 0 0 3 1 0 3 1 0
maticceA=10 3 0], B=[0 3 0|, C=10 3 1
0 0 3 0 0 3 0 0 3

2. Zjistéte, zda je matice A podobna diagonéalni matici nad poli Q, R, C (to nastane
pravé kdy?Z vlastni vektory generuji cely prostor K3).

5o 2 =3 4 7 =5
A)A=[4 5 4 A= -4 5 o0
6 4 —4 1 9 4
4 2 =5
c)A=|6 4 -9
5 3 7

3. Nechf ¢: V — V je izomorfismus. Dokaite, Ze ¢ a ¢~ ' maji stejné podprostory
vlastnich vektori a zjistéte zavislost mezi vlastnimi hodnotami (jsou to prevracené
hodnoty, nula tam byt stejné nemize).

4. Nad skalary K = R najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

1 2 0 3
2 -1 1 -1 -2 0 -3
a)A=1| -1 2 -1 b) B =
0 o0 1 0 0 2 0
1 2 0 3

14.13. Vlastni hodnoty a vlastni vektory III

1. Zjistéte, jak zavisi vlastni hodnoty a vlastni vektory matic A, B na parametrech

o a f.

2 30 2 3 0
A=14 1 0 B=|4 1 0
a [ 2 a [ 24«
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2. Najdéte Jordanovy kanonické tvary matic A, B, C.

2 1 0 3 2 0 0 -3 -2
A=1|1-1 4 0 B=10 3 0 cC=1-1 -2 -2
> 7 3 0 5 3 0 4 3

3. Spoctéte vlastni hodnoty a vlastni vektory matice B = 34— 243+ A2 - A+6E
(aniz byste pocitali B!)

2 -1 1
A=|[4 -2 2
2 -1 1

14.14. Afinni dtlohy I

1. V roviné R ja dan trojuhelnik ABC. Oznaéme po fadé A’, B’, C' st¥edy jeho
stran BC, AC, AB. Dokaite 7e v zaméieni R? plati

(A= A)+(B'"-B)+(C'"-C) =0.
2. Je dana primka p : 22+ 3y — 6 = 0. Urcete jeji parametricky popis. Jak se ziska
implicitni popis z parametrického?

3. Urcete vzajemnou polohu polohu primek
(1) p:2x—-3y+4=0,q:3x+2y—7=0
2) p:(z,y)=(01,-1)+#1,-2),¢g:2x4+y—1=0
(3) p: (3371/) = (27 1) + t(_li?’): q: (3371/) = (113) + t(27 _6)

4. Zjistéte vzajmenou polohu rovin

(1) a:(r,y,2) =(1,-2,3) +t(—1,0,1) + s(2,1,0)
ﬂ : (x,y,z) = (_1707 1) + t(lv L, 2) + S(_lv?’v 1)
(2) a:(x,y,2)=(2,-1,1) +t(1,1,1) + s(1, —1,0)

B:x4+y—224+1=0
B)a:2r—y+2-9=0,:24+y—2=0

5. Najdéte parametrické vyjadieni piimky v R3 zadané

.{2my+29—0
lrz+y—2=0

Jak vypadaji rovnice v8ech rovin prochazejicich danou pfimkou p (tzv. svazek ro-
vin)? Jak se ziska jejich obecnd rovnice z parametrického, resp. implicitniho tvaru
p.

Zadejte parametricky i implicitné p¥imku, resp. rovinu zadanou dvémi, resp.
tfemi, body. Zadani volte sami.

6. Najdéte pricku mimobézek p, ¢ prochazejici bodem M. Je dano M = (7,0,4),
p: ('Iv Y, Z) = (27 _17 1) + t(lv 27 1)7 q: ('Iv Y, Z) = (17 17 1) + t(27 _17 1) Jak se hleda
pricka zadand smérem?
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14.15. Afinni dlohy II

afinni souradnice, poméry, konvexnost

14.16. Prostory se skalalarnim soucéinem I
1. Zjistéte, zda je zobrazeni g: R? x R? — R skaldrni soudin.

9(w,y) = T1y1 + T1Yy2 + T2y1 + T2y2
9(z,y) = 4z1y1 + 2712 + 572y
9(x,y) = T1y1 + T1Y2 + Tay1 + 22292
2. Zkuste na R? najit takovy skaldrni soucin, aby vektory « a v na sebe byly kolmé

(1) u=(1,2), v =(2,3)
(2) u=(-5,2), v = (10, —4)

3. Grammovym-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem sestrojte ortonormalni
bazi podprostoru

L={(1,1,-1,-1),(1,-1,1,1), (=1, -2,0,1))

ve standardnim euklideovském R*.

4. Najdéte ortogonalni bazi vektorového prostoru Rs|[z] se skaldrnim soucinem de-
finovanym vztahem f-g = Lll f(x)g(x)dz. Najdéte matici prechodu od standardni
béaze (1,z,22, x3) do nalezené baze.

5. Najdéte ortogonalni prumét vektoru (1,2, 3) do podprostoru

L={(~1,1,1),(1,1,1)).

3

14.17. Prostory se skalarnim souc¢inem II

1. Na vektorovém prostoru C,[z] definujte skalarni soucin tak, aby byla baze
(1,2, 522, ..., 52™) ortonormalni.

2. Najdéte ortonormalni bazi podprostoru
L={(3,2,—-4,-6),(8,1,—-2,—-16), (5,12, —14,5), (11, 3,4, =7)) C R?

ve standardnim euklideovském prostoru.
3. Nejdéte ortonormalni fundamentalni systém teSeni systému rovnic
2l‘1—$2+5$3+7l‘4:0
dry — 209+ Tx3+ Dy =0

2.’[51*.’1)2+.’L‘3*5.’L’4:0
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4. Pokud to jde, dopliite dané vektory na ortogonalni bazi standardniho euklidov-
ského prostoru. (Kolik mame mo’nosti?)

(1) u=1(2,2,1), v =(-2,1,2)

(2) u=(-3,1,-2,2),v=(4,2,-3,2).

5. Urcete vSechny hodnoty parametri a, b, ¢, pro které je matice

a 0 2c

1 1
A=~ * %
—a *ﬁ (&

ortogonalni. Pro tyto hodnoty spoctéte piislusny kanonicky tvar. (Promyslete
geometrické vlastnosti transformace!)

6. Zkuste definovat na R® dva skalarni souciny tak, aby zobrazeni ¢: R® — R3,
o(x1,z2,x3) = (x1 + x2 + 3, —21 + 2, 23), bylo ortogonalni.

14.18. Ortogonalni priuméty a ortogonalni zobrazeni

1. Najdéte ortogonalni doplnék podprostoru

P={((-1,2,0,1),(3,1,-2,4),(—4,1,2,-4))
v R* se standardnim skaldrnim sou¢inem. Pak najdéte kolmé priméty vektori
standardni baze do P a Pt.

2. Necht je L = (u,v, w) C R*. Nejdéte kolmy primét vektoru z do L a LL.

(1) z=(4,2,-5,3), u=(5,1,3,3), v=(3,-1,-3,5), w=(3,-1,5,-3)

(2) z=1(2,5,2,-2), u=(1,1,2,8), v=(0,1,1,3), w=(1,-2,1,1)

3. Najdéte (pfimym vypoctem) vSechny ortogonalni a unitarni matice fadu 2, pak
vSechny ortogondlni s kladnym determinantem.

4. Zjistéte, zda je ortogonalni transformace dand matici

L 0 2

V3 V6

A= -Lr L L1
I AR TS
VB V2 Ve

kompozici reflexe a rotace, ¢i zda se jedna pouze o rotaci, a najdéte osu a thel této
rotace.

14.19. Bilinearni a kvadratické formy

1. Zjistéte, zda je zobrazeni f: R? x R? — R bilinedrni forma na R2. Pokud ano,
rozhodnéte, zda je symetrickd nebo antisymetricka.

(1) f(z,y) = 2192

(2) f(z,y) = 21y1 + 2y2 — 12

(3) f(z,y) = 21y2 — T2y1 + 7191
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2. Uréete hodnost bilinedrni formy f(z,y) = z1y1 + 222y1 — T2y + 323y na R® a
najdéte jeji matici v

(1) standardni bazi R?

(2) v bazi (1,1,1),(0,1,1),(1,0,1)

3

3. Uvazme bilinedrni formu h(z,y) = 2z1y; — 4x1y2 — 3T2ys + 222y3 — 423Y2 — T3Ys3
definovanou na C3 a necht f(z) je ji definovana kvadraticka forma.

(1) NapiSte analytické vyjadieni f.

(2) Najdéte polarni formu g pro f.

4. Urcete hodnost kvadratické formy f(z) = m%—2m1m2+8m1m3—2m2m3, uvazujeme-
li fjako formu na C2, resp. na R°.

5. Najdéte diagonalni tvar formy f na R® pomoci algoritmu doplnéni na &tverce
(1) f je dana formuli z pfedchoziho cviceni

(2) f(z,y) = 422 + 223 + 1522 + 42129 — 43173 — 87973

(3) f(x,y) = z129 + T123 + X223

14.20. Realné a komplexni kvadratické formy

1. Najdéte kanonické tvary kvadratickych forem na C* danych vztahy (2), (3) z
cviceni 5 predchozi série. Najdéte také prislusné polarni baze.

2. Zjistéte vlastnosti redlnych kvadratickych forem, napt. definitnost, pozitivni
definitnost apod. (pozor na zavislost na prostoru V na ném? je forma definovéna)
(1) f(z) = 2} — 2129 + 23

(2) f(z) =2z129 + 47123

(3) f(z) = 222 — 823 — 323 + 21119 + 47173 — 27973

3. Najdéte vSechny hodnoty parametru a € R, pro které je kvadraticka forma f na
R3 positivné definitni, resp. negativné definitni (pouZijte Sylvestrovo kriterium)
(1) f(z) = 23 + 23 + daz172 + 0’2173

(2) f(z) = az? + ax + (a — 3)23 + 22179 + 207123 + 27973

14.21. Metrické ulohy 1

1. V roviné Ey je ddn obdélnik ABCD. DokaZte Ze v jejim zaméieni R? se stan-
dardnim skaldrnim souc¢inem plati (A — M) - (C - M)=(B—- M) - (D - M).

2. Ukazte, 7ze ortogonalni doplnék zaméreni nadroviny v FE,, zadané implicitné 7 :
a1x1 4+ -+ a,Tn+ag = 0 je generovan tzv. normalovym vektorem v = (ay, ... ,ay).
Ukazte, 7e pro vzdalenost bodu A = (y1,... ,y,) od n plati

_awys + -+ anyn + ag

1/a%+...+a%

p(A,n)
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3. Urcete pro jaké vektory v Ejy, F3 plati

(1) flu+ ] = [fu— o

(2) llu+ol = {[ul] — vl

(3) lu+ vl = [[ul = [lv]

(4) [[u+ vl > [[u—v]
4. Najdéte soufadnice vrcholi krychle ABCDEFGH, je-li A = (1,-1,3), B =
(3,0,5), D = (—1,1,4) (pokud existuje).
5. Napiste rovnici p¥imky p, kterd obsahuje M = (3,2) a s pfimkou ¢ : v/3z—y+3 =
0 svird ahel 7, resp. 3.
6. Urcete bod @ soumérny k bodu P = (3,-1,4) podle pfimky p : (z,y,2) =
(~7,-4,7) + (4,3, -1).
7. Najdéte osu mimobézek p : (z,y,z) = (0,—15,—6) + £(2,-1,3), q : (z,y,2) =
(3,4,2) + s(4,2,-3).

14.22. Metrické ulohy I1

1. Ukazte, 7e odchylka dvou nadrovin je rovna odchylce jejich normalovych vek-
tortl.

2. Spoctéte vysku pravidelného ¢tyisténu ABC D v E5 a odchylky jeho protilehlych
hran .

3. Spoctéte povrch a objem ¢tyisténu ABCD v E3 je-li A = (1,-1,2), B =
(2,0,-2),C = (3,-2,0), D= (1,1,1).

4. Spoctéte objem a vysku ¢tyibokého jehlanu ABCDV v Ej3, je-li A = (2,-1,2),
B =(0,0,5),C = (-1,0,5), D = (4,-3,-4), V = (1,2,1). Déle urcete odchylky
jeho hran od podstavy.

14.23. Metrické ulohy III
1. Uvazme n — 1 vektorti uy = (11, Z1n)s-- s Un-1 = (Zmn_1)15+- s L(n-1)n)

v standardnim orientovaném euklidovském vektorovém prostoru R"”. Déle uvazme
matici

Y1 Y2 Yn
T11 T12 Tin
A=
Tn-11 T(n-12 -+ L(n=1)n

Ukazte, 7ze vektor u, = (A11,..., A1), kde A;; jsou algebraické dopliky prvki a;;
matice A ma nasledujici vlastnosti:
(1) uy, je kolmy na vSechny wuy, ..., u, 1
(2) velikost vektoru ||u,]| je rovna (neorientovanému) objemu rovnobéznosténu
zadaného vektory uq,... , um_1)
(3) uy,...,uy, je bdze R kompatibilni s orientaci.

V dimenzi 2 tak dostavame obvykly vektorovy soucin dvou vektord uy, us.
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2. Najdéte kanonické rovnice a osy kuzelosecky dané ve standardni souradné sou-
stavé rovnici

(1) 22+ y? + 4oy + 2z + 1 = 0 (hyperbola s vrcholem v (—%, —%) a osami
ve smérech (i@, g))
(2) 222 — 3y% + bxy + = + 10y — 3 (dvé rliznob&Zné pifmky)

3. Napiste rovnici kruznice prochéazejici bodem A = (1,2) a dotykajici se piimek
prx—y+3=0,qg:2—y—1=0.

14.24. Adjungovana zobrazeni

1. Linearni zobrazeni ¢: R® — R3 je ddno vztahem

QO({I},y,Z) = (m72y+z7l‘+3z7*y7’z)

(1) Spoctéte dudlni zobrazeni p*: R3* — R3*

(2) adjungované zobrazeni ¢*: R® — R? vzhledem ke standardnimu skaldrnfmu
soudinu na R3.

(3) adjungované zobrazeni ¢*: R® — R3 vzhledem ke skalarnimu soucinu

(m,y,2), (2" vy, ")) = 222’ + ay' + 2’y +2yy" +y2' +y 2+ 22",

2. Na C* se standardnim skaldrnim souc¢inem urcete, kdy je samoadjungované
zobrazeni

(10('277 y'/ Z? w) = (O{‘I'E'/ /3y7 ’Yz'/ 5w)
pro a, 3,v,6 € C.

3. Na prostoru redlnych polynomi stupné 2 se skalarnim souc¢inem danym f - g =
f01 f(z)g(z)dz spocététe adjungované zobrazeni k

(1) operaci derivovani podle proménné

(2) operaci ndsobeni pevnym polynomem

(3) operaci ”zapomenuti monomi stupné 2”

4. Na R3 se standardnim skaldrnim soudinem najdéte adjungované zobrazeni k
promitani na vybrany podprostor ve sméru doplikového podprostoru. Kdy bude
toto promitani samoadjungované?
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