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ii LINEÁRNÍ ALGEBRAÚvodní poznámkyTento text dávám k dispozi
i jako ví
eménì pra
ovní verzi mý
h pøíprav k pøed-ná¹kám a nepova¾uji jej za náhradu skuteèné uèebni
e o pøedmìtu. Pokrývá v¹ak
elou odpøedná¹enou látku, nìkdy i podrobnosti, které na pøedná¹ká
h nejsou uvá-dìny. Na druhé stranì je styl textu dosti hutný a struèný, a zøejmì obsahuje øadunepøíli¹ peèlivì propra
ovaný
h míst. Pøedpokládám, ¾e studenti, kteøí pøedná¹kynenav¹tìvovali, budou muset èasto sáhnout po nìjaký
h podrobnìj¹í
h skripte
h.Proto¾e vím, jak velké jsou rozdíly v kapa
itì jednotlivý
h studentù, a proto¾ene
h
i ani nudit ty s
hopnìj¹í, ani znemo¾nit dal¹í rozvoj tìm ménì s
hopným (resp.ménì pra
ovitým), zmíním se o struktura
i textu a po¾adav
í
h ke zkou¹
e.Sna¾ím se v¾dy po základní
h de�ni
í
h pojmù sdru¾it odvození jeji
h jedno-du
hý
h vlastností do nìkolika vìt (vìt¹inou s mnoha èástmi). Jeji
h dùkazy pakspoèívají vesmìs v po
hopení de�ni
, pøípadnì jednodu
hý
h úvahá
h. Mìly by býttedy zvládnutelné pro ka¾dého a budu se na nì ptát. Dále jsou v textu vìty, kterémají vìt¹inou své jméno (napø. Lapla
eova vìta o rozvoji determinantu) a kompletnídùkazy ji¾ bývají podstatnì slo¾itìj¹í. U ni
h lze oèekávat pouze u dobrý
h studentùpøehled o postupu dùkazu a závislosti na jiný
h výsled
í
h. Slab¹í studenti uspìjíse zvládnutím obsahù jeji
h tvrzení a mo¾ný
h aplika
í. Zejména v tì
hto èáste
htextu jsou odstav
e oznaèeny hvìzdièkou. Ch
i tím naznaèit zvý¹enou potøebupozornosti pøi ètení (nikoliv doporuèené vyne
hání!).Naví
 se, zejména ke kon
i pøedná¹ky, vyskytují 
elé partie, které jsou adresoványtìm s
hopnìj¹ím, vyznaèím je vìt¹inou dvìmi hvìzdièkami u pøíslu¹ný
h odstav
ù,pøípadnì poznámkami pod èarou.Na kon
i ka¾dé kapitoly pøipojím tzv. poznámky k pøemý¹lení. Jsou rozdílnéslo¾itosti, pro ka¾dého bude u¾iteèné, kdy¾ si na ni
h ovìøí stupeò po
hopení pøed-
hozí teorie. Jeji
h slo¾itost je také naznaèena hvìzdièkami. Úplnì na kon
i textujsou pøilo¾ena zadání 
vièení. Èasem je snad doplním o výsledky.Vøele uvítám upozornìní na nedokonalé èi ¹patné èásti textu, pøípadnì návrhyna jeho vylep¹ení (nejlépe e-mailem na adresu slovak�math.muni.
z).Jan Slovák



1Èást I.Vektorové prostory asoustavy lineární
h rovni
1. Skaláry, vektory, mati
eV této kapitole roz¹íøíme bì¾nì známé opera
e pro poèítání s èísly na tzv. vektorya mati
e. Tím jednak získáme pøíklady pro pozdìji zavedené abstraktnìj¹í objekty,ale hlavnì si pøipravíme te
hni
ké prostøedky pro prá
i s nimi.1.1. Skaláry. Zformalizujeme vlastnosti èíselný
h oborù jako napø. 
elá èísla Z,ra
ionální èísla Q , reálná R, komplexní èísla C . To znamená, ¾e popí¹eme expli-
itnì ty vlastnosti, které budou potøebné pro odvozování 
elé teorie. Tím, ¾e v¾dybudeme pøi dùkaze
h pou¾ívat pouze uvedené vlastnosti, bude 
elá teorie platnápro v¹e
hny objekty s uvedenými axiomy.1Vlastnosti sèítání:(a+ b) + 
 = a+ (b+ 
); pro v¹e
hny a; b; 
(KG1) a+ b = b+ a; pro v¹e
hny a; b; 
(KG2) existuje prvek 0 takový, ¾e pro v¹e
hny a platí a+ 0 = a(KG3) pro v¹e
hny a existuje prvek (�a) takový, ¾e platí a+ (�a) = 0(KG4)Vlastnostem (KG1) { (KG4) øíkáme vlastnosti komutativní grupy.Vlastnosti násobení:(a � b) � 
 = a � (b � 
); pro v¹e
hny a; b; 
(O1) a � b = b � a; pro v¹e
hny a; b(O2) existuje prvek 1 takový, ¾e pro v¹e
hny a platí 1 � a = a(O3)Distributivita:(O4) a � (b+ 
) = a � b+ a � 
; pro v¹e
hny a; b; 
Mno¾iny s opera
emi +, � a vlastnostmi (KG1){(KG4), (O1){(O4) se nazývajíkomutativní okruhy. Potøebujeme v¹ak zpravidla je¹tì dal¹í bì¾nou vlastnost èísel:(P) pro ka¾dý a 6= 0 existuje prvek a�1 takový, ¾e platí; a � a�1 = 1Jestli na¹e objekty splòují naví
 i (P), hovoøíme o poli (èasto také o komutativnímtìlese).1Zøejmì je pøi tom ale u¾iteèné pøi sledování dùkazù si pøedstavovat nìjaký z dobøe známý
hpøípadù (napø. reálná èísla).



2 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNICNìkdy se setkáme se slab¹í dodateènou vlastností, napø. Z nesplòuje (P), alesplòuje(OI) a � b = 0 ) buï a = 0 nebo b = 0.Hovoøíme o oboru integrity.Prvky nìjaké mno¾iny s opera
emi + a � splòují
ími vý¹e uvedené vlastnosti(komutativní okruh, obor integrity, pole) budeme nazývat skaláry. Pokud nezdùraz-níme nì
o jiného, pùjde o pole.1.2. Vektory nad polem skalárù. Symbolem K budeme nadále znaèit nìjakoumno¾inu skalárù. Pro potøeby této kapitoly, vektorem budeme rozumìt uspoøá-danou n-ti
i skalárù, n budeme nazývat dimenzí. Sèítání vektorù de�nujeme poslo¾ká
h (skaláry samozøejmì sèítat umíme). Násobení vektoru u = (a1; : : : ; an)skalárem b de�nujeme tak, ¾e ka¾dý prvek n-ti
e u vynásobíme skalárem b (skaláryv K násobit umíme).Pro sèítání vektorù v K n platí (KG1){(KG4) s nulovým prvkem20 = (0; : : : ; 0)v K n .Vlastnosti opera
í s vektory:Pro v¹e
hny vektory v, w 2 K n a skaláry a 2 K platía � (v + w) = a � v + a � w(V1) (a+ b) � v = a � v + b � v(V2) a � (b � v) = (a � b) � v(V3) 1 � v = v(V4)1.3. Pøíklady. Pro kterékoliv pole skalárù K se snadno ovìøí právì sformulo-vané vlastnosti (V1){(V4) pro K n , proto¾e pøi ovìøování v¾dy pou¾íváme pouzevlastnosti skalárù uvedené vý¹e. Tak mù¾eme uva¾ovat napø. Rn , Qn , C n , n =1; 2; 3; : : : . Jiný pøíklad pole skalárù je Z2 = f0; 1g, 1 + 1 = 0, 0 � 1 = 0, 1�1 = 1.Prvky Z2 lze 
hápat jako zbytkové tøídy po dìlení dvìma. Obe
nìji mù¾eme uva-¾ovat okruh Zk zbytkový
h tøíd po dìlení pøirozeným èíslem k. Snadno se ovìøí, ¾eZk je polem právì kdy¾ je k prvoèíslo.V¹imnìme si, ¾e k ovìøení vlastností V1{V4 potøebujeme pro pou¾ité skalárypouze vlastnosti okruhu. Vlastnost (P) v¹ak bude podstatná pozdìji.31.4. Mati
e nad skaláry. Mati
í typum=n nad skaláry K rozumíme obdélníkovés
héma A = 0BB� a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ...am1 am2 : : : amn1CCA2Pou¾íváme pro nulový prvek stejný symbol jako pro nulový prvek skalárù. Podobnì budemepro sèítání a násobení pou¾ívat stále stejný symbol. Naví
 nebudeme vìt¹inou pou¾ívat pro vektory¾ádné spe
iální znaèení, budu v¹ak dùslednì pro skaláry pou¾ívat písmena ze zaèátku abe
edy,pro vektory spí¹e od kon
e. Èím døív se s tím poslu
haè smíøí tím lépe.3Èást na¹í teorie lze odvodit i pro skaláry tvoøí
í okruh, hovoøíme o tzv. module
h. Napø. Znje tzv. volný modul nad Z.



1. SKALÁRY, VEKTORY, MATICE 3kde aij 2 K pro v¹e
hny 1 � i � m; 1 � j � n. Mati
i A s prvky aij znaèíme takéA = (aij).Vektory (ai1; ai2; : : : ; ain) 2 K n nazýváme øádky mati
e A, i = 1; : : : ;m, vektory(a1j; a2j; : : : ; amj) 2 Km nazýváme sloup
e mati
e A, j = 1; : : : ; n.Mno¾inu v¹e
h mati
 typu m=n nad K znaèíme Matmn(K ).Mati
i mù¾eme 
hápat jako zobrazení A : f1; : : : ;mg� f1; : : : ; ng ! K . Mati
etypu 1=n nebo n=1 jsou vlastnì vektory v K n . I obe
né mati
e z Matmn(K ) lzev¹ak 
hápat jako vektory v Km:n , prostì zapomeneme na øádkování.Zejména tedy je de�nováno sèítání mati
 v Matmn(K ) a násobení mati
 skaláry.A+ B = (aij + bij), kde A = (aij), B = (bij)a:A = (a:aij), kde A = (aij), a 2 K�A = (�aij) se nazývá mati
e opaèná k mati
i A0 = 0� 0 : : : 0... ...0 : : : 01A se nazývá nulová mati
e.Zapomenutím øádkování tak získáme následují
í tvrzení:1.5. Vìta. Pøedpisy pro A+B; a:A; �A; 0 zadávají naMatmn(K ) opera
e sèítánía násobení skaláry splòují
í axiomy (V1){(V4). �1.6. Pøíklad. Mati
e lze vhodnì vyu¾ít pro zápis lineární
h rovni
:a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = y1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = y2...am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = ymposloupnost x1; : : : ; xn lze 
hápat jako vektor promìnný
h, tj. sloupe
 x = 0� x1...xn1A,stejnì tak y = 0� y1...ym1A. Systém rovni
 lze pak formálnì psát ve tvaru A:x = y:0� a11 : : : a1n... ...am1 : : : amn1A :0� x1...xn1A = 0B� y1...yn1CAPùvodní rovni
e nyní obdr¾íme tak, ¾e v¾dy bereme øádky z A a sèítáme souèinyodpovídají
í
h komponent ai1x1+ � � �+ ainxn. Tím získáme i-tý prvek výslednéhovektoru. Brzy odvodíme veli
e kalkul s mati
emi, který nám umo¾ní se systémylineární
h rovni
 pra
ovat veli
e efektivnì.



4 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC1.7. Souèin mati
. Pro libovolnou mati
i A = (aij) typu m=n nad okruhem4skalárù K a libovolnou mati
i B = (bjk) typu n=q nad K de�nujeme jeji
h souèinC = A �B = (
ik) jako mati
i typu m=q s prvky
ik = nXj=1 aijbjk, pro libovolné 1 � i � m, 1 � k � q.Napøíklad máme � 2 11 �1� :� 2 1 1�1 0 1� = � 3 2 33 1 0�1.8. Ètver
ové mati
e. Je-li v mati
i stejný poèet øádkù a sloup
ù, hovoøíme oètver
ové mati
i. Pí¹eme Matmm(K ) = Matm(K ). Mati
iE = (Æij) = 0� 1 : : : 0... . . . ...0 : : : 11Anazýváme jednotková mati
e. Na Matm(K ) je souèin mati
 de�nován pro ka¾dé dvìmati
e, je tam tedy de�nována opera
e násobení:Matm(K ) �Matm(K ) !Matm(K )Vìta. Pro libovolný okruh skalárù je na Matm(K ) de�nována opera
e násobení.Splòuje vlastnosti (O1) a (O3) vzhledem k jednotkové mati
i E = Æij . Dále spoluse sèítáním mati
 vyhovuje (O4). Obe
nì v¹ak neplatí (O2) ani (OI), zejména tedyneplatí (P).Dùkaz. Aso
iativita násobení { (O1):A = (aij) typu m=n; B = (bjk) typu n=p; C = (
kl) typu p=qA �B = (Xj aij :bjk); B �C = (Xk bjk:
kl)(A �B) � C = (Xk (Xj aij :bjk):
kl) =Xj;k aij:bjk:
klA � (B � C) = (Xj aij :(Xk bjk:
kl)) =Xj;k aij :bjk:
klJednotkový prvek { (O3):A �E = 0� a11 � � � a1m...am1 � � � amm1A �0BB� 1 0 � � � 00 1 � � � 0... ...0 0 � � � 11CCA = A = E �A4Ètenáø, který se je¹tì nesmíøil s abstrak
í okruhu, ne
h» pøemý¹lí v rám
i èíselný
h oborù.Potom okruhy skalárù zahrnují i 
elá èísla Z zatím
o mezi poli jsou pouze R, Q , C .



1. SKALÁRY, VEKTORY, MATICE 5(O4) - distributivita: A = (aij) typu m=n, B = (bjk) typu n=p, C = (
jk) typun=p, D = (dkl) typu p=qA � (B + C) = (Xj aij(bjk + 
jk) = ((Xj aijbjk) + (Xj aij
jk)) = A �B +A � C(B + C) �D = (Xk (bjk + 
jk)dkl) = ((Xk bjkdkl) + (Xk 
jkdkl)) = B �D + C �DNení komutativní: - doká¾eme na pøíkladu� 1 00 0� :� 0 10 0� = � 0 10 0�� 0 10 0� :� 1 00 0� = � 0 00 0�Tím jsme získali zároveò protipøíklad na platnost (O2) i (OI), zatím ale jen promati
e typu 2=2. Pro mati
e typu 1=1 ov¹em oba axiomy samozøejmì platí, proto¾eje mají samy skaláry a pro vìt¹í mati
e získáme protipøíklady snadno tak, ¾e právìuvedené mati
e umístíme do levého horního rohu pøíslu¹ný
h ètver
ový
h s
hémata doplníme nulami. (Ovìøte si sami!) �V dùkazu jsme vlastnì pra
ovali s mati
emi obe
nìj¹ího typu, dokázali jsme tedypøíslu¹né vlastnosti obe
nìji:1.9. Vìta. Násobení mati
 je aso
iativní a distributivní, tj. A�(B �C) = (A�B)�C,A � (B + C) = A � B + A � C, kdykoliv jsou tato násobení de�nována. Jednotkovámati
e je neutrálním prvkem pro násobení zleva i zprava. �1.10. Inverzní mati
e. Ne
h» B;A 2 Matm(K ) jsou mati
e splòují
í A � B =B �A = E. Pak B se nazývá mati
e inverzní k mati
i A, pí¹eme B = A�1. Mati
e,k ní¾ existuje mati
e inverzní se nazývá invertibilní mati
e. Pokud A�1 a B�1existují, pak existuje i (A � B)�1 = B�1 � A�1. Je toti¾ (díky právì dokázanéaso
iativitì násobení) (B�1 � A�1) � (A:B) = B�1 � (A�1 � A) � B = E a (A � B) �(B�1 �A�1) = A � (B �B�1) �A�1 = E.Pøíklad. Soustava rovni
 z 1.6 se snadno vyjádøí souèinem mati
A:x = 0� a11 � � � a1m...am1 � � � amm1A �0� x1...xm1A = 0B� y1...ym1CAPokud existuje mati
e inverzní k mati
i A, pak lze násobit zleva A�1 a dostanemeA�1 � y = A�1 �A � x = E � x = x, tj. hledané øe¹ení.1.11. De�ni
e. Øádkové elementární transforma
e mati
 jsou(1) zámìna dvou øádkù(2) vynásobení vybraného øádku nenulovým skalárem(3) pøiètení øádku k jinému øádkuAnalogi
ky, sloup
ové elementární transforma
e mati
 jsou(1') zámìna dvou sloup
ù(2') vynásobení vybraného sloup
e nenulovým skalárem(3') pøiètení sloup
e k jinému sloup
i



6 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC1.12. Vìta (Gausova elimina
e). Nenulovou mati
i nad K lze koneènì mnohaelementárními øádkovými transforma
emi pøevést na tzv. (øádkovì) s
hodovitý tvar:(1) Je-li aij = 0 a v¹e
hny pøed
hozí prvky na i-tém øádku jsou také nulové,potom akj = 0 pro v¹e
hna k � i(2) je-li a(i�1)j první nenulový prvek na (i� 1)-vém øádku, pak aij = 0.Dùkaz. Mati
e v øádkovì s
hodovitém tvaru vypadá takto0BBBBB� 0 : : : 0 a1j : : : : : : : : : a1m0 : : : 0 0 : : : a2k : : : a2m...0 : : : : : : : : : : : : 0 alp : : :...
1CCCCCAa mati
e mù¾e, ale nemusí, konèit nìkolika nulovými øádky. K pøevodu libovolnémati
e mù¾eme pou¾ít jednodu
hý algoritmus:(1) Zámìnou øádkù do
ílíme, ¾e v prvním øádku bude v prvním nenulovémsloup
i nenulový prvek, ne
h» je to j-tý sloupe
.(2) Pro i = 2; : : : , vynásobením prvního øádku prvkem aij , i-tého øádku prvkema1j a odeètením vynulujeme prvek aij na i-tém øádku.(3) Opakovanou aplika
í bodù (1) a (2), v¾dy pro zbytek øádkù a sloup
ùv získané mati
i dospìjeme po koneèném poètu krokù k po¾adovanémutvaru. �V¹imnìme si, ¾e jsme v dùkazu pou¾ívali pouze vlastností okruhu skalárù. Uve-dený postup je právì obvyklá elimina
e promìnný
h v systéme
h lineární
h rovni
.Pro øe¹ení systémù rovni
 má ale uvedený postup rozumný smysl jen, kdy¾ meziskaláry neexistují dìlitelé nuly. Pokud tvoøí skaláry pole, pak mù¾eme naví
 ze s
ho-dovitého tvaru snadno spoèíst øe¹ení (pøípadnì ovìøit jeho neexisten
i), promysletesi napø. peèlivì rozdíl mezi K = Z a K = R.1.13. Lemma. Elementární øádkové (resp. sloup
ové) transforma
e odpovídajívynásobením zleva (resp. zprava) následují
ími mati
emi:(1) Pøehození i-tého a j-tého øádku (resp. sloup
e)0BBBBBBBBBBBBB�

1 0 : : :0 . . .... 0 : : : 1... . . . ...1 : : : 0 . . . 1
1CCCCCCCCCCCCCA



1. SKALÁRY, VEKTORY, MATICE 7(2) Vynásobení i-tého øádku (resp. sloup
e) skalárem a:0BBBBBBBBBB�
1 . . . 1 a 1 . . . 1

1CCCCCCCCCCA  i(3) Seètení i-tého øádku (resp. sloup
e) s j-tým:
i!

0BBBBBBBBBBBBBB�
1 00 . . . . . . . . .1 . . . . . . 1

1CCCCCCCCCCCCCCA"jDùkaz. Ovìøí se pøímým výpoètem. �1.14. Vìta. Ne
h» K je pole skalárù. Pro ka¾dou mati
i A 2 Matmn(K ) existujíinvertibilní mati
e P 2 Matm(K ), Q 2 Matn(K ) takové, ¾e mati
e P:A je v øádkovìs
hodovitém tvaru aP �A �Q = 0BBBBBBB�
1 : : : 0 : : : : : : : : : 0... . . .0 : : : 1 0 : : : : : : 00 : : : 0 1 0 : : : 00 : : : 0 0 0 : : : 0...

1CCCCCCCADùkaz. Aplika
í Gaussovy elimina
e upravíme A do s
hodovitého tvaru. Pøitom� v¹e
hny její kroky jsou elementární øádkové transforma
e. Podle pøed
hozí vìty exi-stují tedy mati
e P1; : : : ; Pk, které tyto elementární transforma
e realizují násobe-ním zleva. Pøímým ovìøením zjistíme, ¾e nad polem K jsou v¹e
hny Pi invertibilní,tj. i jeji
h souèin je invertibilní a (Pk � Pk�1 � � � (P1 � A) � � � ) = (Pk � Pk�i � � �P1) � Aje ve s
hodovitém tvaru. OznaèmeP = Pk � � �P1 ; P�1 = P�11 � � �P�1k :Pøehozením pojmu øádek a sloupe
 lze odvodit (a tedy hlavnì aplikovat) vìtu 1.12na sloup
e mati
e A a uvést ji sloup
ovými elementárními transforma
emi na tzv.sloup
ovì s
hodovitý tvar. Proto¾e v¹ak ji¾ vy
házíme z øádkovì s
hodovitého tvaru,získáme a¾ na násobky øádkù invertibilními skaláry právì po¾adovaný tvar. Zbývátedy ji¾ jen vynásobit pøíslu¹né nenulové øádky inverzními prvky v K . �



8 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC1.15. Algoritmus pro výpoèet inverzní mati
e. Ne
h» K je pole a A 2� Matm(K ) ètver
ová mati
e. Podle 1.14 lze najít invertibilní mati
i P 2 Matm(K )takovou, ¾e P � A bude v øádkovì s
hodovitém tvaru. Pøitom mù¾e (ale nemusí)být jeden nebo ví
e poslední
h øádkù nulový
h.Jestli¾e má existovat inverzní mati
e k A, pak existuje i inverzní mati
e k P �A.� Jestli¾e v¹ak je poslední øádek v P � A nulový, bude nulový i poslední øádek vP �A �B pro jakoukoliv mati
i B 2 Matm(K ). Existen
e takového nulového øádkuve výsledku (øádkové) Gaussovy elimina
e tedy vyluèuje existen
i A�1.Pøedpokládejme nyní, ¾e A�1 existuje. Podle pøed
hozího, nalezneme øádkovì� s
hodovitý tvar bez nulového øádku, tzn. ¾e diagonální prvky v P �A jsou nenulové.Pak ov¹em pokraèováním elimina
e od pravého dolního rohu zpìt získáme jistìjednotkovou mati
i. Jinými slovy, najdeme dal¹í invertibilní mati
i P 0 tak, ¾e P 0 �P � A = E. Výmìnou øádkový
h a sloup
ový
h transforma
í lze za pøedpokladuexisten
e A�1 stejným postupem najít Q takovou, ¾e A �Q = E. Odtud (P 0 �P ) =(P 0 � P ) � E = (P 0 � P ) � (A � Q) = (P 0 � P � A) � Q = Q. To ale znamená, ¾e jsmenalezli hledanou inverzní mati
i k A.Prakti
ky tedy mù¾eme postupovat tak, ¾e vedle sebe napí¹eme pùvodní mati
iAa jednotkovou mati
i E, mati
i A upravujeme øádkovými elementárními úpravaminejprve na s
hodovitý tvar, potom tzv. zpìtnou elimina
í na diagonální mati
i av té násobíme øádky inverzními prvky z K . Tyté¾ úpravy postupnì provádìnés E vedou právì k mati
i P 0 � P z pøed
hozí
h úvah, tedy z ní získáme právìhledanou inverzi. Pokud tento algoritmus narazí na vynulování 
elého øádku vpùvodní mati
i, znamená to, ¾e mati
e inverzní neexistuje.Poznámky k pøemý¹lení1. Komplexní èísla lze 
hápat jako dvoji
e reálný
h èísel. To dává realiza
i C jakomno¾iny reálný
h vektorù. Rozmyslete si to!2. V textu jsme struènì zmínili tzv. zbytkové tøídy 
elý
h èísel. De�nujeme jetakto: pro pøirozené k � 2 je Zk = f0; 1; : : : ; k � 1g pøièem¾ sèítání a násobení sede�nuje tak, ¾e se provede pøíslu¹ná opera
e v Z a za výsledek se vezme zbytek podìlení k. Napø. v Z3 je 2:2 = 1, tzn. 2�1 = 2. Zk má v¾dy vlastnosti (KG1) {(KG4) a (O1) { (O4), tvoøí tedy v¾dy okruh. Pro k prvoèíselné jde naví
 o pole,jinak to není ani obor integrity. Provìøte tyto vlastnosti a promyslete si dùkaz vìty1.8 pro mati
e nad skaláry Zk.3. Lze také potkat skaláry, které mají v¹e
hny vlastnosti pole a¾ na komutativitu� násobení. Takovými (nenulovými) skaláry lze úspì¹nì dìlit, promyslete si ale, jaképotí¾e okam¾itì nastanou tøeba s elementárními øádkovými úpravami (napø. násobitøádky zprava i zleva nejde pomo
í elementární
h mati
!). Standardním pøíklademjsou tzv. kvaterniony H , které lze de�novat jako reálné vektory z R4 s násobenímde�novaným takto: pro 1 := (1; 0; 0; 0); i := (0; 1; 0; 0); j := (0; 0; 1; 0); k :=(0; 0; 0; 1) klademe i2 = j2 = k2 = �1; i:j = k = �j:i; j:k = i = �k:j; k:i = j =�i:k, 1 je jednotka pro násobení.4. Zade�nujte kvaterniony H jako C 2 s vhodnì de�nou opera
í násobení. (Návod:� podobnì jako u de�ni
e C jako dvojèlenù a + b:i pi¹me q = w + z:j a de�nujme



2. VEKTOROVÉ PROSTORY A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 9j2 = �1, z:j = j:�z pro komlexní z, tzn. j komutuje s komplexními èísly a¾ nakonjuga
i. Pak (a+ b:j):(
+ d:j) = a
+ b �d+ (ad+ b�
):j.)5. Pokud existuje k mati
i A mati
e inverzní A�1, pak je systém rovni
 A:x = y� v¾dy øe¹itelný (s øe¹ením x = A�1:y). Jak to funguje nad Z, Zk? Spoètìte si A�1k mati
i A = � 1 23 4� nad Z5 a Z.6. Najdìte analogie k známým vzor
ùm pro mo
niny dvojèlenù (pro skaláry (a+b)n =Pk �nk�akbn�k) platné pro ètver
ové mati
e { pozor na nekomutativnost násobení.7. Mati
e lze samozøejmì de�novat nad libovolným okruhem (i s dìliteli nuly).� Rozva¾te si poøádnì, jak dale
e pak funguje Gausova elimina
e. Spe
ielnì si roz-myslete jaké hrùzy se dìjí tøeba v Mat2(Mat2(R)), tj. uva¾ujte mati
e typu 4/4jako mati
e typu 2/2 jeji
h¾ prvky jsou reálné mati
e typu 2/2.8. Rozmyslete si, 
o lze z dùkazu vìty 1.14 provést i pro mati
e nad libovolným� komutativním oborem integrity (Návod: øádkovými elementárními transforma
emilze je¹tì stále získat s
hodovitý tvar, poté lze sloup
ovými transforma
emi vynu-lovat i zbytky øádkù za prvním nenulovým, to 
o zbude nemusí v¹ak mít inverzníprvky. Pro 
eloèíselné skaláry lze ale v ka¾dém pøípadì dosáhnout, aby prvek naprvním øádku dìlil ten na druhém, druhý zase ten na tøetím atd.)2. Vektorové prostory a lineární zobrazení2.1. De�ni
e. Vektorovým prostorem V nad polem5 skalárù K rozumíme mno-¾inu spolu s opera
í sèítání, pro kterou platí axiomy (KG1){(KG4), a s násobenímskaláry, pro které platí axiomy (V1){(V4).Pøipomeòme si pro jistotu tyto axiomy:(u+ v) + w = u+ (v + w); 8u; v; w 2 V(KG1) u+ v = v + u; 8u; v 2 V(KG2) 90 2 V; v + 0 = v; 8v 2 V(KG3) 9(�v) 2 V; v + (�v) = 0; 8v 2 V(KG4) a:(v + w) = a:v + a:w 8a 2 K ; v; w 2 V(V1) (a+ b):v = a:v + b:v 8a; b 2 K ; v 2 V(V2) a:(b:v) = (a:b):v 8a; b 2 K ; v 2 V(V3) 1:v = v; 8v 2 v(V4)Znaèení. Èasto se zavádí pro rùzné objekty rùzné typy písma pro symboly, který-mi je oznaèujeme. Napø. pro vektory se u¾ívají tuèná písmena (v), nebo podtr¾ená(v), nebo "opruhovaná" (�v), pøípadnì se ¹ipkou (~v) apod. My budeme vesmìs pou-¾ívat jen velmi jednodu
hou konven
i: skaláry budou oznaèovány znaky z poèátku5V podstatì postaèí, kdy¾ si ètenáø bude v¾dy pøedstavovat pod K buï reálná èísla R nebokomplexní C , èasem se seznámí i s jinými poli skalárù, napø. zbytkovými tøídami.



10 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNICabe
edy, tj. a; b; 
; : : : , zatím
o pro vektory budeme u¾ívat znaky z kon
e, u, v, w,x, y, z. Pøitom je¹tì naví
 vìt¹inou x, y, z budou opravdu n-ti
e skalárù.Pro úplnost výètu, písmena z prostøedka, napø. i; j; k; l budou nejèastìji oznaèo-vat indexy výrazù.2.2. Vìta. Ne
h» V je vektorový prostor nad polem skalárù K , a; b; ai 2 K ,u; v; uj 2 V . Potom(1) a � u = 0 právì kdy¾ a = 0 nebo u = 0(2) (�1) � u = �u(3) a � (u� v) = a � u� a � v(4) (a� b) � u = a � u� b � u(5) �Pni=1 ai� � �Pmj=1 uj� =Pni=1Pmj=1 ai � uj .Dùkaz. (a+0) �u (V 2)= a �u+0 �u = a �u 
o¾ podle axiomu (KG4) zaruèuje 0 �u = 0.Nyní u+ (�1) � u (V 2)= (1 + (�1)) � u = 0 � u = 0 a odtud �u = (�1) � u.Dále a � (u+(�1) � v) (V 2)(V 3)= a �u+(�a) � v = a �u�a � v 
o¾ dokazuje (3). Platí(a� b) �u (V 3)(V 2)= a �u+(�b) �u = a �u� b �u a tím je ovìøeno (4). Vztah (5) plyneinduk
í z (V2) a (V1).Zbývá (1): a � 0 = a � (u � u) = a � u � a � u = 0, 
o¾ spolu s prvním tvrzenímtohoto dùkazu ukazuje jednu implika
i. K opaèné implika
i poprvé potøebujemeaxiom pole pro skaláry a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-li p �u = 0 a p 6= 0,pak u = 1 � u = (p�1 � p) � u = p�1 � 0 = 0. �2.3. De�ni
e. Mno¾ina vektorù M � V ve vektorovém prostoru V nad K senazývá lineárnì nezávislá jestli¾e pro ka¾dou k-ti
i vektorù v1; : : : ; vk 2M a ka¾déskaláry a1; : : : ; ak 2 K platí:a1 � v1 + � � �+ ak � vk = 0 ) a1 = a2 = � � � = ak = 0:Posloupnost vektorù v1; : : : ; vk nazveme lineárnì nezávislou jestli¾e v1; : : : ; vk jsoupo dvou rùzné a fv1; : : : ; vkg je lineárnì nezávislá. Výrazy tvaru a1 �v1+ � � �+ak �vknazýváme lineární kombina
e vektorù v1; : : : ; vk.Mno¾ina M vektorù je lineárnì závislá, jestli¾e není lineárnì nezávislá. Pøímo zde�ni
e pak vyplývá, ¾e neprázdná podmno¾inaM vektorù ve vektorovém prostorunad polem skalárù K je závislá právì, kdy¾ je jeden z její
h vektorù vyjádøitelnýjako lineární kombina
e ostatní
h.2.4. Vìta. Ne
h» V je vektorový prostor. Ka¾dá podmno¾ina lineárnì nezávislémno¾iny M je lineárnì nezávislá. M � V je lineárnì nezávislá právì tehdy, kdy¾ka¾dá koneèná podmno¾ina v M je lineárnì nezávislá.Dùkaz. Plyne okam¾itì z de�ni
e lineární nezávislosti. �2.5. Pøíklady.1. Rm se sèítáním a násobením po slo¾ká
h je vektorový prostor nad R, ale takévektorový prostor nad Q . Napø. pro m = 2, vektory (1; 0); (0; 1) 2 R2 jsou lineárnìnezávislé, proto¾e z a � (1; 0) + b � (0; 1) = (0; 0) plyne a = b = 0. Dále, vektory(1; 0); (p2; 0) 2 R2 jsou lineárnì závislé nad R; p2 � (1; 0) = (p2; 0), ov¹em nad Qjsou lineárnì nezávislé!



2. VEKTOROVÉ PROSTORY A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 112. Polynomy stupnì nejvý¹e m tvoøí vektorový prostor Rm [x℄. Polynomy mù-¾eme 
hápat jako zobrazení f : R ! R a sèítání a násobení skaláry de�nujemetakto: (f + g)(x) = f(x) + g(x), (a � f)(x) = a � f(x).3. Úplnì analogi
ky jako u polynomù mù¾eme de�novat strukturu vektorovéhoprostoru na mno¾inì v¹e
h zobrazení R ! R, mno¾inì spojitý
h zobrazení, mno¾inìdiferen
ovatelný
h zobrazení, polynome
h v¹e
h stupòù, atd.2.6. De�ni
e. Podmno¾ina M � V se nazývá vektorovým podprostorem jestli¾espolu se zú¾enými opera
emi sèítání a násobení skaláry je sama vektorovým pro-storem. Tzn. po¾adujeme8a; b 2 K ; 8v; w 2M; a � v + b � w 2M:2.7. Vìta. Ne
h» V je vektorový prostor nad K , I 6= ; libovolná mno¾ina a ne
h»Wi, i 2 I, jsou vektorové podprostory ve V . Pak jeji
h prùnik \i2IWi � V jevektorový podprostor. Zejména pro ka¾dou mno¾inu M � V je mno¾inahMi := \M�WW�V je podprostorWvektorový podprostor. Platí pro nìj:(1) hMi = fa1 � u1 + � � �+ ak � uk; k 2 N ; ai 2 K ; uj 2M; j = 1; : : : ; kg(2) M = hMi právì kdy¾ M je vektorový podprostor(3) jestli¾e N �M pak hNi � hMi je vektorový podprostor(4) h;i = f0g � V , triviální podprostor.Dùkaz. Podmínka v de�ni
i 2.6 obsahuje pouze univerzální kvanti�kátory, protoje jistì prùnik podprostorù opìt podprostor. Snadno to ovìøíme i pøímo: Ne
h»a; b 2 K ; u; v 2 \i2IWi. Pak pro v¹e
hny i 2 I, a � u+ b � v 2 Wi, to ale znamená,¾e a � u+ b � v 2 \i2IWi.(1) Platí fa1u1 + � � � + akukg � hMi a zároveò je to vektorový podprostor(ovìøte!), který obsahuje M . (2) plyne z (1) a de�ni
e vektorového podprostoru.(3): Nejmen¹í vektorový podprostor je f0g (zdùvodnìte!). �Øíkáme, ¾eM generuje hMi, nebo ¾e prvkyM jsou generátory podprostoru hMi.2.8. De�ni
e. Ne
h» Vi, i 2 I, jsou podprostory ve V . Pak h[i2IVii nazývámesouètem podprostorù Vi. Znaèíme Pi2I Vi. Zejména pro V1; : : : ; Vk � V ,V1 + � � �+ Vk = hV1 [ V2 [ � � � [ Vki:2.9. Vìta. Pro podprostory V1; : : : ; Vk � V platí:V1 + V2 + � � �+ Vk = fv1 + � � �+ vk; vi 2 Vi; i = 1; : : : ; kg:Dùkaz. Podle vìty 2.7.(1), lze ka¾dý prvek v uva¾ovaném souètu podprostorùvyjádøit jako lineární kombina
i vektorù z podprostorù Vi. Proto¾e v¹ak je sèítánívektorù komutativní, lze k sobì poskládat èleny patøí
í do stejného podprostoru,
o¾ dává právì po¾adovaný výraz. �



12 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC2.10. De�ni
e. Podmno¾ina M � V se nazývá báze vektorového prostoru V ,jestli¾e hMi = V a M je lineárnì nezávislá. Vektorový prostor, který má koneènoubázi nazýváme koneènìrozmìrný, mohutnost6 báze nazýváme dimenzí V . Nemá-liV koneènou bázi, øíkáme, ¾e V je nekoneènìrozmìrný. Pí¹eme dimV = k, k 2N [ f0g, pøípadnì k = 1. Bázi k-rozmìrného prostoru budeme obvykle zapisovatjako k-ti
i v = (v1; : : : ; vk) bázový
h vektorù.72.11. Vìta. Z libovolné koneèné mno¾iny generátorù vektorového prostoru V lzevybrat bázi.Dùkaz. Tvrzení uká¾eme induk
í pøes poèet generátorù k.Nejprve uva¾me k = 1, V = hfvgi, kde v 6= 0 proto¾e fvg je lineárnì nezávislámno¾ina vektorù. Pak je ov¹em fvg je zároveò báze V .Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro k = n, a uva¾me V = hv1; : : : ; vn+1i.Jsou-li v1; : : : ; vn+1 lineárnì nezávislé, pak tvoøí bázi. V opaèném pøípadì existujeindex i takový, ¾e vi = a1v1 + � � � + ai�1vi�1 + ai+1vi+1 + � � � + an+1vn+1. Pakov¹em V = hv1; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vn+1i a ji¾ umíme vybrat bázi (podle indukèníhopøedpokladu). �2.12. Steinitzova vìta o výmìnì. Ne
h» (v1; : : : ; vn) je báze vektorového pro-storu V nad polem K . Ne
h» u1; : : : ; uk jsou lineárnì nezávislé vektory. Potomk � n a mezi vektory v1; : : : ; vn existuje (n� k) vektorù vi1 ; : : : ; vin�k takový
h, ¾e(u1; : : : ; uk; vi1 ; : : : ; vin�k) tvoøí bázi V .Dùkaz. Uká¾eme napøed zdánlivì daleko jednodu¹¹í tvrzení:� Ne
h» (v1; : : : ; vn) je báze V . Pro libovolný nenulový vektor u 2 V existuje i,� 1 � i � n, takové, ¾e (u; v1; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vn) je opìt báze V .Pøedpokládejme, ¾e u = a1 � v1 + � � �+ an � vn a ai 6= 0 pro jisté i. Pak� vi = 1ai �u� (a1 � v1 + � � �+ ai�1 � vi�1 + ai+1 � vi+1 + � � �+ an � vn)�:Odtud ji¾ plyne hu; v1; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vni = V a jistì je to báze, proto¾e vek-tory v1; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vn jsou jistì nezávislé, tak¾e kdyby to byly lineárnìzávislé vektory, pak by u bylo jeji
h lineární kombina
í, ale odtud u¾ vyplýváV = hv1; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vni, 
o¾ není mo¾né. Tím je na¹e pomo
né tvrzenídokázané.Nyní ji¾ staèí postupnì pøidávat u1; u2; : : : , v¾dy výmìnou za vhodné vi. Je� tøeba pouze ovìøit, ¾e takové vi v¾dy bude existovat. Pøedpokládejme tedy, ¾eji¾ máme umístìné u1; : : : ; ul. Pak ul+1 se jistì vyjádøí jako lineární kombina
etì
hto vektorù a zbylý
h vj . Pokud by pouze koe�
ienty u u1; : : : ; ul byly nenulové,znamenalo by to, ¾e ji¾ samy vektory u1; : : : ; ul+1 byly lineárnì závislé, 
o¾ je vesporu s na¹imi pøedpoklady.Pro ka¾dé k � n tak po k kro
í
h získáme po¾adovanou bázi. Pokud by k > n,� pak ji¾ v n-tém kroku obdr¾íme bázi vybranou z tì
hto vektorù, 
o¾ znamená, ¾enemohou být lineárnì nezávislé. �6V¹imnìme si, ¾e triviální podprostor je generován prázdnou mno¾inou, která je "prázdnou"bazí. Má tedy triviální podprostor dimenzi nulovou.7Opìt jde pøedev¹ím o zavedení konven
e. U koneènì rozmìrný
h podprostorù budeme v¾dyuva¾ovat bázi vèetnì zadaného poøadí prvkù. Viz. diskuse o souøadni
í
h vektorù vzhledem kbázi.



2. VEKTOROVÉ PROSTORY A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 132.13. Dùsledky.(1) Ka¾dé dvì báze koneènìrozmìrného vektorového prostoru mají stejný poèetvektorù, tzn. ¾e na¹e de�ni
e dimenze nezávisí na volbì báze.(2) Má-li V koneènou bázi, lze ka¾dou lineárnì nezávislou mno¾inu doplnit dobáze.(3) Báze koneènìrozmìrný
h vektorový
h prostorù jsou právì maximální line-árnì nezávislé mno¾iny(4) Báze prostoru s koneènou dimenzí jsou právì minimální mno¾iny generátorù2.14. Pøíklady.(1) K n má (jako vektorový prostor nad K ) dimenzi n, bazí je napø. n-ti
e vek-torù ((1; 0; : : : ; 0); (0; 1; : : : ; 0) : : : ; (0; : : : ; 0; 1)):Tuto bázi nazýváme standardní báze v K n .(2) C jako vektorový prostor nad R má dimenzi 2, bázi tvoøí napø. èísla 1 a i.(3) Km [x℄, prostor polynomù stupnì nejvý¹e m má dimenzi m+1, bazí je napø.posloupnost 1; x; x2; : : : ; xm. Vektorový prostor v¹e
h polynomù K [x℄ mádimenzi 1, umíme v¹ak je¹tì stále najít bázi (i kdy¾ s nekoneènì mnohaprvky): 1; x; x2; : : : .(4) Vektorový prostor v¹e
h zobrazení ff : R ! Rg má také dimenzi 1, tentoprostor u¾ ale nemá spoèetnou bázi.2.15. Vìta. Ne
h» W;W1;W2 � V jsou podprostory v prostoru koneèné dimenze.Pak platí(1) dimW � dimV(2) V =W právì kdy¾ dimV = dimW(3) dimW1 + dimW2 = dim(W1 +W2) + dim(W1 \W2).Dùkaz. Tvrzení (1) a (2) plynou z de�ni
e dimenze a ze Steinitzovy vìty o výmìnì,proto¾e báze je v¾dy lineárnì nezávislá mno¾ina.Zbývají
í tvrzení jistì platí, pokud je dimenze jednoho z prostorù nulová. Pøed-� pokládejme tedy dimW1 = r 6= 0, dimW2 = s 6= 0 a ne
h» (w1; : : : ; wt) jebáze W1 \ W2 (nebo prázdná mno¾ina, pokud je prùnik triviální). Podle pøed-
hozí vìty lze tuto bázi doplnit na bázi (w1; : : : ; wt; ut+1; : : : ; ur) pro W1 a bázi(w1; : : : ; wt; vt+1; : : : ; vs) pro W2. Vektory w1; : : : ; wt; ut+1; : : : ; ur; vt+1; : : : ; vsjistì generují W1 +W2. Uká¾eme, ¾e jsou pøitom lineárnì nezávislé. Ne
h»a1 �w1 + � � �+ at � wt + bt+1 � ut+1 + � � �+ br � ur + 
t+1 � vt+1 + � � �+ 
s � vs = 0Pak �(
t+1 � vt+1 + � � �+ 
s � vs) = a1 �w1 + � � �+ at �wt + bt+1 � ut+1 + � � �+ br � urmusí patøit do W2 \W1. To ale má za následek, ¾e bt+1 = � � � = br = 0. Pak ov¹emi a1 � w1 + � � �+ at � wt + 
t+1 � vt+1 + � � �+ 
s � vs = 0 a proto¾e pøíslu¹né vektorytvoøí bázi W2, jsou v¹e
hny koe�
ienty nulové. Tvrzení (3) se nyní ovìøí pøímýmpoèítáním generátorù. �



14 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC2.16. Vìta. Mno¾ina fv1; : : : ; vng � V je báze právì, kdy¾ ka¾dý vektor v 2 Vlze právì jediným zpùsobem vyjádøit jako lineární kombina
i v = a1v1+ � � �+anvn.Dùkaz. V = hfv1; : : : ; vngi, proto taková lineární kombina
e v¾dy existuje. Pøed-pokládejme v = a1v1 + � � �+ anvn = b1v1 + � � �+ bnvn. Potom 0 = (a1 � b1) � v1 +� � �+ (an � bn) � vn a proto ai = bi pro v¹e
hna i = 1; : : : ; n. �2.17. De�ni
e. Koe�
ienty jediné lineární kombina
e vyjadøují
í daný vektorv 2 V ve zvolené bázi (v1; : : : ; vn) se nazývají souøadni
e vektoru v v této bázi.2.18. Dùsledek. Zvolme bázi v = (v1; : : : ; vn) prostoru V . Pøiøazení, které vek-toru u = a1v1+ � � �+anvn pøiøadí jeho souøadni
e v bázi v, budeme znaèit stejnýmsymbolem v : V ! K n . Má tyto vlastnosti:8(1) v(u+ w) = v(u) + v(w); 8u;w 2 V(2) v(a � u) = a � v(u); 8a 2 K ; 8u 2 V .2.19. De�ni
e. Ne
h» V aW jsou vektorové prostory nad tým¾ polem skalárù K .Zobrazení f : V !W se nazývá lineární zobrazení (homomor�smus) jestli¾e platí:(1) f(u+ v) = f(u) + f(v); 8u; v 2 V(2) f(a � u) = a � f(u); 8a 2 K ; 8u 2 V .2.20. Vìta. Ne
h» f : V ! W je lineární zobrazení. Pro v¹e
hny u; u1; : : : ; uk 2V , a1; : : : ; ak 2 K platí:(1) f(0) = 0(2) f(�u) = �f(u)(3) f(a1 � u1 + � � �+ ak � uk) = a1 � f(u1) + � � �+ ak � f(uk)(4) pro ka¾dý vektorový podprostor V1 � V je jeho obraz f(V1) vektorovýpodprostor ve W .(5) Pro ka¾dý podprostorW1 �W je mno¾ina f�1(W1) = fv 2 V ; f(v) 2W1gvektorový podprostor ve V .Dùkaz. Poèítejme (s vyu¾itím axiomù a de�ni
 a ji¾ dokázaný
h výsledkù { vy-hledejte peèlivì odkazy!):f(0) = f(u� u) = f((1� 1) � u) = 0 � f(u) = 0.f(�u) = f((�1) � u) = (�1) � f(u) = �f(u).Vlastnost (3) se ovìøí snadno induk
í z de�nièního vztahu 2.19.Z (3) nyní plyne, ¾e hf(V1)i = f(V1), je to tedy vektorový podprostor.Je-li naopak f(u) 2W1 a f(v) 2W1, pak pro libovolné skaláry bude i f(a�u+b�v) =a � f(u) + b � f(v) 2W1. �2.21. De�ni
e. Ne
h» f : V ! W je lineární zobrazení. Vektorový podprostorIm f := f(V ) � W se nazývá obrazem V pøi zobrazení f . Vektorový podprostorKer f := f�1(f0g) � V se nazývá jádro lineárního zobrazení f . Lineární zobrazení,které je bijek
í nazýváme izomor�smus.8V¹imnìme si, ¾e opera
e na levý
h a pravý
h straná
h tì
hto rovni
 nejsou toto¾né, naopak,jde o opera
e na rùzný
h vektorový
h prostore
h! Pøi této pøíle¾itosti se také mù¾eme zamysletnad obe
ným pøípadem báze M (mo¾ná nekoneènìrozmìrného) prostoru V . Báze pak nemusí býtspoèetná, poøád ale je¹tì mù¾eme de�novat zobrazení M : V ! KM (tj. souøadni
e vektoru jsouzobrazení z M do K ).



2. VEKTOROVÉ PROSTORY A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 152.22. Vìta.(1) Slo¾ení g Æ f : V ! Z dvou lineární
h zobrazení f : V !W a g : W ! Z jeopìt lineární zobrazení.(2) Lineární zobrazení f : V ! W je izomor�smus právì kdy¾ Im f = W aKer f = f0g � V . Inverzní zobrazení k izomor�smu je opìt izomor�smus.(3) Pro podprostory V1, V2 a lineární zobrazení f : V !W platí f(V1 + V2) =f(V1) + f(V2), f(V1 \ V2) � f(V1) \ f(V2).Dùkaz. Ovìøení prvního tvrzení je snadné 
vièení. Pro druhé si uvìdomme, ¾e je-lif lineární bijek
e, pak w = f�1(au+bv) právì, kdy¾ f(w) = f(a�f�1(u)+b�f�1(v)).Je tedy inverze k lineární bijek
i opìt lineární zobrazení. Dále, f je surjektivníprávì, kdy¾ Im f =W a pokud Ker f = f0g, pak f(u) = f(v) zaruèuje f(u�v) = 0,tj. u = v. Je tedy v tom pøípadì f injektivní.Poslední tvrzení se doká¾e snadno pøímo z de�ni
. Najdìte si protipøíklad, ¾e vdokazované inkluzi opravdu nemusí nastat rovnost! �2.23. Dùsledky.(1) Zobrazení "pøiøazení souøadni
" u : V ! K n dané libovolnì zvolenou bázíu = (u1; : : : ; un) vektorového prostoru V je izomor�smus.(2) Dva koneènìrozmìrné vektorové prostory jsou izomorfní právì kdy¾ majístejnou dimenzi.(3) Slo¾ení dvou izomor�smù je izomor�smus.2.24. Souøadný tvar lineární
h zobrazení. Ne
h» V;W jsou vektorové pro-� story nad K , dimV = n; dimW = m a ne
h» f : V !W je lineární zobrazení. Proka¾dou volbu bází u = (u1; : : : ; un) na V , v = (v1; : : : ; vn) na W , máme k dispozi
ipøíslu¹ná pøiøazení souøadni
: V f' u Wv 'K n fu;v KmPøitom je ka¾dé lineární zobrazení jednoznaènì urèeno svými hodnotami na libo-volné mno¾inì generátorù, zejména tedy na bázi u. Oznaèmef(u1) = a11 � v1 + a21 � v2 + � � �+ am1vmf(u2) = a12 � v1 + a22 � v2 + � � �+ am2vm...f(un) = a1n � v1 + a2n � v2 + � � �+ amnvmtj. skaláry aij tvoøí mati
i A, kde sloup
e jsou souøadni
e hodnot zobrazení f nabázový
h vektore
h. Pro obe
ný vektor u = b1 � u1 + � � �+ bn � un spoètemef(u) = b1 � f(u1) + � � �+ bn � f(un)= b1(a11v1 + � � �+ am1vm) + � � �+ bn(a1nv1 + � � �+ amnvm)= (b1a11 + � � �+ bna1n) � v1 + � � �+ (b1am1 + � � �+ bnamn) � vm



16 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNICPomo
í násobení mati
 lze nyní veli
e snadno a pøehlednì zapsat hodnoty zobra-zení fu;v(w) de�novaného jednoznaènì pøed
hozím diagramem. Pøipomeòme si, ¾evektory v K k 
hápeme jako sloup
e, tj. mati
e typu k=1fu;v(u(w)) = v(f(w)) = A � u(w):Mati
i A nazývámemati
í zobrazení f v bází
h u, v. Naopak, ka¾dá volba mati
e Atypu m=n zadává jednoznaènì lineární zobrazení K n ! Km . Máme-li tedy zvolenybáze prostorù V a W , odpovídá ka¾dé volbì mati
e typu m=n lineární zobrazeníV !W .Nyní snadno vidíme, jak se skládají souøadná vyjádøení lineární
h zobrazení.� Uva¾me je¹tì dal¹í vektorový prostor Z nad K dimenze k s bází w, lineární zobrazeníg : W ! Z a oznaème pøíslu¹nou mati
i gv;w.V f' u W gv ' Zw 'K n fu;v Km gv;w K kgv;w Æ fu;v(x) = B � (A � x) = (B �A) � x = (g Æ f)u;w(x)pro v¹e
hny x 2 K n . V¹imnìte si, ¾e isomor�smy odpovídají právì invertibilnímmati
ím (ovìøte si podrobnì!).Ve spe
iálním pøípadì lineárního zobrazení f : V ! V vyjadøujeme zpravidla f� pomo
í jedné báze u prostoru V .2.25. Zámìny bází. Uva¾me vektorový prostor V a dvì báze u, v na V . Pro� identi
ké zobrazení idV : V ! V musí podle pøed
hozího existovat mati
e A, kterávyjadøuje toto lineární zobrazení ve zvolený
h bází
h.V idV' u Vv 'Rn (idV)u;v RnTuto mati
i nazýváme mati
e pøe
hodu od báze u k bázi v. Podle de�ni
e mati
ezobrazení ji získáme tak, ¾e souøadni
e vektorù báze u v bázi v napí¹eme do sloup
ùmati
e.Význam mati
e pøe
hodu je v tom, ¾e známe-li souøadni
e x vektoru v bázi u,� pak jeho souøadni
e v bázi v se obdr¾í vynásobením sloup
e x mati
í pøe
hodu(zleva).Proto¾e inverzní zobrazení k identi
kému je opìt toté¾ identi
ké zobrazení, je� mati
e pøe
hodu v¾dy invertibilní a její inverze je právì mati
e pøe
hodu opaènýmsmìrem, tj. od báze v k bázi u.2.26. Dùsledky. Ne
h» V a W jsou koneènìrozmìrné vektorové prostory nadtým¾ polem skalárù K .(1) A;B 2 Matmn(K) jsou mati
emi tého¾ zobrazení f : V ! W v rùzný
hbazí
h, právì kdy¾ existují invertibilní mati
e P a Q takové, ¾e B = P �A �Q



2. VEKTOROVÉ PROSTORY A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ 17(2) Ve vhodnì zvolený
h bazí
h mají v¹e
hna lineární zobrazení mati
i (tj. sou-øadný tvar) 0BBBBBBB�
1 0 : : : 0 : : : 0... ... 00 0 : : : 1 : : : 00 0 : : : 0 : : : 0... ... ...0 0 : : : 0 : : : 0

1CCCCCCCA(tzn. první
h nìkolik souøadni
 se kopíruje, zbytek se zapomíná, a v¹e pøí-padnì doplníme nulami).(3) Pro libovolné lineární zobrazení f : V !W platí: dim(Ker f)+dim(Im f) =dim(V )(4) A;B 2 Matn(K) jsou mati
emi tého¾ zobrazení f : V ! V v rùzný
h bazí
hna V , právì kdy¾ existuje invertibilní mati
e P taková, ¾e B = P�1 �A � PDùkaz. (1) Tvrzení plyne pøímo z vyjádøení f = idW Æf Æ idV v souøadni
í
h prozvolené báze, viz. pøed
hozí diagramy.(2) je pøímým dùsledkem (1) a Vìty 1.13.(3) je okam¾itì vidìt, má-li zobrazení ve vybraný
h bazí
h mati
i uvedenou v(2).(4) je spe
iálním pøípadem (1), proto¾e v tomto pøípadì musíme nejdøíve pøejítod nové báze k staré (násobení mati
í P ), pak aplikovat pùvodní mati
i zobrazeníf a nakone
 se vrátit do nové báze (násobení inverzní mati
í P�1). �2.27. De�ni
e. Mati
e A, B 2 Matmn(K ) se nazývají ekvivalentní, jestli¾e exis-tují invertibilní mati
e P , Q takové, ¾e B = PAQ.Mati
e A, B 2 Matn(K ) se nazývají podobné, jestli¾e existuje invertibilní mati
eP taková, ¾e B = P�1AP .2.28. Pøíklady.1. Projek
e roviny xy do osy x je lineární zobrazení R2 ! R. Ve standardníbázi má mati
i � 1 00 0�.2. Otoèení roviny proti smìru hodinový
h ruèièek o úhel � je lineární zobrazenís mati
í � 
os� � sin�sin� 
os� � ve standardní bázi. Zvolíme-li dvì vhodné báze na R2 ,pak získáme vyjádøení tohoto zobrazení jednotkovou mati
í. Nelze v¹ak najít jednubázi u na R2 ve které by toto zobrazení mìlo diagonální mati
i, najdìte jednodu
hý(geometri
ký) dùvod!2.29. De�ni
e. Ne
h» f a g jsou lineární zobrazení z V do W . Jeji
h souèetf + g : V ! W je de�nován vztahem (f + g)(u) = f(u) + g(u), u 2 V . Pro ka¾déa 2 K de�nujeme (a � f) : V !W , (a � f)(u) = a � f(u). Mno¾inu v¹e
h lineární
hzobrazení V !W znaèíme Hom(V;W ).Na mno¾inì Hom(V; V ) je naví
 de�nováno skládání zobrazení, které spolu sesèítáním splòuje v¹e
hny vlastnosti okruhu.



18 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC2.30. Vìta. Ne
h» V , W jsou koneènìrozmìrné vektorové prostory nad polemskalárù K s bázemi u = (u1; : : : ; un) ve V a v = (v1; : : : ; vn) v W . Dále ne
h»f; g 2 Hom(V;W ) a ne
h» A;B jsou mati
e f a g v bazí
h u a v. Pak mati
e A+Bje mati
e souètu (f + g) a mati
e a �A je mati
e násobku a � f .Dùkaz. Plyne okam¾itì z de�ni
e mati
e zobrazení a vlastností násobení mati
.Propoèítejte si podrobnì! �2.31. Dùsledek. Ne
h» V je koneènìrozmìrný vektorový prostor nad polem ska-lárù K . Ka¾dá volba báze u = (u1; : : : ; un) na V zadává isomor�smus okruhulineární
h zobrazení Hom(V; V ) a okruhu Matn(K ) pøevádìjí
í zobrazení na jeji
hmati
e. Poznámky k pøemý¹lení1. Promyslete si dùslednì, 
o øíkají dùle¾ité výsledky této kapitoly (napø. 2.2, 2.4,2.11, 2.12, 2.13, 2.15, 2.16) pro konkrétní pøíklady vektorový
h prostorù z 2.5.2. Promyslete si, ve kterém místì dùkazu Steinitzovy vìty o výmìnì se vyu¾ijeinvertibilnost v¹e
h nenulový
h skalárù. (Pokud existují neinvertibilní nenulové,vìta obe
nì neplatí!)3. Spe
i�kujte si vìtu 2.15 pro mo¾né podprostory v R2 , R3 .4. Napi¹te si souøadná vyjádøení (tj. mati
e v standardní bázi) pro v¹e
hna bì¾nálineární zobrazení v rovinì, napø. zr
adlení vzhledem k pøím
e, symetrie vzhledemk bodu, rozta¾ení ve smìru os, otoèení o daný úhel, projek
e do dané pøímkypro
házejí
í poèátkem. Podobnì i pro R3 .5. K pøed
hozímu problému zkuste najít bázi (pøípadnì báze) v rovinì tak, abymati
e zvoleného zobrazení byla 
o nejjednodu¹¹í.6. Pomo
í dùsledku 2.26 uka¾te, ¾e lineární zobrazení P : R3 ! R3 je projek
í na� lineární podprostor právì, kdy¾ P 2 = P . Zkuste sformulovat a dokázat analogi
kétvrzení obe
nì.7. Doka¾te tvrzení z 2.26.(2) pøímo pou¾itím Steinitzovy vìty pøi konstruk
i vhod-� ný
h bazí na de�nièním oboruu i oboru hodnot f : V !W .8. Promyslete si, jak budou vypadat vektorové prostory nad Zp, viz. problém 2 z� kapitoly 1. Diskutujte zejména závislost na p.9. V prostoru Hom(V;W ) je pro ka¾dou volbu bazí ve V a W indukována báze (je� urèena pou¾itím kanoni
ké báze prostoru mati
 { tj. mati
 Aij = (akl) kde aij = 1a v¹e
hny ostatní jsou nulové). Jak se tyto báze zmìní, zmìníme-li pùvodní bázeV a W? 3. Mati
e a determinantyV této kapitole výjmeènì nebudeme po¾adovat aby K bylo pole. Potøebné vlast-nosti skalárù budeme upøesòovat podle potøeby.



3. MATICE A DETERMINANTY 193.1. De�ni
e. Bijektivní zobrazení mno¾inyX na sebe se nazývá permuta
e mno-¾iny X. Skládání zobrazení de�nuje na mno¾inì v¹e
h permuta
í na mno¾inì Xstrukturu grupy, tj. platí axiomy (KG1), (KG3), (KG4) (v¹imnìte si, ¾e komutati-vita je vyne
hána). Má-li mno¾ina X n prvkù, hovoøíme o symetri
ké grupì stupnìn. Permuta
e � mno¾iny X = f1; 2; : : : ; ng lze zapsat pomo
í výsledného poøadí veformì tabulky: � 1 2 : : : n�(1) �(2) : : : �(n)�. Prvek x 2 X se nazývá samodru¾nýmbodem permuta
e �, je-li �(x) = x. Permuta
e � taková, ¾e existují právì dvarùzné prvky x; y 2 X s �(x) = y a �(z) = z pro v¹e
hna ostatní z 2 X se nazývátranspozi
e, znaèíme ji (x; y).3.2. Vìta. Ka¾dá permuta
e koneèné mno¾iny je souèinem transpozi
.Dùkaz. Na X de�nujeme rela
i � takto: a � b právì, kdy¾ existuje k 2 Z s vlast-ností b = �k(a), kde pro k > 0 je �k(a) = �(: : : �(�(a)) : : : ), tj. k-krát aplikovaná�, �0(a) = a a pro záporná k klademe �k = (��1)�k. Zde ��1 je inverzní zobrazeník �, tj. ��1(�(a)) = a.Rela
e � splòuje:(1) a � a, proto¾e �0(a) = a (re
exivita)(2) a � b) b � a, proto¾e �k(a) = b právì, kdy¾ a = ��k(b) (symetrie)(3) a � b ^ b � 
) a � 
, proto¾e �k Æ �l = �k+l (tranzitivita).Mno¾ina X se tedy rozpadá na tøídy ekvivalen
e �, uva¾me jednu takovou tøíduobsahují
í a 2 X. Celé X je koneèná mno¾ina, jistì tedy platí �p(a) = �q(a) projistá p < q, uva¾ujme 0 � p < q nejmen¹í mo¾ná s touto vlastností. Pokud je p = 0,pak �q(a) = a, pro libovolné p je �p(a) = �(�p�1(a)) = �(�(q�1)(a)). Proto¾e ale qa p byly zvoleny minimální, je také �q(a) = a. Pro ka¾dé b � a je b jedním z prvkùfa; �(a); : : : ; �q�1(a)g � X a tato mno¾ina je právì tøídou rozkladu obsahují
í a.Zú¾ení permuta
e � k této podmno¾inì zapí¹eme jako slo¾ení transpozi
(a; �q�1(a)) Æ (a; �q�2(a)) Æ : : : Æ (a; �(a)):Diskutované zú¾ení permuta
e � roz¹íøíme na permuta
i 
elé X tak, ¾e v¹e
hnyostatní body (mimo uva¾ovanou tøídu ekvivalen
e) budou samodru¾né. Je-li 
elýrozklad na tøídy ekvivalen
e X = X1[� � �[Xr, pak se pùvodní permuta
e � vyjádøíjako slo¾ení r permuta
í �i odpovídají
í
h jednotlivým tøídám. Ka¾dá z ni
h je ji¾vyjádøena jako souèin transpozi
 a vìta je dokázána. �Permuta
ím �i z pøed
hozího dùkazu øíkáme 
yklus. Nìkdy se 
yklem 
hápepouze permuta
e � na mno¾inì fa1; : : : ; akg tvaru �(aj) = aj+1, j = 1; : : : ; k � 1,�(ak) = a1. Délkou takového 
yklu rozumíme poèet k permutovaný
h prvkù. Vna¹í de�ni
i pøipou¹tíme naví
 existen
i samodru¾ný
h prvkù, délkou v¹ak rozumí-me opìt pouze poèet prvkù, které samodru¾né nejsou.3.3. Dùsledek. Ka¾dá permuta
e � koneèné mno¾iny je souèinem 
yklù. �3.4. De�ni
e. Dvoji
e prvkù a; b 2 X = f1; : : : ; ng tvoøí inverzi v permuta
i �,je-li a < b a �(a) > �(b). Permuta
e � se nazývá sudá (resp. li
há), obsahuje-lisudý (resp. li
hý) poèet inverzí.Parita permuta
e � je (�1)poèet inverzí. Znaèíme ji sgn(�).



20 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC3.5. Vìta. Na mno¾inì X = f1; 2; : : : ; ng je právì n! rùzný
h permuta
í. Tytolze seøadit do posloupnosti tak, ¾e ka¾dé dvì po sobì jdou
í se li¹í právì jednoutranspozi
í. Lze pøi tom zaèít libovolnou permuta
í.Dùkaz. Provedeme induk
i pøes poèet prvkù mno¾inyX. Pro jednoprvkovou mno-¾inu tvrzení platí, proto¾e na ní existuje právì jedna permuta
e.Pøedpokládejme ¾e tvrzení platí pro v¹e
hny mno¾iny s n � 1 prvky a uva¾mepermuta
i �(1) = a1; : : : ; �(n) = an. Podle indukèního pøedpokladu, v¹e
hny per-muta
e, které mají na posledním místì an, dostaneme z tohoto poøadí postupnýmprovádìním transpozi
. Pøitom ji
h bude (n � 1)!. V posledním z ni
h proho-díme �(n) = an za nìkterý z prvkù, který dosud nebyl na posledním místì aznovu uspoøádáme v¹e
hny permuta
e s tímto vybraným prvkem na poslednímmístì do posloupnosti s po¾adovanými vlastnostmi. Po n-násobné aplika
i tohotopostupu získáme n! zaruèenì rùzný
h permuta
í, tzn. v¹e
hny, právì pøedepsanýmzpùsobem. V¹imnìte si, ¾e dùle¾itou èástí postupu je mo¾nost zaèít s libovolnou zpermuta
í. �3.6. Vìta. Provedení libovolné transpozi
e zmìní paritu permuta
e. Ka¾dé poøadíèísel f1; 2; : : : ; ng lze získat postupnými transpozi
emi sousední
h prvkù.Dùkaz. Ne
h» je v poøadí (a1; : : : ; ai; ai+1; : : : ; an) r inverzí. Pak je v poøadí(a1; : : : ; ai+1; ai; : : : ; an) buï r � 1 nebo r + 1 inverzí. Ka¾dou transpozi
i (ai; aj)lze pøitom získat postupným provedením (j�i)+(j�i�1) = 2(j�i)�1 transpozi
sousední
h prvkù. Proto se provedením libovolné transpozi
e parita permuta
ezmìní. Naví
 víme z pøed
hozí vìty, ¾e v¹e
hny permuta
e lze získat provádìnímtranspozi
, lze je tedy získat i provádìním transpozi
 sousední
h prvkù. �3.7. Dùsledek. Na mno¾inì X = f1; : : : ; ng, n > 1, je právì 12n! sudý
h a 12n!li
hý
h permuta
í. Pro permuta
e �; � : X ! X platí sgn(� Æ �) = sgn(�) � sgn(�),sgn(��1) = sgn(�). �3.8. De�ni
e. 9 Ne
h» A = (aij) je ètver
ová mati
e v Matn(K ). Determinantmati
e A je skalár detA = jAj de�novaný vztahemjAj = X�2�n sgn(�)a1�(1) � a2�(2) � � �an�(n)kde �n je mno¾ina v¹e
h mo¾ný
h permuta
í na f1; : : : ; ng. Ka¾dý z výrazùsgn(�)a1�(1) � a2�(2) � � �an�(n) nazýváme èlen determinantu jAj.3.9. Pøíklady. Je-li n = 1, pak ja11j = a11 2 K .Pro n = 2 dostáváme ���� a11 a12a21 a22 ���� = +a11a22 � a12a21.9Determinant lze také zavést prostøedni
tvím relativnì jednodu
hý
h geometri
ký
h úvah sou-visejí
í
h s objemem rovnobì¾nostìnù (v obe
ný
h dimensí
h n). Struènì øeèeno, rovnobì¾nostìnzadáváme ve standardní
h souøadni
í
h na K n sloup
i mati
e A deteminant det: Matn(K ) ! Kje jediné takové zobrazení, a¾ na skalární násobek. (Po¾adujeme toti¾, aby byl objem "lineární vka¾dém sloup
i" a aby mìnil znaménko pøi zámìnì dvou sloup
ù. Naví
 nesmí zále¾et na volbìsouøadni
.)



3. MATICE A DETERMINANTY 21Podobnì pro n = 3 spoèteme������ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������ = +a11a22a33 � a13a22a31 + a13a21a32 � a11a23a32 + a12a23a31 � a12a21a33:Tomuto vzor
i se øíká Saarusovo pravidlo.3.10. De�ni
e. Ne
h» A = (aij) 2 Matmn(K ), potom mati
e AT = (a0ij) 2Matnm(K ) s prvky a0ij = aji se nazývá mati
e transponovaná k mati
i A.Mati
e A 2 Matmn(K ) s vlastností A = AT se nazývá symetri
ká. Jestli¾e platíA = �AT , pak se A nazývá antisymetri
ká mati
e.3.11. Vìta. Ne
h» A 2 Matn(K ).(1) jAT j = jAj(2) Je-li jeden øádek v A tvoøen nulovými prvky z K , pak jAj = 0(3) Jestli¾e mati
e B vznikla z A výmìnou dvou øádkù, pak jAj = �jBj(4) Jestli¾e mati
e B vznikla z A vynásobením øádku skalárem a 2 K , pakjBj = ajAj(5) Jsou-li prvky k-tého øádku v A tvaru akj = 
kj + bkj a v¹e
hny ostatníøádky v mati
í
h A;B;C jsou stejné, pak jAj = jBj+ jCj.Dùkaz. (1) Èleny determinantù jAj a jAT j jsou v bijektivní koresponden
i. Èlenusgn(�)a1�(1) � a2�(2) � � �an�(n) pøitom odpovídá èlensgn(�)a�(1)1 � a�(2)2 � � �a�(n)n = sgn(�)a1��1(1) � a2��1(2) � � �an��1(n);pøièem¾ musíme ovìøit, ¾e je tento èlen opatøen správným znaménkem. Podle 3.7je v¹ak parita � a ��1 stejná, jde tedy opravdu o èlen jAT j a první tvrzení jedokázáno.(2) Plyne pøímo z de�ni
e determinantu, proto¾e v¹e
hny jeho èleny budou nu-lové.(3) Ve v¹e
h èlene
h jAj dojde u permuta
í k pøidání jedné transpozi
e, tvrzenítedy plyne z 3.6.(4) Vyplývá pøímo z de�ni
e, proto¾e èleny determinantu jBj jsou èleny jAjvynásobené skalárem a.(5) V ka¾dém èlenu jAj je právì jeden souèinitel z k-tého øádku mati
e A. Pro-to¾e platí distributivní zákon pro násobení a sèítání v K , vyplývá tvrzení pøímo zde�nièního vztahu pro determinanty. �Poznámka. V¹imnìme si záva¾ného dùsledku prvního tvrzení vìty, jAj = jAT j.Zaruèuje toti¾, ¾e kdykoliv se nám podaøí dokázat nìjaké tvrzení o determinante
hformulované s vyu¾itím øádkù pøíslu¹né mati
e, pak analogi
ké tvrzení platí i prosloup
e. V dal¹ím proto budeme vìt¹inou tvrzení formulovat a dokazovat pro øádky,pou¾ívat budeme ale bez zábran i odpovídají
í tvrzení pro sloup
e. Napø. hnednásledují
í vìta platí zároveò i pro pøièítání lineární
h kombina
í ostatní
h sloup
ùk vybranému.



22 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC3.12. Vìta. Determinant jAj se nezmìní, pøièteme-li k libovolnému øádku A li-neární kombina
i ostatní
h øádkù.Dùkaz. Jsou-li v A dva stejné øádky, je jAj = 0 (uvìdomme si, ¾e jsou v deter-minanty v¾dy dva sèítan
e stejné a¾ na znaménko). Je tedy podle 3.11.(5) mo¾népøièíst k vybranému øádku libovolný jiný øádek, ani¾ by se zmnìnila hodnota de-terminantu. Vzhledem k 3.11.(4), lze pøièíst i skalární násobek libovolného jinéhoøádku. �3.13. Poznámka. Determinant mati
e v (øádkovém) s
hodovitém tvaru je jAj =a11 � a22 � � � � ann. Pøed
hozí vìta tedy poskytuje veli
e efektivní metodu výpoètudeterminantù pomo
í tzv. Gaussovy eliminaèní metody, viz. 1.12.3.14. De�ni
e. Ne
h» A = (aij) 2 Matmn(K ) a 1 � i1 < : : : < ik � m, 1 � j1 <: : : < jl � n ne
h» jsou pøirozená èísla. Pak mati
iM = 0B� ai1j1 ai1j2 : : : ai1jl... ...aikj1 aikj2 : : : aikjl1CA 2 Matkl(K )nazýváme submati
í mati
e A urèenou øádky i1; : : : ; ik a sloup
i j1; : : : ; jl. Zbý-vají
ími (m� k) øádky a (n� l) sloup
i je urèena mati
e M� 2 Mat(m�k)(n�l)(K ),která se nazývá doplòková submati
e k M v A. Pøi k = l je de�nován jM j, kterýnazýváme subdeterminant nebo minor øádu k mati
e A. Je-li m = n, pak pøi k = lje i M� ètver
ová a jM�j se nazývá doplnìk minoru jM j, nebo doplòkový minor ksubmati
i M v mati
i A. Skalár(�1)i1+���+ik+j1+���+jl � jM�jse nazývá algebrai
ký doplnìk k minoru jM j. Submati
e tvoøené prvními k øádky asloup
i se nazývají hlavní submati
e, jeji
h determinanty hlavní minory mati
e A.Pøi spe
iální volbì k = l = 1; m = n hovoøíme o algebrai
kém doplòku Aij prvkuaij mati
e A.3.15. Lemma. Ne
h» A 2 Matm(K ) a jM j je její minor øádu k < m. Pak souèinlibovolného èlenu jM j s libovolným èlenem jeho algebrai
kého doplòku je èlenemjAj.Dùkaz. Pokud je jM j hlavní minor mati
e A, plyne tvrzení pøímo z de�ni
e de-� terminantu.Ne
h» je mati
e M urèena øádky i1 < i2 < � � � < ik a sloup
i j1 < � � � < jk. Pak� pomo
í (i1 � 1) + � � �+ (ik � k) výmìn sousední
h øádkù a (j1 � 1) + � � �+ (jk � k)výmìn sousední
h sloup
ù v A pøevedeme submati
i M na hlavní submati
i adoplòková mati
e pøitom pøejde právì na doplòkovou mati
i. Celá mati
e A pøejdepøitom v mati
i B, pro kterou platí podle 3.11.(1), 3.11.(3) a de�ni
e determinantujBj = (�1)�jAj, kde � =Pkh=1(ih � jh)� 2(1 + � � �+ k). �



3. MATICE A DETERMINANTY 233.16. Lapla
eova vìta. Ne
h» A = (aij) 2 Matn(K ) a ne
h» je pevnì zvoleno kjejí
h øádkù. Pak jAj je souèet v¹e
h �nk� souèinù (�1)i1+���+ik+j1+���+jl � jM j � jM�jminorù øádu k vybraný
h ze zvolený
h øádkù, s jeji
h algebrai
kými doplòky.Dùkaz. Jak víme, jAj obsahuje právì n! rùzný
h èlenù, právì jeden pro ka¾dou� permuta
i. (Èleny jsou rùzné jako polynomy v prv
í
h mati
e A, pøitom lze proka¾dý z èlenù zvolit mati
i A takovou, ¾e pouze tento èlen bude nenulový.) Podaøí-lise nám ukázat, ¾e uva¾ované souèiny obsahují právì n! rùzný
h èlenù z jAj, budetvrzení vìty dokázáno.Ze zvolený
h k øádkù lze vybrat �nk� minorù M a podle pøed
hozího lematu je� ka¾dý z k!(n � k)! èlenù v souèine
h jM j s jeji
h algebrai
kými doplòky èlenemjAj. Pøitom pro rùzné výbìryM nemù¾eme nikdy obdr¾et stejné èleny a jednotlivéèleny v (�1)i1+���+ik+j1+���+jl � jM j � jM�j jsou také po dvou rùzné. Celkem tedymáme právì po¾adovaný poèet k!(n� k)!�nk� = n! èlenù. �3.17. Prakti
ký výpoèet. Pøed
hozí vìta pøevádí výpoèet jAj na výpoèet de-terminantù ni¾¹ího stupnì. Této metodì výpoètu se øíká Lapla
eùv rozvoj podlezvolený
h øádkù èi sloup
ù. Napø. rozvoj podle i-tého øádku nebo i-tého sloup
e:jAj = nXj=1 aijAij = nXj=1 ajiAjikde Aij oznaèuje algebrai
ký doplnìk k prvku (minoru stupnì 1) aij. Pøi prakti
-kém poèítání determinantù bývá výhodné kombinovat Lapla
eùv rozvoj s pøímoumetodou pøièítání lineární
h kombina
í øádkù èi sloup
ù.3.18. Cau
hyova vìta. Ne
h» A = (aij), B = (bij) jsou mati
e v Matn(K ). PakjA �Bj = jAj � jBj.Dùkaz. Pou¾ijeme dvakrát Lapla
eùv rozvoj na vhodné mati
e. Uva¾me nejprve� (blokovou) mati
i H 2 Mat2n(K )
H = � A 0�E B� = 0BBBBBBB�

a11 : : : a1n... ...an1 : : : ann 0 : : : 0... ...0 : : : 0�1 0. . .0 �1 b11 : : : b1n... ...bn1 : : : bnn
1CCCCCCCALapla
eovým rozvojem podle první
h n øádkù obdr¾íme právì jHj = jAj � jBj.Nyní nejprve budeme k posledním n sloup
ùm postupnì pøièítat lineární kombi-� na
e první
h n sloup
ù tak, aby
hom obdr¾eli (blokovou) mati
i s nulami v pravémdolním rohu: K = 0BBBBBBB�

a11 : : : a1n... ...an1 : : : ann 
11 : : : 
1n... ...
n1 : : : 
nn�1 0.. .0 �1 0 : : : 0... ...0 : : : 0
1CCCCCCCA



24 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNICPrvky submati
e nahoøe vpravo pøitom musí splòovat
ij = ai1b1j + ai2b2j + � � �+ ainbnjneboli jde právì o prvky souèinu A � B a jKj = jHj. Pøitom rozvojem podleposlední
h n sloup
ù dostávámejKj = (�1)n+1+���+2njA �Bj = (�1)2n�(n+1) � jA �Bj = jA �Bj: �3.19. Dùsledek.(1) Proto¾e pro jednotkovou mati
i platí v¾dy jEj = 1, je pro ka¾dou invertibilnímati
i v¾dy jAj invertibilní skalár a platí jAj�1 = jA�1j.(2) Jak jsme vidìli ji¾ v 2.26, dvì mati
e A;B 2 Matn(K ) jsou mati
emi tého¾zobrazení f : V ! V v rùzný
h bazí
h právì, kdy¾ existuje invertibilnímati
e P , pro kterou platí A = P � B � P�1. Odtud plyne jAj = jP j �jBj � jP�1j = jBj � jP � P�1j = jBj. Má tedy determinant mati
e zobrazeníhodnotu nezávislou na na¹í volbì báze.103.20. De�ni
e. Ne
h» A = (aij) 2 Matn(K ). Mati
i A� = (a�ij), kde a�ij = Ajijsou algebrai
ké doplòky k prvkùm aji v A, nazýváme algebrai
ky adjungovanámati
e k mati
i A.3.21. Vìta. Pro ka¾dou mati
i A 2 Matn(K ) platí AA� = A�A = jAj � E.Zejména(1) A�1 existuje v Matn(K ) právì, kdy¾ jAj�1 existuje v K(2) Pokud existuje A�1, pak platí A�1 = jAj�1 �A�Dùkaz. Jak jsme ji¾ zmínili, Cau
hyova vìta ukazuje, ¾e z existen
e A�1 vyplývá� invertibilita jAj 2 K . Pøedpokládejme naopak, ¾e jAj je invertibilní skalár. Spoè-teme pøímým výpoètem A �A� = (
ij):
ij = nXk=1 aika�kj = nXk=1 aikAjk:Pokud i = j je to právì Lapla
eùv rozvoj jAj podle i-tého øádku. Pokud i 6= j jdeo rozvoj determinantu mati
e v ní¾ je i-tý a j-tý øádek stejný a proto je 
ij = 0.Odtud plyne A �A� = jAj �E, ale ji¾ v 1.15 jsme odvodili, ¾e z rovnosti A �B = Eplyne i B � A = E. (Pokud tomu nìkdo dá pøednost, mù¾e zopakovat pøede¹lývýpoèet pro A� �A.) �Úmluva. Ve v¹e
h pøed
hozí
h úvahá
h v této kapitole jsme uva¾ovali obe
nýokruh skalárù K . Nyní ji¾ a¾ do kon
e kapitoly budeme pøedpokládat ¾e K je pole.3.22. De�ni
e. Ne
h» A 2 Matmn(K ), a K je pole. Hodností mati
e nazývámemaximální poèet její
h nezávislý
h øádkù. Ètver
ová mati
e A 2 Matn(K ) se na-zývá regulární, je-li její hodnost n, v opaènám pøípadì ji nazýváme singulární.Hodnost mati
e A znaèíme h(A).10Mù¾eme proto pøímo hovoøit o determinantu lineárního endomor�smu. Pozdìji uvidíme,¾e se jedná o (v¾dy konstantní) pomìr mezi objemy rovnobì¾nostìnù a jeji
h obrazù v danémautomor�smu f . To samozøejmì geometri
ky vysvìtluje platnost Cau
hyovy vìty.



3. MATICE A DETERMINANTY 253.23. Vìta. Ne
h» K je pole.(1) Hodnost libovolné nenulové mati
e A 2 Matmn(K ) je rovna maximálnímuøádu nenulového minoru v A.(2) h(A) je rovna maximálnímu poètu lineárnì nezávislý
h sloup
ù.(3) A 2 Matn(K ) je regulární právì, kdy¾ jAj 6= 0.Dùkaz. (1) Proto¾e je A nenulová, existuje v ní nenulový minor jM j maximál-ního stupnì k � minfm;ng. Vhodným pøeskládáním øádkù a slou
ù mati
e Adosáhneme toho, ¾e tento minor je hlavním minorem. Pøitom pøeskládání øádkùnemìní mno¾inu øádkù mati
e A, pøeskládání sloup
ù vlastnì znamená aplika
iisomor�smu, který "pøejmenovává" prvky standardní báze Km , jistì tedy nemìnípoèet lineárnì nezávislý
h øádkù.Bez újmy na obe
nosti tedy pøímo pøedpokládejme, ¾e jM j je nenulový hlavníminor maximálního stupnì k. Podle vìty 3.12 musí být první
h k øádkù v A lineárnìnezávislý
h, tzn. h(A) � k. Uva¾me nyní libovolné i > k, 1 � j � n a minorjDij j := �������� a11 : : : a1k a1j... ... ...ak1 : : : akk akjai1 : : : aik aij ��������Proto¾e je to minor stupnì k + 1, musí být jDij j = 0. Rozkladem tohoto determi-nantu podle posledního sloup
e, dostaneme0 = aij � jM j+ kXs=1 asj �Bsjkde Bsj jsou algebrai
ké doplòky prvkù asj v mati
i Dij a zøejmì nezávisí navolbì j. Proto¾e jM j 6= 0 podle pøedpokladu, dostali jsme i-tý øádek jako lineárníkombina
i první
h k øádkù pro libovolné i > k a první tvrzení je dokázáno.Vlastnosti (2) i (3) plynou okam¾itì z (1). �3.24. Dùsledky.(1) Z de�ni
e hodnosti vyplývá, ¾e hodnost mati
e A lineárního zobrazeníf : V ! W (v libovolný
h bazí
h) je rovna dimenzi obrazu Im f . (Di-menze obrazu je rovna poètu lineárnì nezávislý
h sloup
ù v A, ta je alerovna hodnosti.)(2) Zobrazení mezi vektorovými prostory stejné dimenze je isomor�smus právì,kdy¾ jeho mati
e A v nìkterý
h (tedy libovolný
h) bazí
h splòuje jAj 6= 0.3.25. Vìta. Ne
h» A 2 Matmn(K ); B 2 Matnp(K ). Potomh(A �B) � minfh(A); h(B)gzejména pøi m = n = p je A � B regulární právì, kdy¾ A i B jsou regulární. Pøinásobení regulární mati
í B platí pro hodnost souèinu h(A � B) == h(A), proregulární A je h(A �B) = h(B).Dùkaz. Proto¾e dimenze obrazu lineárního zobrazení nemù¾e být nikdy vìt¹í ne¾dimenze de�nièního oboru, je první tvrzení z
ela zøejmé. Regulární mati
e je mati
íisomor�smu, odtud plyne zbývají
í tvrzení. �



26 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC3.26. Výpoèet hodnosti.(1) hodnost mati
e se nemìní elementárními transforma
emi(2) hodnost mati
e v øádkovém s
hodovitém tvaru je rovna poètu nenulový
høádkù (analogi
ky pro sloup
e)(3) dvì mati
e v Matmn(K ) jsou mati
emi tého¾ zobrazení v rùzný
h bazí
h veV a W , právì kdy¾ mají stejnou hodnost.(4) z postupu v dùkazu vìty 3.23 plyne metoda pro výpoèet h(A) tzv. metodouvroubení. Spoèívá v tom, ¾e ke zvolenému jM j 6= 0 pøidáváme sloupe
a øádek z mati
e a pokud takto dostaneme samé nulové minory, je h(A)rovna øádu jM j.3.27. Poznámka. Shròme si závìrem nìkteré vlastnosti diskutovaný
h opera
í smati
emi nad okruhem skalárù. Zvolme libovolnì B;A 2 Matm(K ).(1) A�1 a B�1 existují právì, kdy¾ existuje (B �A)�1 a pøitom platí (B �A)�1 =A�1 �B�1, B�1 �A�1 = (A �B)�1(2) (AT )T = A, (A�1)�1 = A(3) (A �B)T = BT �AT(4) (AT )�1 = (A�1)T(5) jAT j = jAj(6) jA�1j = jAj�1 kdykoliv jAj je invertibilní v K(7) pro K = C a mati
i �A komplexnì sdru¾enou k A platí jAj = j �Aj.Poznámky k pøemý¹lení1. De�ni
e determinantu a pøíklady 3.9 zùstávají v platnosti pro libovolné mati
e� nad skaláry, které umíme sèítat a násobit, viz. de�ni
e okruhù. Pro prakti
ky v¹e-
hny dal¹í úvahy v¹ak potøebujeme dal¹í vlastnosti skalárù, zejména komutativitu!Promyslete alespoò tyto pøíklady: K = Z, K = Zp, K = R1 [x℄ { v¹e
hny polynomys reálnými koe�
ienty, K = Matn(R).2. Uvìdomte si podrobnì, které vlastnosti K jsme vyu¾ili v dùkazu tvrzení 3.11� a 3.12, v dùkazu Lapla
eovy vìty a Cau
hyovy vìty a jeji
h pøímý
h dùsled
í
h.Promyslete si podrobnosti.3. Uvìdomte si rozdíl v teorii pøi vyne
hání pøedpokladu o invertibilitì v¹e
h nenu-� lový
h skalárù (axiom pole). Napø. pro K = Z a K = R máme: je-li A 2 Matn(Z),je rovni
e A:x = y øe¹itelná v Rn pro ka¾dé y 2 Rn právì, kdy¾ A je regulární a toje právì, kdy¾ jAj 6= 0; pak snadno spoèteme jAj�1 a A�1. V Zn je tato rovni
eøe¹itelná pro ka¾dé y 2 Zn právì, kdy¾ jAj = �1. Pouze v tomto pøípadì toti¾existuje A�1.Zejména A by mohlo obe
nì být "regulární" podle na¹í de�ni
e, ale pøíslu¹né� zobrazení nemusí být izomor�smus!Napø. ���� 1 22 6 ���� = 2, tedy A�1 neexistuje v Z2. V¹imnìte si, ¾e A:(a; b)T = (a +� 2b; 2a+ 6b) a A(Z2) 6= Z2, pøitom ale øádky mati
e nejsou lineárnì závislé.4. Hodnost mati
e a vlastnosti tohoto pojmu jsme studovali pouze pro mati
e nad� poli skalárù. Pøemý¹lejte, do jaké míry má smysl pojem lineární závislosti resp.



4. SYSTÉMY LINEÁRNÍCH ROVNIC 27nezávislosti pro obe
nìj¹í skaláry. Napø. 2; 3 2 Z jsou lineárnì závislé v Z1 vesmyslu na¹í de�ni
e, nelze v¹ak jeden z ni
h vyjádøit pomo
í druhého. Promysletesi, kde se taková vlastnost odrá¾í v dùkazu vìty 3.23.5. U vektorù nad komutativními skaláry, které netvoøí pole nemá smysl pojem� dimenze tak, jak jsme jej de�novali, viz. pøed
hozí problém, kde napø. Z1 = h1i.Proto nemá smysl pøemý¹let o 3.24.(1). Pøitom 3.24.(2) zùstává plnì v platnosti,kdy¾ zmìníme podmínku jAj 6= 0 na podmínku jAj je invertibilní v K .4. Systémy lineární
h rovni
4.1. De�ni
e. Lineární rovni
í o n neznámý
h x1; : : : ; xn nad skaláry K rozumí-me rovni
i tvaru a1x1 + � � �+ anxn = b, kde a1; : : : ; an 2 K jsou koe�
ienty, b 2 Kje absolutní èlen.Je-li dáno m � 1 lineární
h rovni
 o neznámý
h x1; : : : ; xn nad tými¾ skaláry K ,ai1x1 + � � � + ainxn = bi; i = 1; : : : ;m, hovoøíme o systému lineární
h rovni
 nadK . Mati
i A = 0� a11 : : : a1n... ...am1 : : : amn1Anazýváme mati
e soustavy. Mati
iA0 = 0� a11 : : : a1n b1... ... ...am1 : : : amn bm1Anazýváme roz¹íøenou mati
í soustavy.Øe¹ením soustavy rozumíme n-ti
i (u1; : : : ; un) 2 K n , která po dosazení xi =ui zmìní rovni
e na identity. Pro b = (b1; : : : ; bm)T , x = (x1; : : : ; xn)T , u =(u1; : : : ; un)T tedy øe¹ení x = u pøevádí systém lineární
h rovni
 na rovnost A�u = bvyjádøenou pomo
í násobení mati
.Soustava je øe¹itelná, resp. neøe¹itelná, pokud existuje, resp. neexistuje, alespoòjedno øe¹ení. Soustava se nazývá urèená, resp. nedourèená, je-li øe¹itelná a májedno, resp. ví
e ne¾ jedno, øe¹ení.Dvì soustavy se nazývají ekvivalentní, jestli¾e mají stejné mno¾iny øe¹ení.4.2. Poznámky. Výraz A � x = b lze èíst takto: A je mati
e zobrazení A : K n !Km , b 2 Km . Øe¹ením jsou ty vektory, které se zobrazí na b.Ka¾dá elementární øádková transforma
e vede k ekvivalentní soustavì. Zejménanásledují
í úpravy nemìní øe¹ení soustavy rovni
:(1) zámìna rovni
(2) vynásobení libovolné rovni
e prvkem z K(3) pøiètení libovolné lineární kombina
e ostatní
h rovni
Naopak, elementární sloup
ové transforma
e k ekvivalentním soustavám neve-dou, proto¾e se "mí
hají" promìnné mezi sebou (napø. vymìnìní sloup
ù má zanásledek pøejmenování promìnný
h).



28 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC4.3. Gaussova elimina
e. Ekvivalentními (øádkovými) úpravami lze tedy pøe-vést roz¹íøenou mati
i A0 soustavy na (øádkový) s
hodovitý tvar. Soustavu pak ji¾snadno doøe¹íme postupným zpìtným dosazováním zdola.Pøitom mohou nastat tøi rozdílné pøípady. Pøedpokládejme pro jednodu
host,¾e K je pole.(1) ve získaném s
hodovitém tvaru je v posledním nenulovém øádku jediný ne-nulový prvek a to v posledním sloup
i (absolutní èleny). Soustava pak nemáøe¹ení.(2) ve fázi zpìtného dosazování je v právì diskutovaném øádku právì jednadosud nespoètená hodnota promìnné. Výpoèet pak pokraèuje spoètenímtéto promìnné.(3) ve fázi zpìtného dosazování je v právì diskutovaném øádku ví
e ne¾ jednadosud nespoètená hodnota promìnné. V tom pøípadì zvolíme jednu z tì
htopromìnný
h, ostatní prohlásíme za volné promìnné. Hodnoty volný
h pro-mìnný
h 
hápeme jako nezávislé parametry a zbývají
í hodnotu vybranépromìnné spoèteme v závislosti na tì
hto parametre
h.Tímto postupem vyøe¹íme po koneèném poètu úkonù libovolný koneèný systémlineární
h rovni
 nad polem skalárù. V ka¾dém kroku zpìtného dosazování pøitomvlastnì øe¹íme jednu lineární rovni
i pro jednu promìnnou s nenulovým koe�
ientemu promìnné. Pokud skaláry netvoøí pole, mohou nastat naví
 komplika
e s výpoètyhodnot promìnný
h zadaný
h tìmito rovni
emi v jedné promìnné.11V dal¹ím se budeme zabývat podrobnìj¹ím popisem øe¹itelnosti a vlastností sy-stémù lineární
h rovni
.4.4. Frobeniova vìta. Ne
h» K je pole. Soustava lineární
h rovni
 má øe¹eníprávì, kdy¾ je hodnost mati
e soustavy rovna hodnosti roz¹íøené mati
e soustavy.Dùkaz. Ne
h» je u øe¹ením soustavy A � x = b, tj. opravdu platí A � u = b. Pak jeb lineární kombina
í sloup
ù mati
e A a odtud plyne h(A0) = h(A). Je-li naopakh(A) = h(A0), pak je b lineární kombina
í sloup
ù v A, ale to je právì tvrzení,¾e b = A:(u1; : : : ; un)T pro vhodné skaláry ui, neboli systém rovni
 A � x = b máøe¹ení. �4.5. Vìta. Ne
h» K je pole. Soustava A � x = b, A 2 Matmn(K ), je nedourèenáprávì, kdy¾ je øe¹itelná a poèet neznámý
h je vìt¹í ne¾ h(A) a je urèená právì kdy¾je øe¹itelná a poèet neznámý
h je roven h(A).Dùkaz. Hodnost mati
e soustavy nemù¾e být nikdy vìt¹í ne¾ poèet promìnný
h,tj. n. Pøedpokládejme nejprve h(A) = n. Pak m � n, ale nejvý¹e m rovni
 (øádkùv A) mù¾e být lineárnì nezávislý
h. Proto¾e ty závislé mù¾eme vyne
hat, lze pøímopøedpokládat, ¾e m = n = h(A). V tomto pøípadì ov¹em existuje inverze A�1a tedy existuje právì jedno øe¹ení uva¾ovaného systému, u = A�1 � b. Naopak,jestli¾e existuje právì jedno øe¹ení u soustavy, pak i soustava rovni
 A � x = 0je urèená. Skuteènì, pokud by existovalo nenulové øe¹ení v, tj. A � v = 0, pak iA � (u + v) = A � u + A � v = b je dal¹ím øe¹ením pùvodního systému. Odtud ale11Metoda se zdá být numeri
ky z
ela triviální, poèítaèová implementa
e má v¹ak vá¾ná úskalí,proto¾e se obtí¾nì o¹etøují mo¾ná dìlení velmi malými èísly. V dùsledku toho se obtí¾nì odhadujínumeri
ké 
hyby vzniklé pøi výpoètu.



4. SYSTÉMY LINEÁRNÍCH ROVNIC 29plyne, ¾e jediným øe¹ením systému A � x = 0 je nulový vektor a tedy sloup
e v Ajsou lineárnì nezávislé. Tím je dokázáno druhé tvrzení.Zbývá tedy pøípad h(A) < n. Vyberme maximální poèet h(A) lineárnì nezá-vislý
h øádkù v A a ostatní (závislé) rovni
e zapomeòme. Provedením Gaussovyelimina
e jistì získáme (øádkový) s
hodovitý tvar, kde v nìkterém z øádkù budenutno urèit hodnoty nìkolika promìnný
h. Pøesnìji, pøi zpìtném dosazování zís-káme právì n � h(A) volný
h promìnný
h. Dosazením rùzný
h hodnot za tytovolné promìnné získáme rùzná øe¹ení, je tedy pùvodní systém nedourèený. Nao-pak, jestli¾e existuje ví
e øe¹ení daného systému A � x = 0, zvolme dvì rùzná øe¹eníu; v 2 K n . Pak ale A:(u � v) = 0 a (u � v) 6= 0, tak¾e sloup
e v A jsou lineárnìzávislé. Odtud ji¾ plyne h(A) < n. �4.6. V dùkazu jsme získali je¹tì i dodateènou informa
i o mno¾inì v¹e
h øe¹enísystému lineární
h rovni
. Vrátíme se k této otáz
e podrobnìji. Nejprve zavedemepotøebné znaèení.Lineární rovni
e a1x1 + � � � + anxn = b se nazývá homogenní, jestli¾e b = 0,nehomogenní pro b 6= 0. Soustava A�x = b je homogenní, jestli¾e vektor absolutní
hèlenù je nulový, tj. b = 0, a je nehomogenní, je-li b 6= 0.Pro soustavu A � x = b nazýváme pøíslu¹nou homogenní soustavu A � x = 0zhomogenizovanou soustavou.4.7. Vìta. Ne
h» K je pole. Pro ka¾dou homogenní soustavu A � x = 0, A 2Matmn(K ) platí(1) má v¾dy nulové øe¹ení x = 0(2) mno¾ina v¹e
h øe¹ení je vektorový podprostor U � K n , dimU = n� h(A)je rovna poètu volný
h promìnný
h.Dùkaz. První tvrzení je triviální { nulový vektor splòuje A � 0 = 0 pro ka¾doumati
i A. Pøedpokládejme, ¾e u; v 2 K n jsou dvì øe¹ení, tj. A � u = A � v = 0. Proa; b 2 K je A � (au+ bv) = p �A � u+ b �A � v = 0a proto je U � K n vektorový podprostor. V¹e
hny vektory v U jsou zadány volbouk = n � h(A) hodnot volný
h promìnný
h. Zadáním k-ti
 volný
h promìnný
h(1; 0; : : : ; 0); : : : ; (0; 0; : : : ; 1) jistì získáme lineárnì nezávislé generátory podprostoruv¹e
h øe¹ení. �4.8. De�ni
e. Báze podprostoru U � K n v¹e
h øe¹ení homogenní soustavy rovni
A � x = 0, A 2 Matmn(K ), se nazývá fundamentální soustava øe¹ení.4.9. Poznámky. (1) Øe¹ení soustavy A � x = 0 je vlastnì hledání jádra pøíslu¹-ného zobrazení. (Odtud ji¾ také plyne, ¾e øe¹ení homogenního systému v¾dy tvoøípodprostor.) Dimenze jádra se èasto nazývá defekt zobrazení, podobnì n� h(A) jedefekt mati
e A.(2) Naopak ka¾dý vektorový podprostor je jádrem vhodného zobrazení. Zkon-struujme jeden takový systém. Je-li U � K n a (u1; : : : ; ul) je báze U , mù¾eme jidoplnit na bázi (u1; : : : ; ul; v1; : : : ; vn�l) 
elého K n . Ka¾dému x 2 K n pøiøadímejeho n� l souøadni
 u prvkù (v1; : : : ; vn�l). Tím získáme zobrazení A : K n ! K n�ljeho¾ jádrem je právì podprostor U .



30 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC4.10. Vìta. Ne
h» A � x = b je systém lineární
h rovni
, A 2 Matmn(K ) a K jepole. Pak platí(1) souèet libovolného øe¹ení soustavy A � x = 0 a libovolného øe¹ení soustavyA � x = b je øe¹ením soustavy A � x = b.(2) rozdíl dvou libovolný
h øe¹ení soustavy A�x = b je øe¹ením zhomogenizovanésoustavy A � x = 0Dùkaz. Ovìøí se pøímým výpoètem. �Nyní uvedeme obe
nou metodu výpoètu øe¹ení soustav lineární
h rovni
, kteráfunguje pro v¹e
hny komutativní okruhy skalárù.4.11. Cramerovo pravidlo. Ne
h» je dána soustava lineární
h rovni
 A � x = b,A 2 Matm(K ) a ne
h» jAj�1 2 K existuje. Pak daná soustava má právì jedno øe¹eníx = (x1; : : : ; xn)T a platí xi = jAj�1 � jAij, kde mati
e Ai vznikla z A nahrazeními-tého sloup
e sloup
em absolutní
h èlenù.Dùkaz. Proto¾e jAj je invertibilní skalár, existuje v Matmn(K ) inverzní mati
e� A�1. Proto má soustava právì jedno øe¹ení. Toto øe¹ení lze naví
 pøímo spoèíst:x = A�1 � b = jAj�1 � (A� � b)a odtud plyne vztah pro i-tou komponentu vektoru xxi = jAj�1Xj (Ajibj)kde Aji je prvek v i-tém øádku a j-tém, sloup
i algebrai
ky adjungované mati
eA�. To je ale právì Lapla
eùv rozvoj mati
e Ai podle i-tého sloup
e. �4.12. Poznámka. Øe¹ení systémù lineární
h rovni
 pomo
í elimina
e promìn-ný
h je jednodu
hé, bez podstatný
h numeri
ký
h problémù, jen je tøeba dát pozorna správnou volbu volný
h promìnný
h.Cramerovo pravidlo je vìt¹inou daleko nároènìj¹í na výpoèet, proto¾e pøedsta-vuje výpoèet mnoha determinantù. Na druhé stranì èasto potøebujeme spoèíst jennìkolik málo souøadni
 øe¹ení (napø. pøi hledání prùnikù podprostorù). Naví
 mávelký teoreti
ký význam (u¾ proto, ¾e je to symboli
ká formule pro øe¹ení, se kterouse dá dále pra
ovat). Poznámky k pøemý¹lení1. Pro libovolné mati
e A 2 Matn(K ) platí slab¹í verze Cramerova pravidla (bez� po¾adavku invertibility): Je-li A:p = 0 pro p 2 K n , pak jAj:pi = 0 v K pro v¹e
hnykomponenty vektoru p. Doka¾te! (V¹imnìte si, ¾e A:p = 0 sebou nese lineárnízávislost sloup
ù.)2. Výsledky této kapitoly lze roz¹íøit na tzv. mati
ové rovni
e A:X = B, kde� A 2 Matmn(K ), B 2 Matmp(K ) a øe¹ení X se hledá v Matnp(K ).Zejména platíA:X = B je øe¹itelné právì, kdy¾ hodnost roz¹íøené mati
e je rovna� hodnosti mati
e A, a Cramerovo pravidlo lze formálnì psát ve tvaru xij = jAi;jjjAj .Sformulujte pøesnì a doka¾te!



5. GEOMETRIE ENDOMORFISMÙ A KANONICKÉ TVARY 315. Geometrie endomor�smù a kanoni
ké tvaryV 
elé kapitole bude K pole skalárù. Pøedstavujme si K = R nebo K = C .Pøipomeòme, ¾e endomor�smem rozumíme libovolné lineární zobrazení V ! V .5.1. De�ni
e. Ne
h» ' : V ! V je lineární zobrazení vektorového prostoru V dosebe. Podprostor U � V se nazývá invariantní podprostor (vzhledem k '), jestli¾e'(U) � U .5.2. De�ni
e. Ne
h» V1; V2;W � V jsou vektorové podprostory ve vektorovémprostoru V . Øekneme, ¾e W je pøímým souètem podprostorù V1 a V2, jestli¾eV1 + V2 = W a V1 \ V2 = f0g. Pro pøímý souèet12 budeme u¾ívat oznaèení W =V1 � V2. Obe
nìji, pro libovolný koneèný poèet vektorový
h podprostorù Vi � V ,i = 1; : : : ; k, splòují
í
h pro v¹e
hna i Vi \ (V1+ � � �+ Vi�1+ Vi+1+ � � �+Vk) = f0gøíkáme, ¾e jeji
h souèet je pøímý a pí¹eme V �W = V1 � � � � � Vk.Jsou-li (u1; : : : ; un); (v1; : : : vm) báze V1; V2 a jeji
h souèet je pøímý,W = V1�V2,pak (u1; : : : ; un; v1; : : : vm) je báze W . Analogi
ky získáme báze pøímý
h souètùkoneènì mnoha podprostorù.5.3. Vìta. Jsou-li V1; V2 � V podprostory, dimV < 1, pak V = V1 � V2 právì,kdy¾ V1 \ V2 = f0g a dimV1 + dimV2 = dimV .Dùkaz. Pokud je V = hV1[V2i, pak dimV1+dimV2 = dimV +dim(V1 \V2). �Zøejmì také platí, ¾e V = V1 � V2 právì, kdy¾ V = V1 + V2 a souèet jeji
hdimenzí je roven dimenzi V . Analogi
ké tvrzení platí pro libovolný koneèný po-èet podprostorù: V = V1 � � � � � Vk právì, kdy¾ V = V1 + � � � + Vk a zároveòdimV1 + � � �+ dimVk = dimV . V¹imnìte si také, ¾e vìta o existen
i báze v koneè-nìrozmìrný
h prostore
h øíká, ¾e ka¾dý vektorový prostor dimenze m je pøímýmsouètem m jednorozmìrný
h podprostorù.5.4. Lemma. Ne
h» ';  : V ! V jsou lineární zobrazení a ne
h» U � V jeinvariantní podprostor vzhledem k ' i  . Pak U je invariantní vzhledem k libovolnélineární kombina
i a � '+ b �  , a; b 2 K .Dùkaz. Pro u 2 U máme (a�'+b� )(u) = (a�')(u)+(b� )(u) = a�'(u)+b� (u) 2U . �5.5. Vìta. Ne
h» ' : V ! V je endomor�smus, dimV = m. Pak platí(1) Ve V existuje invariantní podprostor dimenze n právì, kdy¾ existuje bázeV , ve které má ' mati
i tvaru �A B0 C �, s bloky A 2 Matnn(K ); B 2Matn;m�n(K ); C 2 Matm�n;m�n(K ).(2) V = V1 � V2 je souètem dvou invariantní
h podprostorù právì, kdy¾ má' ve vhodné bázi mati
i tvaru �A 00 C �, s bloky A 2 Matnn(K ); C 2Matm�n;m�n(K ).12Vìt¹inou se de�nuje obe
nì pøímý souèet dvou vektorový
h prostorù V , W jako mno¾inaV �W spolu s opera
emi sèítání a násobení skaláry po slo¾ká
h. Ná¹ pøípad pøímého souètupodprostorù s nulovým prùnikem pak je (a¾ na isomor�smus) spe
iálním pøípadem.
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h» U � V je invariantní podprostor vzhledem k ', dimU = n. Zvolmebázi (u1; : : : ; un) pro U a doplòme ji libovolnì na bázi V . Proto¾e '(U) � U , jemati
e ' v této bázi v po¾adovaném tvaru. Naopak, jestli¾e má ' v nìjaké bázipo¾adovaný tvar, pak jistì je podprostor dimenze n generovaný prvními n prvkytéto báze invariantní.Podobnì se doká¾e i druhé tvrzení. Jsou-li V1; V2 � V invariantní podpros-tory a V1 \ V2 = f0g, V1 + V2 = V , pak existují báze (u1; : : : ; un) pro V1 abáze(v1; : : : ; vm�n) pro V2 takové, ¾e (u1; : : : ; un; v1; : : : ; vm�n) je báze V . V tétobázi má V po¾adovaný tvar mati
e. Naopak, má-li zobrazení v jisté bázi po¾ado-vaný blokovì diagonální tvar, pak je V pøímým souètem invariantní
h podprostorùgenerovaný
h prvními n a posledními m� n vektory této báze. �5.6. De�ni
e. O mati
í
h z prvního tvrzení pøed
hozí vìty øíkáme, ¾e jsou polo-rozpadlé, mati
e z druhého tvrzení jsou rozpadlé. Obe
nìji, polorozpadlou mati
írozumíme blokovì horní trojúhelníkovou mati
i, rozpadlá mati
e je blokovì diago-nální.Jestli¾e má zobrazení ' : V ! V jednorozmìrný invariantní podprostor, pakjeho zú¾ení k tomuto podprostoru musí být násobení vhodnì zvoleným skalárem.Na¹e dal¹í úsilí bude smìøovat k nalezení rozkladù na takové podprostory, pod-mínek za který
h existují, pøípadnì 
o lze o zobrazení øí
i, pokud neexistují. Jez
ela zøejmé, ¾e 
elý prostor V je pøímým souètem jednorozmìrný
h invariantní
hpodprostorù právì tehdy, kdy¾ existuje jeho báze, v ní¾ má zobrazení ' diagonálnímati
i. Vlastnosti vektorù takové báze jsou za
hy
eny v následují
í de�ni
i.5.7. De�ni
e. Ne
h» ' : V ! V je lineární zobrazení. Vlastní vektor zobrazení' je nenulový vektor v 2 V splòují
í '(v) = a � v pro vhodný skalár a 2 K .Pøíslu¹ný skalár nazýváme vlastní hodnotou zobrazení ' (pøíslu¹ný k vlastnímuvektoru v). Èasto se také pro a pou¾ívá název vlastní èíslo zobrazení ', nìkdy inázev 
harakteristi
ké èíslo.Následují
í vìta dává (pøekvapivì snadný) popis v¹e
h vlastní
h hodnot lineár-ní
h zobrazení. Zaveïme nejprve potøebné znaèení. Pro danou ètver
ovou mati
iA 2 Matn K nazýváme mati
iA��E s volným parametrem � 2 K 
harakteristi
koumati
í mati
e A. Determinant jA � �Ej 2 K n [�℄ 
hápaný jako polynom stupnì nv promìnné � nazýváme 
harakteristi
ký polynom mati
e A.5.8. Vìta. Ne
h» ' : V ! V je lineární zobrazení, A jeho mati
e v jisté bázi V .Potom platí:(1) Vlastní vektory zobrazení ' s vlastní hodnotou a 2 K vyplní právì vek-torový podprostor Ker(' � a � idV ) � V , mimo nulový vektor, a tentopodprostor je invariantní podprostor ve V .(2) Vlastní hodnoty ' jsou právì koøeny 
harakteristi
kého polymu jA� �Ej vK a tyto nezávisí na volbì báze (a tedy mati
e zobrazení ') ve V .Dùkaz. Ovìøíme obì tvrzení zároveò. Ne
h» A, B jsou mati
e zobrazení ' vedvou bází
h prostoru V . Je-li '(v) = a � v, v 6= 0, pak (' � a � idV )(v) = 0, tzn.systém lineární
h rovni
 s mati
í A � a � E má netriviální øe¹ení a tedy je tatomati
e singulární, 
o¾ je ekvivalentní podmín
e jA � a � Ej = 0. Odtud plyne, ¾eka¾dá vlastní hodnota je koøenem polynomu jA� � � Ej 2 K dim V [�℄. Je-li naopaka koøenem, je pøíslu¹ná mati
e singulární a proto existuje vlastní vektor s vlastní



5. GEOMETRIE ENDOMORFISMÙ A KANONICKÉ TVARY 33hodnotou a. Prostor v¹e
h vlastní
h vektorù pøíslu¹ný
h k vlastní hodnotì a 2 K ,doplnìný o nulový vektor, je jádrem zobrazení ('� a � idV ) a je to tedy vektorovýpodprostor. (Jeho souøadné vyjádøení se získá vyøe¹ením systému lineární
h rovni
s mati
í A � a � E.) Je-li '(v) = a � v, pak '(a � v) = a � (a � v), odtud plyneinvariantnost podprostorù vlastní
h vektorù.Mati
e A a B zobrazení ' v rùzný
h bazí
h jsou v rela
i A = P�1BP provhodnou invertibilní mati
i P , platí tedy jA� � �Ej = jP�1 �B �P � � �P�1EP j =jP�1(B � � � E)P j = jP j�1jB � � � EjjP j = jB � � � Ej, díky komutativitì K aCau
hyovì vìtì. �5.9. De�ni
e. Ne
h» A 2 Matn(K ). Polynom jA��Ej 2 K n [�℄ nazýváme 
harak-teristi
ký polynom mati
e A. Koøeny tohoto polynomu nazýváme 
harakteristi
káèísla mati
e A, èasto také vlastní hodnoty mati
e A. Je-li A mati
e zobrazení ' vjisté bázi, pak jA� �Ej nazýváme 
harakteristi
ký polynom zobrazení '.5.10. Dùsledek. Proto¾e je 
harakteristi
ký polynom zobrazení ' : V ! V ne-závislý na volbì báze V , dimV = n, jsou i jeho koe�
ienty u jednotlivý
h mo
ninpromìnné � skaláry vyjadøují
í vlastnosti zobrazení '. Zejména je snadné vyjádøitkoe�
ienty u nejvy¹¹í
h a nejni¾¹í
h mo
nin:jA� � �Ej = (�1)n�n + (�1)n�1(a11 + � � �+ ann) � �n�1 + � � �+ jAj � �0Souèet diagonální
h èlenù mati
e se nazývá stopa mati
e, znaèíme ji TrA, stopazobrazení je de�nována jako stopa jeho mati
e v libovolné bázi.5.11. Vìta. Vlastní vektory lineárního zobrazení ' : V ! V pøíslu¹né rùznýmvlastním hodnotám jsou lineárnì nezávislé.Dùkaz. Ne
h» a1; : : : ; ak jsou rùzné vlastní hodnoty zobrazení ' a u1; : : : ; ukvlastní vektory s tìmito vlastními hodnotami. Dùkaz provedeme induk
í pøes poèetlineárnì nezávislý
h vektorù mezi zvolenými. Pøedpokládejme, ¾e u1; : : : ; ul jsou li-neárnì nezávislé a ul+1 =Pi 
iui je jeji
h lineární kombina
í. Alespoò l = 1 lze zvo-lit, proto¾e vlastní vektory jsou nenulové. Pak ov¹em al+1 �ul+1 =Pli=1 al+1 �
i �ui,tj. '(ul+1) = lXi=1 al+1 � 
i � ui = lXi=1 
i � '(ui) = lXi=1 
i � ai � ui:Odeètením dostáváme 0 =Pli=1(al+1�ai) �
i �ui, v¹e
hny rozdíly vlastní
h hodnotjsou nenulové a alespoò jeden koe�
ient 
i je nenulový. To je spor s pøedpokládanounezávislostí u1; : : : ; ul. �5.12. Dùsledek. Jestli¾e existuje n navzájem rùzný
h koøenù ai 
harakteristi
-kého polynomu zobrazení ' : V ! V , dimV = n, pak existuje rozklad V na pøímýsouèet vlastní
h podprostorù dimenze 1. To znamená, ¾e existuje báze V slo¾enávýhradnì z vlastní
h vektorù a v této bázi má ' diagonální mati
i. Pøíslu¹nou bázi(vyjádøenou v souøadni
í
h vzhledem k libovolnì zvolené bázi V ) obdr¾íme øe¹enímn systémù homogenní
h lineární
h rovni
 o n neznámý
h s mati
emi (A� ai � E),kde A je mati
e ' ve zvolené bázi.



34 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC5.13. Pøíklady.1. ' : R3 ! R3 , s mati
í A = 0� 0 0 10 1 01 0 01A v standardní bázi.
jA� �Ej = �������� 0 10 1� � 01 0 �� ������ = ��3 + �2 + �� 1;s koøeny �1;2 = 1; �3 = �1. Vlastní vektory s vlastní hodnotou � = 1:0��1 0 10 0 01 0 �11A � 0� 1 0 �10 0 00 0 0 1A ;fundamentální systém øe¹ení tohoto sytému rovni
 (tj. báze prostoru vlastní
h vek-torù s vlastní hodnotou � = 1) jeu1 = (0; 1; 0); u2 = (1; 0; 1):Podobnì pro � = �1 dostáváme0� 1 0 10 2 01 0 11A � 0� 1 0 10 2 00 0 01A) u3 = (�1; 0; 1):V bázi u1; u2; u3 (v¹imnìte si, ¾e u3 musí být lineárnì nezávislý na zbylý
hdvou díky pøed
hozí vìtì a u1; u2 vy¹ly jako dvì nezávislá øe¹ení) má ' diagonálnímati
i 0� 1 0 00 1 00 0 �11A. Celý prostor R3 je pøímým souètem vlastní
h podprostorù,R3 = V1 � V2, dimV1 = 2, dimV2 = 1. Tento rozklad je dán jednoznaènì avypovídá mnoho o geometri
ký
h vlastnoste
h zobrazení '. Vlastní podprostor V1je naví
 pøímým souètem jednorozmìrný
h vlastní
h podprostorù, které lze v¹akzvolit mnoha rùznými zpùsoby (tento rozklad nemá tedy ji¾ ¾ádný "invariantní"význam).2. Zvolme zobrazení ' : R2 ! R2 dané ve standardní bázi mati
í � 0 �11 0 �,tj. otoèení roviny o �=2 v kladném smìru. Pøíslu¹ný 
harakteristi
ký polynom je�2 + 1, nemá tedy ¾ádné reálné koøeny. Proto neexistují ¾ádné vlastní vektory.Pokud ov¹em uva¾ujeme zobrazení ' : C 2 ! C 2 dané stejnou mati
í, pak vevektorovém prostoru C 2 nad C najdeme vlastní vektory pøíslu¹né dvìma vlastnímhodnotám �1 = i, �2 = �i, a 
elý prostor C 2 je pøímým souètem dvou jednoroz-mìrný
h podprostorù vlastní
h vektorù.3. Uva¾me lineární zobrazení ' : R2 [x℄ ! R2 [x℄ de�nované derivováním po-lynomù, tj. '(1) = 0; '(x) = 1; '(x2) = 2x a ' má v standardní bázi mati
i



5. GEOMETRIE ENDOMORFISMÙ A KANONICKÉ TVARY 35A = 0� 0 1 00 0 20 0 01A. Charakteristi
ký polynom jA � � � Ej = ��3, existuje tedypouze jediná vlastní hodnota, � = 0. Spoètìme vlastní vektory:0� 0 1 00 0 20 0 01A � 0� 0 1 00 0 10 0 01AProstor vlastní
h vektorù je tedy jednorozmìrný, generovaný konstantním polyno-mem 1.5.14. De�ni
e. Spektrum lineárního zobrazení ' : V ! V je posloupnost koøenù
harakteristi
kého polynomu zobrazení ', vèetnì násobností. Algebrai
kou násob-ností vlastní hodnoty rozumíme její násobnost jako koøenu 
harakteristi
kého poly-nomu, geometri
ká násobnost vlastní hodnoty je dimenze pøíslu¹ného podprostoruvlastní
h vektorù.5.15. De�ni
e. Lineární zobrazení ' : V ! V se nazývá nilpotentní, jestli¾eexistuje 
elé èíslo k � 1 takové, ¾e iterované zobrazení 'k je identi
ky nulové.Nejmen¹í èíslo k s touto vlastností se nazývá stupnìm nilpotentnosti zobrazení '.' : V ! V se nazývá 
ykli
ké, jestli¾e existuje báze u1; : : : ; un prostoru V taková,¾e '(u1) = 0 a '(ui) = ui�1 pro v¹e
hna i = 2; : : : ; n. Jinými slovy, mati
e ' vtéto bázi je tvaru 0� 0 1 0 : : :0 0 1 : : :... ... . . . 1A.Poznámka. Je-li '(v) = a � v, pak pro ka¾dé pøirozené k 'k(v) = ak � v. Zejménatedy mù¾e spektrum nilpotentního zobrazení obsahovat pouze nulový skalár (a tentam v¾dy je).Pøímo z de�ni
e plyne, ¾e ka¾dé 
ykli
ké zobrazení je nilpotentní, naví
 je jehostupeò nilpotentnosti roven dimenzi prostoru V . Operátor derivování na polyno-me
h de�novaný v pøed
hozím pøíkladu je pøíkladem 
ykli
kého zobrazení.Na pøíklade
h jsme vidìli, ¾e vlastní podprostory popisují dostateènì geometri
kévlastnosti jen nìkterý
h lineární
h zobrazení. Zavedeme nyní jemnìj¹í nástroj, tzv.koøenové podprostory.135.16. De�ni
e. Nenulový vektor u 2 V se nazývá koøenovým vektorem lineárního� zobrazení ' : V ! V , jestli¾e existuje a 2 K a 
elé èíslo k > 0 takové, ¾e (' � a �idV )k(u) = 0, tj. k-tá itera
e uvedeného zobrazení zobrazuje u na nulu. Mno¾inuv¹e
h koøenový
h vektorù pøíslu¹ný
h k pevnému skaláru � doplnìnou o nulovývektor nazýváme koøenovým prostorem pøíslu¹ným ke skaláru � 2 K , znaèíme R�.Je-li u koøenový vektor a k z de�ni
e je vybráno nejmen¹í mo¾né, pak (' � a �� idV )k�1(u) je vlastní vektor s vlastní hodnotou a. Je tedy R� = f0g pro v¹e
hnyskaláry �, které nele¾í ve spektru zobrazení '.13Koøenové prostory jsou zajímavé a dùle¾ité samy o sobì, nám teï poslou¾í na 
estì k tzv.Jordanovým kanoni
kým tvarùm mati
. Pokud ètenáø ji¾ nyní tápe a bude mít potí¾e vstøebatabstrak
i faktorový
h prostorù, doporuèuji zatím pøeskoèit a¾ k de�ni
i 5.26, pøeèíst formula
i vìto kanoni
kém tvaru a pokraèovat a¾ pøí¹tí kapitolou. Pøijde tím ov¹em o obzvlá¹t pìkné výsledky.



36 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC5.17. Lemma. Ne
h» ' : V ! V je lineární zobrazení. Platí� (1) Pro ka¾dé � 2 K je R� � V vektorový podprostor.(2) Pro ka¾dé �; � 2 K je R� invariantní vzhledem k lineárnímu zobrazení('� � � idV ), zejména tedy je R� invariantní vzhledem k '.(3) Je-li � 6= �, pak ('� � � idV )jR� je invertibilní.(4) Zobrazení ('� � � idV )jR� je nilpotentní.Dùkaz. (1) Ovìøení vlastností vektorového podprostoru pone
hávám ètenáøi.�� (2) Pøedpokládejme, ¾e ('�� � idV )k(u) = 0 a uva¾me v = ('�� � idV )(u). Pak�� ('� � � idV )k(v) = ('� � � idV )k(('� � � idV ) + (�� �) � idV )(u)= ('� � � idV )k+1(u) + (�� �) � ('� � � idV )k(u)= 0(3) Je-li u 2 Ker('� � � idV )jR� , pak�� ('� � � idV )(u) = ('� � � idV )(u) + (�� �) � u = (�� �) � uOdtud 0 = ('� � � idV )k(u) = (�� �)k � u a je tedy nutnì u = 0 pro � 6= �.(4) Zvolme bázi e1; : : : ; ep podprostoru R�. Proto¾e podle de�ni
e existují èísla�� ki taková, ¾e (' � � � idV )ki(ei) = 0, je nutnì 
elé zobrazení (' � � � idV )jR�nilpotentní. �Na¹im dal¹ím 
ílem je ukázat, ¾e dimenze koøenový
h prostorù je v¾dy rovna� algebrai
ké násobnosti pøíslu¹ný
h vlastní
h èísel. Nejprve v¹ak zavedeme ¹ikovnéte
hni
ké nástroje.5.18. De�ni
e. Ne
h» U � V je vektorový podprostor. Na mno¾inì v¹e
h vektorù� ve V de�nujeme ekvivalen
i takto: v1 � v2 právì tehdy, kdy¾ v1� v2 2 U . (Ovìøtesi axiomy ekvivalen
e!). Mno¾ina V=U tøíd této ekvivalen
e, spolu s opera
emide�novanými pomo
í reprezentantù, tj. [v℄ + [w℄ = [v + w℄, a � [u℄ = [a � u℄, tvoøívektorový prostor, který nazýváme faktorový vektorový prostor prostoru V podlepodprostoru U . (Ovìøte si korektnost de�ni
e opera
í a platnost v¹e
h axiomùvektorového prostoru!)Tøídy (vektory) ve faktorovém prostoru V=U budeme èasto oznaèovat jako for-� mální souèet jednoho reprezentanta se v¹emi vektory podprostoru U , napø. u+U 2V=U , u 2 V . Nulový vektor ve V=U je právì tøída 0 + U , tj. vektor u 2 V repre-zentuje nulový vektor ve V=U právì, kdy¾ je u 2 U .Jako jednodu
hé pøíklady si rozmyslete V=f0g �= V , V=V �= f0g a faktorový� prostor roviny R2 podle libovolného jednorozmìrného podprostoru (ka¾dý jedno-rozmìrný podprostor U � R2 je pøímka pro
házejí
í poèátkem, tøídy ekvivalen
ejsou rovnobì¾ky s touto pøímkou).5.19. Lemma. Ne
h» U � V je vektorový podprostor a u1; : : : ; un je taková báze� V , ¾e u1; : : : ; uk je báze U . Pak dimV=U = n� k a uk+1 + U; : : : ; un + U je bázeV=U .Dùkaz. Proto¾e V = hu1; : : : ; uni, je i V=U = hu1 + U; : : : ; un + Ui. Pøitom� ale je první
h k generátorù nulový
h, tak¾e je V=U = huk+1 + U; : : : ; un + Ui.



5. GEOMETRIE ENDOMORFISMÙ A KANONICKÉ TVARY 37Pøedpokládejme, ¾e ak+1 � (uk+1 + U) + � � �+ an � (un + U) = (ak+1 � uk+1 + � � �+an � un) + U = 0 2 V=U . To je ale ekvivalentní pøíslu¹nosti lineární kombina
evektorù uk+1; : : : ; un do podprostoru U . Proto¾e U je generováno zbylými vektory,je nutnì tato kombina
e nulová, tj. v¹e
hny koe�
ienty ai jsou nulové. �5.20. Vìta. Ne
h» U � V je invariantní podprostor vzhledem k lineárnímu zob-� razení ' : V ! V a ne
h» u1; : : : ; un je taková báze V , ¾e první
h k vektorù tétobáze je bazí U . V této bázi má ' polorozpadlou mati
i A = �B C0 D�. Platí(1) Zobrazení ' indukuje lineární zobrazení 'V=U : V=U ! V=U , 'V=U (v+U) ='(v) + U s mati
í D v indukované bázi uk+1 + U; : : : ; un + U na V=U .(2) Charakteristi
ký polynom 'V=U dìlí 
harakteristi
ký polynom '.Dùkaz. Mati
e ' ve zvolené bázi je polorozpadlá, viz. 5.5. Pro v; w 2 V , u 2 U ,�� a 2 K máme '(v+ u) 2 '(v) +U (proto¾e U je invariantní), ('(v)+U) + ('(w) +U) = '(v + w) + U a a � ('(v) + U) = a � '(v) + U = '(a � v) + U (proto¾e 'je lineární), je tedy zobrazení 'V=U dobøe de�nované a lineární. Naví
 je pøímoz de�ni
e mati
e zobrazení patrné, ¾e mati
e 'V=U v indukované bázi na V=U jeprávì mati
e D (pøi poèítání obrazù bázový
h prvkù nám koe�
ienty z mati
e Cpøispívají pouze do tøídy U). Charakteristi
ký polynom indukovaného zobrazení'V=U je tedy jD�� �Ej, zatím
o 
harakteristi
ký polynom pùvodního zobrazení 'je jA� � �Ej = jB � � �EjjD � � �Ej. �5.21. Dùsledek. Ne
h» V je vektorový prostor nad K dimenze n a ne
h» ' :� V ! V je lineární zobrazení, jeho¾ spektrum obsahuje n prvkù (tj. v¹e
hny ko-øeny 
harakteristi
kého polynomu le¾í v K ). Pak existuje posloupnost invariant-ní
h podprostorù f0g = V0 � V1 � � � � � Vn = V s dimenzemi dimVi = i. V báziu1; : : : ; un prostoru V takové, ¾e Vi = hu1; : : : ; uii, má ' horní trojúhelníkovoumati
i: 0��1 : : : �... . . . ...0 : : : �n1A, kde �1; : : : ; �n je posloupnost prvkù spektra.Dùkaz. Konstruk
i podprostorù Vi provedeme induktivnì. Ne
h» �1; : : : ; �n jsou�� prvky ve spektru zobrazení ', tzn. 
harakteristi
ký polynom zobrazení ' je tvaru(� � �1) � : : : � (� � �n). Zvolme V0 = f0g, V1 = hu1i, kde u1 je libovolný vlastnívektor s vlastní hodnotou �1. Podle pøede¹lé vìty je 
harakteristi
ký polynomzobrazení 'V=V1 tvaru (���2) � : : : � (���n). Pøedpokládejme, ¾e jsme ji¾ sestrojililineárnì nezávislé vektory u1; : : : ; uk a invariantní podprostory Vi = hu1; : : : ; uii,i = 1; : : : ; k < n, takové, ¾e 
harakteristi
ký polynom 'V=Vk je tvaru (� � �k+1) �: : : � (�� �n) a '(ui) 2 (�i � ui + Vi�1) pro v¹e
hna i = 1; : : : ; k.Zejména tedy existuje vlastní vektor uk+1+Vk 2 V=Vk zobrazení 'V=Vk s vlastní�� hodnotou �k+1. Uva¾me nyní prostor Vk+1 = hu1; : : : ; uk+1i. Kdyby byl vek-tor uk+1 lineární kombina
í vektorù u1; : : : ; uk, znamenalo by to, ¾e uk+1 + Vk jenulová tøída v V=Vk, to ale není mo¾né. Je proto dimVk+1 = k + 1. Zbývá stu-dovat indukované zobrazení 'V=Vk+1 . Charakteristi
ký polynom tohoto zobrazeníje stupnì n � k � 1 a dìlí 
harakteristi
ký polynom zobrazení '. Pøitom doplnì-ním vektorù u1; : : : ; uk+1 do báze V dostaneme polorozpadlou mati
i zobrazení 's horní trojúhelníkovou submati
í B v horním levém rohu, její¾ diagonální prvky



38 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNICjsou právì skaláry �1; : : : ; �k+1. Proto mají koøeny 
harakteristi
kého polynomuindukovaného zobrazení po¾adované vlastnosti. �5.22. Poznámky. Pokud existuje rozklad 
elého prostoru V na pøímý souèet� vlastní
h podprostorù, existuje báze z vlastní
h podprostorù a pøed
hozí vìta vlast-nì neøíká vùbe
 ni
 zajímavého. Její síla ov¹em spoèívá v tom, ¾e jediným jejímpøedpokladem je existen
e dimV koøenù 
harakteristi
kého polynomu (vèetnì ná-sobností). To je ov¹em zaruèeno, je-li pole K algebrai
ky uzavøené, napø. pro kom-plexní èísla C . Pøímým dùsledkem pak jsou zajímavá tvrzení o determinantu astopì zobrazení: jsou v¾dy souèinem, resp. souètem prvkù ve spektru.Tuto skuteènost mù¾eme pou¾ít i pro v¹e
hny reálné mati
e. Mù¾eme je toti¾� v¾dy pova¾ovat za komplexní, spoèítat potøebné, a proto¾e determinant i stopajsou algebrai
ké výrazy v prv
í
h mati
e, výsledkem budou právì hledané reálnéhodnoty.5.23. Vìta. Ne
h» ' : V ! V je lineární. Souèet koøenový
h prostorù� R�1 ; : : : ;R�kpøíslu¹ný
h rùzným vlastním hodnotám �1; : : : ; �k je pøímý. Naví
 je pro ka¾douvlastní hodnotu � dimenze podprostoru R� rovna její algebrai
ké násobnosti.Dùkaz. Dùkaz provedeme induk
í pøes poèet k koøenový
h prostorù. Pøedpoklá-�� dejme, ¾e tvrzení v¾dy platí pro ménì ne¾ k prostorù a ¾e pro vektory u1 2R�1 ; : : : ; uk 2 R�k platí u1+ � � �+uk = 0. Pro vhodné j pak ('��k � idV )j(uk) = 0a zároveò jsou yi = (' � �k � idV )j(ui) nenulové vektory v R�i , i = 1; : : : ; k � 1,pokud ui jsou nenulové, viz. pøed
hozí vìta. Pøitom aley1 + � � �+ yk�1 = kXi=1('� �k � idV )j(ui) = 0a tedy podle indukèního pøedpokladu jsou v¹e
hny yi nulové. Pak ov¹em i uk = 0a lineární nezávislost je dokázána.Zbývá ukázat, ¾e dimenze ka¾dého koøenového prostoru R� je rovna algebrai
ké�� násobnosti koøenu � 
harakteristi
kého polynomu. Ne
h» tedy je � vlastní hodnota', oznaème �' zú¾ení 'jR� a  : V=R� ! V=R� ne
h» je zobrazení indukované 'na faktorovém prostoru. Pøedpokládejme, ¾e dimenze R� je men¹í ne¾ násobnostkoøenu � 
harakteristi
kého polynomu. Podle vìty 5.20 to znamená, ¾e � je ivlastní hodnotou zobrazení  . Ne
h» (v +R�) 2 V=R� je pøíslu¹ný vlastní vektor,tj.  (v + R�) = � � (v + R�) 
o¾ podle de�ni
e znaèí v =2 R� a '(v) = � � v + wpro vhodné w 2 R�. Máme tedy w = ('� � � idV )(v) a ('� � � idV )j(w) = 0 provhodné j. Celkem tedy (' � � � idV )j+1(v) = 0 
o¾ je ve sporu s volbou v =2 R�.Tím jsme dokázali, ¾e dimenze R� je rovna násobnosti koøene � 
harakteristi
kéhopolynomu '. �5.24. Dùsledek. Pro ka¾dé lineární zobrazení ' : V ! V , jeho¾ 
elé spektrum je� v K , je V = R�1 � � � ��R�n pøímým souètem koøenový
h podprostorù. Zvolíme-livhodnì báze tì
hto podprostorù, pak ' má v této bázi blokovì diagonální tvar s
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emi v blo
í
h a vlastními hodnotami �i na diago-nále.Nyní ji¾ máme skoro v¹e pøipraveno pro diskusi kanoni
ký
h tvarù mati
. Zbývá� jen vyjasnit vztah mezi 
ykli
kými a nilpotentními zobrazeními a poskládat dohro-mady ji¾ pøipravené výsledky.5.25. Vìta. Ne
h» ' : V ! V je nilpotentní lineární zobrazení. Pak existuje� rozklad V na pøímý souèet podprostorù V = V1 � � � � � Vk takový
h, ¾e zú¾ení 'na kterýkoliv z ni
h je 
ykli
ké.Dùkaz. Ovìøení je do
ela jednodu
hé a spoèívá v konstruk
i takové báze prostoru�� V , ¾e ak
e zobrazení ' na bázový
h vektore
h pøímo ukazuje rozklad na 
ykli
kázobrazení. Postup bude ale ponìkud zdlouhavý.Ne
h» k je stupeò nilpotentnosti zobrazení ' a oznaème Pi = Im('i), i =�� 0; : : : ; k, tzn. f0g = Pk � Pk�1 � � � � � P1 � P0 = V:Vyberme libovolnou bázi ek�11 ; : : : ; ek�1pk�1 prostoru Pk�1, kde pk�1 > 0 je dimenze�� Pk�1. Z de�ni
e plyne, ¾e Pk�1 � Ker', tj. v¾dy '(ek�1j ) = 0.Pøedpokládejme, ¾e Pk�1 6= V . Proto¾e Pk�1 = '(Pk�2), nutnì existují v Pk�2�� vektory ek�2j , j = 1; : : : ; pk�1, takové, ¾e '(ek�2j ) = ek�1j . Pøedpokládejmea1ek�11 + � � �+ apk�1ek�1pk�1 + b1ek�21 + � � �+ bpk�1ek�2pk�1 = 0:Aplika
í zobrazení ' na tuto lineární kombina
i získáme b1ek�11 + � � �+bpk�1ek�1pk�1 =0, proto jsou v¹e
hny bj = 0. Pak ale i aj = 0, proto¾e se jedná o kombina
i bázo-vý
h vektorù. Celkem jsme tedy ovìøili lineární nezávislost v¹e
h 2pk�1 zvolený
hvektorù. Doplòme je do báze(1) ek�11 ; : : : ; ek�1pk�1ek�21 ; : : : ; ek�2pk�1 ; ek�2pk�1+1; : : : ; ek�2pk�2prostoru Pk�2. Naví
 jsou obrazy pøidaný
h bázový
h prvkù v Pk�1, nutnì tedymusejí být lineárními kombina
emi bázový
h prvkù ek�11 ; : : : ; ek�1pk�1 . Mù¾eme protozamìnit zvolené vektory ek�2pk�1+1; : : : ; ek�2pk�2 vektory ek�2j � '(ek�2j ). Tím do
ílíme,¾e doplnìné vektory do báze Pk�2 patøí do jádra zobrazení '. Pøedpokládejme topøímo o zvolené bázi (1).Pøedpokládejme dále, ¾e ji¾ máme sestrojenu bázi podprostoru Pk�` takovou, ¾e�� ji mù¾eme poskládat do s
hématu
(2) ek�11 ; : : : ; ek�1pk�1ek�21 ; : : : ; ek�2pk�1 ; ek�2pk�1+1; : : : ; ek�2pk�2ek�31 ; : : : ; ek�3pk�1 ; ek�3pk�1+1; : : : ; ek�3pk�2 ; ek�3pk�2+1; : : : ; ek�3pk�3...ek�`1 ; : : : ; ek�`pk�1 ; ek�`pk�1+1; : : : ; ek�`pk�2 ; ek�`pk�2+1; : : : ; ek�`pk�3 ; : : : ek�`pk�`



40 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNICkde hodnota zobrazení ' na libovolném bázovém vektoru se na
hází nad ním, neboje nulová, pokud nad zvoleným vektorem báze ji¾ ni
 není. Pokud je Pk�` 6= V , opìtmusí existovat vektory ek�`�11 ; : : : ; ek�`�1pk�` , které se zobrazují na ek�`1 ; : : : ; ek�`pk�` amù¾eme je doplnit do báze Pk�l�1, øeknìme vektory ek�`�1pk�`+1; : : : ; ek�`�1pk�`�1 . Pøitompostupným odeèítáním hodnot itera
í zobrazení ' na tì
hto vektore
h dosáhnemeopìt toho, ¾e doplnìné vektory do báze Pk�`�1 budou le¾et v jádru ' a analogi
kyjako vý¹e ovìøíme, ¾e skuteènì dostaneme bázi Pk�`�1.Po k kro
í
h získáme bázi 
elého V , která má vlastnosti uvedené pro bázi (2)�� prostoru Pk�`. Jednotlivé sloup
e výsledného s
hématu pak generují hledané pod-prostory Vi a naví
 jsme pøímo na¹li báze tì
hto podprostorù ukazují
í, ¾e pøíslu¹názú¾ení ' jsou 
ykli
ká zobrazení. �5.26. De�ni
e. Mati
e Jk(�) 2 Matk(K ), � 2 K , tvaruJ = 0BBBB�� 1 0 : : : 00 � 1 : : : 00 0 � : : : 0... ... ... . . . ...0 0 0 : : : �
1CCCCAse nazývá Jordanùv blok øádu k pøíslu¹ný vlastní hodnotì �.O mati
i J øíkáme, ¾e je v Jordanovì kanoni
kém tvaru, je-li blokovì diagonálnís Jordanovými bloky na diagonále.5.27. Vìta (o Jordanovì kanoni
kém tvaru). Ne
h» zobrazení ' : V ! V má
elé spektrum v K . Pak existuje báze V , ve které má ' mati
i J v Jordanovì kano-ni
kém tvaru. Tato mati
e je naví
 urèena jednoznaènì, a¾ na poøadí Jordanový
hblokù na diagonále.Ekvivalentnì lze tuto vìtu zformulovat takto:5.28. Vìta (o Jordanovì kanoni
kém tvaru). Ne
h» A 2 Matn(K ) má nkoøenù 
harakteristi
kého polynomu (vèetnì násobností). Pak existuje invertibilnímati
e P taková, ¾e J = P�1AP je v Jordanovì kanoni
kém tvaru. Mati
e J jepøitom urèena jednoznaènì a¾ na poøadí Jordanový
h blokù na diagonále.5.29. Dùsledek. Ne
h» K je algebrai
ky uzavøené pole (tj. ka¾dý nekonstantnípolynom nad K má koøen). Pak dvì mati
e A;B 2 Matn(K ) jsou mati
emi tého¾zobrazení V ! V n-rozmìrného vektorového prostoru nad K právì, kdy¾ jsoupodobné se stejným Jordanovým kanoni
kým tvarem J .Dùkaz vìt 5.27 a 5.28. Ne
h» �1; : : : ; �k jsou v¹e
hny rùzné vlastní hodnoty�� zobrazení '. Z pøedpokladù vìty 5.27 plyne, ¾e V = R�1�� � ��R�k . Zobrazení 'i =('jR�i � �i � idR�i ) jsou nilpotentní a proto je podle vìty 5.25 ka¾dý z koøenový
hprostorù pøímým souètem R�i = P1;�i � � � � � Pji;�iprostorù na ni
h¾ je zú¾ení zobrazení '� �i � idV 
ykli
ké. Mati
e tì
hto zú¾ený
hzobrazení na Pr;s jsou Jordanovy bloky pøíslu¹né k nulové vlastní hodnotì, zú¾enézobrazení 'jPr;s má proto za mati
i Jordanùv blok s vlastní hodnotou �i.



5. GEOMETRIE ENDOMORFISMÙ A KANONICKÉ TVARY 41Z dùkazu první vìty zbývá dokázat tvrzení o jednoznaènosti. Proto¾e diagonální�� hodnoty �i jsou dány jako koøeny 
harakteristi
kého polynomu, je jeji
h jednoznaè-nost zøejmá. Vyjádøíme rozmìry jednotlivý
h Jordanový
h blokù prostøedni
tvímhodností rk(�i) zobrazení (' � �i � idV )k. Tím bude jasné, ¾e a¾ na poøadí jsoubloky jednoznaènì urèeny. Naopak, pøehození blokù odpovídá pøeèíslování vektorùbáze, lze je tedy získat v libovolném poøadí.Je-li  
ykli
ký operátor na n-rozmìrném prostoru, pak defekt iterovaného zob-�� razení  k je k pro 0 � k � n a je n pro v¹e
hna k � n. Odtud plyne, ¾e pokudmati
e J zobrazení ' obsahuje dk(�) Jordanový
h blokù øádu k s vlastní hodnotou�, pak defekt mati
e (J � � �E)` jed1(�) + 2d2(�) + : : : `d`(�) + `d`+1(�) + : : :Odtud spoèítámen� r`(�) = d1(�) + 2d2(�) + � � �+ `d`(�) + `d`+1(�) + : : :dk(�) = rk�1(�)� 2rk(�) + rk+1(�)(kde poslední øádek vznikne kombina
í pøed
hozího pro hodnoty ` = k�1; k; k+1).Vìta 5.28 plyne okam¾itì z pøed
hozí, jestli¾e místo mati
e A budeme uva¾ovat�� jí urèené zobrazení K n ! K n . Naopak, z platnosti této vìty o mati
í
h plyne ihnedpøed
hozí tvrzení o zobrazení
h, viz. 2.26. �5.30. Poznámka. Dùkaz vìty o existen
i Jordanova kanoni
kého tvaru byl si
e� konstruktivní, nedává nám ale opravdu ¹ikovný algoritmi
ký postup pro jeji
h hle-dání. V dodatku 12 bude podána algebrai
ká metoda podobná Gaussovì elimina
i,která pro danou mati
i najde její kanoni
ký tvar. Nyní shrneme ji¾ odvozený postupexpli
itního výpoètu báze, v ní¾ má dané zobrazení ' : V ! V mati
i v kanoni
kémJordanovì tvaru.(1) Najdeme koøeny 
harakteristi
kého polynomu.(2) Jestli¾e ji
h je ménì ne¾ n = dimV , vèetnì násobností, kanoni
ký tvarneexistuje.(3) Je-li n lineárnì nezávislý
h vlastní
h vektorù, získáme bázi V z vlastní
hvektorù a v ní má ' diagonální mati
i.(4) Ne
h» � je vlastní hodnota s geometri
kou násobností men¹í ne¾ algebra-i
kou a v1; : : : ; vk ne
h» jsou pøíslu¹né vlastní vektory. To by mìly býtvektory na horním okraji s
hématu z dùkazu vìty 5.25, je ov¹em nutnénajít vhodnou bázi aplika
emi itera
í ' � � � idV . Zároveò pøitom zjistímeve kterém øádku se vektory na
házejí a najdeme lineárnì nezávislá øe¹eníwi rovni
 ('�� id)(x) = vi z øádkù pod nimi. Postup opakujeme iterativnì(tj. pro wi atd.). Najdeme tak "øetízky" bázový
h vektorù zadávají
í
hpodprostory, kde '� � id je 
ykli
ké.Postup je prakti
ký pro mati
e, kde násobnosti vlastní
h hodnot jsou malé, neboaspoò diskutované stupnì nilpotentnosti jsou malé. Napø. pro mati
iA = 0� 2 0 10 2 10 0 21A



42 ÈÁST I. VEKTOROVÉ PROSTORY A SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNICdostaneme dvourozmìrný podprostor vlastní
h vektorù h(1; 0; 0); (0; 1; 0)i. Potøe-bujeme proto najít øe¹ení rovni
 (A� 2E)x = (a; b; 0)T pro vhodné konstanty a; b.Tento systém je ov¹em øe¹itelný pouze pro a = b a jedno z mo¾ný
h øe¹ení jev = (0; 0; 1), a = b = 1. Celá hledaná báze pak je (1; 1; 0), (0; 0; 1), (1; 0; 0). V¹im-nìme si, ¾e jsme mìli spoustu voleb a bazí s po¾adovanými vlastnostmi je tedymnoho. Problémy k pøemý¹lení� 1. Uka¾te, ¾e pøímý souèet V = V1 � V2 má následují
í vlastnosti:� a) Existují vlo¾ení i1 : V1 ! V , i2 : V2 ! V , v1 7! (v1; 0), v2 7! (0; v2) taková,� ¾e pro ka¾dá dvì lineární zobrazení f : V1 ! W , g : V2 ! W existuje právì jednolineární zobrazení h : V !W splòují
í hÆi1 = f , hÆi2 = g. (Kategoriální vlastnostsouètu).b) Existují projek
e j1 : V ! V1, j2 : V ! V2, (v1; v2) 7! v1, (v1; v2) 7! v2� taková, ¾e pro ka¾dá dvì lineární zobrazení f : W ! V1, g : W ! V2 existuje právìjedno lineární zobrazení h : W ! V splòují
í j1 Æ h = f , j2 Æ h = g. (Kategoriálnívlastnost souèinu).Namalujte si diagramy! Sformulujte a doka¾te podobná tvrzení pro obe
né ko-� neèné pøímé souèty.2. Uka¾te, ¾e pro ka¾dé lineární zobrazení ' : V ! W je na faktorovém prostoru�� V=(ker') indukováno injektivní zobrazení �' : V=(ker') ! W a tedy je V=(ker')isomorfní obrazu Im' �W .Dále mù¾eme symboli
ky psát�� 0 ker' i V ' W j W=(Im') 0kde i je vlo¾ení, j je projek
e u 7! [u℄. Pøitom ka¾dá dvì po sobì jdou
í zobrazenímají tu vlastnost, ¾e jádro druhého je rovno obrazu prvého. Jde o pøíklad tzv.exaktní posloupnosti.3. Uvìdomte si, ¾e úvahy v odstav
í
h 5.7{5.12 jsou platné i pro koneèná pole, napø.� Z2. Pøitom se mù¾e snadno stát, ¾e v¹e
hny prvky pole K jsou vlastní hodnoty.Napø. polynom �2 + � je nulový pro oba prvky v Z2. Najdìte pøíslu¹nou mati
i av¹e promyslete!4. Ne
h» T : V ! V je lineární zobrazení a platí� T (u1) = u2; T (u2) = u3; : : : ; T (uk) = 0pro nenulové vektory u1; : : : ; uk. Pak u1; : : : ; uk jsou lineárnì nezávislé. Doka¾te!5. Pro ka¾dý okruh R mù¾eme uva¾ovat polynomy R[�℄ v promìnné �. Zejména� mù¾eme hovoøit o hodnotì polynomu f(�) nad skaláry K v mati
i A 2 Matn(K ).(Vyu¾ije se vnoøení K ! Matn(K ), a 7! aE.) Uka¾te, pro ka¾dou invertibilnímati
i P je f(A) = f(P�1AP ), mù¾eme tedy také hovoøit o hodnotì polynomu vzobrazení ' : V ! V . Pøitom f(') : V ! V je opìt lineární.1414Ví
e o tom v dodatku 12�



43Èást II.Prostory se skalárnímsouèinem a analyti
ká geometrie6. A�nní prostoryNyní se budeme zabývat jednodu
hými aplika
emi pøed
hozí teorie v analyti
kégeometrii. Pøesnìji øeèeno, budeme diskutovat axiomati
ky zalo¾ený výklad rovinnéa prostorové geometrie, zatím bez pojmu velikosti. K tzv. metri
kým úlohám sevrátíme pozdìji.V 
elé kapitole budeme pro názornost pra
ovat pouze nad reálnými skaláry K =R. Výklad bude (jako obvykle) struèný, veli
e podrobnì je 
elá tématika zpra
ovánave skripte
h [P. Horák, J. Jany¹ka, Analyti
ká geometrie, MU 1997℄. Pro komplexnískaláry skoro v¹e funguje naprosto analogi
ky (a¾ na pojmy jako pomìr, orienta
e,atd.).6.1. De�ni
e. Standardním n-rozmìrným a�nním prostorem An se zamìøenímV = Rn rozumíme mno¾inu P = Rn spolu se zobrazením P � V ! P daným(A; v) = �(p1; : : : ; pn); (v1; : : : ; vn)� 7! A+ v = (p1 + v1; : : : ; pn + vn).V¹imnìme si, ¾e platí(1) A+ 0 = A pro v¹e
hny body A 2 P a nulový vektor 0 2 V(2) A+ (v + w) = (A+ v) + w pro v¹e
hny vektory v; w 2 V , A 2 P(3) pro ka¾dé dva body A;B 2 P existuje právì jeden vektor v 2 P takový, ¾eA+ v = B. Znaèíme jej ~AB nebo B � A.Bì¾nì budeme u¾ívat znaèení A 2 An místo A 2 P , tj. nerozli¹ujeme mezi a�nnímprostorem a jeho nosnou mno¾inou.Pøívlastek standardní jsme u¾ili, proto¾e ve formálním axiomati
kém pøístupuk analyti
ké geometrii lze pra
ovat s libovolným vektorovým prostorem V nadlibovolnými skaláry K a de�ni
e a�nního prostoru se zamìøením V pak obsahujeprávì pøed
hozí tøi vlastnosti jako axiomy.6.2. De�ni
e. A�nním prostorem A se zamìøením V rozumíme mno¾inu bodùP , spolu se zobrazením P � V ! P , (A; v) 7! A + v, splòují
í 6.1.(1){(3). Opìtnebudeme zpravidla rozli¹ovat A a P v oznaèení. Pro libovolný vektor v 2 V je takde�nována transla
e A ! A jako zú¾ené zobrazení P ' P � fvg ! P . Dimenzía�nního prostoru A rozumíme dimenzi jeho zamìøení.V pøípadì standardního a�nního prostoru An se zdá být mo¾ná zbyteèné rozli¹o-vat mno¾inu P od zamìøení V . Právì to ale je podstatné pro po
hopení geometriev Rn : Geometri
ké objekty jako napø. pøímky, body, roviny, apod., jsou nezávisléna námi zavádìné vektorové struktuøe na mno¾inì Rn , pro prá
i s nimi bývá v¹akte
hni
ky u¾iteèné tuto strukturu uva¾ovat. Naví
 obe
né postupy umo¾ní velmileh
e diskutovat "rovinnou geometrii" pro dvourozmìrné podprostory, tj. roviny,ve ví
erozmìrný
h prostore
h, "prostorovou" pro tøírozmìrné, atd., ani¾ by
hommuseli pøímo manipulovat k-ti
emi souøadni
.



44 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIENejjednodu¹¹ími pøíklady obe
ný
h a�nní
h prostorù jsou a�nní podprostory vAn ve smyslu následují
í de�ni
e 6.4.6.3. Z axiomù okam¾itì plyne pro libovolné body A;B;C v a�nním prostoru AA� A = 0 2 V(1) ~BA = � ~AB(2) ~AB + ~BC = ~AC:(3)Dále si v¹imnìme, ¾e volba jednoho pevného bodu A0 2 A nám urèuje bijek
imezi V a A. Pøi volbì pevné báze u ve V dostáváme tedy pro ka¾dý bod A 2 Ajednoznaèné vyjádøení A = A0 + x1u1 + � � �+ xnun:Hovoøíme o a�nní soustavì souøadni
 (A0;u1; : : : ; un) dané poèátkem a�nní sou-øadné soustavy A0 a bazí zamìøení u. Hovoøíme také o a�nním repéru (A0; u).Jsou tedy a�nní souøadni
e bodu A v soustavì (A0; u) souøadni
emi vektoruA�A0 v bázi u zamìøení V .6.4. De�ni
e. Neprázdná podmno¾ina Q � A a�nního prostoru A se zamìøenímV se nazývá a�nní podprostor v A, je-li podmno¾ina W = fB�A;A;B 2 Qg � Vvektorovým podprostorem a pro libovolné A 2 Q, v 2W je A+ v 2 Q.Pro libovolnou mno¾inu bodù M � A v a�nním prostoru se zamìøením V de�-nujeme vektorový podprostorZ(M) = hfB � A;B;A 2Mgi � V:Zejména je V = Z(A) a ka¾dý a�nní podprostor Q � A splòuje sám axiomya�nního prostoru se zamìøením Z(Q).Pøímo z de�ni
 je zøejmé, ¾e prùnik libovolné mno¾iny a�nní
h podprostorù jeopìt a�nní podprostor, pokud je neprázdný.A�nní podprostor hMi v A generovaný neprázdnou podmno¾inou M � A jeprùnikem v¹e
h a�nní
h podprostorù, které obsahují v¹e
hny body podmno¾inyM .Pøímo z de�ni
 plyne, ¾e pro kterýkoliv bod A0 2 M je hMi = fA0 + v; v 2Z(M) � Z(A)g, tj. vezmeme vektorový podprostor Z(M) v zamìøení generovanýv¹emi rozdíly bodù z M a ten pak pøièteme k libovolnému z ni
h. Hovoøíme také oa�nním obalu mno¾iny bodù M v A.Naopak, kdykoliv zvolíme podprostor U v zamìøení Z(A) a jeden pevný bodA 2 A, pak podmno¾ina A+U vzniklá v¹emi mo¾nými souèty bodu A s vektory vU je a�nní podprostor.6.5. Pøíklady.1. Jednorozmìrný (standardní) a�nní prostor je mno¾ina v¹e
h bodù reálné pøímkyA1. Její zamìøení je jednorozmìrný vektorový prostor R (a nosná mno¾ina takéR). A�nní souøadni
e dostaneme volbou poèátku a mìøítka (tj. báze ve vektorovém
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hny vlastní a�nní podprostory jsou 0-rozmìrné, jsou to právìv¹e
hny body reálné pøímky R.2. Dvourozmìrný (standardní) a�nní prostor je mno¾ina v¹e
h bodù prostoru A2se zamìøením R2 . (Nosnou mno¾inou je R2 .) A�nní souøadni
e dostaneme volboupoèátku a dvou nezávislý
h vektorù (smìrù a mìøítek). Vlastní a�nní podprostoryjsou pak v¹e
hny body a pøímky v rovinì (0-rozmìrné a 1-rozmìrné). Pøímkypøitom jednoznaènì zadáme jeji
h jedním bodem a zamìøením (tzv. parametri
kýpopis pøímky).3. Trojrozmìrný (standardní) a�nní prostor je mno¾ina v¹e
h bodù prostoru A3se zamìøením R3 . A�nní souøadni
e dostaneme volbou poèátku a tøí nezávislý
hvektorù (smìrù a mìøítek). Vlastní a�nní podprostory jsou pak v¹e
hny body,pøímky a roviny (0-rozmìrné, 1-rozmìrné a 2-rozmìrné).6.6. Transforma
e souøadni
. Dvì libovolnì zvolené a�nní soustavy souøadni
(A0; u), (B0; v) se obe
nì li¹í posunutím poèátku o vektor (B0 � A0) a jinou bazízamìøení. Transformaèní rovni
e tedy vyèteme ze vztahu pro obe
ný bod X 2 AX = B0 + x01v1 + � � �+ x0nvn = B0 + (A0 �B0) + x1u1 + � � �+ xnun:Oznaème y = (y1; : : : ; yn)T sloupe
 souøadni
 vektoru (A0 � B0) v bázi v a M =(aij) buï mati
e vyjadøují
í bázi u prostøedni
tvím báze v. Potomx01 = y1 + a11x1 + � � �+ a1nxn...x0n = yn + an1x1 + � � �+ annxntj. mati
ovì x0 = y +Mx.6.7. Vìta. Ne
h» (A0;u) je a�nní souøadný systém v n-rozmìrném a�nním pro-storu A. A�nní podprostory dimenze k v A, vyjádøené v daný
h souøadni
í
h,jsou právì mno¾iny øe¹ení øe¹itelný
h systémù n� k lineárnì nezávislý
h lineární
hrovni
 v n promìnný
h.Dùkaz. Uva¾me øe¹itelný systém n � k lineárnì nezávislý
h rovni
 �i(x) = bi,bi 2 R, i = 1; : : : ; n� k. Ne
h» A = (a1; : : : ; an)T 2 Rn je libovolné pevnì zvolenéøe¹ení tohoto (nehomogenního) systému rovni
 a dále ne
h» U � Rn je vektorovýpodprostor v¹e
h øe¹ení zhomogenizovaného systému �i(x) = 0. Pak dimenze U je ka podmno¾ina v¹e
h øe¹ení daného systému je tvaru fB;B = A+(y1; : : : ; yn)T ; y =(y1; : : : ; yn)T 2 Ug � Rn , viz. 4.7 a 4.10. Pøíslu¹ný a�nní podprostor je tím popsánve vý
hozí
h souøadni
í
h (A0;u).Naopak, uva¾me nìjaký a�nní podprostor Q � An a zvolme nìjaký jeho bod Aza poèátek a�nního souøadného systému (A; u). Proto¾e Q = A + Z(Q) a ka¾dývektorový podprostor dimenze k v n-rozmìrném Rn je dán jako øe¹ení homogenníhosystému n�k nezávislý
h rovni
 (viz. 4.9), je popis zvoleného a�nního podprostoruve vybraném souøadném systému (A0;u) dán systémem lineární
h rovni
, který z ji¾získaného homogenního systému dostaneme pøíslu¹nou transforma
í souøadni
. �



46 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE6.8. A�nní kombina
e bodù. Ne
h» A0; : : : ; Ak jsou body v a�nním prostoruA. Jeji
h a�nní obal hfA0; : : : ; Akgi mù¾eme zapsat jako fA0+ t1(A1�A0)+ � � �+tk(Ak�A0); t1; : : : ; tk 2 Rg a v libovolný
h a�nní
h souøadni
í
h (tj. Ai je vyjádøensloup
em skalárù) mù¾eme tuté¾ mno¾inu zapsat jakohA0; : : : ; Aki = ft0A0 + t1A1 + � � �+ tkAk; ti 2 R;Pki=0 ti = 1g:Obe
nì výrazy t0A0 + t1A1 + � � � + tkAk s koe�
ienty splòují
í
mi Pki=0 ti = 1rozumíme body A0 +Pki=1 ti(Ai � A0) a nazýváme je a�nní kombina
e bodù.A�nní podprostor generovaný body A0; : : : ; Ak je tedy roven mno¾inì v¹e
ha�nní
h kombina
í svý
h generátorù.Body A0; : : : ; Ak jsou v obe
né poloze, jestli¾e generují k-rozmìný podprostor. Zde�ni
 je vidìt, ¾e to nastane právì, kdy¾ pro kterýkoliv z ni
h jsou vektory urèenérozdíly ostatní
h od nìj lineárnì nezávislé.V¹imnìme si také, ¾e zadání posloupnosti dimA bodù v obe
né poloze je ekvi-valentní zadání a�nního repéru.6.9. De�ni
e. Ne
h» Q = A+ Z(Q) je a�nní podprostor v An a (u1; : : : ; uk) jebáze Z(Q) � Rn . Pak vyjádøení podprostoruQ = fA+ t1u1 + � � �+ tkuk; t1; : : : ; tk 2 Rgnazýváme parametri
ký popis podprostoru Q. Jeho zadání systémem rovni
 jeimpli
itní popis podprostoru Q.Zadání podprostoru jako mno¾iny a�nní
h kombina
í bodù v obe
né poloze jeekvivalentní parametri
kému popisu.6.10. Pøíklady standardní
h úloh.(1) K podprostoru zadanému impli
itnì nalézt parametri
ký popis a naopak:Nalezením partikulárního øe¹ení nehomogenního systému a fundamentálního øe¹enízhomogenizovaného systému rovni
 získáme (v souøadni
í
h, ve který
h byly rovni
ezadány) právì hledaný parametri
ký popis. Naopak, zapí¹eme-li parametri
ký popisv souøadni
í
h, mù¾eme volné parametry t1; : : : ; tk vyeliminovat a získáme právìrovni
e zadávají
í daný podprostor impli
itnì.(2) Nalézt podprostor (a zadat jej impli
itnì èi parametri
ky) generovaný nìkolikapodprostory Q1; : : : ;Qs (obe
nì rùzný
h dimenzí, napø. v R3 nalézt rovinu danoubodem a pøímkou, tøemi body apod.):Výsledný podprostor Q je v¾dy urèen jedním pevnì zvoleným bodem Ai v ka¾démz ni
h a souètem v¹e
h zamìøení. Napø.Q = A1 + (Z(fA1; : : : ; Akg) + Z(Q1) + � � �+ Z(Qs)):Pokud jsou podprostory zadány impli
itnì, je zapotøebí je nejdøíve pøevést na pa-rametri
ký tvar nebo pou¾ít dal¹í data, viz. napø. 6.15, 6.18.(3) Nalézt prùnik podprostorù Q1; : : : ;Qs:Pokud jsou zadány v impli
itním tvaru, staèí sjednotit v¹e
hny rovni
e do jednohosystému (a vyne
hat lineárnì závislé). Pokud je vzniklý systém neøe¹itelný, je prù-nik prázdný, jinak získáme impli
itní popis a�nního podprostoru, který je hledanýmprùnikem.



6. AFINNÍ PROSTORY 47Pokud máme dány parametri
ké tvary, mù¾eme také hledat pøímo spoleèné bodyjako øe¹ení vhodný
h rovni
, podobnì jako pøi hledání prùnikù vektorový
h pod-prostorù. Získáme tak pøímo opìt parametri
ký popis. Pokud je podprostorù ví
ene¾ dva, musíme prùnik hledat postupnì.Máme-li jeden prostor zadaný parametri
ky a ostatní impli
itnì, staèí dosaditparametrizované souøadni
e a øe¹it výsledný systém rovni
.(4) Nalezení pøíèky mimobì¾ek p, q v A3 pro
házejí
í daným bodem nebo mají
ípøedem daný smìr (tj. zamìøení):Pøíèkou rozumíme pøímku, která má neprázdný prùnik s obìmi mimobì¾kami. Vý-sledná pøíèka r tedy bude jednorozmìrným a�nním podprostorem. Pokud máme za-dán jeho bod A 2 r, pak a�nní podprostor generovaný p a A je buï pøímka (A 2 p)nebo rovina (A =2 p). V prvém pøípadì máme nekoneènì mnoho øe¹ení, jedno proka¾dý bod z q, v druhém staèí najít prùnik B roviny hp [ Ai s q a r = hfA;Bgi.Pokud je prùnik prázdný, úloha nemá øe¹ení, v pøípadì ¾e q � hp [Ai, máme opìtnekoneènì mnoho øe¹ení, a pokud je prùnik jednoprvkový, dostáváme právì jednoøe¹ení.Máme-li dán smìr u 2 Rn , tj. zamìøení r, pak uva¾ujeme opìt podprostor Qgenerovaný p a zamìøením Z(p) + hui � Rn . Opìt, pokud q � Q, máme neko-neènì mnoho øe¹ení, jinak uvá¾íme prùnik Q s q a úlohu dokonèíme stejnì jako vpøed
hozím pøípadì.Øe¹ení mnoha dal¹í
h standardní
h geometri
ký
h úloh spoèívá v pou¾ívání vý¹euvedený
h krokù.6.11. Orienta
e. V bì¾ný
h úlohá
h elementární analyti
ké geometrie èasto ho-voøíme o orientovaný
h pøímká
h, úseèká
h, trojúhelní
í
h, atd. V na¹em pøístupuzavedeme pojem orienta
e obe
nì pro v¹e
hny a�nní prostory.Ve skuteènosti se jedná o pojem spjatý s vektorovými prostory. Øekneme, ¾edvì báze u, v vektorového prostoru V zadávají stejnou orienta
i, jestli¾e zobrazení' : V ! V zadané vztahy '(ui) = vi má kladný determinant. Pøesnìji, orienta
evektorového prostoru V je tøída ekvivalen
e v¹e
h bazí V , které zadávají stejnouorienta
i v pøed
hozím smyslu (doka¾te si, ¾e se skuteènì jedná o rela
i ekvivalen
e{ napø. tranzitivnost plyne z Cau
hyovy vìty o determinantu souèinu mati
).Je-li dána orienta
e V (tj. tøída bazí s mati
emi pøe
hodu s kladným determi-nantem), pak øekneme, ¾e báze u0 je kompatibilní s danou orienta
í V , jestli¾e u0patøí do de�nují
í tøídy. Pøímo z de�ni
e je jasné (vzpomeòte Cau
hyovu vìtu), ¾epro ka¾dý vektorový prostor kladné koneèné dimenze existují právì dvì orienta
e.Orienta
í a�nního prostoru A rozumíme orienta
i jeho zamìøení Z(A).6.12. Pøíklady. Zadání orienta
e v A1 znamená výbìr nenulového vektoru vjeho zamìøení R, a¾ na mìøítko. Orienta
e a�nní pøímky je tedy toté¾ jako volbajednoho ze dvou její
h pøirozený
h uspoøádání. Na orientované pøím
e tedy zejménamù¾eme hovoøit o tom, jestli je bod A pøed nebo za bodem B.V rovinì A2 zvolme bázi jejího zamìøení R2 tak, aby oba vektory báze mìlyjednotkovou velikost. (Zmìna velikostí bázový
h vektorù vede na diagonální mati
ipøe
hodu s kladnými hodnotami na diagonále.) Oznaème si je u1 = (
os'; sin'),u2 = (
os ; sin ). Mati
e pøe
hodu od standardní báze má tedy tyto vektory vesloup
í
h. Její determinant je roven
os' sin � 
os sin' = sin( � '):



48 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEOkam¾itì je tedy vidìt, ¾e na¹e báze je kompatibilní s orienta
í danou standardníbazí právì, kdy¾ je za
hováno poøadí její
h vektorù ve smyslu rota
e proti hodino-vým ruèkám. Tak bývá de�nována orienta
e roviny v elementárním pøístupu.6.13. Vzájemná poloha podprostorù. Dva podprostory Q, R v a�nním pro-storu A jsou rovnobì¾né, je-li Z(Q) � Z(R) nebo Z(R) � Z(Q); znaèíme Q k R.Øekneme, ¾e jsou mimobì¾né, jestli¾e nejsou rovnobì¾né (tj. Q 6 k R) a jeji
h prùnikje prázdný (tj. R \ Q = ;). Zbývají
í mo¾nost (tj. R \ Q 6= ; a R 6 k Q) urèujepodprostory rùznobì¾né.O vzájemné poloze podprostorù lze dokázat øadu obe
ný
h tvrzení, uveïme ales-poò následují
í6.14. Lemma. Ne
h» Q je nadrovina v a�nním prostoru A, R � A libovolnýpodprostor. Pak buï Q k R nebo jsou tyto podprostory rùznobì¾né. Zejménaka¾dé dva mimobì¾né podprostory mají dimenze nejvý¹e n� 2, kde n = dimA.Dùkaz. Ne
h» je nadrovinaQ dána rovni
í �(x) = 0 v jistý
h a�nní
h souøadni
í
hna A. Tj. v¹e
hny body Q jsou dány rovni
í�(x) = a0 + a1x1 + � � �+ anxn = 0:Pokud R není rovnobì¾ný podprostor, pak Z(R) obsahuje vektor u =2 Z(Q). Prolibovolný bod A 2 R nyní zkoumejme prùnik pøímky p s parametri
kým popisemA+tu s nadrovinou Q. V souøadni
í
h to znamená dosadit prametri
ký popis bodùpøímky p do rovni
e �(x) = 0. Pøitom vznikne lineární rovni
e pro parametr t tvaru
0 + 
1t = 0 s 
1 6= 0 (proto¾e 
1 bude nulové právì, kdy¾ u 2 Z(Q)). Prùnikem pa Q tedy bude v¾dy právì jeden bod. �V¹imnìme si, ¾e z pøed
hozího dùkazu je vidìt, ¾e pokud Q 6 k R, pak je dim(Q\R) = dimR� 1.6.15. Svazky nadrovin. Èasto je u¾iteèné umìt jednodu¹e manipulovat s mno-¾inami objektù ve spe
iální
h vzájemný
h polohá
h, napø. mno¾inou v¹e
h pøímekv A2 pro
házejí
í
h daným bodem.Ne
h» R � A, dimA = n, dimR = n � 2. Svazek nadrovin s osou R (takésvazek nadrovin 1. druhu) je mno¾ina v¹e
h nadrovin obsahují
í
h R. Mno¾inuv¹e
h nadrovin ze zadaným spoleèným zamìøením (tj. v¹e
h rovnobì¾ný
h nadrovink jedné dané) nazýváme svazek nadrovin 2. druhu.VA2 pak hovoøíme o svazku pøímek (1. nebo 2. druhu) Jeho osou, pokud existuje,je jediný bod R = fSg.V A3 pak máme svazky rovin a jeji
h osy jsou pøímky.Proto¾e dvì nadroviny v An jsou v¾dy buï rovnobì¾né nebo mají (n � 2)-rozmìrný prùnik, ka¾dé dvì rùzné nadroviny Q, R urèují svazek nadrovin.6.16. Lemma. Ne
h» �(x) = 0 a �(x) = 0 jsou rovni
e dvou rùzný
h nadrovinv A (v libovolnì zvolený
h souøadni
í
h). Pak jimi urèený svazek nadrovin másouøadné vyjádøení(1) �1�(x) + �2�(x) = 0



6. AFINNÍ PROSTORY 49pro libovolné dvoji
e reálný
h èísel (�1; �2), pro které je (1) po dosazení stále li-neární rovni
í v promìnný
h x1; : : : ; xn.Dùkaz. Ne
h» Q je nadrovina zadaná rovni
í (1) pro jistou volbu �1, �2 (v¹im-nìme si, ¾e parametry jsou dány jednoznaènì a¾ na spoleèný násobek). Pokud jsouurèují
í nadroviny Q1 a Q2 rovnobì¾né, jsou homogenní lineární èásti jeji
h rovni
lineárnì závislé a stejnì tomu bude i pro Q. Má tedy Q opìt stejné zamìøení jakoQ1, Q2. Pokud jsou Q1, Q2 rùznobì¾né, pak body jeji
h prùniku vyhovují i rovni
i(1) a proto Q patøí do jimi de�novaného svazku.Naopak, ne
h» Q patøí do svazku zadaného Q1, Q2. Jde-li o svazek 1. druhu,pak to znamená, ¾e její rovni
e 
(x) = 0 musí být lineárnì závislá na rovni
í
h�(x) = 0, �(x) = 0, tj. má tvar (1) pro vhodné �1, �2. Jde-li o svazek druhéhodruhu, pak rovni
e v¹e
h v nìm obsa¾ený
h nadrovin je tvaru(2) �(x) + 
 = a0 + a1x1 + � � �+ anxn + 
 = 0(tak vypadají v¹e
hny rovni
e se stejnou homogenní lineární èástí, jako má �).Ka¾dou takovou rovni
i ov¹em mù¾eme zapsat ve tvaru (1). �Zpùsob parametriza
e svazku nadrovin 2. druhu uvedený v (2) je vìt¹inou vý-hodnìj¹í pro prakti
ké úèely.6.17. Dùsledek. Tøi rùzné nadroviny zadané rovni
emi �(x) = 0, �(x) = 0,
(x) = 0 patøí do tého¾ svazku právì, kdy¾ jeji
h koe�
ienty, zapsané po øadì doøádkù mati
e M splòují h(M) = 2. Zejména v A2 patøí tøi rùzné pøímky do tého¾svazku právì, kdy¾ ������ a0 a1 a2b0 b1 b2
0 
1 
2 ������ = 0Dùkaz. Plyne z pøed
hozí vìty a základní
h vlastností systémù lineární
h rov-ni
. �6.18. Trsy rovin. Pojem svazku mù¾eme snadno zobe
òovat volbou osy jinédimenze, pøípadnì jinými dimenzemi podprostorù. Uvedeme si alespoò pøípad na-drovin v A3 sdílejí
í
h daný bod, resp. daný smìr. Trs rovin v A3 se støedemS 2 A3 je mno¾ina v¹e
h rovin pro
házejí
í
h bodem S (trsy 1. druhu). Trsy rovin2. druhu jsou mno¾iny rovin rovnobì¾ný
h s danou pøímkou.6.19. Lemma. Libovolné tøi roviny, které nepatøí do jednoho svazku rovin, zadá-vají trs. Jsou-li �(x) �(x), 
(x) jeji
h rovni
e, pak obe
ná rovni
e roviny z tohototrsu je(1) �1�(x) + �2�(x) + �3
(x) = 0pro libovolné parametry �1, �2, �3, pro nì¾ je (1) systémem lineární
h rovni
Dùkaz. Tvrzení se doká¾e analogi
ky jako podobné lemma pro svazky nadrovin,viz. 6.16. �Jako dùsledek opìt dostáváme, ¾e ètyøi roviny, z ni
h¾ ¾ádné tøi nepatøí dostejného svazku, patøí stejnému trsu právì, kdy¾ determinant ètyørozmìrné mati
esestavené z koe�
ientù jeji
h rovni
 je nulový.



50 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE6.20. Poznámka. Svazky rovin se objevují napø. v impli
itním popisu pøímekv A3. Pøímka je zadána dvìmi rovni
emi, tj. jako prùnik dvou rovin urèují
í
hsvazek. Z takového popisu okam¾itì dostáváme obe
nou rovni
i svazku v¹e
h rovinpro
házejí
í
h danou pøímkou a tu mù¾eme výhodnì pou¾ít tøeba pøi hledání pøíèkymimobì¾ek p, q pro
házejí
í daným bodem A. (Pøíèku najdeme opìt jako osusvazku zadaného rovinami hp;Ai, a hq; Ai.)6.21. I kdy¾ nemáme de�nován pojem velikosti, mù¾eme hovoøit o pomìre
h veli-kostí. Základem pro takové úvahy mù¾e být následují
í de�ni
e.Pro libovolné tøi rùzné body C, A, B na a�nní pøím
e p � A de�nujeme dìli
ípomìr (C;A;B) bodu C vzhledem k (A;B) jako reálné èíslo � splòují
í C � A =�(C � B).Zejména je tedy dìli
í pomìr � leh
e spoèítatelný v libovolný
h souøadni
í
h jakopomìr � = (
i � ai)=(
i � bi) pro vhodné i. (Musíme vybrat index s nenulovýmrozdílem 
i � bi.) Zjevnì také dìli
í pomìr zadává pro pevnì zvolené body (A;B)bijek
i R nf0; 1g ! pnfA;Bg. (Je vidìt pøímo pro jednorozmìrný A, vhodná volbasouøadni
 ale obe
ný pøípad redukuje na tento.)6.22. Poznámky. Dìli
í pomìr samozøejmì závisí na volbì poøadí C, A, B. Je-li(C;A;B) = �, pak se snadno ovìøí vztahy (C;B;A) = 1=�, (B;A;C) = 1 � �,(A;C;B) = �=(�� 1), atd.Pøímo z de�ni
e je také vidìt, ¾e bod C je mezi body A a B právì, kdy¾(C;A;B) < 0. V¹e
hny takové body tvoøí spolu s fA;Bg úseèku [A;B℄. BodC je na opaèné stranì od A ne¾ B právì, kdy¾ 0 < (C;A;B) < 1 a je na stejnéstranì od A jako B právì kdy¾ (C;A;B) > 1. Spe
iálním pøípadem je hodnota(C;A;B) = �1. Takový bod nazýváme støed dvoji
e (A;B).Bod C s dìli
ím pomìrem � vzhledem k (A;B) je v¾dy a�nní kombina
íC = 11� �A� �1� �Bzejména je støed v¾dy S = 12A+ 12B.Pìknou ukázkou pou¾ití na¹eho formalismu je odvození bì¾ného tvrzení, ¾e v¹e-
hny pøímky protínají
í tøi rovnobì¾né roviny v A3 je protínají se stejnými dìlí
ímipomìry prùseèíkù. Mù¾eme obe
nì zvolit tøi rùzné rovnobì¾né nadroviny Q1, Q2,Q3 v An a dvì libovolné, s nimi rùznobì¾né, pøímky p, q. Zvolme si a�nní re-pér (A; u) takový, ¾e vektory u1; : : : ; un�1 generují zamìøení na¹i
h nadrovin. Pakjeji
h rovni
e jsou xn = ai, i = 1; 2; 3, pro tøi rùzné hodnoty ai 2 R. Dosazenímparametri
ký
h popisù pøímek p, q do tì
hto rovni
 zjistíme, ¾e poslední souøadni
eprùseèíkù p\Qi, q\Qi jsou shodnì rovny ai. Zejména jsou jeji
h rozdíly nenulovéa urèují ten stejný dìli
í pomìr.V souøadni
í
h se také snadno vidí, ¾e pro libovolné ètyøi body A;B;C;D 2 Aplatí B � A = C �D (tj. jsou to vr
holy rovnobì¾níku v jisté rovinì) právì, kdy¾12 (A+ C) = 12(B +D) (tj. jeji
h úhlopøíèky se pùlí).6.23. Poloprostory. Uva¾me nadrovinu Q v n-rozmìrném a�nním prostoru A.Otevøeným poloprostorem P1 vy»atým nadrovinou Q a obsahují
ím bod A 2 AnQrozumíme mno¾inu v¹e
h bodù B 2 A takový
h, ¾e úseèka [A;B℄ neprotíná Q.



6. AFINNÍ PROSTORY 51Zvolme a�nní repér (A0; u) tak, aby A0 2 Q a u1; : : : ; un�1 byla báze Z(Q). Prolibovolné dva body A;B 2 A n Q pak mají jeji
h poslední souøadni
e stejné zna-ménko právì, kdy¾ úseèka [A;B℄ neprotíná Q. Odtud vyplývá, ¾e ka¾dá nadrovinade�nuje právì dva poloprostory. Øíkáme ¾e oddìluje jeji
h body.Poloprostory na pøím
e jsou polopøímky (oddìlované bodem), v rovinì jsou topoloroviny (oddìlované pøímkou).Pohodlnì se poloprostory vyjádøí prostøedni
tvím parametri
ký
h i impli
itní
hpopisù. Je-li Q dána rovni
í �(x) = 0 a poloprostor P je urèen bodem A, pak jeP mno¾inou v¹e
h bodù, jeji
h¾ souøadni
e dají po dosazení do levé strany rovni
e�(x) = 0 hodnotu se stejným znaménkem jako A. Je-li Q zadáno body A1; : : : ; Anv obe
né poloze, pak také body A;A1; : : : ; An jsou v obe
né poloze a (otevøený)poloprostor P obsahují
í A je mno¾ina a�nní
h kombina
íft0A+ t1A1 + � � �+ tnAn; Pni=0 ti = 1; t0 > 0gObe
nì nemáme dánu ¾ádnou význaènou volbu jednoho z poloprostorù vy»atý
hnadrovinou. Je-li ov¹em zadána orienta
e na 
elém a�nním prostoru A i na zvolenénadrovinì Q, pak máme urèený také pravý poloprostor a levý poloprostor vy»atýP. Pravý je zadán napø. volbou bodù A;A1; : : : ; An jako vý¹e a pøitom tak, abypøíslu¹ný repér byl kompatibilní s orienta
í. (Ovìøte si, ¾e je to korektní de�ni
e.)6.24. Poznámka. Ne
h» p1 a p1 jsou rùznobì¾né pøímky v a�nní rovinì. OznaèmeV jeji
h prùseèík a zvolme bod A =2 p [ q. Prùnik polorovin P1 a P2 obsahují
í
hA a vy»atý
h po øadì p1 a p2 nazýváme úhel15 s vr
holem V a rameny P2 \ p1,P1 \ p2. Pøímo z de�ni
e je zøejmé, ¾e pro libovolné body A1, A2 patøí
í po øadìramenùm úhlu má 
elý úhel jednodu
hé parametri
ké vyjádøeníft0V + t1A1 + t2A2; t0 + t1 + t2 = 1; t1 � 0; t2 � 0g:6.25. Konvexní mno¾iny. Podmno¾ina M � A se nazývá konvexní mno¾ina,jestli¾e pro její libovolné dva body A;B 2M je 
elá úseèka [A;B℄ obsa¾ena v M .Zjevnì jsou následují
í podmno¾iny konvexní: prázdná podmno¾ina, a�nní pod-prostory, úseèky, polopøímky, poloprostory, úhly v dvojrozmìrný
h podprostore
h,atd.Pøímo z de�ni
e také plyne, ¾e prùnik libovolného systému konvexní
h mno¾inje opìt konvexní. Prùnik v¹e
h konvexní
h mno¾in obsahují
í
h danou mno¾inu Mnazýváme konvexní obal K(M) mno¾iny M .6.26. Vìta. Konvexní obal libovolné podmno¾iny M � A jeK(M) = ft1A1 + � � �+ tsAs; Psi=1 ti = 1; ti � 0gDùkaz. Oznaème S mno¾inu v¹e
h a�nní
h kombina
í na pravé stranì dokazovanérovnosti. Nejprve ovìøíme, ¾e je S konvexní. Zvolme tedy dvì sady parametrù ti,i = 1; ::; s1, t0j , j = 1; : : : ; s2 s po¾adovanými vlastnosti. Bez újmy na obe
nosti15Stejnì se vìt¹inou oznaèuje úhel i jeho velikost. Zde máme na mysli skuteènì mno¾inu bodùroviny.



52 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEmù¾eme zjevnì pøedpokládat, ¾e s1 = s2 a ¾e v obou kombina
í
h vystupují stejnébody zM (jinak prostì pøidáme sèítan
e s nulovými koe�
ienty). Uva¾me libovolnýbod úseèky zadané takto získanými body:"(t1A1 + � � �+ tsAs) + (1� ")(t01A1 + � � �+ t0sAs); 0 � " � 1:Zøejmì jsou opìt v¹e
hny v S.Zbývá ukázat, ¾e konvexní obal bodù A1; : : : ; As nemù¾e být men¹í ne¾ S. Sa-motné body Ai odpovídají volbì parametrù tj = 0 pro v¹e
hny j 6= i a ti = 1.Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro v¹e
hny mno¾iny s nejvý¹e s � 1 body. Toznamená, ¾e konvexní obal bodù A1; : : : ; As�1 je (podle pøedpokladu) tvoøen právìtìmi kombina
emi z pravé strany dokazované rovnosti, kde ts = 0. Uva¾me nynílibovolný bod A = t1A1 + � � �+ tsAs 2 S, ts 6= 1, a a�nní kombina
e"(t1A1 + � � �+ ts�1As�1) + (1� "(1� ts))As; 0 � " � 11�ts :Jde o úseèku s krajními body urèenými parametry " = 0 (bod As) a " = 1=(1� ts)(bod v konvexním obalu bodù A1; : : : ; As�1). Bod A je vnitøím bodem této úseèkys parametrem " = 1. �6.27. Pøíklady.Zjevné pøíklady konvexní
h mno¾in jsou napøíklad poloprostory.Konvexní obaly koneèný
h mno¾in bodù se nazývají konvexní mnohostìny. Jsou-li de�nují
í body A0; : : : ; Ak konvexního mnohostìnu v obe
né poloze, hovoøíme ok-rozmìrném simplexu. V pøípadì simplexu je vyjádøení jeho bodù ve tvaru a�nníkombina
e de�nují
í
h vr
holù jednoznaèné.Ne
h» u1; : : : ; uk, jsou libovolné vektory v zamìøení Rn , A 2 An je libovolnýbod. Rovnobì¾nostìn Pk(A;u1; : : : ; uk) � An je mno¾inaPk(A;u1; : : : ; uk) = fA+ 
1u1 + � � �+ 
kuk; 0 � 
i � 1; i = 1; : : : ; kg:Jsou-li vektory u1; : : : ; uk nezávislé, hovoøíme o k-rozmìrném rovnobì¾nostìnuPk(A;u1; : : : ; uk) � An. Z de�ni
e je zøejmé, ¾e rovnobì¾nostìny jsou konvexní.Ve skuteènosti jde o konvexní obaly jeji
h vr
holù.6.28. A�nní zobrazení. Zobrazení f : A ! B mezi a�nními prostory nazývámea�nní zobrazení, jestli¾e existuje lineání zobrazení ' : Z(A)! Z(B) takové, ¾e prov¹e
hny A 2 A, v 2 Z(A) platíf(A+ v) = f(A) + '(v):Zobrazení f a ' jsou jednoznaènì zadána touto vlastnostní a libovolnì zvolenýmiobrazy (dimA+ 1) bodù v obe
né poloze.Pro libovolnou a�nní kombina
i bodù t0A0 + � � �+ tsAs 2 A pak dostanemef(t0A0 + � � �+ tsAs) = f(A0) + t1'(A1 �A0) + � � �+ ts'(As � A0)= t0f(A0) + t1f(A1) + � � �+ tsf(As):Naopak, pokud pro nìjaké zobrazení platí, ¾e za
hovává a�nní kombina
e, mù¾emeèíst pøed
hozí výpoèet v opaèném poøadí a zjistíme, se jedná o a�nní zobrazení.



7. EUKLIDOVSKÉ A UNITÁRNÍ VEKTOROVÉ PROSTORY 53Mù¾eme proto ekvivalentnì de�novat a�nní zobrazení jako ta, která za
hovávajía�nní kombina
e bodù.Volbou a�nní
h souøadni
 (A0; u) na A a (B0; v) na B dostáváme souøadné vy-jádøení a�nního zobrazení f : A ! B. Pøímo z de�ni
e je zøejmé, ¾e staèí vyjádøitobraz poèátku souøadni
 v A v souøadni
í
h na B, tj. vyjádøit vektor f(A0)�B0 vbázi v a v¹e ostaní je pak urèeno násobením mati
í zobrazení ' ve zvolený
h bazí
ha pøiètením výsledku. Poznámky k pøemý¹leníBudou uvedeny spoleène s úlohami na metri
ké vlastnosti za kapitolou 97. Euklidovské a unitární vektorové prostoryV 
elé této kapitole bude V buï reálný nebo komplexní vektorový prostor, tj.pole skalárù je K = R nebo K = C . Hned v motivaèní úvodní kapitole jsme zobe
niliopera
i sèítání a opera
e násobení vybraným skalárem z èísel na vektory. Násobenískalárù vìt¹inou 
hápeme jako opera
i pøiøazují
í dvoji
i skalárù tøetí skalár. Takto
hápanou ji teï zobe
níme na vektory: ka¾dé dvoji
i vektorù pøiøadíme skalár.7.1. De�ni
e. Vektorový prostor V nad K nazveme unitární prostor, jestli¾e jede�nováno zobrazení V � V ! K , (u; v) 7! u � v, splòují
í pro v¹e
hny vektoryu; v; w 2 V a skaláry a 2 K(1) u � v = v � u ( zde pruh znaèí komplexní konjuga
i je-li K = C , identi
kézobrazení pro reálné skaláry)(2) (au) � v = a(u � v)(3) (u+ v) � w = u � w + v � w(4) je-li u 6= 0, pak u � u > 0 (zejména je výraz reálný)Takové zobrazení nazýváme skalární souèin na V . Pro reálné unitární prostory sepou¾ívá název euklidovské prostory, termín unitární prostor bývá v literatuøe èastovyhra¾en pouze pro komplexní prostory.Pøímo z de�ni
e plynou následují
í jednodu
hé vlastnosti skalární
h souèinù:7.2. Lemma. Pro v¹e
hny vektory ve V a skaláry v K platí(1) u � u 2 R(2) u � (av) = �a(u � v)(3) u � (v + w) = u � v + u � w(4) u � 0 = 0 � u = 0(5) (Pi aiui) � (Pj bjvj) =Pi;j ai�bj(ui � vj)(6) u � u = 0 právì tehdy, kdy¾ u = 07.3. Pøíklady.(1) Na Rn de�nujme (x1; : : : ; xn) � (y1; : : : ; yn) = x1y1 + � � � + xnyn a dostávámezobrazení zjevnì splòují
í v¹e
hny po¾adované vlastnosti. Prostor Rn s tímto ska-lárním souèinem budeme nazývat standardní euklidovský prostor v dimenzi n. V



54 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEmati
ové symboli
e (tj. vektory jsou sloup
e skalárù x, y) dostáváme skalární souèinjako souèin mati
 x � y = xT y.(2) Podobnì, na C n de�nujme (x1; : : : ; xn) � (y1; : : : ; yn) = x1�y1 + � � � + xn�yn.Díky konjugování souøadni
 druhého argumentu toto zobrazení splòuje v¹e
hnypo¾adované vlastnosti. Prostor C n s tímto skalárním souèinem budeme nazývatstandardní unitární prostor v dimenzi n. Mati
ovì sklární souèin vyjádøíme jakox � y = xT �y.(3) Na Rn [x℄ de�nujeme skalární souèin polynomù napø. vztahemf � g = Z 10 f(x)g(x)dx:Z elementární
h vlastností urèitého integrálu vyplývá, ¾e jde skuteènì o skalárnísouèin. Uvidíme, ¾e díky koneènosti dimenze pøíslu¹ného vektorového prostoru musímít tento skalární souèin shodné vlastnosti s pøed
hozím pøíkladem.7.4. De�ni
e. Vektory u; v 2 V v unitárním prostoru V se nazývají ortogonální(kolmé), jestli¾e u � v = 0. Ortogonálnost vektorù znaèíme u?v.Vektory u1; : : : ; uk tvoøí ortogonální systém vektorù jestli¾e jsou po dvou ortogo-nální, tj. ui?uj , 1 � i; j � k. Ortogonální systém vektorù, který je bazí nazývámeortogonální bazí.7.5. Vìta. (Grammùv{S
hmidtùv ortogonalizaèní pro
es)Ne
h» (u1; : : : ; uk) je lineárnì nezávislá k-ti
e vektorù unitárního prostoru V . Pakexistuje ortogonální systém vektorù (v1; : : : ; vk) takový, ¾e vi 2 hu1; : : : ; uii, i =1; : : : ; k. Získáme je následují
í pro
edurou:(1) Z nezávislosti vektorù ui plyne u1 6= 0. Polo¾íme v1 = u1.(2)-(k) Máme-li ji¾ vektory v1; : : : ; v` potøebný
h vlastností klademev`+1 = u`+1 + a1v1 + � � �+ a`v`; ai = �u`+1 � vivi � viDùkaz. V `-tém kroku 
h
eme, aby pro v`+1 = u`+1 + a1v1 + � � � + a`v` platilov`+1 � vi = 0, i = 1; : : : ; `. Odtud plyne0 = (u`+1 + a1v1 + � � �+ a`v`) � vi = u`+1 � vi + ai(vi � vi)a je vidìt, ¾e vektory s po¾adovanými vlastnostmi jsou urèeny jednoznaènì a¾ nanásobek.7.6. De�ni
e. Podmno¾iny A, B unitárního prostoru V se nazývají ortogonální(kolmé), jestli¾e pro v¹e
hny vektory u 2 A, v 2 B platí u?v. Pí¹eme A?B.Unitární podprostory v unitárním prostoru V jsou právì vektorové podprostoryspolu se zú¾ením opera
e skalárního souèinu. (V pøípadì reálný
h prostorù hovoøí-me o euklidovský
h podprostore
h.) Souèet V1+� � �+Vk � V unitární
h podprostorùse nazývá ortogonální (kolmý), je-li Vi?Vj pro v¹e
hny dvoji
e i; j.Podmno¾ina A? := fu 2 V ; fug?Ag se nazývá ortogonální doplnìk podmno¾inyA � V .
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e. Ne
h» V je unitární prostor. Pro ka¾dý v 2 V nazýváme (reálný)skalár pv � v velikostí vektoru v, hovoøíme také o normì kvk. Vektor se nazývánormovaný, je-li kvk = 1. Ortonormální báze unitárního prostoru V je ortogonálníbáze slo¾ená z normovaný
h vektorù.7.8. Lemma. Pro ka¾dý vektor v v unitárním prostoru a skalár a 2 K platí(1) kvk � 0(2) kvk = 0 právì, kdy¾ v = 0(3) ka vk = jaj kvk(4) je-li v 6= 0, pak vektor vkvk je normovaný.Dùkaz. V¹e plyne pøímo z vlastností skalárního souèinu. Uká¾eme napø. (3):ka vk =p(av) � (av) = pa�a v � v =pjaj2 kvk2 �Následují
í vìta shrnuje elementární vlastnosti unitární
h prostorù.7.9. Vìta. Ne
h» V je koneènìrozmìrný unitární prostor dimenze n. Platí(1) Ve V existuje ortonormální báze.(2) Ka¾dý systém nenulový
h ortogonální
h vektorù ve V je lineárnì nezávislýa lze jej doplnit do ortogonální báze.(3) Pro ka¾dý systém lineárnì nezávislý
h vektorù (u1; : : : ; uk) existuje orto-normální báze (v1; : : : ; vn) taková, ¾e hv1; : : : ; vii = hu1; : : : ; uii, 1 � i � k.(4) Je-li (u1; : : : ; un) ortonormální báze V , pak souøadni
e ka¾dého vektoruu 2 V jsou vyjádøeny vztahemu = (u � u1)u1 + � � �+ (u � un)un:(5) V libovolné ortonormální bázi má skalární souèin souøadný tvaru � v = x � y = x1�y1 + � � �+ xn�ynkde x a y jsou sloup
e souøadni
 vektorù u a v ve zvolené bázi.(6) Ortogonální souèet unitární
h podprostorù V1+ � � �+Vk ve V je v¾dy pøímýsouèet.(7) Je-li A � V libovolná podmno¾ina, pak A? � V je vektorový (tedy iunitární) podprostor a (A?)? � V je právì podprostor generovaný A. Naví
platí V = hAi �A?.(8) V je ortogonálním souètem n jednorozmìrný
h unitární
h podprostorù.Dùkaz. V¹e
hna tvrzení jsou skuteènì jednodu
hými dùsledky de�ni
:(1),(2),(3): Daný systém vektorù nejprve doplníme do libovolné báze (u1; : : : ; un)vektorového prostoru V a spustíme na ni Grammovu-S
hmidtovu ortogonaliza
i.Tak získáme ortogonální bázi s vlastnostmi po¾adovanými v (3), viz. 7.5. Pøitomale z algoritmu Grammovy-S
hmidtovy ortogonaliza
e vyplývá, ¾e pokud ji¾ pùvod-ní
h k vektorù tvoøilo ortogonální systém vektorù, pak v prùbìhu ortogonaliza
ezùstanou nezmìnìny. Dokázali jsme tedy (2) i (1).
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h» u = a1u1 + � � �+ anun. Paku � ui = a1(u1 � ui) + � � �+ an(un � ui) = aikuik2 = ai(5): Podobnì se spoète pro u = x1u1 + � � �+ xnun, v = y1u1 + � � �+ ynun (viz. 7.2)u � v = (x1u1 + � � �+ xnun) � (y1u1 + � � �+ ynun) = x1�y1 + � � �+ xn�yn:(6): Potøebujeme ukázat, ¾e pro libovolnou dvoji
i Vi, Vj ze zadaný
h podprostorùje jeji
h prùnik triviální. Je-li v¹ak u 2 Vi a zároveò u 2 Vj , pak je u?u, tj. u�u = 0.To je ale mo¾né pouze pro nulový vektor u 2 V .(7): Ne
h» u; v 2 A?. Pak (au + bv) � w = 0 pro v¹e
hny w 2 A, a; b 2 K (z dis-tributivity skalárního souèinu). Tím jsme ovìøili, ¾e A? je unitární podprostor veV . Ne
h» (v1; : : : ; vk) je nìjaká báze hAi, vybraná z prvkù A, (u1; : : : ; uk) ortonor-mální báze vzniklá z Grammovy S
hmidtovy ortogonaliza
e (v1; : : : ; vk). Doplòmeji na ortonormální bázi 
elého V (obojí existuje podle ji¾ dokázaný
h èástí vìty).Proto¾e se jedná o ortogonální bázi, je nutnì huk+1; : : : ; uni = hu1; : : : ; uki? = A?a A � huk+1; : : : ; uni? (plyne z vyjádøení souøadni
 v ortonormální bázi). Je-liu?huk+1; : : : ; uni, pak u je nutnì lineární kombina
í vektorù u1; : : : ; uk, to je aleprávì tehdy, kdy¾ je lineární kombina
í vektorù v1; : : : ; vk, 
o¾ je ekvivalentní spøíslu¹ností u do hAi.(8): Je pouze ekvivalentní formula
í existen
e ortonormální báze. �V dal¹í vìtì uvedeme dùle¾ité vlastnosti normy.7.10. Vìta. Pro ka¾dé vektory u; v v unitárním prostoru platí(1) ku + vk � kuk + kvk (trojúhelníková nerovnost). Pøitom rovnost nastaneprávì, kdy¾ jsou u a v lineárnì závislé.(2) ju � vj � kuk kvk (Cau
hyova nerovnost). Pøitom rovnost nastane právì,kdy¾ jsou u a v lineárnì závislé.(3) pro ka¾dý ortonormální systém vektorù (e1; : : : ; ek) platíkuk2 � ju � e1j2 + � � �+ ju � ekj2 (Besselova nerovnost).(4) Pro ortonormální systém vektorù (e1; : : : ; ek) je u 2 he1; : : : ; eki právì kdy¾kuk2 = ju � e1j2 + � � �+ ju � ekj2 (Parsevalova rovnost).(5) Pro ortonormální systém vektorù (e1; : : : ; ek) a u 2 V je vektorw = (u � e1)e1 + � � �+ (u � ek)ekjediným vektorem, který minimalizuje velikost ku � vk pro v¹e
hny v 2he1; : : : ; eki.Dùkaz. V¹e
hny dùkazy spoèívají v podstatì v pøímý
h výpoète
h:(2): De�nujme vektor w := u� u�vv�v v, tzn. w?v a poèítejme0 � kwk2 = kuk2 � (u � v)kvk2 (u � v)� u � vkvk2 (v � u) + (u � v)(u � v)kvk4 kvk20 � kwk2kvk2 = kuk2kvk2 � 2(u � v)(u � v) + (u � v)(u � v)



7. EUKLIDOVSKÉ A UNITÁRNÍ VEKTOROVÉ PROSTORY 57Odtud ji¾ pøímo plyne, ¾e kuk2kvk2 � ju � vj2 a rovnost nastane právì tehdy, kdy¾w = 0, tj. kdy¾ jsou u a v lineárnì závislé.(1): Opìt staèí poèítatku+ vk2 = kuk2 + kvk2 + u � v + v � u = kuk2 + kvk2 + 2Re(u � v)� kuk2 + kvk2 + 2ju � vj � kuk2 + kvk2 + 2kukkvk= (kuk+ kvk)2Proto¾e se pøitom jedná o kladná reálná èísla, je opravdu ku+vk � kuk+kvk. Naví
,pøi rovnosti musí nastat rovnost ve v¹e
h pøed
hozí
h nerovnoste
h, to v¹ak jeekvivalentní podmín
e, ¾e u a v jsou lineárnì závislé (podle pøed
hozí èásti dùkazu).(3), (4): Ne
h» (e1; : : : ; ek) je ortonormální systém vektorù. Doplníme jej do or-tonormální báze (e1; : : : ; en) (to v¾dy jde podle pøed
hozí vìty). Pak, opìt podlepøed
hozí vìty, je pro ka¾dý vektor u 2 Vkuk2 = nXi=1(u � ei)(u � ei) = nXi=1 ju � eij2 � kXi=1 ju � eij2To je ale právì dokazovaná Besselova nerovnost. Pøitom rovnost mù¾e nastat právìtehdy, kdy¾ u � ei = 0 pro v¹e
hny i > k, a to dokazuje Parsevalovu rovnost.(5): Zvolme libovolný v 2 he1; : : : ; eki a doplòme daný ortonormální systém naortonormální bázi (e1; : : : ; en). Ne
h» (u1; : : : ; un) a (x1; : : : ; xk; 0; : : : ; 0) jsou sou-øadni
e u a v v této bázi. Pakku� vk2 = ju1 � x1j2 + � � �+ juk � xkj2 + juk+1j2 + � � �+ junj2a tento výraz je zjevnì minimalizován pøi volbì x1 = u1; : : : ; xk = uk. �7.11. De�ni
e. Homomor�smus ' : V ! W unitární
h prostorù se nazývá uni-tární zobrazení, jestli¾e platí pro v¹e
hny vektory u; v 2 V , u � v = '(u) � '(v).16Unitární isomor�smus je bijektivní unitární zobrazení. V pøípadì euklidovský
hprostorù se èastìji pou¾ívá název ortogonální zobrazení, ortogonální isomor�smus.7.12. Vìta. Ka¾dý koneènìrozmìrný unitární prostor dimneze n je unitárnì iso-morfní s K n se standardním skalárním souèinem (viz. pøíklad 7.3). Ka¾dé unitárnízobrazení ' : V !W mezi unitárními prostory je prosté.Dùkaz. Ve vìtì 7.9 jsme ovìøili existen
i ortonormální báze na V a vyjádøili jsmeskalární souèin pomo
í souøadni
 v takové bázi. Odtud okam¾itì vyplývá, ¾e zob-razení pøiøazení souøadni
 V ! K n je pro libovolnou ortonormální bázi unitárníisomor�smus.Pøedpokládejme '(u) = '(v). To je ekvivalentní rovnosti 0 = k'(u)� '(v)k =ku� vk, proto¾e je ' unitární. Proto u = v. �16V¹imnìte si, ¾e teèka znaèí na pravé a levé stranì rovnosti rùzné skalární souèiny, nalevo veV , napravo v W .
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h» ' : V !W je lineární zobrazení unitární
h prostorù. Pak jsounásledují
í podmínky ekvivalentní:(1) ' je unitární.(2) kuk = k'(u)k pro v¹e
hny u 2 V .(3) pro ka¾dou ortonormální bázi e = (e1; : : : ; en) na V je i ('(e1); : : : ; '(en))ortonormální báze na W .Dùkaz. (1)) (2): kuk2 = u � u = '(u) � '(u) = k'(u)k2.(2)) (3): Velikosti se za
hovávají, je tøeba je¹tì ukázat, '(ei)?'(ej) pro libovolnéindexy i; j. Poèítejmek'(ei + ej)k2 = k'(ei)k2 + k'(ej)k2 + '(ei) � '(ej) + '(ej) � '(ei)= keik2 + kejk2 + ei � ej + ej � eiOdtud plyne, ¾e reálná èást skalárního souèinu je za
hovávána: Re('(ei) �'(ej)) =Re(ei � ej), zejména pro euklidovské prostory je ji¾ potøebné dokázáno. Stejnývýpoèet pro k'(ei + i)'(ej))k2 vede i k rovnosti imaginární
h èástí.(3) ) (1): Víme, ¾e je za
hováván skalární souèin v¹e
h bázový
h prvkù. Pakov¹em pro v¹e
hny vektory dostáváme:'(a1e1 + � � �+ anen) � '(b1e1 + � � �+ bnen) =Xi;j ai�bj'(ei)'(ej)=Xi;j ai�bj(ei � ej) = (a1e1 + � � �+ anen) � (b1e1 + � � �+ bnen) �Z pøed
hozí vìty plyne, ¾e ka¾dý unitární endomor�smus V ! V je bijek
e,hovoøíme také o unitární transforma
i.7.14. Vìta. Ne
h» ' : V ! V je lineární zobrazení (endomor�smus) unitárníhoprostoru V . Pak jsou následují
í podmínky ekvivalentní:(1) ' je unitární transforma
e(2) ' je lineární isomor�smus a pro ka¾dé u; v 2 V platí '(u) � v = u � '�1(v)(3) mati
e A zobrazení ' v libovolné ortonormální bázi splòuje A�1 = �AT (proeuklidovské prostory to znamená A�1 = AT )(4) mati
e A zobrazení ' v nìkteré ortonormální bázi splòuje A�1 = �AT(5) øádky mati
e A zobrazení ' v ortonormální bázi tvoøí ortonormální báziprostoru K n se standardním skalárním souèinem(6) sloup
e mati
e A zobrazení ' v ortonormální bázi tvoøí ortonormální báziprostoru K n se standardním skalárním souèinemDùkaz. (1) ) (2): Zobrazení ' je prosté, proto musí být i na. Platí pøitom� '(u) � v = '(u) � '('�1(v)) = u � '�1(v).(2) ) (3): Standardní skalární souèin je v K n v¾dy dán pro sloup
e x, y skalárù� výrazem x � y = xTE�y, kde E je jednotková mati
e. Vlastnost (2) tedy znamená,¾e mati
e A zobrazení ' je invertibilní a platí (Ax)T �y = xTA�1y. To znamená�xT ( �AT y � A�1y) = 0 pro v¹e
hny x 2 K n . Zejména dosazením výrazu v závor
eza x zjistíme, ¾e to je mo¾né pouze pøi �AT = A�1.



7. EUKLIDOVSKÉ A UNITÁRNÍ VEKTOROVÉ PROSTORY 59(3) , (4): Je-li �AT = A�1 v nìkteré ortonormální bázi, pak to zaruèuje platnost� podmínky (2) ('(u) � v = (Ax)TE�y = xTEA�1y = u � '�1(v)) a tedy i (3).(4) ) (5) Dokazované tvrzení je vyjádøeno prostøedni
tvím mati
e A zobrazení '� vztahem A �AT = E, to je ale zaruèeno podmínkou (4).(5) ) (6): Proto¾e pro determinant platí j �ATAj = jEj = jA �AT j = jAjjAj = 1,� existuje inverzní mati
eA�1. Pøitom je A �ATA = A, proto i �ATA = E 
o¾ vyjadøujeprávì (6).(6)) (1): Ve vybrané ortonormální bázi je� '(u) � '(v) = (Ax)T (Ay) = xAT �A�y = xT �E�y = xT �ykde x a y jsou sloup
e souøadni
 vektorù u a v. Tím je zaruèeno za
hovávánískalárního souèinu. �7.15. Poznámky. Mati
e A 2 Matn(K ) s vlastností A�1 = �AT z pøed
hozí� vìty se nazývají unitární mati
e pro komplexní skaláry, v pøípadì R hovoøíme oortogonální
h mati
í
h. Z de�nièní vlastnosti plyne, ¾e souèin unitární
h (resp.ortogonální
h) mati
 je unitární (resp. ortogonální), stejnì pro inverze. Unitárnímati
e tedy tvoøí podgrupu U(n) � Matn(C ), ortogonální mati
e tvoøí podgrupuO(n) � Matn(R).Z pøe
hozí
h úvah pøímo vyplývá, ¾e determinant unitární mati
e má v¾dy� velikost rovnu jedné, v pøípadì reálný
h skalárù pak determinant musí být �1(1 = det(E) = det(A �AT ) = det(A)detA = j detAj). Dále, je-li Ax = �x pro uni-tární èi ortogonální mati
i, pak (Ax) � (Ax) = x � x = j�j2(x � x). Proto jsou vlastníhodnoty ortogonální
h mati
 rovny �1, vlastní hodnoty unitární
h mati
 jsou v¾dykomplexní jednotky.7.16. Lemma. Ne
h» je ' : V ! V unitární zobrazení a U � V je invariantnípodprostor vzhledem k '. Pak také jeho ortogonální doplnìk U? je invariantnípodprostor.Dùkaz. Zvolme u 2 U a v 2 U? libovolnì. Proto¾e je ' unitární, platí'(v) � '('�1(u)) = v � '�1(u):Zú¾ení 'jU je také unitární, musí to tedy být bijek
e, zejména je '�1(u) 2 U . Pakov¹em '(v) � u = 0, proto¾e v 2 U?. To znamená, ¾e i '(v) 2 U?. �7.17. Vìta. Ne
h» ' : V ! V je unitární zobrazení komplexní
h vektorový
hprostorù. Pak je V ortogonálním souètem jednorozmìrný
h vlastní
h podprostorù.Dùkaz. Tvrzení pro komplexní unitární prostory je pøímým dùsledkem pøed
ho-zího lemmatu: Jistì existuje alespoò jeden vlastní vektor v 2 V . Pak je zú¾ení 'na invariantní podprostor hvi? opìt unitární a jistì má opìt nìjaký vlastní vektor.Po n takový
hto kro
í
h obdr¾íme hledanou ortogonální bázi z vlastní
h vektorù.Po vynormování vektorù získáme ortonormální bázi. �V dal¹ím uká¾eme, ¾e euklidovské prostory se pro ka¾dý ortogonální automor�s-mus ' : V ! V ortogonálnì rozkládají na souèet jednorozmìrný
h a dvourozmìr-ný
h invariantní
h podprostorù takový
h, ¾e jednorozmìrné jsou generovány vlast-ními vektory a pøíslu¹né vlastní hodnoty jsou �1, zatím
o zú¾ení ' na dvouroz-mìrné je dáno rota
emi kolem poèátku o vhodné úhly.
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hopení a hlavnì dùkaz tohoto tvrzení bude vy¾adovat zvládnutí tzv. komple-xi�ka
í reálný
h vektorový
h prostorù.7.18. Komplexi�ka
e. Ne
h» V je reálný vektorový prostor. Jeho komplexi�ka
í� rozumíme vektorový prostor V C = V � iV nad polem komplexní
h èísel C s nosnoumno¾inou V � V a opera
emi(a+ ib) � (x+ iy) = (a � x� b � y) + i(a � y + b � x)(x+ iy) + (x0 + iy0) = (x+ x0) + i(y + y0):Je-li u = (u1; : : : ; un) báze prostoru V , pak bázi uC = ((u1 + i0); : : : ; (un + i0))prostoru V C nazýváme indukovanou bazí na komplexi�ka
i V . Pro ka¾dé lineárnízobrazení ' : V !W reálný
h vektorový
h prostorù de�nujeme jeho komplexi�ka
i'C : V C !W C vztahem 'C (x+ iy) = '(x) + i'(y):Pone
hávám na ètenáøi ovìøení, ¾e v¹e
hny tyto de�ni
e jsou korektní.7.19. Lemma. Ne
h» V a W jsou reálné vektorové prostory s bazemi u =� (u1; : : : ; um) a v = (v1; : : : ; vn) a ' : V ! W je lineární zobrazení s mati
í A 2Matnm(R) v tì
hto bazí
h.(1) komplexi�ka
e 'C : V C !W C je lineární zobrazení a jeho mati
e v induko-vaný
h bazí
h je opìt A.(2) U � V je invariantní vzhledem k ' : V ! V právì, kdy¾ UC � V C jeinvariantní vzhledem k 'C .(3) V = U1 � � � � � Uk právì, kdy¾ V C = UC1 � � � � � UCk .Dùkaz. (1) Linearita se ovìøí pøímým výpoètem a tvrzení o mati
i snadno plyne� z de�ni
.(2) a (3) se ovìøí snadno prostøedni
tvím vhodný
h bazí podprostorù. �� 7.20. V pøed
hozím tvrzení jsme vidìli, ¾e zobrazení� fpodprostory ve V g ! fpodprostory ve V C gdané komplexi�ka
í má veli
e pøehledné vlastnosti. Naopak, ka¾dý komplexní vek-torový prostor mù¾eme 
hápat jako reálný (pomo
í zú¾ení pole skalárù R � C ). Vopaèném smìru pak máme zobrazeníre; im: fpodprostory ve V C g ! fpodprostory ve V g;která jsou projek
emi na jednotlivé komponenty a jsou lineární nad R. Opìt námpøímé souèty pøe
hází na pøímé souèty.Uva¾me lineární zobrazení ' : V ! V na reálném vektorovém prostoru. Jeho� 
harakteristi
ký polynom jA� �Ej je zároveò 
harakteristi
kým polynomem 'C amá, vèetnì násobností, n = dimV (obe
nì komplexní
h) koøenù �1; : : : ; �n. Bu-deme znaèit Q� � V C vlastní podprostor pøíslu¹ný vlastní hodnotì � a P� =re(Q�) � V .



7. EUKLIDOVSKÉ A UNITÁRNÍ VEKTOROVÉ PROSTORY 617.21. Lemma. Ne
h» � je koøen 
harakteristi
kého polynomu lineárního zobrazení� ' : V ! V .(1) Je-li � reálné, je P� podprostor vlastní
h vektorù ve V a Q� = P C� .(2) Je-li � 2 C n R, pak i �� je koøenem, platí P� = P�� a P C� = Q� �Q��.(3) Jsou-li �1; : : : ; �k vlastní hodnoty po dvou splòují
í �i 6= �j , �i 6= ��j , paksouèet podprostorù P�i je pøímý, i = 1; : : : ; k.Dùkaz. (1) Podprostor Q� je generován fundamentálním systémem øe¹ení line-�� árního systému rovni
 s reálnými koe�
ienty, lze tedy najít jeho bázi s reálnýmisouøadni
emi. Proto je P� = re(Q�) øe¹ením tého¾ systému rovni
.(2) Víme, ¾e � 6= �� jsou koøeny 
harakteristi
kého polynomu. Proto¾e pùvodní�� mati
e má reálné koe�
ienty, jsou Q� a Q�� prostory øe¹ení dvou systémù rovni
 skomplexnì konjugovanými koe�
ienty. Odtud ale plyne, ¾e Q� = Q��. Proto zjevnìQ� +Q�� = (re(Q�) + im(Q�))C . Pak ov¹emre(reQ� + imQ�)C = reQ� + reQ�� = reQ� = P�nebo» reQ� = reQ��. Celkem tedy P C� = Q� �Q��.(3) Ne
h» �1; : : : ; �r 2 R, �r+1; : : : ; �m 2 C n R. Potom�� �1; : : : ; �r; �r+1; ��r+1; : : : ; �k; ��kje 2k� r rùzný
h vlastní
h hodnot zobrazení 'C . Proto Q�1 �� � ��Q�r � (Q�r+1 �Q��r+1)� � � � � (Q�k �Q��k) je pøímý souèet podprostorù ve V C . �7.22. Vìta. Ne
h» ' : V ! V je lineární zobrazení na reálném vektorovém pro-� storu. Pøedpokládejme, ¾e v¹e
hny vlastní hodnoty jeho komplexi�ka
e 'C jsourùzné, a oznaème e�i generátory vlastní
h podprostorù Q�i � V C . Pak(1) reálným vlastním hodnotám � odpovídají jednorozmìrné vlastní podpros-tory P�.(2) Dvoji
i rùzný
h, komplexnì sdru¾ený
h koøenù �; �� odpovídá dvourozmìrnýpodprostor P� = P�� s generátory x� = re(e�), y� = im(e�).(3) Oznaème � = �+ i�, � 6= 0. Pak '(x�) = �x� � �y�, '(y�) = �y� + �x�,tzn. zú¾ení ' na P� odpovídá slo¾ení násobení skaláremp�2 + �2 a otoèenío úhel ar

os( �p�2+�2 ).Celkem má ' v této bázi blokovì diagonální tvar s bloky øádù jedna a dva.Dùkaz. Tvrzení této vìty je pøímým dùsledkem pøed
hozího lemmatu. ��� Podobnì by
hom mohli zkoumat i obe
ný pøípad, kdy kompexní koøeny mohou�� mít násobnosti vìt¹í ne¾ jedna, situa
e se ale stává dosti nepøehlednou.7.23. Vìta. Ne
h» ' : V ! V je ortogonální zobrazení euklidovský
h vektorový
hprostorù. Pak V je ortogonálním souètem jednorozmìrný
h a dvourozmìrný
hinvariantní
h podprostorù takový
h, ¾e jednorozmìrné jsou generovány vlastnímivektory a pøíslu¹né vlastní hodnoty jsou �1, zatím
o zú¾ení ' na dvourozmìrnéje dáno rota
emi kolem poèátku o úhly zadané argumenty pøíslu¹ný
h komplexnìsdru¾ený
h vlastní
h hodnot.Dùkaz. Ne
h» je V euklidovský prostor. Potom se na jeho komplexi�ka
i V Croz¹íøí skalární souèin z V tak, ¾e prohlásíme bázi indukovanou na V C libovolnì



62 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEzvolenou ortonormální bazí na V za ortonormální. Vzhledem k tomuto skalárnímusouèinu je ale komplexi�ka
e 'C také unitární (je dána stejnou reálnou mati
í) apodle pøed
hozí èásti dùkazu se V C rozpadá na ortogonální souèet vlastní
h pod-prostorù. Nyní staèí aplikovat výsledky z 7.21, 7.22 a získáme tak dvourozmìrnéinvariantní podprostory P� � V . Pøitom je ka¾dý takový podprostor P� reálnýmpodprostorem v souètu Q��Q�� odpovídají
í
h komplexní
h vlastní
h podprostorù.Proto¾e se v komplexi�ka
i V C jedná o ortogonální souèet a zú¾ení skalárního sou-èinu v V C na reálné podprostory P� splývá s pùvodním skalárním souèinem na V ,musí být získaný souèet ortogonální. Proto¾e vlastní hodnoty 'C musí mít velikost1, jsou zú¾ení na získané dvourozmìrné invariantní podprostory opravdu rota
e. �7.24. Poznámky. Pro euklidovské prostory dimenze n staèí uva¾ovat rota
e vdvourozmìrný
h podprostore
h a tzv. re
exe vzhledem k nadrovinám urèeným n�1nezávislými vektory. Skuteènì, kterékoliv dva nezávislé vlastní vektory s vlastníhodnotou �1 odpovídají rota
i o � v pøíslu¹né rovinì. Pøi li
hé násobnosti vlastníhodnoty �1 nám tedy zùstane právì jeden jednorozmìrný vlastní podprostor a vevhodné ortonormální bázi obdr¾íme dané ortogonální zobrazení jako slo¾ení uvede-ný
h typù zobrazení.Napø. ka¾dé ortogonální zobrazení v dimenzi tøi lze ve vhodné bázi zapsat buïjako rota
i v rovinì první
h dvou bázový
h vektorù nebo jako pøed
hozí zobrazeníslo¾ené s re
exí podle této roviny. Tuto bázi pøitom dostaneme pøímým výpoètemvlastní
h hodnot a vlastní
h vektorù nad komplexními skaláry.Úplnì závìrem je¹tì odvodíme zesílení vìty 5.21 popisují
í obe
né lineární zobra-zení, které má dalekosáhlé dùsledky. V dal¹ím textu je je¹tì nìkolikrát vyu¾ijeme.7.25. Vìta (S
hurova o ortogonální triangulovatelnosti). Ne
h» ' : V ! Vje libovolné lineární zobrazení (reálného nebo komplexního) unitárního prostoru sm = dimV vlastními hodnotami (vèetnì násobonosti). Pak existuje ortonormálníbáze prostoru V taková, ¾e ' v ní má horní trojúhelníkovou mati
i s vlastními èísly�1; : : : ; �m na diagonále.Dùkaz. K dùkazu staèí jen tro
hu upravit dùkaz vìty 5.21. V ní jsme kon-�� struovali posloupnost invariantní
h podprostorù f0g � V1 � � � � � Vm = Va bázi u = (u1; : : : ; um) takovou, ¾e Vi = hu1; : : : ; uii, 1 � i � m. Pøitomjsme postupovali induktivnì tak, ¾e po obdr¾ení první
h k vektorù výsledné bázea pøíslu¹ného invariantního podprostoru Vk jsme uva¾ovali indukované zobrazení'V=Vk na faktorovém prostoru V=Vk. Jeho 
harakteristi
ký polynom pøitom byl(�k+1 � �) : : : (�m � �) a jistì mìlo vlastní vektor uk+1 + Vk. Dal¹í roz¹íøení ji¾zkonstruované báze pak bylo u1; : : : ; uk+1. Nyní ov¹em mù¾eme v ka¾dém krokuvyu¾ít skuteènosti, ¾e v¾dy V=Vk ' V ?k , V ?k 3 u 7! (u + Vk) 2 V=Vk, tj. v ka¾détøídì rozkladu V=Vk existuje právì jeden vektor z V ?k (tuto vlastnost má faktorovýprostor podle libovolného podprostoru v unitárním prostoru { pokud u; v 2 V ?k jsouv jedné tøídì, pak jeji
h rozdíl patøí do Vk \ V ?k , tedy jsou stejné). Mù¾eme tedyjako reprezentanta uk+1 nalezené tøídy (vlastního vektoru 'V=Vk) zvolit právì vek-tor z V ?k . Touto modi�ka
í dojdeme k ortogonální bázi s po¾adovanou vlastností.Proto existuje i ortonormální. �



8. FORMY A TENSORY 63Problémy k pøemý¹leníBudou uvedeny a¾ spoleènì s námìty v kapitole 8.8. Formy a tensoryV 
elé této kapitole se opìt zamìøíme na reálné nebo komplexní skaláry, v¹e-
hny výsledky, kde nebude zdùraznìno nì
o jiného v¹ak platí pro v¹e
hna pole s
harakteristikou rùznou od 2.8.1. De�ni
e. Lineární formou na vektorovém prostoru V nad K rozumíme li-neární zobrazení ' : V ! K . Vektorový prostor v¹e
h lineární
h forem na V nazý-váme duální vektorový prostor k V a znaèíme jej V �. Pro ka¾dé lineární zobrazení : V ! W vektorový
h prostorù de�nujeme duální zobrazení  � : W � ! V � vzta-hem  �(�)(u) = �( (u)) pro v¹e
hny lineární formy � 2W � a vektory u 2 V .Pro ka¾dý vektorový prostor V de�nujeme opera
i vyèíslení h ; i : V � V � !K , hu; 'i = '(u). De�ni
i duálního zobrazení mù¾eme tedy psát h (u); �i =hu;  �(�)i, u 2 V , � 2W �.8.2. Duální báze. Je-li u = (u1; : : : ; un) libovolná báze vektorového prostoru V ,� pak de�nujeme u� = (u�1; : : : ; u�n) vztahy hui; u�i i = 1 a hui; u�j i = 0 pro i 6= j. Tytolineární formy jsou zjevnì lineárnì nezávislé (vyèíslete jeji
h lineární kombina
i nabázový
h vektore
h ui) a pøitom generují 
elý duální prostor V � (pro � 2 V � je�(a1u1+ � � �+anun) = a1�(u1)+ � � �+an�(un) = (�(u1)u�1+ � � �+�(un)u�n)(a1u1+� � �+ anun)). Nazýváme je duální báze k bázi u.Následují
í vìta dává do souvislosti lineární formy a systémy lineární
h rovni
.� 8.3. Vìta. Ne
h» V je vektorový prostor nad K , u = (u1; : : : ; un) jeho báze.� Potom(1) pro ka¾dé � 2 V � je mati
e (�(u1); : : : ; �(un)) 2 Mat1n(K ) lineárního zob-razení � v bazí
h u na V a 1 na K zároveò n-ti
í souøadni
 � v duální báziu� na V �.(2) Pro nenulové formy � 2 V � je Ker� � V podprostor dimenze n� 1. Naví
Ker� = Ker � právì, kdy¾ � = a� pro nenulový skalár a.(3) Lineární forma � je lineární kombina
í forem �1; : : : ; �k právì, kdy¾\iKer �i � Ker�.(4) formy �1; : : : ; �k jsou lineárnì nezávislé právì, kdy¾ dim\iKer �i = n� k.Dùkaz. (1): Ji¾ jsme ukázali pøi de�ni
i duální báze, ¾e � = �(u1)u�1 + � � � +� �(un)u�n.(2), (3), (4): V libovolnì zvolený
h souøadni
í
h je Ker� dáno jednou homogenní� rovni
í. Pokud je tato rovni
e nenulová, je jeho dimenze n � 1. Zbytek tvrzení(2) je spe
iálním pøípadem (3). Je-li � = Pi ai�i, pak jistì \iKer �i � Ker�.Naopak, u 2 \iKer �i znamená právì, ¾e souøadni
e u ve zvolené bázi tvoøí øe¹enípøíslu¹ného systému lineární
h rovni
. Dimenze prùniku je proto rovna rozdílumezi dimenzí 
elého V a poètem nezávislý
h rovni
, 
o¾ dokazuje (4). Pokud �není lineární kombina
í �1; : : : ; �k, pak je dimenze \iKer �i \ Ker� ostøe men¹íne¾ dimenze \iKer �i. Tím jsme ovìøili (2) i (3). �



64 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE8.4. Vìta. Ne
h» V a W jsou vektorové prostory nad K , u ne
h» je báze na V , w� báze na W .(1) Jsou-li x = (x1; : : : ; xn)T 2 K n souøadni
e vektoru v 2 V v bázi u, yT =(y1; : : : ; yn) 2 K n souøadni
e formy � v duální bázi na V �, pak vyèísleníhv; �i je dáno násobením mati
 yTx.(2) Je-li v jiná báze na V a mati
e pøe
hodu od u k v je P , pak mati
e pøe
hoduod duální báze v� k duální bázi u� je PT .(3) Je-li ' : V ! W lineární zobrazení s mati
í A v bazí
h u, w, pak mati
eduálního zobrazení '� : W � ! V � v duální
h bazí
h je mati
e AT .Dùkaz. (1): Máme v = x1u1 + � � �+ xnun a � = y1u�1 + � � �+ ynu�n, proto� hv; �i = �(v) = y1u�1(v) + � � �+ ynu�n(v) = x1y1 + � � �+ xnyn = yTx:(3): Ne
h» dále z 2 K n jsou souøadni
e formy � 2W � v duální bázi w� na W �.� Pak hv; '�(�)i = h'(v); �i = zT (Ax) = (zTA)x = (AT z)Tx
o¾ jsme 
htìli dokázat.(2): Jestli¾e spe
iálnì zvolíme V =W a ' = idV , pak i '� je identi
ké zobrazení� a dokazované tvrzení plyne z (3) �8.5. De�ni
e. Ne
h» U; V;W jsou vektorové prostory nad K . Zobrazení f : U �V !W nazýváme bilineární zobrazení, jestli¾e pro libovolné u1; u2 2 U , v1; v2 2 V ,a; b 2 K platí f(au1 + bu2; v1) = a f(u1; v1) + b f(u2; v1)f(u1; av1 + bv2) = a f(u1; v1) + b f(u1; v2)Jinak øeèeno, f : U �V !W je bilineární právì, kdy¾ obì indukovaná zobrazeníf̂ : U ! Hom(V;W ), f̂ : V ! Hom(U;W ) jsou lineární (pro poøádek by
hom mìliod sebe tato dvì zobrazení odli¹ovat znaèením, nebudeme to ale v dal¹ím potøebo-vat). Pøímo z de�ni
e tedy plyne, ¾e hodnota bilineárního zobrazení f na lineární
hkombina
í
h u = a1u1 + : : : akuk 2 U , v = b1v1 + : : : b`v` 2 V jef(u; v) =Xi;j aibjf(ui; vj)zejména je pro ka¾dou dvoji
i bazí u, v na U a V bilineární zobrazení f jednoznaènìde�nováno libovolnou volbou hodnot f(ui; vj) 2 W na v¹e
h dvoji
í
h bázový
hvektorù. Zvolíme-li tedy je¹tì bázi w naW , je ka¾dé takové f de�nováno libovolnou"tøírozmìrnou mati
í" s prvky fijk, f(ui; vj) =Pk fijkwk.8.6. De�ni
e. Bilineární zobrazení f : U � V ! K se nazývá bilineární forma naU a V . Je-li U = V , hovoøíme o bilineární formì f : U � U ! K na U . Ne
h»u = (u1; : : : ; um), v = (v1; : : : ; vn) jsou báze prostorù U a V . Mati
e A = (aij) sprvky aij = f(ui; vj) se nazývá mati
e bilineární formy f v bazí
h u, v.Bilineární forma f na U se nazývá symetri
ká, jestli¾e f(u; v) = f(v; u) prov¹e
hny u; v 2 U , resp. antisymetri
ká, jestli¾e f(u; v) = �f(v; u).



8. FORMY A TENSORY 658.7. Vìta. Ne
h» U , V jsou vektorové prostory s bazemi u = (u1; : : : ; um), v =(v1; : : : ; vn), f : U � V ! K ne
h» je bilineární forma s mati
í A.(1) Jsou-li x 2 Km , y 2 K n souøadni
e vektorù u 2 U , v 2 V ve zvolený
hbazí
h, pak f(u; v) = xTAy.(2) Vektorový prostor v¹e
h bilineární
h forem f : U � V ! K je isomorfníprostoru mati
 Matmn(K ).(3) Zobrazení f̂ : U ! V �, f̂(u)(v) = f(u; v), je lineární zobrazení U ! V � smati
í AT v bazí
h u a v�.(4) Je-li S mati
e pøe
hodu od u k u0 a P mati
e pøe
hodu od v k v0, pak promati
i B formy f v nový
h bazí
h platí A = STBP , tj. B = S�1TAP�1.(5) Je-li U = V , pak f je symetri
ká právì, kdy¾ mati
e A je symetri
ká.(6) Je-li U = V , pak f je antisymetri
ká právì, kdy¾ mati
e A je antisymet-ri
ká. Pøi 
harakteristi
e pole K vìt¹í ne¾ dvì je to ekvivalentní podmín
ef(u; u) = 0 pro v¹e
hny u 2 U .Dùkaz. (1): f(Pi xiui;Pj yjvj) =Pij xiyjaij = xTAy.(2): Struktura vektorového prostoru na mno¾inì v¹e
h bilineární
h forem je dánasèítáním a násobením skalárem na hodnotá
h forem v K . Z pøed
hozího souøadnéhovyjádøení pøímo plyne, ¾e pøiøazení mati
e formy za
hovává tuto strukturu. Napø.(f + g)(u; v) = xTAy + xTBy = xT (A + B)y, kde A, B jsou mati
e forem f , g(ovìøte si zbývají
í vlastnosti!).(3): ®e je f̂ lineární ji¾ víme (pøímo z de�ni
e). Z de�ni
e A = (aij) plynef̂(ui)(vj) = aij, tzn. f̂(ui) = Pnj=1 aijv�j . Proto i-tý sloupe
 mati
e zobrazení f̂musí být i-tý øádek mati
e A. (Jinak: f̂ se v souøadni
í
h napí¹e x 7! (y 7! xTAy),tj. x 7! (xTA) = (ATx)T .)(4): Ne
h» x, x0, y, y0 jsou po øadì souøadni
e v staré a nové bázi na U a V . Pakx0 = Sx, y0 = Py a dostávámef(u; v) = x0TBy0 = (Sx)TBPy = xT (STBP )y(5): Forma f je symetri
ká právì, kdy¾ f(u; v) = f(v; u) pro v¹e
hny u; v 2 U ,ale to je právì, kdy¾ f(ui; uj) = f(uj ; ui) pro v¹e
hny vektory báze.(6): Z
ela stejnì jako (5). Naví
 z antisymetriènosti okam¾itì plyne f(u; u) =�f(u; u), tj. 2f(u; u) = 0 pro v¹e
hny u 2 U . Naopak, z0 = f(u+ v; u+ v) = f(u; u) + f(v; v) + f(u; v) + f(v; u) = f(u; v) + f(v; u)pak vyplývá antisymetrie. �8.8. De�ni
e. Hodností bilineární formy f : U�V ! K rozumíme hodnost mati
eA této formy v libovolnì zvolený
h bazí
h na U a V , znaèíme h(f). Vr
hol symet-ri
ké bilineární formy f : V �V ! K je de�nován jako jádro zobrazení f̂ : V ! V �.Podle tvrzení (3) pøed
hozí vìty je hodnost f rovna dimenzi obrazu lineárníhozobrazení f̂ , proto nezávisí na volbì báze a je rovna právì poètu lineárnì nezá-vislý
h sloup
ù v mati
i A. Vr
hol symetri
ké formy f mù¾eme pøímo de�novatjako podprostor vektorù v 2 V splòují
í
h f(v; u) = 0 pro v¹e
hny vektory u 2 V .Zøejmì je souèet hodnosti symetri
ké formy na V a dimenze jejího vr
holu rovendimenzi vektorového prostoru V .



66 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE8.9. Poznámky. Jestli¾e vhodnì vybereme báze na U a V , pak dosáhneme proka¾dou pøedem zvolenou bilineární formu toho, ¾e její mati
e je diagonální s h(f)jednièkami a dimV � h(f) nulami na diagonále: Podle 1.14 v¾dy toti¾ existujíinvertibilní mati
e P , Q pro které je B = PAQ v po¾adovaném tvaru. Staèí tedypou¾ít mati
e pøe
hodu P�1T a Q�1.Pokud uva¾ujeme bilineární formu na V , pak nás samozøejmì ví
e zajímá jakýtvar mù¾e mít její mati
e v jedné bázi u na V . Mati
ím B, A 2 Matn(K ), pro kteréje B = STAS s vhodnou invertibilní mati
í S øíkáme kongruentní mati
e. Vímetedy, ¾e dvì mati
e jsou mati
emi jedné a té¾e bilineární formy právì, kdy¾ jsoukongruentní. Jedním z na¹i
h dal¹í
h 
ílù bude ukázat, ¾e pro ka¾dou symetri
koumati
i lze najít diagonální mati
i s ní kongruentní.Ka¾dou bilineární formu f : V � V ! K mù¾eme vyjádøit jakof(u; v) = 12(f(u; v) + f(v; u)) + 12(f(u; v)� f(v; u))tj. f se rovná souètu symetri
ké a antisymetri
ké formy. Odpovídají
í mati
e vkterékoliv bázi jsou právì symetriza
e 12 (A + AT ) a antisymetriza
e 12(A � AT ).Tuto skuteènost mù¾eme vyjádøit tvrzením, ¾e vektorový prostor v¹e
h forem jepøímým souètem symetri
ký
h a antisymetri
ký
h forem.8.10. De�ni
e. Kvadrati
ká forma na vektorovém prostoru V je takové zobrazeníf : V ! K , ¾e existuje symetri
ká bilineární forma g : V � V ! K splòují
í f(u) =g(u; u) pro v¹e
hny u 2 V . Bilineární forma g se nazývá polární forma kvadrati
kéformy f . Hodností kvadrati
ké formy rozumíme hodnost její polární formy.8.11. Vìta. Ne
h» f : V ! K je kvadrati
ká forma.(1) Pro ka¾dé u 2 V , a 2 K platíf(a u) = a2 f(u)(2) polární forma g kvadrati
ké formy f je jednoznaènì urèena a platíg(u; v) = 12(f(u+ v)� f(u)� f(v)):(3) Zobrazení f : V ! K je kvadrati
ká forma právì kdy¾ platí, ¾e zobrazeníde�nované v (2) je bilineární a f(�u) = f(u) pro v¹e
hny u 2 V .Dùkaz. (1): f(a u) = g(a u; a u) = a2g(u; u) = a2f(u).(2): f(u+v) = g(u+v; u+v) = g(u; u)+g(v; v)+2g(u; v) proto¾e je g symetri
ká.Odtud plyne i jednoznaènost polární formy g.(3): De�nujme g vztahem z (2). Pak g je jistì symetri
ké v u; v, staèí tedypøedpokládat bilinearitu (pokud existuje polární forma k f , musí být dána tímtovztahem). Pøitom z de�ni
e je 2g(u;�u) = f(u+ (�u))� f(u)� f(�u). Zejménapro u = 0 obdr¾íme (z bilinearity g), ¾e f(0) = 0. Potom v¹ak pøed
hozí rovnostdá �2g(u; u) = �2f(u) �K vyjádøení dané kvadrati
ké formy v souøadni
í
h vzhledem ke zvolené bázina V pou¾ijeme mati
e pøíslu¹né polární formy. Tzn. pro u = x1u1 + � � � + xnun



8. FORMY A TENSORY 67máme f(u) = xTAx pro symetri
kou mati
i A. Èasto zapisujeme formu f ve tvaruf(x1; : : : ; xn) = Pij aijxixj , hovoøíme o analyti
kém tvaru formy f . Uká¾emenyní, ¾e pro vhodnou bázi bude mati
e A diagonální, tj. pro pøíslu¹nou polárníformu g bude platit g(ui; uj) = 0 pøi i 6= j. Takovou bázi nazýváme polární bázekvadrati
ké formy f . Na následují
í vìtì je nejpodstatnìj¹í její dùkaz, proto¾epodává algoritmus, jak takovou polární bázi najít.8.12. Vìta (Lagrangeova). Ne
h» V je vektorový prostor nad K dimenze n,f : V ! K kvadrati
ká forma. Pak na V existuje polární báze pro f .Dùkaz. (1) Ne
h» A je mati
e f v bázi u = (u1; : : : ; un) na V a pøedpokládejmea11 6= 0. Pak mù¾eme psátf(x1; : : : ; xn) = a11x21 + 2a12x1x2 + � � �+ a22x22 + : : := a�111 (a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn)2 + èleny neobsahují
í x1Provedeme tedy transforma
i souøadni
 (tj. zmìnu báze) tak, aby v nový
h sou-øadni
í
h bylox01 = a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn; x02 = x2; : : : ; x0n = xn:To odpovídá nové bázi (spoètìte si pøíslu¹nou mati
i pøe
hodu!)v1 = a�111 u1; v2 = u2 � a�111 a12u1; : : : ; vn = un � a�111 a1nu1a tak jak lze oèekávat, v nové bázi bude polární forma splòovat g(v1; vi) = 0 prov¹e
hny i > 0 (pøepoètìte!). Má tedy f v nový
h souøadni
í
h analyti
ký tvara�111 x012 + h, kde h je kvadrati
ká forma nezávislá na promìnné x1.Z te
hni
ký
h dùvodù bývá (pro jisté teoreti
ké úvahy) lep¹í zvolit v nové báziv1 = u1, opìt dostaneme výraz f = f1 + h, kde f1 závisí pouze na x01, zatím
o v hse x01 nevyskytuje. Pøitom pak g(v1; v1) = a11.(2) Pøedpokládejme, ¾e po provedení kroku (1) dostaneme pro h mati
i (øádu ojednièku men¹ího) s koe�
ientem u x022 rùzným od nuly. Pak mù¾eme zopakovatpøesnì stejný postup a získáme vyjádøení f = f1+ f2+ h, kde v h vystupují pouzepromìnné s indexem vìt¹ím ne¾ dvì. Tak mù¾eme postupovat tak dlouho, a¾ buïprovedeme n � 1 krokù a získáme diagonální tvar, nebo v øeknìme i-tém krokubude prvek aii dosud získané mati
e nulový.(3) Nastane-li poslední mo¾nost, ale pøitom existuje jiný prvek ajj 6= 0 s j > i,pak staèí pøehodit i-tý prvek báze s j-tým a pokraèovat podle pøede¹lého postupu.(4) Pøedpokládejme, ¾e jsme narazili na situa
i ajj = 0 pro v¹e
hny j � i.Pokud pøitom neexistuje ani ¾ádný jiný prvek ajk 6= 0 s j � i, k � i, pak jsme ji¾úplnì hotovi nebo» jsme ji¾ dosáhli diagonální mati
i. Pøedpokládejme, ¾e ajk 6= 0.Pou¾ijeme pak transforma
i vj = uj + uk, ostatní vektory báze pone
háme (tj.x0k = xk�xj , ostatní zùstávají). Pak h(vj ; vj) = h(uj ; uj)+h(uk; uk)+2h(uk; uj) =2ajk 6= 0 a mù¾eme pokraèovat podle postupu v (1). �8.13. Dùsledek. Je-li f kvadrati
ká forma hodnosti r na prostoru V , dimV � r,pak existuje polární báze na V , ve které má f analyti
ký tvar f(x1; : : : ; xn) =�1x21 + � � � + �rx2r. Zejména je poèet nenulový
h diagonální
h prvkù v mati
i vpolární bázi roven hodnosti formy f .
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h» f : R3 ! R, f(x1; x2; x3) = 3x21+2x1x2+x22+4x2x3+6x23.Její mati
e je A = 0� 3 1 01 1 20 2 61A. Podle bodu (1) algoritmu provedeme úpravyf(x1; x2; x3) = 13(3x1 + x2)2 + 23x22 + 4x2x3 + 6x23= 13y21 + 32(23y2 + 2y3)2= 13z21 + 32z22a vidíme, ¾e forma má hodnost 2 a mati
e pøe
hodu do pøíslu¹né polární báze w sezíská posbíráním provedený
h transforma
í:z3 = y3 = x3; z2 = 23y2 + 2y3 = 23x2 + 2x3; z1 = y1 = 3x1 + x2Pokud by ale napø. f(x1; x2; x3) = 2x1x3 + x22, tj. mati
e je A = 0� 0 0 10 1 01 0 01A,pak hned v prvním kroku mù¾eme pøehodit promìnné: y1 = x2, y2 = x1, y3 = x3.Aplika
e kroku (1) je pak triviální (nejsou tu ¾ádné spoleèné èleny), pro dal¹í krokale nastane situa
e z bodu (4). Zavedeme tedy transforma
i z1 = y1, z2 = y2,z3 = y3 � y2. Pakf(x1; x2; x3) = z21 + 2z2(z3 + z2) = z21 + 12(2z2 + z3)2 � 12z23Mati
i pøe
hodu do pøíslu¹né polární báze opìt dostaneme posbíráním jednotlivý
htransforma
í (tj. vynásobením jednotlivý
h dílèí
h mati
 pøe
hodu).8.15. V¹imnìme si podrobnìji, jak vypadají transforma
e pou¾ité v bodu (1) al-� goritmu z Lagrangeovy vìty. Mají v¾dy horní trojúhelníkovou mati
i T a naví
,pøi pou¾ití te
hni
ké modi�ka
e zmínìné v dùkazu má tato mati
e jednièky nadiagonále: T = 0� 1 �a12a11 : : : �an2a110 1 : : : 0... . . . ... 1ATaková mati
e pøe
hodu od u k v má nìkolik pìkný
h vlastností. Zejména její hlavnísubmati
e Tk tvoøené prvními k øádky a sloup
i jsou mati
e pøe
hodu podprostorùPk = hu1; : : : ; uki od báze (u1; : : : ; uk) k bázi (v1; : : : ; vk). Hlavní submati
e Akmati
e A formy f jsou mati
emi zú¾ení formy f na Pk. Pøi pøe
hodu od u k vdaném mati
í pøe
hodu T jsou tedy mati
e Ak a A0k zú¾ení na podprostory Pk vevztahu Ak = TTk A0k(Tk)�1. Inverzní mati
e k horní trojúhelníkové s jednièkami nadiagonále je pøitom opìt horní trojúhelníková s jednièkami na diagonále, mù¾emetedy podobnì vyjádøit iA0 pomo
íA. Podle Cau
hyovy vìty jsou tedy determinantymati
 Ak a A0k stejné. Celkem jsme tak dokázali veli
e u¾iteèné tvrzení
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h» f kvadrati
ká forma na V , dimV = n, a ne
h» je u báze V taková,� ¾e pøi hledání polární báze algoritmem z Lagrangeovy vìty není nikdy potøebnépou¾ít body (3) a (4). Pak je výsledkem analyti
ké vyjádøeníf(x1; : : : ; xn) = �1x21 + �2x22 + � � �+ �rx2rkde r je hodnost formy f , �1; : : : ; �r 6= 0 a pro hlavní submati
e (pùvodní) mati
eA kvadrati
ké formy f platí jAkj = �1�2 : : : �k, k � r. �8.16. Dùsledek (Ja
obiho vìta). Ne
h» f je kvadrati
ká forma hodnosti r� na vektorovém prostoru V s mati
í A v bázi u. V Lagrangeovì algoritmu nenízapotøebí jiného kroku ne¾ doplnìní ètver
ù právì, kdy¾ pro hlavní submati
e vA platí jA1j 6= 0, : : : , jArj 6= 0. Pak existuje polární báze (a obdr¾íme ji vý¹eodvozeným algoritmem), ve které má f analyti
ké vyjádøeníf(x1; : : : ; xn) = jA1jx21 + jA2jjA1jx22 + � � �+ jArjjAr�1jx2r:Dùkaz. Tvrzení vyplývá pøímo z pøed
hozího lemmatu, staèí si jen uvìdomit, ¾e� pøi ka¾dé postupné transforma
i se v¾dy dal¹í sloupe
 pod diagonálou v mati
iA vynuluje. Odtud ji¾ je jasné, ¾e nenulovost hlavní
h minorù skuteènì zaruèí(díky tomu, ¾e jeji
h hodnota se pøi transforma
í
h nemìní) nenulovost dal¹íhodiagonálního èlenu v A. �8.17. Klasi�ka
e pro K = C . Ne
h» V je komplexní vektorový prostor. Proka¾dou lineární formu ' 2 V � mù¾eme de�novat kvadrati
kou formu u 7! ('(u))2 2C . (Ovìøte si, ¾e jsou skuteènì splnìny podmínky 8.11.(3)!) Pøed
hozí výsledkynám tedy pro komplexní skaláry dávajíVìta. Pro ka¾dou nenulovou kvadrati
kou formu hodnosti r na komplexním vek-torovém prostoru V existuje r nezávislý
h lineární
h forem '1; : : : ; 'r 2 V � tak,¾e f(u) = ('1(u))2 + � � �+ ('r(u))2:Jinak øeèeno, existuje polární báze, ve které má f analyti
ké vyjádøeníf(x1; : : : ; xn) = x21 + � � �+ x2r:Dvì symetri
ké mati
e A, B 2 Matn(C ) jsou kongruentní (jsou mati
emi té¾ekvadrati
ké formy v rùzný
h bazí
h) právì, kdy¾ mají stejnou hodnost.Dùkaz. Podle obe
né teorie v¾dy dosáhneme f(x1; : : : ; xn) = �1x21 + � � �+ �rx2r,�i 6= 0 v jisté bázi na V . Pak ov¹em transforma
e y1 = p�1x1; : : : ; yr = p�rxr,yr+1 = xr+1; : : : ; yn = xn ji¾ vede na po¾adovaný tvar. Formy 'i pak jsou právìformy z duální báze ve V � k získané polární bázi.Ka¾dou symetri
kou mati
i lze tedy ztransformovat na kongruentní kanoni
kýtvar { diagonální mati
i s právì r jednièkami a n� r nulami na diagonále. �8.18. Klasi�ka
e pro K = R. Pro reálné skaláry ji¾ nejsme s
hopni nadìlat zev¹e
h koe�
ientù jednièky, proto¾e neumíme odmo
nit záporná èísla. Proto budememít o nì
o ví
e kanoni
ký
h tvarù.



70 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEVìta (Zákon setrvaènosti). Pro ka¾dou nenulovou kvadrati
kou formu hodnostir na reálném vektorovém prostoru V existuje 
elé èíslo 0 � p � r a r nezávislý
hlineární
h forem '1; : : : ; 'r 2 V � takový
h, ¾ef(u) = ('1(u))2 + � � �+ ('p(u))2 � ('p+1(u))2 � � � � � ('r(u))2:Jinak øeèeno, existuje polární báze, ve které má f analyti
ké vyjádøeníf(x1; : : : ; xn) = x21 + � � �+ x2p � x2p+1 � � � � � x2r:Poèet p kladný
h diagonální
h koe�
ientù v mati
i dané kvadrati
ké formy nezávisína volbì polární báze.Dvì symetri
ké mati
e A, B 2 Matn(R) jsou kongruentní (jsou mati
emi té¾ekvadrati
ké formy v rùzný
h bazí
h) právì, kdy¾ mají stejnou hodnost a kdy¾mati
e pøíslu¹ný
h forem v polární bázi mají stejný poèet kladný
h koe�
ientù.Dùkaz. Z
ela analogi
ky jako pro komplexní pøípad obdr¾íme f(x1; : : : ; xn) =�1x21+ � � �+�rx2r, �i 6= 0 v jisté bázi na V , pøedpokládejme naví
, ¾e právì první
hp koe�
ientù �i je kladný
h. Pak transforma
e y1 = p�1x1; : : : ; yp = p�pxp,yp+1 = p��p+1xp+1; : : : ; yr = p��rxr, yr+1 = xr+1; : : : ; yn = xn ji¾ vede napo¾adovaný tvar. Formy 'i pak jsou právì formy z duální báze ve V � k získanépolární bázi. Musíme ukázat, ¾e p nezávisí na na¹em postupu. Pøepokládejme, ¾ese nám podaøilo najít vyjádøení té¾e f v polární
h bazí
h u, v, tj.f(x1; : : : ; xn) = x21 + � � �+ x2p � x2p+1 � � � � � x2rf(y1; : : : ; yn) = y21 + � � �+ y2q � y2q+1 � � � � � y2ra oznaème P = hu1; : : : ; upi, Q = hvq+1; : : : ; vni. Pak pro ka¾dý u 2 P je f(u) > 0zatím
o pro v 2 Q je f(v) � 0. Nutnì tedy platí P \ Q = f0g a proto dimP +dimQ � n. Odtud plyne p + (n� q) � n, tj. p � q. Opaènou volbou podprostorùv¹ak získáme i q � p.Je tedy p nezávislé na volbì polární báze. Pak ov¹em pro dvì mati
e se stejnouhodností a stejným poètem kladný
h koe�
ientù v diagonálním tvaru pøíslu¹nékvadrati
ké formy získáme stejný kongruentní kanoni
ký tvar. �8.19. De�ni
e. Ne
h» f je kvadrati
ká forma na reálném vektorovém prostoruV . Èíslo p z pøed
hozí vìty nazýváme signaturou formy f . Formu f nazýváme(1) positivnì de�nitní, je-li f(u) > 0 pro v¹e
hny u 6= 0(2) positivnì semide�nitní, je-li f(u) � 0 pro v¹e
hny u 2 V(3) negativnì de�nitní, je-li f(u) < 0 pro v¹e
hny u 6= 0(4) negativnì semide�nitní, je-li f(u) � 0 pro v¹e
hny u 2 V(5) inde�nitní, je-li f(u) > 0 a f(v) < 0 pro vhodné u; v 2 V .O reálné symetri
ké mati
i øekneme, ¾e je positivnì de�nitní, resp. positivnì semi-de�nitní, negativnì de�nitní, negativnì semide�nitní, inde�nitní, jestli¾e má tutovlastnost jí de�novaná kvadrati
ká forma na K n . Signaturou symetri
ké mati
erozumíme signaturu pøíslu¹né kvadrati
ké formy.



8. FORMY A TENSORY 718.20. Dùsledek. Reálná symetri
ká mati
e, resp. kvadrati
ká forma na vektoro-vém prostoru dimenze n je(1) inde�nitní právì, kdy¾ má nenulovou signaturu rùznou od hodnosti(2) positivnì de�nitní právì, kdy¾ má hodnost i signaturu n(3) positivnì semide�nitní právì, kdy¾ má stejnou hodnost i signaturu r � n(4) negativnì de�nitní právì, kdy¾ má signaturu 0 a hodnost n(5) negativnì semide�nitní právì, kdy¾ má signaturu 0 a hodnost r � n8.21. Dùsledek (Sylvestrovo kritérium). Symetri
ká reálná mati
e A je posi-� tivnì de�nitní právì, kdy¾ jsou v¹e
hny její hlavní minory kladné.Symetri
ká reálná mati
e A je negativnì de�nitní právì, kdy¾ (�1)ijAij > 0 pro� v¹e
hny hlavní submati
e Ai.Dùkaz. Jsou-li v¹e
hny hlavní minory kladné, pak podle Ja
obiho vìty (8.16)� umíme najít polární bázi, ve které má daná kvadrati
ká forma f tvarf(x1; : : : ; xn) = jA1jx21 + jA2jjA1jx22 + � � �+ jArjjAr�1jx2rJe tedy jistì f positivnì de�nitní.Pøedpokládejme naopak, ¾e forma f je positivnì de�nitní. Pak pro vhodnou� regulární mati
i P platí A = PTEP = PTP . Je tedy jAj = jP j2 > 0. Ne
h» uje zvolená báze, ve které má forma f mati
i A. Zú¾ení f na podprostory Vk =hu1; : : : ; uki je opìt positivnì de�nitní forma fk její¾ mati
í v bázi u1; : : : ; uk jehlavní submati
e Ak. Proto je podle pøed
hozí èásti dùkazu také jAkj > 0.Tvrzení o negativnì de�nitní
h vyplývá z pøed
hozího a skuteènosti, ¾e A je� positivnì de�nitní právì, kdy¾ �A je negativnì de�nitní. �8.22. De�ni
e. Hermiteovská forma f : V � V ! C na komplexním vektorovém� prostoru V je zobrazení, které je lineární v prvním argumentu a f(u; v) = f(v; u).Komplexní mati
e A se nazývá Hermiteovská, je-li A = �AT .8.23. Vìta. Ne
h» f : V � V ! C je Hermiteovská forma.� (1) V libovolné bázi u na V je f dáno Hermiteovskou mati
í A = (aij), aij =f(ui; uj) a v souøadni
í
h je f dáno (x; y) 7! xTA�y.(2) Transforma
í do nové báze prostøedni
tvím mati
e pøe
hodu P , (tj. pronové souøadni
e x0 = Px) získáme mati
i B formy f splòují
í A = PTB �P .Dùkaz. Obì vlastnosti pøímým výpoètem. �� Nyní budeme zkoumat vlastnosti bilineární
h, Hermiteovský
h a kvadrati
ký
hforem na unitární
h prostore
h. To znamená, ¾e budeme opìt hledat 
o nejjed-nodu¹¹í souøadné vyjádøení, av¹ak pouze v ortonormální
h bazí
h. Ní¾e uvedenátvrzení jsou pøímou aplika
í výsledkù o samoadjungovaný
h zobrazení
h, které od-vodíme a¾ v kapitole 10. Nyní se tedy omezíme na formula
i tzv. metri
ké kla-si�ka
e symetri
ký
h bilineární
h, resp. hermiteovský
h forem a uvedeme nìkteréjeji
h dùsledky.
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ká bilineární forma f na euklidovském prostoru V ,dimV = n, má ve vhodné ortonormální bázi analyti
ký tvarf(x; y) = �1x1y1 + � � �+ �nxnyn:Ka¾dá hermiteovská forma f na komplexním unitárním prostoru V , dimV = n,má ve vhodné ortonormální bázi tvarf(z; w) = �1z1 �w1 + � � �+ �nzn �wn:Pøitom v obou pøípade
h jsou koe�
ienty �1; : : : ; �n v¾dy reálné koøeny 
harakte-risti
ké rovni
e det(Q� �E) = 0, kde Q je mati
e f v libovolné ortonormální bázi,a jsou urèeny jednoznaènì a¾ na poøadí. Hledaná báze je pak urèena vlastnímivektory danými rovni
í (Q� �iE)xi = 0.Dùkaz. Viz. odstave
 10.198.25. Dùsledek. Ne
h» f je kvadrati
ká forma na euklidovském prostoru V . Pakmá ve vhodné ortonormální bázi analyti
ký tvarf(x) = �1x21 + � � �+ �nx2n:Hermiteovské kvadrati
ké formy f na komplexním unitárním V (tj. f(u) = g(u; u)pro hermiteovskou g) mají ve vhodné ortonormální bázi tvarf(z) = �1z1�z1 + � � �+ �nzn�zn:Pøitom v obou pøípade
h jsou koe�
ienty �1; : : : ; �n v¾dy reálné koøeny 
harak-teristi
ké rovni
e det(Q � �E) = 0, kde Q je mati
e f v libovolné ortonormálníbázi, a jsou urèeny jednoznaènì a¾ na poøadí. Hledaná báze je pak urèena vlastnímivektory danými rovni
í (Q� �iE)xi = 0.8.26. Dùsledek. Ne
h» f je pozitivnì de�nitní kvadrati
ká forma, g libovolná� dal¹í kvadrati
ká forma na euklidovském prostoru V . Pak existuje báze V taková,¾e v ní mají f a g tvar: f(x) = x21 + � � �+ x2ng(x) = �1x21 + � � �+ �nx2nDùkaz. Podle Lagrangeovy vìty umíme najít takovou bázi, ve které má f po¾ado-� vaný tvar (díky pozitivní de�nitnosti). Pøi libovolné následné zmìnì báze pomo
íortogonální mati
e pøe
hodu se ale ji¾ tento tvar f nebude mìnit, mù¾eme alepøitom dosáhnout po¾adovaného tvaru pro g. �Na závìr této kapitoly uvedeme lineární, bilineární a kvadrati
ké formy do sou-vislosti s obe
nìj¹ími pojmy tensorové algebry.



8. FORMY A TENSORY 738.27. Tensorový souèin. Ne
h» V a W jsou koneènìrozmìrné vektorové pro-� story nad stejným polem skalárù K . Zvolme jeji
h báze u = (u1; : : : ; um), v =(v1; : : : ; vn). Uva¾me nyní vektorový prostor Z v¹e
h (formální
h) lineární
h kom-bina
í výrazù wij = ui 
 vj , tzn.Z = f mXi=1 nXj=1 
ij(ui 
 vj); 
ij 2 K gkde sèítání de�nujeme pomo
í souètu koe�
ientù u stejný
h výrazù, násobení ska-lárem na v¹e
h koe�
iente
h. Je tedy Z isomorfní standardnímu vektorovému pro-storu Kmn . Zjevnì ka¾dé vektory u 2 V , v 2 W urèují také vektor u 
 v 2 Zprostøedni
tvím svý
h souøadný
h vyjádøení a dostáváme tak bilineární zobrazení� : V � W ! Z. Naví
 také ka¾dá koneèná lineární kombina
e takový
h prvkùu
 v 2 Z je v Z a v¹e
hny jsou tohoto tvaru.Ka¾dé bilineární zobrazení f : V � W ! U mù¾eme nyní výhodnì vyjádøit� prostøedni
tvím jednoznaènì de�novaného lineárního zobrazení ~f : Z ! U takto:Ch
eme dosáhnout f = ~f Æ �, proto na bázový
h vektore
h ui 
 vj musí být~f(ui 
 vj) = f(ui; vj). Tím je lineární zobrazení ~f zadáno jednoznaènì a plat-nost po¾adovaného vztahu f = ~f Æ � je zøejmá. Takto konstruovaný vektorovýprostor Z nazýváme tensorový souèin vektorový
h prostorù V a W . Vìt¹inou jejznaèíme V 
W .8.28. Nedostatkem na¹í konstruk
e prostoru Z je její expli
itní závislost na volbì�� bazí. Samozøejmì volba jiný
h bazí u0, v0 pro V aW povede na výrazy w0ij = u0i
v0j ,které opìt mù¾eme 
hápat jako prvky Z. Závislosti na volbì bazí se lze zbavitnapø. tak, ¾e zapomeneme, které báze u, v jsme pùvodnì pou¾ili pro konstruk
i Z,a pone
háme pouze transformaèní vztahy mezi takto vzniklými bázemi pro V 
W .Z hlediska èistý
h algebrai
ký
h de�ni
 je pøijatelnìj¹í následují
í obe
ná kon-�� struk
e: Nejprve zkonstrujeme nekoneènìrozmìrný prostor T v¹e
h koneèný
h li-neární
h kombina
í formální
h výrazù u 
 v. (Tzn., ¾e T má nespoèetnou bázifu 
 v;u 2 V; v 2 Wg.) Pak de�nujeme vektorový podprostor I � T , generovanýv¹emi výrazy a(u
 v)� (au)
 v; (au)
 v � u
 (av)(u+ u0)
 v � u
 v � u0 
 vu
 (v + v0)� u
 v � u
 v0kde a 2 K , u; u0 2 V , v; v0 2 W jsou libovolné. Tensorový souèin V 
W je pakde�nován jako faktorový prostor T=I. Takto de�novaný vektorový prostor opìt mátu vlastnost, ¾e V �W je zobrazeno do T=I prostøedni
tvím bilineárního zobrazení� : V �W ! T=I; (u; v) 7! (u
 vmod I)a ka¾dé bilineární zobrazení f : V �W ! U je jednoznaènì vyjádøeno jako f = ~f Æ�,kde lineární ~f je de�nováno vztahem (pí¹eme jakoby bylo de�nováno na T , veskuteènosti ale výrazy jsou nulové na I)~f(u
 v) = f(u; v)Aplika
í této vlastnosti na kanoni
ká bilinární vlo¾ení V �W do prostoru Z z 8.27a do T=I dostáváme, ¾e T=I je v¾dy isomorfní Z.



74 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE8.29. Dualita. Vektory v tensorovém souèinu V � 
W lze názornì 
hápat jako� lineární zobrazení V ! W . Ka¾dý takový vektor je lineární kombina
í výrazùv� 
 w, kde v� 2 V � je lineární forma na V a w 2 W . Mù¾eme tedy de�novatlineární zobrazení 'u
v : V !W; u 7! hu; v�iwPodívejme se, jak vypadají mati
e takový
h zobrazení. V pevnì zvolený
h bazí
hu, v na V a W dostáváme'ui
vj (uk) = � vj pro i = k0 pro i 6= k.To znamená, ¾e mati
e 'ui
vj obsahuje jednièku v i-tém sloup
i na j-tém øádku av¹ude jinde nuly. Zejména tvoøí tyto mati
e bázi prostoru Matnm(K ) v¹e
h mati
uva¾ovaného typu.Pøímým dùsledkem tì
hto skuteèností je následují
í obe
ná vìta:� 8.30. Vìta. Vektorový prostor v¹e
h lineární
h zobrazení ' : V !W je pøirozenì� isomorfní tensorovému souèinu V � 
W . Tento isomor�smus je de�nován vztahemV � 
W 3 v� 
 w 7! (u 7! hu; v�iw) 2 Hom(V;W )8.31. Aplika
í pøed
hozí
h úvah dostáváme napøíklad isomor�smy� flineární formy na V g ' V �fbilineární formy na V g ' V � 
 V �Naví
 pøímo z de�ni
 je vidìt, ¾e duální prostor k tensorovému souèinu je tensoro-vým souèinem duální
h prostorù. Napø. pro v
w� 2 V 
W � a v� 
w 2 V � 
Wde�nujeme vyèíslení hv� 
 w; v 
 w�i = hv; v�ihw;w�ia mù¾eme ztoto¾nit (V � 
W )� = V 
W �.V¹imnìme si, ¾e vyèíslením symetri
ký
h bilineární
h forem z (V � 
 V �) na� prv
í
h v
 v 2 V 
 V dostáváme právì døíve studovaný vztah mezi kvadrati
kýmiformami a jeji
h polárními bilineárními formami.Dal¹í struèné informa
e o tensore
h lze najít v dodatku 13.� Problémy k pøemý¹leníNejprve uvedu námìty týkají
í se pøed
hozí kapitoly o skalární
h souèine
h.1. Modi�kujte Lagrangeùv algoritmus pro nalezení diagonálního tvaru hermiteov-ský
h forem a uka¾te, ¾e ka¾dou lze upravit do tvaru f(x) = jx1j2 + � � � + jxrj2,kde r je hodnost formy f . (Návod: v¹imnìte si, ¾e diagonální èleny hermiteovský
hmati
 jsou reálné a pou¾ijte souøadný tvar z vìty 8.23.)



PROBLÉMY K PØEMÝ©LENÍ 752. Z de�ni
e 7.1 skalárního souèinu mù¾eme vypustit axiom (4) a nahradit jej�� po¾adavkem regulárnosti (tj. z g(u; v) = 0 pro v¹e
hny v 2 V plyne u = 0). Vpøípadì reálný
h skalárù hovoøíme o pseudo-euklidovský
h vektorový
h prostore
h.Uka¾te, ¾e v pøípadì komplexní
h skalárù nedostáváme ni
 nového, tj. v¾dy budeexistovat unitární isomor�sums s C n se standardním skalárním souèinem. (Návod:pou¾ijte pøed
hozí 
vièení ke konstruk
i ortonormální báze)3. Pou¾ijte klasi�ka
i reálný
h kvadrati
ký
h forem (8.18) ke klasi�ka
i v¹e
h ko-�� neènìrozmìrný
h pseudo-euklidovský
h prostorù (a¾ na ortogonální isomor�smus).(Návod: ovìøte existen
i ortogonální báze e = (e1; : : : ; en) s keik = �1.)4. Uka¾te, ¾e v pseudo-euklidovský
h prostore
h nemá velikost vektoru vlastnosti�� normy (viz. 7.10) a také ortogonální báze nemají nìkteré dùle¾ité vlastnosti známéz euklidovský
h prostorù.5. Uka¾te, ¾e i pro pseudo-eklideovské prostory de�nuje skalární souèin lineární�� isomor�smus s duálním vektorovým prostorem.6. Sformulujte a doka¾te analogii vìt 7.12 a 7.13 pro (pseudo-)ortogonální zobra-�� zení. Uka¾te, ¾e (pseudo-)ortogonální transforma
e Rm ! Rm tvoøí grupu, znaèímeji O(p; q;R), kde p je signatura pøíslu¹né formy, q = n� p. Jedná se o grupu ma-ti
 A splòují
í
h J = ATJA, kde J je diagonální mati
e s p jednièkami a q minusjednièkami na diagonále.7. Je mo¾né také de�novat tzv. komplexní euklidovské prostory. Prostì axiom (1)�� de�ni
e 8.1 nahradíme jeho reálnou verzí u � v = v � u. Transforma
e, které za
ho-vávají takto de�novaný skalární souèin nazýváme komplexní ortogonální mati
e.Uka¾te, ¾e opìt lze v¾dy najít ortonormální bázi, ve které má souèin tvar g(u; v) =Pi xiyi. Komplexní ortogonální mati
e tvoøí grupu O(m; C ) komplexní
h mati
.Uvìdomte si výrazný rozdíl mezi U(m) a O(m; C ). (Napø. U(1) = feit; 0 � t < 2�g,O(1; C ) = f�1g.)Nyní se vra»me k obsahu této kapitoly.8. Uka¾te, ¾e pro vektorové prostory V s nekoneènou bazí nikdy netvoøí lineární� formy u�i , i 2 I duální k vektorùm báze V bázi V �. (Návod: formálnì nekoneènýsouèet Pi u�i je dobøe de�novaná lineární forma ve V �, nemù¾e v¹ak být v hu�i i.)9. Uka¾te, ¾e duální prostor (V �)� k duálnímu prostoru obsahuje v¾dy pùvodní� prostor V a V ' (V �)� právì, kdy¾ má V koneènou dimenzi. (Návod: v 2 V odpo-vídá formì, hv; i, tj. v(') = '(v). Je-li dimenze nekoneèná, je podle pøed
hozíhoV � podstatnì vìt¹í ne¾ V , (V �)� pak je¹tì vìt¹í. Naopak, máme-li konenènou bázi,je ovìøení snadné.)10. Oznaème i : V ! (V �)� vlo¾ení z pøed
hozího problému. Pak pro ka¾dé li-� neární ' : V ! V na koneènìrozmìrném V je i�1 Æ ('�)� Æ i = '.11. Pro nesymetri
ké bilineární formy mù¾eme de�novat pravý a levý vr
hol jako� jádra dvou mo¾ný
h indukovaný
h zobrazení. Promyslete si v jakém budou vztahu.12. Pøemý¹lejte o mo¾ném roz¹íøení Sylvestrova kritéria (8.21) pro semide�nitní� pøípady. (Návod: promyslete dùslednì dùkazy Lagrangeovy a Ja
obiho vìty.)13. Zkuste sformulovat a dokázat tvrzení podobná dokázaným vìtám pro reálné� symetri
ké mati
e pro komplexní hermiteovské mati
e.



76 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE9. Bodové euklidovské prostoryStejnì jako v úvodní èásti analyti
ké geometrie v kapitole 6. budeme pra
ovatpouze nad reálnými skaláry K = R. Budeme se zde sna¾it dokonèit u
elený pøehledzákladù analyti
ké geometrie v tzv. bodový
h euklidovský
h prostore
h.9.1. De�ni
e. Standardní bodový euklidovský prostor En je a�nní prostor An, je-ho¾ zamìøení je standardní euklidovský prostor Rn . Kartézská souøadná soustava jea�nní souøadná soustava (A0;u) s ortonormální bazí u. Vzdálenost bodù A;B 2 Ende�nujeme jako velikost vektoru kB � Ak, budeme ji znaèit �(A;B). Euklidovsképodprostory v En jsou a�nní podprostory jeji
h¾ zamìøení uva¾ujeme spolu se zú-¾enými skalárními souèiny. Vzdálenost podprostorù Q1, Q2 � En se de�nuje jakoin�mum vdáleností �(A;B) dvoji
 bodù A 2 Q1, B 2 Q2. Znaèíme ji �(Q1;Q2).Podprostory Q1, Q2 jsou kolmé, jsou-li jeji
h zamìøení vzájemnì ortogonální, tj.Z(Q1) � (Z(Q2))? nebo Z(Q2) � (Z(Q1))?.Bodovým euklidovským prostorem E pak obe
nì rozumíme a�nní prostor, jeho¾zamìøení je euklidovský vektorový prostor. Pojem kartézské souøadné soustavy máopìt jasný smysl. Ka¾dá volba takové souøadné soustavy ov¹em zadává ztoto¾nìníE se standardním prostorem En. Proto se budeme v dal¹ím, bez újmy na obe
nosti,zabývat hlavnì standardními euklidovskými prostory a jeji
h podprostory.9.2. Vìta. Pro A;B;C 2 En platí(1) �(A;B) = �(B;A)(2) �(A;B) = 0 právì, kdy¾ A = B(3) �(A;B) + �(B;C) � �(A;C)(4) V ka¾dé kartézké souøadné soustavì (A0; e) mají bodyA = A0 + a1e1 + � � �+ anen; B = A0 + b1e1 + � � �+ bnenvzdálenost pPni=1(ai � bi)2.(5) Vzdálenost bodu A 2 En od podprostoru Q � En je rovna velikosti kolméhoprùmìtu vektoru A�B do Z(Q)? pro libovolný B 2 Q.Dùkaz. První tøi vlastnosti vyplývají pøímo z vlastností normy v unitární
h vek-torový
h prostore
h, ètvrtá plyne pøímo z vyjádøení skalárního souèinu v libovolnéortonormální bázi.Zbývá vztah pro výpoèet vzdálenosti �(fAg;Q). Vektor A � B se jednoznaènìrozkládá na A � B = u1 + u2, u1 2 Z(Q), u2 2 Z(Q)?. Pøitom u2 nezávisí navolbì B 2 Q, C = A + (�u2) = B + u1 2 Q a kA � Bk2 = ku1k2 + ku2k2 �ku2k2 = kA�Ck. Odtud ji¾ vyplývá, ¾e in�ma je skuteènì dosa¾eno, a to pro bodC. Vypoètená vzdálenost je skuteènì ku2k. �Stejnì jako vzdálenost, i øada dal¹í
h geometri
ký
h pojmù jako od
hylky, orien-ta
e, objem apod. je v bodový
h prostore
h En zavádìna prostøedni
tvím vhodný
hpojmù ve vektorový
h euklidovský
h prostore
h. Proto se nyní budeme 
hvíli vì-novat opìt reálným unitárním prostorùm. Zaèneme s diskusí velikosti úhlù. ZCau
hyovy nerovnosti plyne 0 � ju�vjkukkvk � 1, má tedy smysl následují
í de�ni
e.



9. BODOVÉ EUKLIDOVSKÉ PROSTORY 779.3. De�ni
e. Od
hylka '(u; v) vektorù u; v 2 V v reálném unitárním prostoru(tj. euklidovském vektorovém prostoru) je dána vztahem
os'(u; v) = u � vkukkvk ; 0 � '(u; v) � 2�:9.4. Poznámky. Ve standardním R2 pro (obvyklou) od
hylku vektorù na jed-notkové kru¾ni
i u = (1; 0), v = (
os'; sin') skuteènì platí 
os' = u�vkukkvk . Pro-to¾e od
hylka je nezávislá na velikoste
h vektorù, platí stejný vztah i pro vektoryu = (x1; 0), v = (a 
os'; a sin'). Proto¾e vhodnou rota
í dosáhneme toho, ¾e jedenz dvoji
e vektorù má tvar (x1; 0), platí ná¹ vztah z
ela obe
nì v rovinì. Ve ví
e-rozmìrný
h prostore
h je od
hylka dvou vektorù v¾dy mìøena v rovinì, kterou tytovektory generují (nebo je nula), jistì tedy ná¹ de�nièní vztah odpovídá zvyklostemve v¹e
h dimenzí
h.V libovolném reálném unitáním prostoru pøímo z de�ni
 plyneku� vk2 = kuk2 + kvk2 � 2(u � v) = kuk2 + kvk2 � 2kukkvk 
os'(u; v)
o¾ je tzv. kosinová vìta.Dále platí pro ka¾dou ortonormální bázi e a u 2 V vztah kuk2 =Pi ju � eij2, tj.1 =Xi (
os'(u; ei))2;
o¾ je obvyklé tvrzení o smìrový
h kosine
h '(u; ei) vektoru u.9.5. De�ni
e. Ne
h» U1, U2 jsou podprostory v euklidovském prostoru V . Od-� 
hylka podprostorù U1, U2 je reálné èíslo � = '(U1; U2) 2 [0; �2 ℄ splòují
í:(1) Je-li dimU1 = dimU2 = 1, U1 = hui, U2 = hvi, pak
os� = ju:vjkukkvk :(2) Jsou-li dimenze U1, U2 kladné a U1 \ U2 = f0g, pak� = inff'(hui; hvi); 0 6= u 2 U1; 0 6= v 2 U2g:(3) Je-li U1 � U2 nebo U2 � U1 (zejména je-li jeden z ni
h nulový), je � = 0.(4) Je-li U1 \ U2 6= f0g a U1 6= U1 \ U2 6= U2, pak� = '(U1 \ (U1 \ U2)?; U2 \ (U1 \ U2)?):V¹imnìme si, ¾e od
hylka je v¾dy dobøe de�nována, zejména v posledním pøípadì� je (U1 \ (U1 \ U2)?) \ (U2 \ (U1 \ U2)?) = f0gmù¾eme tedy opravdu od
hylku urèit podle bodu (2). V¹imnìme si, ¾e v pøípadìU1 \ U2 = f0g, jsou U1 a U2 kolmé podle na¹i
h døívìj¹í
h de�ni
 právì, kdy¾jeji
h od
hylka je �=2. Pokud v¹ak mají netriviální prùnik, nemohou být kolmé vdøívìj¹ím smyslu.Za 
hvíli uká¾eme, ¾e ve skuteènosti v¾dy existují vektory u 2 U1, v 2 U2, pro� které nabývá výraz pro od
hylku po¾adovaného in�ma. Nejdøíve spe
iální pøípad:



78 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE9.6. Lemma. Ne
h» v je vektor v euklidovském prostoru V a U � V libovolný� podprostor. Oznaème v1 2 U , v2 2 U? (jednoznaènì urèené) komponenty vektoruv, tj. v = v1 + v2. Pak pro od
hylku ' podprostoru generovaného v od U platí
os'(hvi; U) = 
os'(hvi; hv1i) = kv1kkvk :Dùkaz. Pro v¹e
hny u 2 U platí� ju � vjkukkvk = ju � (v1 + v2)jkukkvk = ju � v1jkukkvk� kukkv1kkukkvk = kv1kkvk = kv1k2kvkkv1k = jv1 � vjkvkkv1k :Odtud plyne 
os'(hvi; hui) � 
os'(hvi; hv1i) = kv1kkvka proto¾e funk
e 
os je na intervalu [0; �2 ℄ klesají
í, je tvrzení dokázané. �9.7. Uva¾ujme dva podprostory U1, U2 v euklidovském prostoru V , U1 \ U2 =� f0g a zvolme pevnì ortonormální báze e, a e0 tak, aby U1 = he1; : : : ; eki, U2 =he01; : : : ; e0li. Ne
h» ' je kolmý prùmìt na U2, jeho zú¾ení na U1 budeme opìt znaèit' : U1 ! U2. Zobrazení  : U2 ! U1 ne
h» vznikne podobnì z kolmého prùmìtu naU1. Tato zobrazení mají v bazí
h (e1; : : : ; ek) a (e01; : : : ; e0l) mati
eA = 0B� e1 � e01 : : : ek � e01... ...e1 � e0l : : : ek � e0l 1CA ; B = 0B� e01 � e1 : : : e0l � e1... ...e01 � ek : : : e0l � ek1CAZejména platí B = AT . Slo¾ené zobrazení  Æ ' : U1 ! U1 má tedy symetri
koumati
iATA. V pøí¹tí kapitole, ve vìtì 10.11, uká¾eme, ¾e ka¾dé takové zobrazení mápouze reálná vlastní èísla a ¾e má ve vhodné ortonormální bázi diagonální mati
is tìmito vlastními èísly na diagonále. Naví
 platí pro ka¾dou k-ti
i x souøadni
xTATAx = kAxk2 � 0, jsou tedy v¹e
hna vlastní èísla mati
e A nezáporná.Nyní mù¾eme odvodit obe
ný postup pro výpoèet od
hylky � = '(U1; U2).� Vìta. V pøed
hozím oznaèení ne
h» � je nejvìt¹í vlastní hodnota mati
e ATA.� Pak 
os2 � = �Dùkaz. Ne
h» u 2 U1 je vlastní vektor zobrazení  Æ ' pøíslu¹ný nejvìt¹í vlastní�� hodnotì �, �1; : : : ; �k ne
h» jsou v¹e
hna vlastní èísla (vèetnì násobnosti) a ne
h»u = (u1; : : : ; un) je pøíslu¹ná ortonormální báze U1 z vlastní
h vektorù. Mù¾emepøímo pøedpokládat, ¾e � = �1, u = u1. Potøebujeme ukázat, ¾e od
hylka li-bovolného v 2 U1 od U2 je nejménì tak velká jako od
hylka u od U2. Tzn. ¾ekosinus pøíslu¹ného úhlu nesmí být vìt¹í. Podle pøed
hozího lemmatu staèí disku-tovat od
hylku u a '(u) 2 U2 a pøitom víme, ¾e kuk = 1. Zvolme tedy v 2 U1,v = a1u1 + � � �+ akuk, Pki=1 a2i = kvk2 = 1. Pakk'(v)k2 = '(v) � '(v) =  Æ '(v) � v � k Æ '(v)kkvk = k Æ '(v)k:
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hozí lemma naví
 dává i vzore
 pro od
hylku � vektoru v od U2
os� = k'(v)kkvk = k'(v)k:Proto¾e jsme zvolili za �1 nejvìt¹í z vlastní
h hodnot, dostáváme(
os�)2 = k'(v)k2 � k Æ '(v)k =vuut kXi=1(�iai)2 ==vuut�21 + kXi=1 a2i (�2i � �21) �q�21:Pøi v = u dostáváme ov¹em pøesnì k'(v)k2 = �21kvk2 = �2 a tedy od
hylka dosahujepro tento vektor minimální mo¾né hodnoty. Tím je vìta dokázána. �9.8. De�ni
e. Od
hylka podprostorù Q1, Q2 v bodovém euklidovském prostoruEn se de�nuje jako od
hylka jeji
h zamìøení Z(Q1), Z(Q2).9.9. Pøíklady standardní
h úloh.1. Najdìte vzdálenost bodu A 2 En od podprostoru Q � En: Viz. vìta 9.2.2. V E2 veïte bodem A pøímku q svírají
í s danou pøímkou p daný úhel: Najdemevektor u 2 R2 le¾í
í v zamìøení pøímky q a zvolíme vektor v mají
í od u zadanouod
hylku. Hledaná pøímka je dána bodem A a zamìøením hvi. Úloha má dvì nebojedno øe¹ení.3. Spoètìte patu kolmi
e vedené bodem na danou pøímku: Viz. dùkaz posledníhobodu vìty 9.2.4. V E3 urèete vzdálenost dvou pøímek p, q: Zvolíme libovolnì jeden bod z ka¾dépøímky, A 2 p, B 2 q. Komponenta vektoru A � B v ortogonálním doplòku(Z(p) + Z(q))? má velikost rovnu vzdálenosti p a q.5. V E3 najdìte osu dvou mimobì¾ek p a q: Ne
h» � je rovina generovaná jednímbodem A 2 p a souètem Z(p)+(Z(p)+Z(q))?. Pak prùnik �\q spolu se zamìøením(Z(p) + Z(q))? dávají parametri
ký popis hledané osy. (Provìøte, kolik má úlohaobe
nì øe¹ení!)9.10. Objem. Orientovaný (bodový) euklidovský prostor je euklidovský bodový� prostor, jeho¾ zamìøení je orientované. V dal¹ím budeme uva¾ovat standardní Enspolu s orienta
í zadanou standradní bazí Rn.Ne
h» u1; : : : ; uk, jsou libovolné vektory v zamìøení Rn , A 2 En je libovolný bod.� Rovnobì¾nostìn Pk(A;u1; : : : ; uk) � En jsme de�novali jako mno¾inuPk(A;u1; : : : ; uk) = fA+ 
1u1 + � � �+ 
kuk; 0 � 
i � 1; i = 1; : : : ; kg:Jsou-li vektory u1; : : : ; uk nezávislé, hovoøíme o k-rozmìrném rovnobì¾nostìnuPk(A;u1; : : : ; uk) � En. Pro dané u1; : : : ; uk máme k dispozi
i také rovnobì¾-nostìny men¹í
h dimenzíP1(A;u1); : : : ;Pk(A;u1; : : : ; uk)
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h podprostore
h A+ hu1i; : : : ; A+ hu1; : : : ; uki.Jsou-li u1; : : : ; uk lineárnì závislé de�nujeme objem VolPk = 0. Pro nezávislé� vektory pak platí hu1; : : : ; uki = hu1; : : : ; uk�1i � (hu1; : : : ; uk�1i? \ hu1; : : : ; uki).Naví
 v tomto rozkladu se uk jednoznaènì vyjádøí jakouk = u0k + ek, kde ek?hu1; : : : ; uk�1i:Absolutní hodnotu objemu de�nujeme induktivnì:jVol jP1(A;u1) = ku1kjVol jPk(A;u1; : : : ; uk) = kekkjVol jP(A;u1; : : : ; uk�1):Je-li u1; : : : ; un báze kompatibilní s orienta
í V , de�nujeme (orientovaný) objemrovnobì¾nostìnu VolPk(A;u1; : : : ; un) = jVol jPk(A;u1; : : : ; un), v opaèném pøí-padì klademe VolPk(A;u1; : : : ; un) = �jVol jPk(A;u1; : : : ; un).9.11. Vìta. Ne
h» Q � En je euklidovský podprostor a ne
h» (e1; : : : ; ek) je jeho� ortonormální báze. Pak pro libovolné vektory u1; : : : ; uk 2 Z(Q) a A 2 Q platí(1) VolPk(A;u1; : : : ; uk) = det0� u1 � e1 : : : uk � e1... ...u1 � ek : : : uk � ek1A(2) (VolPk(A;u1; : : : ; uk))2 = det0� u1 � u1 : : : uk � u1... ...u1 � uk : : : uk � uk1ADùkaz. Mati
e A = 0� u1 � e1 : : : uk � e1... ...u1 � ek : : : uk � ek1A má ve sloup
í
h souøadni
e vektorù�� u1; : : : ; uk ve zvolené ortonormální bázi. PlatíjAj2 = jAjjAj = jAT jjAj = jATAj = det0� u1 � u1 : : : uk � u1... ...u1 � uk : : : uk � uk1A :Pøímo z de�ni
e je neorientovaný objem roven souèinu kv1kkv2k : : :kvkk, kde v1 =u1, v2 = u2 + a21v1; : : : ; vk = uk + ak1v1 + � � � + akk�1vk�1 je výsledek Grammova-S
hmidtova ortogonalizaèního pro
esu. Je tedy(VolPk(A;u1; : : : ; uk))2 = det0� v1 � v1 : : : vk � v1... ...v1 � vk : : : vk � vk1A= det0� v1 � v1 0 : : : 0... ...0 0 : : : vk � vk1A :
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i její¾ sloup
e jsou souøadni
e vektorù v1; : : : ; vk v bázi e. Proto¾ev1; : : : ; vk vznikly z u1; : : : ; uk jako obrazy v lineární transforma
i s horní trojú-helníkovou mati
í C s jednièkami na diagonále, je B = CA a jBj = jCjjAj = jAj.Pak ov¹em jAj2 = jBj2 = jAjjAj, proto VolPk(A;u1; : : : ; uk) = �jAj. Pøitompokud jsou vektory u1; : : : ; uk závislé vyjde objem nulový, pokud jsou nezávislé,pak znaménko determinantu je kladné právì kdy¾ je báze u1; : : : ; uk kompatibilnís orienta
í danou bazí e. �Determinant det0� u1 � u1 : : : uk � u1... ...u1 � uk : : : uk � uk1A se nazývá Grammùv determinant k-� ti
e vektorù u1; : : : ; uk.9.12. Dùsledek. Pro ka¾dé lineární zobrazení ' : V ! V euklidovského vektoro-�� vého prostoru V je det' roven (orientovanému) objemu obrazu rovnobì¾nostìnuurèeného vektory ortonormální báze. Obe
nìji, obraz rovnobì¾nostìnu P urèenéholibovolnými dimV vektory má objem roven det'-násobku pùvodního objemu.9.13. Vnìj¹í souèin vektorù. Pøed
hozí úvahy úz
e souvisí s tzv. vnìj¹ím tenso-� rovým souèinem vektorù. Podrobnìj¹í informa
e jsou k dispozi
i v dodatku 13, nyníale aspoò zmíníme pøípad vnìj¹ího souèinu n = dimV vektorù u1; : : : ; un 2 V .Ne
h» (u1j ; : : : ; unj) jsou souøadná vyjádøení vektorù uj v nìjaké pevnì zvolené� ortonormální bázi V a M ne
h» je mati
e s koe�
ienty (uij). Pak determinantjM j nezávisí na volbì báze a jeho hodnotu nazýváme vnìj¹ím souèinem vektorùu1; : : : ; un a znaèíme [u1; : : : ; un℄. (Nezávislost byla ukázána v dùkazu Vìty 9.11).Pøímo z de�ni
e nyní vyplývají u¾iteèné vlastnosti vnìj¹ího souèinu� (1) Zobrazení (u1; : : : ; un) 7! [u1; : : : ; un℄ je antisymetri
ké n-lineární zobra-zení. Tzn., ¾e je lineární ve v¹e
h argumente
h a výmìna dvou argumentùse v¾dy projeví zmìnou znaménka výsledku.(2) Vnìj¹í souèin je nulový právì, kdy¾ jsou vektory u1; : : : ; un lineárnì závislé(3) Vektory u1; : : : ; un tvoøí kladnou bázi právì, kdy¾ je jeji
h vnìj¹í souèinkladný.9.14. Vektorový souèin. V R3 máme je¹tì dal¹í významnou opera
i, tzv. vek-� torový souèin, který dvoji
i vektorù pøiøazuje vektor tøetí. Uva¾me obe
ný eukli-dovský vektorový prostor V dimenze n � 2 a vektory u1; : : : ; un�1 2 V . Vektorv 2 V nazveme vektorový souèin vektorù u1; : : : ; un�1, jestli¾e pro ka¾dý vektorw 2 V platí hv; wi = [u1; : : : ; un�1; w℄:Znaèíme v = u1 � : : : un�1.V ortonormální
h souøadni
í
h, kde v = (y1; : : : ; yn)T , w = (x1; : : : ; xn)T a� uj = (u1j; : : : unj)T , pøed
hozí vztah znamená(1) y1x1 + � � �+ ynxn = ������� u11 : : : u1(n�1) x1... ... ...un1 : : : un(n�1) xn �������Odtud vyplývá, ¾e vektor v je tímto vztahem zadán jednoznaènì a jeho souøadni
espoèteme formálním rozvojem determinantu v (1) podle posledního sloup
e.



82 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE9.15. Vìta. Pro vektorový souèin v = u1 � : : :� un�1 platí� (1) v 2 hu1; : : : ; un�1i?(2) v je nenulový vektor právì, kdy¾ jsou vektory u1; : : : ; un�1 lineárnì nezá-vislé(3) velikost kvk vektorového souèinu je rovna absolutní hodnotì objemu rovno-bì¾níku P(0;u1; : : : ; un�1)(4) (u1; : : : ; un�1; v) je kladná báze orientovaného euklidovského prostoru VDùkaz. První tvrzení plyne pøímo z de�nièního vztahu pro v, proto¾e dosazením� libovolného vektoru uj za w máme nalevo skalární souèin v �uj a napravo determi-nant s dvìma shodnými sloup
i.Hodnost mati
e s n�1 sloup
i uj je dána maximální velikostí nenulového minoru.� Minory, které zadávají souøadni
e vektorového souèinu jsou stupnì n � 1 a tím jedokázáno tvrzení (2).Jsou-li vektory u1; : : : ; un�1 závislé, pak platí i (3). Ne
h» jsou tedy nezávislé,� v je jeji
h vektorový souèin a zvolme libovolnou ortonormální bázi (e1; : : : ; en�1)prostoru hu1; : : : ; un�1i. Z ji¾ dokázáného vyplývá, ¾e existuje nìjaký násobek(1=�)v, 0 6= � 2 R, takový, ¾e (e1; : : : ; ek; (1=�)v) je ortonormální báze 
elého V .Souøadni
e na¹i
h vektorù v této bázi jsouuj = (u1j; : : : ; u(n�1)j ; 0)T ; v = (0; : : : ; 0; �)T :Proto je vnìj¹í souèin [u1; : : : ; un�1; v℄ roven (viz. de�ni
e vektorového souèinu)[u1; : : : ; un�1; v℄ = ��������� u11 : : : u1(n�1) 0... ... ...u(n�1)1 : : : u(n�1)(n�1) 00 : : : 0 �
��������� = hv; vi = �2Rozvojem determinantu podle posledního sloup
e zároveò obdr¾íme�2 = �VolP(0;u1; : : : ; un�1):Odtud u¾ vyplývají obì zbylá tvrzení vìty. �9.16. Závìrem je¹tì pár poznámek o objekte
h v En zadaný
h kvadrati
kými rov-� ni
emi, hovoøíme o kvadriká
h. Zvolme v En pevnì kartézskou souøadnou soustavu(tj. bod a ortonormální bázi zamìøení) a uva¾me obe
nou kvadrati
kou rovni
i prosouøadni
e (x1; : : : ; xn) bodù A 2 EnnXi;j=1 aijxixj + nXi=1 2aixi + a = 0; aij = aji:Mù¾eme ji zapsat jako f(u)+g(u)+a = 0 pro kvadrati
kou formu f , lineární formug a a 2 R a pøedpokládáme ¾e hodnost f je nenulová (jinak by se jednalo o lineárnírovni
i popisují
í euklidovský podprostor).



9. BODOVÉ EUKLIDOVSKÉ PROSTORY 83Podle vìty o ortogonální klasi�ka
i kvadrati
ký
h forem (viz. 8.24) existuje orto-� normální báze zamìøení, ve které má f diagonální mati
i (a diagonální hodnoty jsoujednoznaènì urèeny a¾ na poøadí). Pøedpokládejme tedy pøímo rovni
i ve tvarunXi=1 �ix2i + nXi=1 bixi + b = 0:Nyní pro souøadni
e xi s �i 6= 0 provedeme doplnìní do ètver
ù (viz. Lagrangeùvalgoritmus), tj. získáme tvarnXi=1 �i(xi � pi)2 + nXj splòují
í �j=0 bjxj + 
 = 0:Pokud nám opravdu zùstaly nìjaké lineární èleny, mù¾eme zvolit novou bázi zamì-øení tak, aby odpovídají
í lineární forma byla prvkem duální báze a novou volboupoèátku v En pak dosáhneme výsledného tvarukXi=1 �iy2i + byk+1 + 
 = 0kde k je hodnost kvadrati
ké formy f , lineární èlen se mù¾e (ale nemusí) objevitjen pokud je hodnost f men¹í ne¾ n, 
 2 R mù¾e být nenulové pouze kdy¾ je b = 0.9.17. Pøípad E2. Pùvodní rovni
e má tvar� a11x2 + a22y2 + 2a12xy + a1x+ a2y + a = 0:Volbou vhodné báze zamìøení a následným doplnìním ètver
ù dosáhneme tvaru(opìt pou¾íváme stejného znaèení x; y pro nové souøadni
e):a11x2 + a22y2 + a1x+ a2y + a = 0kde ai mù¾e být nenulové pouze v pøípadì, ¾e aii je nulové. Posledním krokemobe
ného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen pøípadnou volbou posunutí, dosáhnemeprávì jedné z rovni
0 = x2=a2 + y2=b2 + 1 prázdná mno¾ina0 = x2=a2 + y2=b2 � 1 elipsa0 = x2=a2 � y2=b2 � 1 hyperbola0 = x2=a2 � 2py parabola0 = x2=a2 + y2=b2 bod0 = x2=a2 � y2=b2 2 rùznobì¾né pøímky0 = x2 � a2 2 rovnobì¾né pøímky0 = x2 2 splývají
í pøímky0 = x2 + a2 prázdná mno¾ina



84 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIE9.18. Poznámka. Te
hni
ky daleko úèinnìj¹í je diskuse kvadrik v tzv. projektiv-�� ním roz¹íøení a�nní
h nebo euklidovský
h prostorù. Zejména pokud nás nezajímajímetri
ké vlastnosti a 
h
eme vyjádøit danou kvadriku v libovolný
h a�nní
h souøad-ni
í
h, mù¾eme pou¾ít standardní klasi�ka
i kvadrati
ký
h forem velmi pøehlednì.Ztoto¾níme za tím úèelem An s podprostorem v An+1 takovým, ¾e v pevnì�� zvolené bázi budou mít v¹e
hny body An první souøadni
i rovnu jedné. Mno¾inu,která nás zajímá nyní mù¾eme vyjádøit jako øe¹ení systému dvou rovni
nXi;j=1 aijxixj + nXi=1 2a0ixix0 + a00x20 = 0; x0 = 1kde jsme zavedli znaèení a0i = ai0 = ai, a00 = a, a pøedpokládáme, ¾e mati
eA = 0BB� a11 : : : a1n a10... ...an1 : : : ann an0a01 : : : a0n a001CCAje symetri
ká. Jinými slovy, hledaná mno¾ina øe¹ení je prùnikem podmno¾iny ur-èené mno¾inou vektorù na ni
h¾ je nulová kvadrati
ká forma h daná mati
í A anaroviny An � An+1 zadané rovni
í x0 = 1. Podle obe
né teorie existují v An+1souøadni
e, ve který
h má h diagonální mati
i s hodnotami �1 a 0 na diagonále,poèet nenulový
h prvkù je pøitom dán hodností A.Body projektivního roz¹íøení Pn(R) standardního a�nního prostoru An jsou�� právì v¹e
hny jednorozmìrné podprostory v Rn+1 pro
házejí
í poèátkem a kvadra-ti
ká forma h daná mati
í A si
e nemá dobøe de�nované hodnoty na bode
h Pn(R),má ale dobøe de�novanou mno¾inu bodù, kde se anuluje. Této mno¾inì øíkáme pro-jektivní kvadrika zadaná formou h. Patøí jí kromì pùvodní
h bodù na¹í kvadrikyprávì je¹tì její nekoneèné body.Poznámky k pøemý¹lení1. Uveïte si pojmy této kapitoly do souvislostí se základními transforma
emi ele-mentární geometrie jako stejnolehlost, zr
adlení apod.2. Vyjádøete transformaèní rovni
e pro pøevod souøadni
 z a�nní souøadné sou-stavy (A;u) na An do souøadné soustavy (B; v). (Návod: pou¾ijte mati
i pøe
hodumezi bazemi zamìøení a vektor B � A.)3. Odvoïte v E3 vzore
 pro vzdálenost bodu od roviny.4. Zformulujte vlastnosti zobrazení, která za
hovávají struktury a�nní
h nebo euk-lidovský
h prostorù (tzv. a�nní a euklidovská zobrazení).5. V¹imnìme si, ¾e objem nezávisí na umístìní vr
holu A 2 En a stejnì tak senemìní vhodnými zobrazeními ' : En ! En. Uka¾te, o jaká zobrazení jde. (Návod:jeji
h mati
e musí mít determinant rovný jedné)6. Napi¹te si formuli pro vektorový souèin v R3



10. SPEKTRÁLNÍ TEORIE 857. Diskutujte podrobnì kvadriky v E3 a A3.8. Promyslete podrobnìji, jak se obdr¾í a�nní klasi�ka
e kvadrik z uvedený
h úvahv projektivním roz¹íøení. 10. Spektrální teorieNejprve budeme diskutovat souvislosti kvadrati
ký
h forem, resp. hermiteov-ský
h forem, se skalárními souèiny v unitární
h prostore
h.10.1. Pololineární zobrazení17 na komplexní
h vektorový
h prostore
h je zobra-zení, které je aditivní (tj. '(u + v) = '(u) + '(v)) a pro násobení skalárem platí'(a u) = �a'(u).De�ni
e hermiteovský
h forem tedy øíká, ¾e jde o zobrazení lineární v prvémargumentu a pololineární v druhém. Zejména skalární souèiny jsou zobrazení V �V ! K , která jsou lineární v prvním argumentu a pololineární v druhém.V pøípadì reálný
h skalárù de�ni
e pololineární
h a lineární
h zobrazení splývá.Z hlediska této identi�ka
e je tøeba 
hápat tvrzení následují
í
h vìt pro reálnévektorové prostory.10.2. Vìta. Ne
h» V je unitární prostor.(1) Vektory v 2 V jsou v bijektivní koresponden
i s lineárními formami �v 2 V �tak, ¾e �v(u) = u � v pro v¹e
hny vektory u 2 V . Tato bijek
e je naví
pololineární zobrazení V ! V �.(2) Zobrazení f : V � V ! K , která jsou lineární v prvním argumentu a pololi-neární v druhém, jsou v bijektivní koresponden
i s endomor�smy ' : V ! Vsplòují
ími f(u; v) = u � '(v) pro v¹e
hny vektory u; v 2 V .Dùkaz. V¹e
hny lineární formy na unitárním prostoru V tvoøí vektorový prostor� stejné dimenze jako V . Ka¾dý vektor u 2 V zadává lineární formu �u na V vztahem�u(v) = v �u. Proto¾e �u(u) = kuk2, je forma �u nulová právì tehdy kdy¾ je u = 0.V pøípadì, ¾e V je euklidovský prostor, zadává tedy pøiøazení u 7! �u lineárníprosté zobrazení V do prostoru lineární
h forem na V . Z dùvodu dimenze to musíbýt i zobrazení na, tedy isomor�smus. Ka¾dý komplexní vektorový prostor mù¾eme
hápat jako reálný vektorový prostor dvojnásobné dimenze a pøiøazení u 7! �u jepololineární zobrazení mezi pøíslu¹nými komplexními prostory, tedy to je lineárnízobrazení mezi odpovídají
ími reálnými prostory, a podle pøed
hozího argumentuje to tedy i zobrazení na. Tím je dokázána první èást vìty.Druhé tvrzení se snadno odvodí z prvého: Pro pevný endomor�smus ' : V ! V� má zobrazení f'(u; v) = u � '(v) po¾adované vlastnosti. Naopak, máme-li takovéf , je pro ka¾dý vektor v 2 V zobrazení u 7! f(u; v) lineární forma na V a protoje f(u; v) = u � ('(v)) pro vhodný vektor '(v) 2 V . Tím je de�nováno zobrazení' : V ! V . Z pøedpokládaný
h vlastností f vyplývá, ¾e ' je skuteèmì endomor�s-mus a pøitom jeho hodnota '(v) byla urèena jednoznaènì podle pøed
hozí èástivìty. �17V literatuøe se èasto pou¾ívá také název sesquilineární



86 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEV dal¹ím budeme pou¾ívat pro skalární souèin i znaèení h ; i døíve zavedené probilineární zobrazení vyèíslení lineární
h forem na vektore
h.10.3. Adjungované zobrazení. Proto¾e skalární souèin na V zadává ztoto¾nìníduálního prostoru V � s V , musí existovat pro ka¾dé lineární zobrazení ' : V ! Wmezi unitárními prostory zobrazení odpovídají
í duálnímu zobrazení '� : W � !V �. Budeme jej opìt znaèit '� : W ! V . Pøitom z pøed
hozí vìty bezprostøednìvyplývá, ¾e pro '�(v) 2 V je u � '�(v) de�nované právì jako hodnota odpovídají
íformy '�(�v). Proto je zobrazení '� : W ! V jednoznaènì urèeno de�niènímvztahem(1) '(u) � v = u � '�(v)pro v¹e
hny u 2 V , v 2 W (v¹imnìte si, ¾e skalární souèiny na obou straná
hrovnosti jsou v rùzný
h prostore
h!). Hovoøíme o adjungovaném zobrazení k lineár-nímu zobrazení ' : V ! W . V dal¹ím budeme vìt¹inou pra
ovat s endomor�smy' : V ! V a jeji
h adjungovanými zobrazeními.10.4. Vìta. Ne
h» ' : V !W je libovolné lineární zobrazení unitární
h prostorùV , W .(1) Vztahem 10.3.(1) je dobøe de�nované lineární zobrazení '� : W ! V .(2) Platí ('�)� = '.(3) Pøiøazení ' 7! '� je pololineární zobrazení Hom(V;W ) do Hom(W;V ).(4) Má-li ' v nìjaké ortonormální bázi mati
i A, má '� v té¾e bázi mati
i �AT .Dùkaz. (1): Podle 10.2.(1) je hodnotami u �'�(v) pro v¹e
hny u 2 V jednoznaènì� urèen vektor '�(v) 2 V . Pøitomu�'�(av+bv0) = h'(u); av+bv0i = �ahu; '�(v)i+�bhu; '�(v0)i = hu; a'�(v)+b'�(v0)i:(2): hu; ('�)�(v)i = h'�(u); vi = hv; '�(u)i = hu; '(v)i.� (3): Vyplývá pøímo z de�nièního vztahu.� (4): Mati
e kvadrati
ké, resp. hermiteovské formy zadávají
í skalární souèin v� libovolné ortonormální bázi je jednotková mati
e E. Tzn., ¾e v souøadni
í
h jehx; yi = xT �y a de�nièní vztah pro '� je vyjádøenhAx; yi = (Ax)T �y = xT ( �AT y) = xT (By) = hx; '�(y)ikde B je mati
e '�. �Mati
i vzniklou z dané (komplexní) mati
e A konjugováním a transponovánímnazýváme adjungovanou mati
í, znaèíme ji A�. Ukázali jsme tedy, ¾e pro zobrazení' s mati
í A má '� v té¾e bázi adjungovanou mati
i A� = �AT .10.5. De�ni
e. Lineární zobrazení ' : V ! V unitárního prostoru V se nazývásamoadjungované jestli¾e ' = '�. V komplexním pøípadì se také pou¾ívá názevhermiteovské, v reálném symetri
ké zobrazení.Z de�ni
e to tedy znamená, ¾e pro v¹e
hny u; v 2 V platí '(u) � v = u � '(v).Pøímým výpoètem se snadno ovìøí, ¾e samoadjungované zobrazení tvoøí reálný



10. SPEKTRÁLNÍ TEORIE 87vektorový podprostor v Hom(V; V ), ten v¹ak není v komplexním pøípadì uzavøenývzhledem k násobení komplexními skaláry s nenulovou imaginární komponentou.Jak jsme vidìli, mati
e samoadjungovaný
h zobrazení jsou v komplexním pøípadìhermiteovské, v reálném pøípadì symetri
ké mati
e. Opìt jsou to reálné vektorovépodprostory v prostoru v¹e
h mati
. (Hermiteovské mají v¾dy reálnou diagonálu,po vynásobení komplexním skalárem to nebývá za
hováno!)10.6. Vìta. Ne
h» ' je lineární zobrazení na unitárním koneènìrozmìrném pro-storu V . Následují
í podmínky jsou ekvivalentní:(1) ' je samoadjungované.(2) mati
e A zobrazení ' v libovolné ortonormální bázi je hermiteovská (v re-álném pøípadì to znamená symetri
ká).(3) mati
e A zobrazení ' v nìjaké ortonormální bázi je hermiteovská.Dùkaz. (1)) (2)) (3): Ne
h» A je mati
e ' v ortonormální bázi e. Pak (pøímoz de�ni
e mati
e zobrazení a díky vlastnostem souøadni
 v ortonormální
h bazí
h)aji = h'(ei); eji = hei; '(ej)i = h'(ej); eii = aij:Odtud plyne (2) a tedy i (3).(3)) (1): V souøadni
í
h spoèteme'(u) � v = (Ax)T �y = xTAT �y = xT �AT y = xT (Ay) = u � '(v):�10.7. Vìta. Ne
h» ',  : V ! V jsou samoadjungovaná, A a B ne
h» jsou jeji
hmati
e v ortonormální bázi. Potom ' Æ  je samoadjungované právì, kdy¾  Æ' =' Æ  a to nastane právì, kdy¾ AB = BA.Dùkaz. Podle pøed
hozí vìty jsou obì tvrzení ekvivalentní. Staèí tedy ovìøit tvr-zení o mati
í
h. Pro hermiteovské A, B i AB mámeAB = (AB)T = �BT �AT = BAa stejný výpoèet dokazuje i opaènou implika
i. �10.8. Vektorový prostor v¹e
h mati
 Matn(R) je pøímým souètem podprostorù sy-metri
ký
h a antisymetri
ký
h mati
. V jazyku zobrazení jde o tvrzení, ¾e ka¾délineární zobrazení ' : V ! V euklidovského prostoru do sebe se jednoznaènì vyja-døuje jako souèet ' = 'sym+'antisym. Pøitom 'sym je samoadjungované a 'antisymmá vlastnost h'antisym(u); vi = �hu; 'antisym(v)i.V komplexním pøípadì dostáváme analogi
ký rozklad ka¾dé mati
e A 2 Matn(C )� A = 12(A+ �AT ) + 12(A� �AT )na hermiteovskou a tzv. antihermiteovskou mati
i. Zde ov¹em hermiteovské trans-forma
e tvoøí jen reálný podprostor a mati
e B je antihermiteovská právì, kdy¾



88 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEje skalární násobek iB hermiteovská. Pro zobrazení ' : V ! V komplexního uni-tárního prostoru tedy dostaneme rozklad ' =  + i� s jednoznaènì de�novanýmihermiteovskými zobrazeními  a �. Zejména tedy vidíme, ¾e komplexní vekto-rový prostor v¹e
h mati
 Matn(C ), resp. endomor�smù komplexního unitárníhoprostoru V , je komplexi�ka
í reálného vektorového prostoru v¹e
h hermiteovský
hmati
, resp. v¹e
h samoadjungovaný
h zobrazení V ! V . Pøímo z de�ni
e pakvidíme, '� =  � i�, tj. adjungování na Hom(V; V ) odpovídá konjugování v tétokomplexi�ka
i.10.9. Lemma. Ne
h» ' : V ! V je samoadjungované zobrazení unitárního pro-storu V .(1) Je-li U � V invariantní podprostor, pak je i U? invariantní podprostorvzhledem k '.(2) Vlastní hodnoty zobrazení ' jsou reálné.(3) Vlastní vektory pøíslu¹né rùzným vlastním hodnotám jsou ortogonální.Dùkaz. (1): Pro u 2 U je i '(u) 2 U , proto pro ka¾dý v 2 U? je '(u) � v =� u � '(v) = 0. Odtud ji¾ plyne i '(v) 2 U?.(2): Pro vlastní vektor u 2 V platí '(v) = �v, proto '(v) � v = �(v � v) =� v � '(v) = ��(v � v).(3): Pøedpokládejme '(u) = �u, '(v) = �v. Potom� '(u) � v = �(u � v) = u � '(v) = ��(u � v) = �(u � v)tj. (�� �)(u � v) = 0. �10.10. De�ni
e. Idempotentní zobrazení P : V ! V vektorového prostoru Vdo sebe, tj. P Æ P = P , se nazývá projektor. Projektor P se nazývá kolmý je-liKerP? ImP .Z vlastnosti P 2 = P okam¾itì vyplývá KerP = Im(idV �P ) a (idV �P ) Æ(idV �P ) = idV �P , tak¾e je to opìt projektor. Ka¾dý projektor je jednoznaènìzadán svým jádrem a obrazem, zejména ka¾dý podprostor v unitárním prostorude�nuje jednoznaènì kolmý projektor, jeho¾ je obrazem (jádrem je pak jeho orto-gonální doplnìk). Dva projektory P , Q, s vlastností P ÆQ = 0 se nazývají vzájemnìkolmé. V pøípadì kolmý
h projektorù to znamená právì, ¾e ImP? ImQ.10.11. Vìta o spektrálním rozkladu. Pro ka¾dé samoadjungované zobrazení' : V ! V unitárního prostoru V existuje ortonormální báze vlastní
h vektorù av¹e
hna pøíslu¹ná vlastní èísla jsou reálná. Jsou-li �1; : : : ; �k v¹e
hna rùzná vlastníèísla ' a P1; : : : ; Pk kolmé (a vzájemnì kolmé) projektory na pøíslu¹né podprostoryvlastní
h vektorù, pak ' = �1P1 + � � �+ �kPk:Dùkaz. Pøedpokládejme nejprve, ¾e V je komplexní unitární prostor. Pak ' jistì� má vlastní vektor v1 s reálnou vlastní hodnotou a podle lemmatu 10.9 je V1 =hv1i? � V opìt invariantní podprostor a zú¾ení 'jV1 je opìt samoadjungované.Opìt musí existovat vlastní vektor v2 2 V1 a V2 = hv1; v2i? je invariantní. Itera
ítohoto postupu získáme ortogonální bázi z vlastní
h vektorù, jistì tedy existuje i



10. SPEKTRÁLNÍ TEORIE 89ortonormální báze z vlastní
h vektorù. Z de�ni
e 10.10 pak plyne, ¾e existen
etakové ortonormální báze je ekvivalentní dokazovanému tvrzení.Pro reálný unitární prostor (tj. euklidovský prostor) pak mù¾eme pou¾ít pro
e-� duru komplexi�ka
e. Ne
h» A je mati
e ' v nìjaké ortonormální bázi u. Pak Aje také mati
í komplexi�ka
e 'C : VC ! VC v indukované bázi uC a na VC mámejednoznaènì dán skalární souèin pro který je uC ortonormální. Vzhledem k tomutosouèinu je 'C opìt samoadjungované (díky A = AT = �AT ). Podle pøed
hozího exi-stuje ortonormální báze z dimV vlastní
h vektorù s reálnými vlastními hodnotami,jeji
h souøadná vyjádøení jsou tedy øe¹eními reálný
h systémù lineární
h rovni
.Proto v¹e
hny le¾í v reálné èásti VC . Tím jsme získali potøebnou ortonormální bázina V . �10.12. O lineárním zobrazení ' : V ! V unitárního prostoru V øekneme, ¾e je� ortogonálnì diagonalizovatelné, jestli¾e existuje ortonormální báze, v ní¾ má ' dia-gonální mati
i. Pro euklidovské je nyní snadné urèit v¹e
hna taková zobrazení:diagonální mati
e jsou zejména symetri
ké, jedná se tedy právì o samoadjungo-vaná zobrazení. Jako dùsledek získáváme tvrzení, ¾e ortogonální zobrazení eukli-dovského prostoru do sebe je ortogonálnì diagonalizovatelné právì, kdy¾ je zároveòsamoadjungované (jsou to právì ta samoadjungovaná zobrazení s vlastními hodno-tami �1).U komplexní
h unitární
h prostorù je situa
e slo¾itìj¹í. Uva¾me libovolné line-� ární zobrazení ' : V ! V komplexního unitárního prostoru a ne
h» ' =  + i� je(jednoznaènì daný) rozklad ' na hermiteovskou a antihermiteovskou èást, viz. 10.8.Má-li ' ve vhodné ortonormální bázi diagonální mati
i D, pak D = reD + iimD,kde reálná a imaginární èást jsou právì mati
e  a � (plyne z jednoznaènosti roz-kla-du). Zejména tedy platí  Æ � = � Æ  a ' Æ '� = '� Æ '. Zobrazení ' : V ! Vs poslední uvedenou vlastností se nazývají normální. Vzájemné souvislosti ukazujenásledují
í vìta (pokraèujeme ve znaèení tohoto odstav
e):10.13. Vìta. Následují
í podmínky jsou ekvivalentní:� (1) ' je ortogonálnì diagonalizovatelné(2) '� Æ ' = ' Æ '� (tj. ' je normální zobrazení)(3)  Æ � = � Æ  (4) Pro mati
i A = (aij) zobrazení ' v nìjaké ortonormální bázi a její
h m =dimV vlastní
h èísel �i platí Pi;j jaij j2 =Pmi=1 j�ij2.Dùkaz. Implika
i (1)) (2) jsme ji¾ diskutovali.�� (2), (3): Staèí provést pøímý výpoèet�� ''� = ( + i�)( � i�) =  2 + �2 + i(� �  �)'�' = ( � i�)( + i�) =  2 + �2 + i( � � � )Odeètením dostaneme 2i(� �  �).(2)) (1): Ne
h» u 2 V je vlastní vektor normálního zobrazení '. Pak�� '(u) � '(u) = h'�'(u); ui = h''�(u); ui = '�(u) � '�(u)zejména tedy j'(u)j = j'�(u)j. Je-li ' normální, je (' � � idV )� = ('� � �� idV )a je proto i (' � � idV ) normální zobrazení. Z pøede¹lé rovnosti tedy plyne, ¾e



90 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEje-li '(u) = �u, pak '�(u) = ��u. Tzn., ¾e ' a '� mají stejné vlastní vektory akonjugované vlastní hodnoty.Stejnì jako u samoadjungovaný
h teï snadno doká¾eme ortogonální diagonali-�� zovatelnost. K tomu je nutné a staèí, aby ortogonální doplnìk ka¾dého vlastníhopodprostoru pro normální ' byl invariantní (je toti¾ zú¾ení normálního zobrazenína invariantní podprostor opìt normální). Uva¾me vlastní vektor u 2 V s vlastníhodnotou �, v 2 hui?. Platí'(v) � u = v � '�(u) = hv; ��ui = �u � v = 0a tedy opìt '(v) 2 hui?.(1) , (4): Výraz Pi;j jaij j2 je právì stopa mati
e AA�, to je mati
e zobrazení�� ' Æ'�. Proto nezávisí na volbì ortonormální báze. Je-li tedy ' diagonalizovatelné,je tento výraz roven právì Pi j�ij2.Opaèná implika
e je pøímým dùsledkem S
hurovy vìty o unitární triangulovatel-�� nosti libovolného lineárního zobrazení V ! V , viz. 7.25. Podle ní toti¾ existuje proka¾dé lineární zobrazení ' : V ! V ortogonální báze, ve které má ' horní trojúhel-níkovou mati
i. Na její diagonále pak musí být právì v¹e
hny vlastní hodnoty '.Jak jsme ji¾ ukázali, výrazPi;j jaijj2 nezávisí na volbì ortonormální báze, proto zpøedpokládané rovnosti vyplývá, ¾e v¹e
hny prvky mimo diagonálu musí být v tétomati
i nulové. �V termíne
h mati
 zobrazení dostáváme: zobrazení je normální právì, kdy¾ jeho� mati
e v nìkteré ortonormální bázi (a ekvivalentnì v ka¾dé) splòuje AA� = A�A.Takové mati
e nazýváme normální mati
e.V¹imnìme si, ¾e pro poèet s lineárními zobrazeními na komplexním unitárním�� prostoru lze poslední vìtu 
hápat také jako zobe
nìní bì¾ný
h poètù s komplex-ními èísly v goniometri
kém tvaru (roli reálný
h èísel zde hrají samoadjungovanázobrazení). Roli komplexní
h jednotek pak hrají unitární zobrazení. Zejména siv¹imnìme analogie k jeji
h tvaru 
os t+ i sin t s vlastností 
os2 t+ sin2 t = 1:10.14. Dùsledek. Unitární zobrazení na komplexním unitárním prostoru V jsou�� právì ta normální zobrazení, pro která vý¹e u¾ívaný jednoznaèný rozklad ' =  +i�splòuje  2 + �2 = idVDùkaz. Pro unitární je ''� = idV = '�' a tedy ''� = ( + i�)( � i�) =��  2 + 0 + �2 = idV . Naopak, pro normální poslední výpoèet ukazuje, ¾e opaènáimplika
e platí také. �Dal¹ím pojmem, který mù¾eme roz¹íøit z reálný
h èísel do na¹i
h úvah o sa-� moadjungovaný
h zobrazení
h, je pojem nezáporného (resp. kladného) èísla. Ureálný
h èísel jej lze de�novat jako ta èísla, pro která existuje odmo
nina. Tak topùjde i nyní:10.15. De�ni
e. Samoadjungované zobrazení ' : V ! V na unitárním prostoru� V se nazývá nezáporné, jestli¾e existuje samodjungované zobrazení  takové, ¾e' =  2. Pokud existuje takové invertibilní  , nazývá se ' kladné zobrazení. (Nìkdyse té¾ pou¾ívá oznaèení positivnì semide�nitní, resp. de�nitní, podobnì jako uforem.)



10. SPEKTRÁLNÍ TEORIE 9110.16. Vìta. Lineární zobrazení ' : V ! V je nezáporné, resp. kladné, právì� kdy¾ je splnìna nìkterá z následují
í
h ekvivalentní
h podmínek(1) ' je samoadjungované a '(u) � u � 0 pro v¹e
hny u 2 V , resp. '(u) � u > 0pro v¹e
hny u 6= 0.(2) existuje lineární  : V ! V takové, ¾e ' =  �Æ , resp. naví
 je¹tì je takové invertibilní.(3) mati
e A zobrazení ' v nìkteré (a tedy v ka¾dé) ortonormální bázi je po-sitivnì semide�nitní, resp. positivnì de�nitní, hermiteovská (v komplexnímpøípadì) nebo symetri
ká (v reálném pøípadì) mati
e.Dùkaz. (1): Proto¾e je ' samoadjungované, má ve vhodné ortonormální bázi� diagonální mati
i A s reálnými �i na diagonále. Pak ov¹em pA existuje (a je todiagonální mati
e s p�i na diagonále) právì tehdy, kdy¾ jsou v¹e
hny �i � 0, resp.je naví
 je¹tì invertibilní kdy¾ �i > 0. Pøitom jsou poslední nerovnosti zøejmìekvivalentní nerovnostem v (1). Zároveò jsme pøitom ovìøili i (3).(2): Je-li ' samoadjungované nezáporné, pak ' =  Æ  =  � Æ  pro samo-� adjungované  . Pøedpokládejme naopak, ¾e ' =  � Æ  . Ne
h» mati
e ' a  vortonormální bázi e jsou A a B, tj. A = �BTB. Odtud�AT = ( �BTB)T = �BTB = Aje tedy A samoadjungovaná. Pøitom'(u) � u =  � (u) � u = j (u)j2 � 0:a tvrzení je dokázané. �10.17. Dùsledek. V¹e
hny pozitivnì (semi-) de�nitní reálné mati
e A (pøíp. kom-� plexní hermiteovské) mají odmo
ninu, tj. existuje B taková, ¾e A = B2. Obe
nì jimù¾eme de�novat tak, ¾e vyjádøíme A = S�DS pro S vhodnou unitární, D reálnoudiagonální s nezápornými prvky. Pak B = S�pDS, kde pD obsahuje na diagonáleodmo
niny z prvkù v D.Vrátíme se ke zkoumání vlastností kvadrati
ký
h forem, nyní na unitární
h pro-store
h. Pøímou aplika
í pøed
hozí
h výsledkù o samoadjungovaný
h zobrazení
hobdr¾íme tzv. metri
kou klasi�ka
i symetri
ký
h bilineární
h, resp. hermiteovský
hforem.10.19. Dùkaz vìty 8.24. Nejprve doka¾me tvrzení pro reálné symetri
ké formy.� Jak jsme vidìli v 8.7, de�nuje f lineární zobrazení f̂ : V ! V �, f(u; v) = f̂(u)(v) askalární souèin de�nuje lineární isomor�smus i : V ! V �, i(u)(v) = v � u, viz. 10.2.Je-li A mati
e f v ortonormální bázi e, pak je A také mati
í f̂ v bazí
h e a duálníe�, mati
e zobrazení i v bazí
h e a e� je ov¹em identi
ká mati
e, proto je A takémati
í slo¾eného zobrazení ~f = i�1 Æ f̂ . Proto¾e se jedná o symetri
kou mati
i,je ~f samoadjungované. Proto existuje báze z vlastní
h vektorù ~f , ve které má ~fdiagonální tvar, diagonální prvky jsou pak právì vlastní hodnoty a jsou jednoznaènìurèeny a¾ na poøadí. Ne
h» je tedy e pøímo tato báze. Pakf(ei; ej) = f̂(ei)(ej) = ej � ~f(ei) = � 0 pro i 6= j�i pro i = j



92 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIETím je dokázáno prvé tvrzení.Tvrzení pro hermiteovské formy se doká¾e pøesnì stejnì, jen je i pololineární� bijek
e, A je hermiteovská a získané ~f je proto samoadjungované. Z posledníhovýpoètu nám vyjde f(ei; ej) = ��i pro i = j a nula jinak, v¹e
hny vlastní hodnotyjsou ale stejnì reálné. �Problémy k pøemý¹lení1. Ne
h» V je unitární prostor. Projektor P : V ! V je kolmý právì, kdy¾ je P� samoadjungované. Souèet P = P1+ � � �+Pk kolmý
h projektorù Pi je projektoremprávì tehdy, kdy¾ projektory Pi jsou vzájemnì kolmé (tj. Pi Æ Pj = 0 pro i 6= j).Potom je P také samoadjungované. Doka¾te.2. Uka¾te, ¾e pro ka¾dé lineární ' : V ! V na unitárním prostoru V platí� (Ker')?(Im'�); (Im')?(Ker'�):(Pou¾ijte tato tvrzení znovu pro dùkaz pøed
hozího 
vièení.)3. Zformulujte a doka¾te vìtu o spektrálním rozkladu pro normální zobrazení.� (Mù¾ete to brát i tak, ¾e normální zobrazení jsou právì v¹e
hna zobrazení, prokterá vìta o spektrálním rozkladu platí.)4. Doka¾te, ¾e mati
e vzniklá jako hodnota polynomu v hermiteovské, resp. sy-� metri
ké mati
i, je opìt hermiteovská, resp. symetri
ká.5. Roz¹iøte tvrzení 10.16 o ' : V ! V je samoadjungované a nezáporné právì, kdy¾existuje  : V !W takové, ¾e ' =  � Æ  . (Staèí si v¹e øádnì zapsat v mati
í
h.)6. Doka¾te tvrzení problému 2 pro ' : V !W .11. Rozklady mati
 a aproxima
ePro numeri
ké zpra
ování mati
 je èasto dùle¾ité mít mo¾nost pra
ovat jen s ma-ti
emi urèitý
h typù. Øadu pøíkladù jsme ji¾ potkali, napø. výpoèet determinantunebo stopy je velmi snadný pro trojúhelníkové mati
e, inverze se snadno spoète prounitární apod. Prostory skalárù budou v¾dy K = R nebo K = C . V této kapitoletedy uvedeme nìkolik typù rozkladù mati
 na souèin spe
iální
h mati
. Výsledkyjsou vesmìs mimoøádnì významné pro vìt¹inu numeri
ký
h aplika
í. Èasto ov¹emje zapotøebí kombina
e s rùznými iterativními pøibli¾nými metodami, na jeji
h¾výklad nám ji¾ nezbývá prostor.Jako první výsledek uvedeme vìtu o triangulovatelnosti mati
, kterou jsme ji¾dokázali v 7.25 (ve formula
i pro lineární zobrazení).11.1. Vìta (S
hurova o unitární triangulovatelnosti). Ne
h» A je mati
e vMatn(K ), K = R nebo K = C , a �1; : : : ; �n 2 C ne
h» jsou v¹e
hna vlastní èíslamati
e A. Pak existuje unitární U 2 Matn(C ) taková, ¾e U�AU = T , kde T je
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e s èísly �1; : : : ; �n na diagonále. Je-li naví
 K = R av¹e
hna vlastní èísla �i jsou reálná, pak lze volit ortogonální U 2 Matn(R).Dùkaz. Jde pouze o pøeformulování vìty 7.25 pro standardní euklidovský vekto-rový prostor Rn nebo standardní komplexní unitární prostor C n . �Dal¹í vìta je podstatným roz¹íøením vìty 1.14, ve které jsme dokázali, ¾e proka¾dé lineární zobrazení mezi koneènìrozmìrnými vektorovými prostory do
ílímevhodnou volbou bazí toho, ¾e mati
e zobrazení je diagonální s jednièkami a nulamina diagonále.11.2. Vìta (o singulárním rozkladu). Ne
h» A 2 Matmn(K ) kde K = C ,resp. K = R. Pak existují unitární, resp. ortogonální, mati
e U 2 Matm(K ),V 2 Matn(K ) a reálná diagonální mati
e s nezápornými prvky D 2 Matr(K ),r � minfm;ng, takové, ¾eA = USV �; S = �D 00 0� 2 Matmn(K ); r = h(AA�):Pøitom je S urèena jednoznaènì a¾ na poøadí prvkù a prvky diagonální mati
e Djsou druhé odmo
niny vlastní
h èísel di mati
e AA�.Dùkaz. Pøedpokládejme nejprve m � n a oznaème ' : K n ! Km zobrazení zadané�� mati
í A ve standardní
h bazí
h. Máme vlastnì ukázat, ¾e existují ortonormálníbáze na K n a Km ve který
h bude mít ' mati
i S z tvrzení vìty. Mati
e A�A jepozitivnì semide�nitní, viz. napø. dùkaz vìty o od
hyl
e podprostorù (viz. 6.17).Proto má samá reálná nezáporná vlastní èísla a existuje ortonormální báze w vK n , ve které má pøíslu¹né zobrazení '� Æ ' diagonální mati
i s vlastními èísly nadiagonále. Jinými slovy, existuje unitární mati
e (resp. reálná ortogonální mati
e)V taková, ¾e A�A = V BV � pro reálnou diagonální mati
i s nezápornými vlastnímièísly (d1; d2; : : : ; dr; 0; : : : ; 0) na diagonále, di 6= 0 pro v¹e
hny i = 1; : : : ; r. OdtudB = V �A�AV = (AV )�(AV ), 
o¾ je ekvivalentní tvrzení, ¾e první
h r sloup
ùmati
e AV je ortogonální
h a zbývají
í jsou nulové (mají toti¾ nulovou velikost),oznaème první
h r sloup
ù v1; : : : ; vr 2 Km . Tzn. vi � vi = di, i = 1; : : : ; r a tedyvektory ui = 1pdi vi tvoøí ortonormální systém nenulový
h vektorù. Doplòme jena ortonormální bázi u1; : : : ; un 
elého Km . Vyjádøíme-li zobrazení ' v bazí
h wna K n a u na Km , dostáváme mati
i pB. Pøe
hody od standardní
h bází k novìvybraným odpovídají násobení zleva unitárními mati
emi U a zprava V �1 = V �,v pøípadì K = R pak jde o ortogonální mati
e.Pokud je m > n, mù¾eme aplikovat pøed
hozí èást dùkazu na mati
i A�. Odtud�� pak pøímo plyne po¾adované tvrzení. �V¹imnìte si, ¾e ná¹ dùkaz vìty o singulárním rozkladu je konstruktivní, mù¾eme�� jej opravdu pou¾ít pro výpoèet unitární
h ( resp. ortogonální
h) mati
 U , V adiagonální
h nenulový
h prvkù mati
e S.11.3. Geometri
ká interpreta
e. Diagonálním hodnotám mati
e D z pøed
hozí� vìty se øíká singulární hodnoty mati
e A. Pro pøíslu¹né zobrazení ' : K n ! Kmmají jednodu
hý geometri
ký význam: Ne
h» K � K n je jednotková sféra prostandardní skalární souèin. Obrazem '(K) pak v¾dy bude (mo¾ná degenerovaný)



94 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEm-rozmìrný elipsoid. Singulární èísla mati
e A jsou pøitom velikosti hlavní
h po-loos.Pro ètver
ové mati
e je vidìt, ¾e A je invertibilní právì, kdy¾ v¹e
hna singulární� èísla jsou nenulová. Pomìr nejvìt¹ího a nejmen¹ího singulárního èísla je dùle¾itýmparametrem pro øadu numeri
ký
h výpoètù s mati
emi, napø. pro výpoèet inverznímati
e.11.4. Vìta (o polárním rozkladu). Ka¾dou ètver
ovou mati
i A 2 Matn(K ),K = R nebo K = C , lze v¾dy vyjádøit ve tvaru A = PV , kde P 2 Matn(K )je samoadjungovaná positivnì semide�nitní a V 2 Matn(K ) je unitární. PøitomP = pAA�. Je-li A invertibilní, je rozklad jednoznaèný a V = (pAA�)�1A.Dùkaz. Z vìty o singulárním rozkladu plyne A = USW � s diagonální S s nezá-� pornými reálnými èísly na diagonále a unitárními U , W . Pak A = USU�UW � amù¾eme pøímo de�novat P := USU�, V := UW �. Pak P je samoadjungovaná pozi-tivnì semide�nitní a V je unitární. Naví
A� =WSU� a tedyAA� = USSU� = P 2.Pøedpokládejme, ¾e A = PV = QU jsou dva takové rozklady a A je invertibilní.� Pak ov¹em je AA� = PV V �P = P 2 = QUU�Q = Q2 positivnì de�nitní a proto jeQ = P = pAA� jednoznaènì urèené a invertibilní. Pak také U = V = P�1A. �Aplika
í vìty 11.4 na A� obdr¾íme jinou verzi:� 11.5. Dùsledek (Vìta o polárním rozkladu). Ka¾dou ètver
ovou mati
i A 2� Matn(K ), K = R nebo K = C , lze v¾dy vyjádøit ve tvaru A = UP , kde P 2Matn(K ) je samoadjungovaná positivnì semide�nitní a U 2 Matn(K ) je unitární.V¹imnìme si opìt pìkné analogie mezi komplexními èísly a komplexními mati-� 
emi: mati
e P s vìty 11.4 hraje roli absolutní hodnoty èísla, zatím
o unitární V jeanalogií jeho argumentu (tj. komplexní jednotky, která se také rozkládá na souèet'+ i se samoadjungovanými ';  , které naví
 splòují '2+ 2 = idV ). Pøitom alenyní není jedno v jakém poøadí samoadjungované a unitární mati
e 
h
eme násobit.Umíme v obou, vyjdou ale poka¾dé jiné.Pro øadu aplika
í bývá ry
hlej¹í pou¾ití následují
ího rozkladu:� 11.6. Vìta (o QR-rozkladu). Pro ka¾dou mati
i A 2 Matmn(K ) existuje uni-� tární mati
e Q a horní trojúhelníková mati
e R takové, ¾e A = Q�R. V pøípadìK = R lze volit ortogonální mati
i QDùkaz. V geometri
ké formula
i potøebujeme dokázat, ¾e pro ka¾dé zobrazení� ' : K n ! Km s mati
í A v standardní
h bazí
h mù¾eme zvolit novou bázi na Kmtak, aby potom ' mìlo horní trojúhelníkovou mati
i.Uva¾me obrazy '(e1); : : : ; '(en) 2 Km vektorù standardní báze, vyberme z� ni
h maximální lineárnì nezávislý systém v1; : : : ; vk takovým zpùsobem, ¾e vypou¹-tìné závislé vektory jsou v¾dy lineární kombina
í pøed
hozí
h vektorù, a doplòmejej do báze v1; : : : ; vm. Ne
h» u1; : : : ; um je ortonormální báze vzniklá Gramm-S
hmidtovou ortogonaliza
í tohoto systému vektorù. Nyní pro ka¾dé ei je '(ei)buï jedno z vj , j � i, nebo je lineární kombina
í v1; : : : ; vi�1, proto ve vyjád-øení '(ei) v bázi u vystupují pouze vektory u1; : : : ; ui. Zobrazení ' má proto vestandardní bázi na K n a ortonormální bázi u na Km horní trojúhelníkovou mati
iR. Pøe
hod k bázi u na Km odpovídá násobení unitární mati
í Q, tj. R = QA,ekvivalentnì A = Q�R. �



11. ROZKLADY MATIC A APROXIMACE 9511.7. De�ni
e. Ne
h» A 2 Matmn(K ) a ne
h» A = USV � je její singulární� rozklad, S = �D 00 0�. Mati
i A(�1) := V S0U� s S0 = �D�1 00 0� nazývámepseudoinverzní mati
e k mati
i A.Jak ukazuje následují
í vìta, je pseudoinverze dùle¾ité zobe
nìní pojmu inverzní� mati
e.11.8. Vìta. Ne
h» A 2 Matmn(K ), K = R nebo K = C . Platí� (1) Je-li A invertibilní (zejména tedy ètver
ová), pak A(�1) = A�1.(2) pro pseudoinverzi A(�1) platí, ¾e A(�1)A i AA(�1) jsou samoadjungované aAA(�1)A = A, A(�1)AA(�1) = A(�1).(3) Uva¾me pro danou mati
i A 2 Matmn(K ) systém lineární
h rovni
 Ax = b,b 2 Km . Pak y = A(�1)b 2 K n minimalizuje vzdálenost kAx � bk prov¹e
hny x 2 K n .Dùkaz. (1): Je-li A 2 Matn(K ) invertibilní, pak i S = U�AV 2 Matn(K ) je� invertibilní a pøímo z de�ni
e je S0 = S�1. Odtud A(�1)A = AA(�1) = E.(2): Pøímým výpoètem dostáváme SS0S = S a S0SS0 = S0, proto� AA(�1)A = USV �V S0U�USV � = USS0SV � = USV � = Aa analogi
ky pro druhou rovnost. Dále(AA(�1))� = (USS0U�)� = U(S0)TSTU� = U(SS0)TU� = USS0U� = AA(�1)a podobnì se uká¾e (A(�1)A)� = A(�1)A.(3): Uva¾me zobrazení ' : K n ! Km , x 7! Ax, a pøímé souèty K n = (Ker')?��� Ker', Km = Im' � (Im')?. Zú¾ené zobrazení ~' := 'j(Ker')? : (Ker')? !Im' je lineární isomor�smus. Zvolíme-li vhodnì ortonormální báze na (Ker')? aIm' a doplníme je na ortonormální báze na 
elý
h prostore
h, bude mít ' mati
iS a ~' mati
i D z vìty o singulárním rozkladu. Pro dané b 2 Km je bod z 2Im' minimalizují
í vzdálenost kb � zk (tj. realizují
í vzdálenost od podprostoru�(b; Im')) právì komponenta z = b1 rozkladu b = b1+ b2, b1 2 Im', b2 2 (Im')?.Pøitom ale ve zvolené bázi je zobrazení '(�1), pùvodnì zadané ve standardní
hbazí
h pseudoinverzí A(�1), dáno mati
í S0 z vìty o singulárním rozkladu, zejménaje '(�1)(Im') = (Ker')? a D�1 mati
í zú¾ení '(�1)j Im' a '(�1)j(Im')? je nulové. Jetedy skuteènì ' Æ '(�1)(b) = '('(�1)(z)) = za dùkaz je ukonèen. �Lze také ukázat, ¾e mati
e A(�1) minimalizuje výraz kAA(�1) � Ek2 (tj. sumu�� kvadrátù v¹e
h prvkù uvedené mati
e).11.9. Lineární regrese. Aproximaèní vlastnost (3) pøed
hozí vìty je veli
e u¾i-� teèná v pøípade
h, kdy máme najít 
o nejlep¹í pøiblí¾ení (neexistují
ího) øe¹enípøeurèeného systému Ax = b, kde A 2 Matmn(K ) a m je vìt¹í ne¾ n. Napø. máme-li zadány hodnoty bi, skuteèné hodnoty funk
í aij = fj(xi) v bode
h xi 2 R ana¹ím úkolem je urèit koe�
ienty �j 2 R tak, aby Pmi=1(bi � (Pnj=1 �jaij))2 bylaminimální. Jinými slovy, hledáme lineární kombina
i funk
í fj takovou, aby
hom"dobøe" prolo¾ili zadané hodnoty bi. Díky pøed
hozí vìtì jsou hledané optimálníkoe�
ienty A(�1)b.



96 ÈÁST II. PROSTORY SE SKALÁRNÍM SOUÈINEM A ANALYTICKÁ GEOMETRIEProblémy k pøemý¹lení1. Doka¾te vìty o polárním rozkladu pøímo (bez pou¾ití vìty o singulárním rozkladu).�� 2. Doka¾te, ¾e pseudoinverze A(�1) je jediná mati
e taková, ¾e A(�1)A i AA(�1)�� jsou samoadjungované a AA(�1)A = A, A(�1)AA(�1) = A(�1).3. Ne
h» A 2 Matmn(K ), m � n, a pøedpokládejme, ¾e sloup
e A jsou lineárnì�� nezávislé. Pak A�A je invertibilní a A(�1) = (A�A)�1A�. Pro prakti
ké u¾itílineární regrese bývá tento vztah u¾iteèný, proto¾e poèet volný
h parametrù, tj.rozmìr mati
e A�A, bývá malý a poèet zadaný
h hodnot naopak velký, tak¾e pøiprakti
ký
h mìøení je v podstatì jisté, ¾e sloup
e A budou nezávislé. Spoèístpotom inverzi z "malé" mati
eA�A bývá ry
hlé. (Návod: u¾ijte tvrzení pøed
hozíhoproblému!)



97Èást III.Dodatky12. Polynomiální mati
e a kanoni
ké tvaryOdvodíme efektivní algebrai
ký postup pro urèení Jordanový
h kanoni
ký
htvarù. Základem bude jistá verze Gaussovy elimina
e pro 
harakteristi
ké mati-
e, tj. pro mati
e jeji
h¾ prvky jsou polynomy.12.1. Vìta. Pro mati
e A;B 2 Matn(K ) nad polem skalárù K existuje inverti-bilní mati
e P 2 Matn(K ) taková, ¾e A = PBP�1 právì, kdy¾ 
harakteristi
koumati
i A��E lze pøevést na 
harakteristi
kou mati
i B��E pomo
í elementární
høádkový
h a sloup
ový
h transforma
í.18Dùkaz této klíèové (a elegantní) vìty je te
hni
ky ponìkud nepøíjemný, zaènemes pøípravnými de�ni
emi a poznámkami.12.2. Dìlení v okruzí
h polynomù. Ne
h» R je libovolný okruh, R1[�℄ po-lynomy v promìnné � nad R. Pro ka¾dé polynomy f(�) = an�n + � � � + a0,g(�) = bm�m + � � �+ b0, s bm 2 R invertibilním, existují jednoznaènì urèené poly-nomy q1(�), r1(�), q2(�), r2(�) takové, ¾ef(�) = g(�)q1(�) + r1(�)f(�) = q2(�)g(�) + r2(�)a buï stupnì r1(�) a r2(�) jsou men¹í ne¾ stupeò g(�) nebo jsou r1(�) èi r2(�)nulové polynomy.Dùkaz. Z
ela shodný se standardním dùkazem o dìlení se zbytkem pro polynomy sreálnými koe�
ienty,19 pouze musíme pamatovat na invertibilnost bm a na (mo¾nou)nekomutativnost násobení v R (proto dostaneme rùzné výsledky pronásobení zlevaa zprava). �12.3. �-mati
e a mati
ové polynomy. Mati
e, jeji
h¾ prvky jsou polynomyv promìnné � nazýváme �-mati
e. Jde tedy o prvky v Matmn(K1 [�℄). Proto¾ev¹ak sèítání v polynome
h se de�nuje po jednotlivý
h mo
niná
h a v mati
í
hpo jednotlivý
h prv
í
h, mù¾eme �-mati
e ztoto¾òovat s polynomy nad okruhemmati
, tj. (Matn(K ))1 [�℄ �= Matn(K1 [�℄). Promyslete si to podrobnì!12.4. Poznámky. (1) Podmno¾ina invertibilní
h mati
 v Matn(R) nad libovol-ným okruhem R v¾dy tvoøí grupu vhledem k násobení mati
.(2) �-mati
e A(�) je invertibilní právì, kdy¾ je jA(�)j 2 K n f0g, viz. 3.21(3) algoritmus pro dìlení s zbytkem lze v¾dy aplikovat pro dìlení 
harakteris-ti
kou mati
í A��E, proto¾e vedou
í koe�
ient tohoto polynomu je mati
e�E, tzn. je invertibilní.18Mati
e B a PBP�1 se nazývají podobné, mati
e, které lze na sebe pøevést elementárnímitransforma
emi ekvivalentní. Mù¾eme proto vìtu struènì formulovat takto: A a B jsou podobnéprávì, kdy¾ jeji
h 
harakteristi
ké mati
e jsou ekvivalentní.19Jistì jej najdete podrobnì vypra
ovaný v ka¾dém základním textu o algebøe.



98 ÈÁST III. DODATKY12.5. Elementární sloup
ové a øádkové transforma
e byly pro mati
e nad libovol-ným okruhem de�novány ji¾ v 1.11, 1.13. Musíme jen dát pozor na invertibilituskaláru pøi násobení vybraného øádku. Ve skuteènosti staèí právì dvì:(1) Vynásobení vybraného øádku (sloup
e) invertibilním skalárem a(2) Pøiètení (libovolného) násobku nìkterého jiného øádku k vybranému øádku.Výmìna øádkù èi sloup
ù se snadno získá kombina
í tì
hto dvou transforma
í. Opìtodpovídají øádkové elementární transforma
e násobení invertibilní mati
í zleva,sloup
ové zprava.12.6. Dùkaz Vìty 12.1. Nejprve ovìøíme snadnìj¹í implika
i. Ne
h» jsou A a Bpodobné, A = PBP�1. PotomP (B � �E)P�1 = PBP�1 � �E = A� �E:Ka¾dou skalární invertibilní mati
i dostaneme ale jako souèin mati
 elementární
htransforma
í. Vystaèíme tedy dokon
e se skalárními lineárními kombina
emi pøiúpravá
h 
harakteristi
ký
h mati
.Opaèná implika
e je nepøíjemná. Pøedpokládejme, ¾e existují invertibilní mati
eP (�) a Q(�) takové, ¾e(1) B � �E = P (�)(A� �E)Q(�):Pokud by P (�) a Q(�) byly ve skuteènosti konstantní polynomy (tj. skalární ma-ti
e), pak v rovnosti (1) mù¾eme snadno porovnat koe�
ienty u stejný
h mo
nin �a dostaneme E = PQ, B = PAQ. To ale znamená, ¾e Q = P�1 a mati
e B a Ajsou podobné. Staèí nám tedy ukázat, ¾e ka¾dé mati
e P (�) a Q(�) splòují
í (1)jsou nezávislé na �.Pomo
í dìlení se zbytkem najdeme polynomy P1(�), P0, Q1(�) a Q0 splòují
í(2) P (�) = (B � �E)P1 + P0Q(�) = Q1(B � �E) +Q0kde stupeò P0 a Q0 musí být men¹í ne¾ stupeò B � �E, tedy nula (pokud jsouvùbe
 nenulové). Dosazením za P (�) z (2) do (1)B � �E = (B � �E)P1(�)(A� �E)Q(�) + P0(A� �E)Q(�):Dosadíme i za Q(�) a upravíme:(3) B � �E � P0(A� �E)Q0 = K(�)K(�) = (B � �E)P1(�)(A� �E)Q(�) + P0(A� �E)Q1(�)(B � �E)Za P0 je¹tì mù¾eme dosadit P (�)� (B � �E)P1(�)K(�) = (B � �E)P1(�)(A� �E)Q(�) + P�(A� �E)Q1(�)(B � �E)�(B � �E)P1(�)(A� �E)Q1(�)(B � �E)Nyní vyu¾ijeme invertibilitu P (�) a Q(�) a vyjádøíme K(�) jako souèin zaèínají
í akonèí
í B� �E (tím bude zaji¹tìno, ¾e by mìlo K(�) mít stupeò alespoò 2). Z (1)toti¾ plyne (A� �E)Q(�) = P�1(�)(B � �E), P (�)(A� �E) = (B � �E)Q�1(�)a dostávámeK(�) = (B � �E)(P1(�)P�1(�) +Q�1(�)Q1(�) + P1(�)(A� �E)Q1(�))(B � �E)Pøitom ov¹em ze vztahu (3) plyne, ¾e stupeò K(�) je nejvý¹e 1. Pak u¾ zbývá jenmo¾nost K(�) = 0 a (3) dává pøesnì po¾adovaný vztah. �



12. POLYNOMIÁLNÍ MATICE A KANONICKÉ TVARY 9912.7. Kanoni
ký tvar �-mati
. Pro mati
e nad okruhem polynomù nelze pøímopou¾ít Gaussovy elimina
e, tak jak v 1.14, mù¾eme ale postup modi�kovat tak, ¾eobdr¾íme kanoni
ký diagonální tvar mati
 nad okruhem polynomù K1 [�℄ kde K jepole.Øekneme, ¾e �-mati
e A(�) je v kanoni
kém tvaru, jestli¾e jeA(�) = 0BB� e1(�) 0 : : : 00 e2(�) : : : 0... . . . ...0 0 : : : en(�)1CCAkde polynomy ei�1 v¾dy dìlí ei, i = 2; : : : ; n (nulový polynom je dìlitelný pouzenulovým polynomem) a nenulové polynomy mají vedou
í koe�
ient 1.Napø. nulová mati
e je v kanoni
kém tvaru, jednotková mati
e E je v kano-ni
kém tvaru. Je-li ei(�) = 0, pak podle de�ni
e jsou v¹e
hny ej(�), j > i takénulové. Postupnì uká¾eme, ¾e ka¾dá �-mati
e nad polem skalárù je ekvivalentnís právì jedním kanoni
kým tvarem. Proto¾e u¾ také víme, ¾e pro ka¾dou mati
inad komplexními èísly existuje (a¾ na poøadí blokù) jednoznaènì urèený Jordanùvkanoni
ký tvar, musíme být s
hopni jej z kanoni
kého tvaru 
harakteristi
ké ma-ti
e vyèíst. Ve skuteènosti uká¾eme i algoritmi
ký postup pro nalezení kanoni
kéhotvaru �-mati
 a znovu doká¾eme existen
i a jednoznaènost Jordanova kanoni
kéhotvaru mati
.12.8. Lemma. Ka¾dá ètver
ová �-mati
e nad polem K je ekvivalentní s jistýmkanoni
kým tvarem.Dùkaz. Postup pro nalezení kanoni
kého tvaru je modi�ka
í Gaussovy elimina
e.Jistì lze zaøídit, aby a11(�) 6= 0. Pokud je prvek a11(�) nenulový polynom a pøitomnedìlí beze zbytku v¹e
hny ostatní nenulové prvky na prvním øádku a v prvnímsloup
i, pak mù¾eme pomo
í elementární
h transforma
í zmen¹it jeho stupeò: Je-li a1k(�) = a11(�)p(�) + r(�), kde r(�) 6= 0 a jeho stupeò je men¹í ne¾ stupeòa11(�), pak mù¾eme od k-tého sloup
e odeèíst p(�)-násobek prvního a vymìnitk-tý sloupe
 s prvním. Pøi ka¾dém takovém kroku sní¾íme stupeò polynomu a11nejménì o 1. Proto¾e ka¾dý nenulový konstantní polynom dìlí v¹e
hny nenulovépolynomy, po koneèném poètu krokù tak zajistíme po¾adovanou dìlitelnost. V tomokam¾iku ov¹em mù¾eme pou¾ít stejný postup jako v Gaussovì elimina
i a pomo
íelementární
h transforma
í získat nulové polynomy na v¹e
h ostaní
h míste
h vprvním sloup
i a v prvním øádku.Pokud nyní polynom a11(�) nedìlí beze zbytku v¹e
hny ostatní polynomy vmati
i, lze opìt sní¾it jeho stupeò: Ne
h» aij(�) = a11(�)q(�) + r(�), r(�) 6= 0, jevýsledek po dìlení se zbytkem. Pak pøipoèteme i-tý øádek k prvému a postupujemeopìt podle pøede¹lého kroku.Po koneèném poètu krokù tedy dosáhneme, ¾e e1(�) = a11(�) dìlí v¹e
hnyostatní nenulové polynomy v mati
i a zároveò je jediným nenulovým prvkem naprvním øádku a v prvním sloup
i. Nyní postupnì uplatòujeme z
ela stejný postupna submati
i tvoøenou zbývají
ími øádky a sloup
i a po koneèném poètu krokùzískáme po¾adovaný tvar. �



100 ÈÁST III. DODATKY12.9. Pøíklad.A(�) = 0� 6� � 2 22 3� � �42 �4 3� �1A � 0� 1 �2 3��22 3� � �46� � 2 2 1A� 0� 1 �2 3��20 7� � �� 70 �2�+ 14 ��2+9�+142 1A � 0� 1 0 00 7� � �� 70 0 ��2 + 5�+ 141A� 0� 1 0 00 �� 7 00 0 (�+ 2)(�� 7)1Akde v první úpravì jsme vymìnili první øádek s polovinou tøetího, pak jsme provedlistandardní vyeliminování prvkù v prvním øádku a prvním sloup
i. Proto¾e získanýprvek a22 pøímo dìlil ostatní v druhém øádku a sloup
i, v zápìtí jsme vyeliminovali idruhý øádek a sloupe
. Náhodou v¹e probíhalo tak hlad
e ¾e jsme nemuseli pou¾ívatdìlení se zbytkem. V¹imnìme si, ¾e je v¾dy výhodné vymìòovat øádky a sloup
etak, aby
hom nemuseli zbyteènì brzy zaèít pra
ovat s nekonstantními polynomy.Zatím ov¹em je¹tì nevíme, jestli získané kanoni
ké tvary nezávisí na na¹em po-stupu. Aby
hom ukázali jednoznaènost, vyjádøíme kanoni
ký tvar nezávisle nadal¹í
h volbá
h a uká¾eme, ¾e ekvivalentní mati
e mají kanoni
ký tvar shodný.12.10. Vìta. Ne
h» A(�) je ètver
ová øádu n �-mati
e nad polem skalárù K . Pro1 � k � n de�nujeme polynom dAk (�) 2 K1 [�℄ jako nejvìt¹í spoleèný dìlitel v¹e
hminorù stupnì k v A(�) s vedou
ím koe�
ientem 1. Platí(1) Je-li dAk+1(�) 6= 0, pak dAk (�) dìlí dAk+1(�).(2) Jsou �-mati
e A(�) a B(�) ekvivalentní, pak dAk (�) = dBk (�) pro v¹e
hny k.(3) Ne
h» 0BB� e1(�) : : : 0. . .0 : : : en(�)1CCA je kanoni
ký tvar mati
e A(�). Pak e1(�) =dA1 (�), ek(�) = dAk (�)=dAk�1(�) pro v¹e
hny nenulové ek(�) a ek(�) = 0právì, kdy¾ dAk (�) = 0.(4) Kanoni
ký tvar mati
e A(�) v¾dy existuje a je jednoznaènì urèený.Dùkaz. (2) K tomu aby
hom dokázali, ¾e polynomy dAk (�) splývají pro ekviva-lentní mati
e staèí dokázat, ¾e se nemìní pøi elementární
h transforma
í
h. Vyná-sobení øádku skalárem z K (vzpomeòme, ¾e invertibilní jsou právì nenulové kon-stantní polynomy) vede k vynásobení v¹e
h minorù, které tento øádek zahrnují tým¾skalárem, jistì tedy nepovede ke zmìnì spoleèný
h dìlitelù. Zbývá tedy pouze pøi-ètení f(�)-násobku j-tého øádku k i-tému, resp. toté¾ pro sloup
e. U minorù,kterými nepro
hází i-tý øádek nedojde ke zmìnì, u tì
h které zahrnují i-tý i j-týtaké ne. Pøedpokládejme tedy, ¾e minor jM j zahrnuje i-tý øádek, ne v¹ak j-tý. Potransforma
i dostaneme j �M j = jM j + f(�)jM 0j, kde jM 0j je minor k-tého øádu, vnìm¾ jsou prvky na i-tém øádku nahrazeny odpovídají
ími prvky z øádku j-tého.To znamená, ¾e jM 0j je, a¾ na pøípadné znaménko, opìt jeden z minorù mati
e A.Nyní dAk (�) dìlí jM j i jM 0j, musí proto dìlit i novì vzniklý minor j �M j.Celkem tedy víme, ¾e pro B(�) = P (�)A(�)Q(�) vzniklou z A(�) elementárnímitransforma
emi platí, ¾e pro v¹e
hny k dìlí dAk (�) polynom dBk (�). Pak ov¹em



12. POLYNOMIÁLNÍ MATICE A KANONICKÉ TVARY 101také A(�) = P�1(�)B(�)Q�1(�) a tedy i dBk (�) dìlí dAk (�). Proto¾e jsou vedou
íkoe�
ienty tì
hto polynomù normované na 1, musí nutnì platit dAk (�) = dBk (�).(1), (3), (4) Podle pøed
hozí vìty umíme najít nìjaký kanoni
ký tvar mati
eA(�). Pak ov¹em mù¾eme, podle pøed
hozího, spoèíst dAk (�) ze získaného kanoni
-kého tvaru. Pro mati
e v kanoni
kém tvaru jsou ale zbývají
í tvrzení vìty zøejmá.Naví
 je sama mati
e A(�) v kanoni
kém tvaru urèena polynomy dAk (�) jedno-znaènì. �Jednoznaènì urèené polynomy ei(�) z kanoni
kého tvaru �-mati
e A(�) se na-zývají invariantní faktory. Ka¾dý z ni
h se (nad zvoleným polem K ) jednoznaènìrozkládá na iredu
ibilní faktory, ei(�) = ("si1i1 ) � : : : � ("ik(�))sik , jednotlivé mo
niny("ij (�))si` nazýváme elementární dìlitele �-mati
e A(�).12.11. Pøíklad. Pro 
harakteristi
kou mati
i Jordanova bloku øádu mA(�) = J � �E = 0BBBB��0 � � 1 0 : : : 00 �0 � � 1 : : : 00 0 �0 � � : : : 0... ... ... . . . ...0 0 0 : : : �0 � �
1CCCCAplatí dA1 (�) = � � � = dAm�1(�) = 1, dAm(�) = (�0 � �)m. Skuteènì, pro øády men¹íne¾ m v¾dy najdeme nenulový minor neobsahují
í � a jAj = (�1)m(�� �0)m.12.12. Lemma. Ne
h» mati
e J 2 Matn(K ) je blokovì diagonální s Jordanovýmibloky Ji, i = 1; : : : ; k, na diagonále. Ne
h» Ji 2 Matki(K ) a ne
h» �1; : : : ; �jjsou v¹e
hna vlastní èísla mati
e J . Pøedpokládejme, ¾e �1 se objevuje v blo
í
hJ1; : : : ; Jp, �2 v q blo
í
h Jp+1; : : : ; Jp+q, atd. Potom platídJ��En (�) = (�� �1)k1+k2+���+kp � (�� �2)kp+1+kp+2+���+kp+q � : : :dJ��En�1 (�) = (�� �1)k2+���+kp � (�� �2)kp+2+���+kp+q � : : :dJ��En�2 (�) = (�� �1)k3+���+kp � (�� �2)kp+3+���+kp+q � : : :kde exponenty se nahradí nulou, není-li u¾ 
o sèítat, tzn. pøíslu¹ná mo
nina (���i)se nahradí pro v¹e
hny dal¹í polynomy jednièkou.Dùkaz. Invariantní faktor dJ��En (�) je právì determinant (�1)njJ � �Ej. Zjevnìje tedy v po¾adovaném tvaru.Zbývají
í tvary se snadno zjistí pøímým výpoètem vybraný
h minorù. Popí¹emepostup: Nejprve mù¾eme ka¾dý z diagonální
h blokù mati
e J � �E upravit nakanoni
ký tvar jako �-mati
e, tj. v¹e
hny bloky Ji��Ei budou diagonální, se svýmiinvariantními faktory na diagonále. Jeji
h pøesný tvar jsme odvodili v pøed
hozímpøíkladì. Nyní pro výpoèet nejvìt¹ího spoleèného dìlitele dJ��Es (�) v¹e
h minorùøádu s musíme postupnì vypou¹tìt 
o nejvy¹¹í mo
niny faktorù (���j). V pøípadìjednotlivý
h Jordanový
h blokù to ale znamená vypustit v¾dy poslední øádek aposlední sloupe
 (jediný nekonstantní výraz). Tím získáme právì po¾adované tvary.Napø. pro dJ��En�1 (�) postupnì po jednom vypou¹tíme poslední øádky a sloup
e v¹e
hblokù, 
o¾ vede právì k vypu¹tìní nejvìt¹í
h exponentù z dJ��En (�).



102 ÈÁST III. DODATKYZkuste si sepsat formální dùkaz induk
í! �Celkem jsme ji¾ znovu dokázali existen
i Jordanova kanoni
kého tvaru, viz. 5.27.Jestli¾e toti¾ existuje pro mati
i A 2 Matn(K ) n vlastní
h èísel (vèetnì násobností),lze její 
harakteristi
ký polynom, který je v¾dy souèinem invariantní
h faktorù �-mati
e A � �E rozlo¾it na souèin lineární
h faktorù (� � �i). Pak ov¹em získanéinvariantní faktory urèují podle pøed
hozího lemmatu jedinou mati
i v Jordanovìkanoni
kém tvaru, a¾ na poøadí Jordanový
h blokù. Pøitom je podle vìty 12.1tento Jordanùv tvar podobný pùvodní mati
i A. Naví
 byl dùkaz tohoto výsledkuopøen o algoritmi
kou pro
eduru výpoètu kanoni
kého tvaru �-mati
, která vedek pomìrnì snadnému výpoètu Jordanový
h kanoni
ký
h tvarù. Sformulujme tedyvýsledek do vìty:12.13. Vìta. Ne
h» A 2 Matn(K ), K pole, a ne
h» 
harakteristi
ký polynomjA � �Ej má v K n koøenù (vèetnì násobností). Pak existuje podobná mati
eJ = PAP�1 v Jordanovì kanoni
kém tvaru s Jordanovými bloky Ji 2 Matki(K ).Jsou-li invariantní faktory �-mati
e A tvaruen(�) = (�� �1)k1 � (�� �2)kp+1 � : : :en�1(�) = (�� �1)k2 � (�� �2)kp+2 � : : :en�2(�) = (�� �1)k3 � (�� �2)kp+3 � : : :kde k1 � k2 � � � � � 0, kp+1 � kp+2 � � � � � 0, : : : , potom (ve znaèení z pøed
hozíholemmatu) lze zvolit za J1 Jordanùv blok pøíslu¹ný vlastnímu èíslu �1 stupnì k1, zaJ2 blok pøíslu¹ný �1 stupnì k2, : : : , Jp+1 bude blok pøíslu¹ný �2 stupnì kp+1, : : : .Pøitom je mati
e J urèena jednoznaènì a¾ na poøadí blokù. �12.14. Pøíklad. V 12.9 jsme získali kanoni
ký tvar 
harakteristi
ké mati
eA� �E = 0� 6� � 2 22 3� � �42 �4 3� �1A � 0� 1 0 00 �� 7 00 0 (�+ 2)(�� 7)1AJe tedy mati
e A diagonalizovatelná a v bázi z vlastní
h vektorù má pøislu¹nézobrazení tvar 0� 7 0 00 7 00 0 �21A :Kdyby výsledný kanoni
ký tvar 
harakteristi
ké mati
e byl0� 1 0 00 1 00 0 (�+ 2)(�� 7)21Apak by pøíslu¹ný Jordanùv kanoni
ký tvar pùvodní mati
e byl0� 7 1 00 7 00 0 �21A



12. POLYNOMIÁLNÍ MATICE A KANONICKÉ TVARY 103a v tomto pøípadì by neexistovala báze z vlastní
h vektorù.Pro prakti
ký výpoèet je vhodné zkombinovat pøevod 
harakteristi
ké mati
edo kanoni
kého tvaru �-mati
e s pøímým výpoètem invariantní
h faktorù. V¹im-nìte si také, ¾e dùkaz vìty 12.1 dává pøímo algoritmi
ký postup pro nalezenímati
e pøe
hodu do nové báze, ve které bude mít diskutované zobrazení mati
iv Jordanovì tvaru: Proto¾e A a její Jordanùv tvar jsou podobné, mají ekviva-lentní 
harakteristi
ké mati
e a pøi úpravì A � �E na kanoni
ký tvar Z(�) na-jdeme invertibilní �-mati
e P (�), Q(�) takové, ¾e Z(�) = P (�)(A � �E)Q(�) apodobnì je také J � �E = �P (�)Z(�) �Q(�) pro vhodné �-mati
e �P (�) a �Q(�). Po-dle dùkazu 12.1 je pak J � �E = �P (�)P (�)(A � �E)Q(�) �Q(�) a naví
 platí, ¾eP := �P (�)P (�) = (Q(�) �Q(�))�1 jsou mati
e nezávislé na � a platí J = PAP�1.Staèí tedy provést v¹e
hny naznaèené úpravy, pamatovat si v¹e
hny øádkové trans-forma
e a vynásobit pøíslu¹né elementární mati
e. Tím získáme mati
i pøe
hoduP pøevádìjí
í mati
i A do Jordanova kanoni
kého tvaru.Tento algoritmus lze pou¾ít i pro úlohu zjistit, zda jsou dvì mati
e A, B 2Matn(K ) podobné a v pøípadì, ¾e jsou, nalézt pøíslu¹nou mati
i pøe
hodu.12.15. Závìrem této kapitoly je¹tì zmíníme nìkolik výsledkù o hodnotá
h poly-nomù v mati
í
h. Proto¾e pole K je vlo¾eno homomor�smem okruhù K 3 a 7!aE 2 Matn(K ) do okruhu mati
 Matn(K ) a naví
 konstantní násobky jednot-kové mati
e komutují se v¹emi mati
emi v Matn(K ), mù¾eme ka¾dý polynomf(x) = anxn + � � �+ a0 2 K1 [x℄ 
hápat i jako polynom v (Matn(K ))[x℄. Pro libo-volnou mati
i A 2 Matn(K ) pak platí f(A) = an �An+ an�1 �An�1+ � � �+ a0 �E.20Øíkáme, ¾e mati
e A je koøenem polynomu f(x), je-li f(A) nulová mati
e.12.16. Vìta. Ne
h» A = PBP�1. Pak pro ka¾dý polynom f(x) 2 K1 [x℄ jef(A) = P � f(B) � P�1:Naví
 je pro ka¾dý dal¹í polynom g(x) 2 K1 [x℄(f + g)(A) = f(A) + g(A); (f � g)(A) = (g � f)(A) = f(A) � g(A) = g(A) � f(A):Dùkaz. V¾dy platí(PBP�1)k = (PBP�1)(PBP�1) : : : (PBP�1) = PBEB : : :EBP�1:Odtud plyne první tvrzení. Zbývají
í tvrzení plynou z komutativity násobení vK .21 �20Pro invertibilní mati
e umíme i A�n, n 2 N , mù¾eme pak tedy de�novat na invertibilní
hmati
í
h i slo¾itìj¹í funk
e. Naví
 lze na mati
e roz¹íøit i øadu dal¹í
h analyti
ký
h pro
edurzalo¾ený
h na algebrai
ký
h výraze
h, zejména lze tvoøit nekoneèné øady. Mù¾eme tedy napøíkladhovoøit o exponen
iálním a logaritmi
kém zobrazení eA, logA, pro mati
e A 2 Matn(K ). Vdal¹ím naví
 uvidíme, ¾e hodnoty takto vytvoøený
h výrazù vhodnì závisí na volbì mati
e z tøídypodobný
h mati
, jedná se proto o dobøe de�nované hodnoty diskutovaný
h funk
í na lineární
hzobrazení
h. Tato skuteènost je základem matemati
kého aparátu znaèné èásti moderní fyziky,zejména kvantové me
haniky.21Je zajímavé, ¾e pro hustou podmno¾inu v¹e
h mati
 A v Matn(K ) (v bì¾ném smyslu mate-mati
ké analýzy) lze ukázat, ¾e komutují právì se v¹emi mati
emi, které vzniknou jako hodnotypolynomù v A.



104 ÈÁST III. DODATKY12.17. Minimální polynom mati
e. Ka¾dá mati
e A 2 Matn(K ) zadává po-sloupnost vektorù E = A0; A; : : : ; Ak; : : : ve vektorovém prostoru Matn(K ). Pro-to¾e dimenze tohoto prostoru je n2, nutnì musí existovat netriviální lineární kom-bina
e 0 = an2An2 + an2�1An2�1 + � � � + a0E. Je tedy ka¾dá mati
e koøenemnìjakého polynomu. Proto musí existovat polynom g(x) s vedou
ím koe�
ientem1 a minimálním stupnìm mezi polynomy, jeji
h¾ je A koøenem. Takový polynomnazýváme minimální polynom mati
e A nad K . Z vìty 12.16 pøímo vyplývá, ¾epodobné mati
e mají stejný minimální polynom.12.18. Vìta. Ne
h» A 2 Matn(K ), K pole, a ne
h» m(�) 2 K1 [�℄ je minimálnípolynom mati
e A nad K . Potom(1) Ka¾dý polynom f(�) 2 K1 [�℄, pro který je f(A) = 0, je dìlitelný m(�).(2) m(�) je jednoznaènì urèený.(3) m(�) je roven invariantnímu faktoru en(�) 
harakteristi
ké mati
e A��E.Dùkaz. (1) Je-li f(A) = 0 a f(x) = m(x)g(x)+r(x) je výsledek dìlení se zbytkempolynomu f(x) polynomem m(x), je také r(A) = 0. Pokud by ale r(x) 6= 0, pak bystupeò r(x) byl men¹í ne¾ stupeò m(x). Proto je nutnì r(x) = 0 a f(x) je dìlitelném(x).(2) Pøedpokládejme, ¾e m(x) a m0(x) jsou dva minimální polynomy mati
e A.Pak mají stejný stupeò a dìlí se navzájem. Proto¾e pøitom mají vedou
í èlenyrovny 1, je nutnì m(x) = m0(x).(3) Zde je dùkaz ponìkud zdlouhavìj¹í. Vyu¾ijeme toho, ¾e pro 
harakteristi
-kou mati
i je invariant dA��En (�) v¾dy nenulový a proto platí (�1)n � jA � �Ej =dA��En�1 (�) � en(�). Kdy¾ se nám podaøí vyjádøit jA � �Ej jako násobek polynomudA��En�1 (�), pak odtud dostaneme en(A) = 0.Pro algebrai
ky adjungovanou mati
i B(�) := (A��E)� platí (A��E) �B(�) =jA � �Ej � E, viz 3.21. Proto¾e je dA��En�1 (�) nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem v¹e
hminorù stupnì n � 1, plyne z de�ni
e algebrai
ky adjungované mati
e B(�) =dA��En�1 (�) � C(�), kde nejvìt¹í spoleèný dìlitel prvkù �-mati
e C(�) je 1. NyníjA� �Ej �E = (A� �E) � dA��En�1 � C(�) = (�1)ndA��En�1 (�)en(�)a proto¾e je dA��En�1 (�) nenulový polynom, lze jej krátit. Pak ov¹em dosazením Aobdr¾íme22 (�1)nen(A) �E = (A� A) � C(A) = 0:Podle ji¾ dokázaného tvrzení musí být tedy en(�) dìlitelné m(�), tj. en(�) =m(�)q(�) pro vhodný polynom q(�). Nyní si v¹imnìme, ¾e dìlit se zbytkem mati
íA� �E umíme expli
itnì: Je-li m(�) = ak�k + � � �+ a0, pak23m(�) �E = (�E � A)(akE�k�1 + (akA+ ak�1E)�k�2) + : : :+ (Ak�1ak + Ak�2ak�1 + � � �+ a1E) +Akak +Ak�1ak�1 + � � �+ a0E =� (A� �E)Q(�) +m(A):22Uvìdomte si, ¾e nelze výpoèet provést tak, ¾e A dosadíme pøímo do 
harakteristi
kého po-lynomu zpùsobem jA�A � Ej!23Stejnì lze vyjádøit dìlení libovolné mati
e B(�) 
harakteristi
kou mati
í A � �E.



13. MULTILINEÁRNÍ ALGEBRA 105Proto¾e je m(A) = 0, mù¾eme nyní porovnat(A� �E)C(�) == (�1)nm(�)q(�)E = q(�)m(�)E = q(�)(A� �E)Q(�) == (A� �E)q(�)Q(�):Odtud plyne (A � �E)(C(�) � q(�)Q(�)) = 0. Proto¾e dìlení polynomù se zbyt-kem má v¾dy jednoznaèné výsledky, pøed
hozí výpoèet s dosazením nulového po-lynomu za m(�) ukazuje, ¾e A � �E nemù¾e být dìlitelem nuly. Proto platíC(�) = q(�)Q(�).Pøitom je ale vedou
í koe�
ient q(�) i nejvìt¹í spoleèný dìlitel v¹e
h prvkù vC(�) roven 1, proto musí být q(�) = 1. Tím jsme ukázali m(�) = en(�). �12.19. Vìta (Hamiltonova-Caleyova). Ka¾dá mati
e A 2 Matn(K ), K pole,je koøenem svého 
harakteristi
kého polynomu.Dùkaz. Invariantní faktor en(�) mati
e A je v¾dy dìlitelem 
harakteristi
kéhopolynomu. � Poznámky k pøemý¹lení1. Odvoïte pro komplexní mati
e Hamiltonovu-Caleyovu vìtu pøímo vyu¾itím exi-sten
e Jordanova kanoni
kého tvaru. Potom odvoïte tuto vìtu pro reálné mati
epomo
í komplexi�ka
e. (V¹imnìte si, ¾e polynomy z blokovì diagonální mati
e lzepoèítat po blo
í
h.)2. Kdy je minimální polynom mati
e roven jejímu 
harakteristi
kému polynomu.Najdìte odpovìï pomo
í Jordanova kanoni
kého tvaru.3. Najdìte expli
itní vztah mezi Jordanovým kanoni
kým tvarem a minimálnímpolynomem mati
e. 13. Multilineární algebraV této krátké kapitole jen tro
hu roz¹íøíme výklad o tensore
h. Zaèneme alter-nativní, podstatnì ví
e abstraktní de�ni
í:13.1. Tensorový souèin. Ne
h» V a W jsou vektorové prostory nad stejnýmpolem skalárù K . Tensorový souèin V 
W je vektorový prostor spolu s bilineárnímzobrazením V �W ! V 
W , v � w 7! v 
W , které má následují
í univerzálnívlastnost: Pro ka¾dé bilineární zobrazení ' : V � W ! Z existuje právì jednolineární zobrazení �' : V 
 W ! Z takové, ¾e '(v; w) = �'(v 
 w), pro v¹e
hnyv 2 v, w 2W .Je snadné ovìøit, ¾e tensorový souèin, pokud existuje, je touto vlastností urèenjednoznaènì a¾ na isomor�smus. V Kapitole 8. jsme ji¾ ukázali následují
í vìtu:
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h» (e1; : : : ; em) je báze V , (f1; : : : ; fn) je báze W . Pak V 
Wexistuje a má bázi (e1 
 f1; : : : ; e1 
 fn; : : : ; em 
 fn). Tato konstruk
e je naví
funktoriální, tzn. pro dvì lineární zobrazení ' : V ! V 0,  : W ! W 0 dostávámelineární zobrazení '
  : V 
W ! V 0 
W 0, ('
  )(v 
 w) = '(v)
  (w).13.3. Dùsledek. Pro koneènìrozmìrné prostory V , Z a W platí(1) V 
W ' W 
 V(2) (V � Z)
W ' (V 
W )� (Z 
W )(3) (V 
W )
 Z ' V 
 (W 
 Z)Bude-li nutné zdùraznit nad jakými skaláry tensorový souèin uva¾ujeme, budemepøíslu¹né pole oznaèovat jako index u znaku pro tensorový souèin (napø. komplexnívektorové prostory lze 
hápat také jako reálné a uva¾ovat pøíslu¹ný tensorový sou-èin, který budeme znaèit 
R).Analogi
ky de�nujeme libovolné koneèné tensorové souèiny. Jedná-li se o tenso-rový souèin k kopií tého¾ vektorového prostoru V , pí¹eme èasto V 
k nebo 
kV .13.4. Antisymetri
ká zobrazení. Pøipomeòme, ¾e k-lineární zobrazení ' jeantisymetri
ké, jestli¾e pro ka¾dou permuta
i � na k prv
í
h platí'(v�(1); : : : ; v�(k)) = sgn�'(v1; : : : ; vk):Není tì¾ké ovìøit, ¾e ekvivalentní je (zdánlivì slab¹í) po¾adavek, '(v1; : : : ; vk) = 0kdykoliv jsou alespoò dva z argumentù stejné.Vnìj¹í tensorový souèin �kV stupnì k je vektorový prostor spolu s antisy-metri
kým k-lineárním zobrazením V � : : : � V ! �kV , (v1; : : : ; vk) 7! v1 ^� � � ^ vk, s univerzální vlastností: Pro ka¾dé antisymetri
ké multilineární zobra-zení ' : V � : : : � V ! Z existuje jediné lineární zobrazení �' : �k ! Z splòují
í'(v1; : : : ; vk) = �'(v1 ^ � � � ^ vk). Z te
hni
ký
h dùvodù klademe �0V = K .Opìt je snadné ovìøit, ¾e kdy¾ prostor �kV existuje, je urèen jednoznaènì a¾ naisomor�smus.13.5. Vìta. Ne
h» V je vektorový prostor s bazí (e1; : : : ; em). Pak �kV existujea má bázi tvoøenou prvky ei1 ^ � � � ^ eik s i1 < � � � < ik. Zejména je �mV ' K a�kV je triviální nulový prostor pro k > m.Dùkaz. Snadno se ovìøí pøímou konstruk
í. Lze také odvodit zavedením �kVjako faktorového prostoru V 
k=I, kde vektorový podprostor I je generován výrazyv1 
 � � � 
 vk s alespoò dvìmi stejnými vektory vi. �13.6. Dùsledek. Ne
h» V a W jsou dva koneènìrozmìrné vektorové prostory.Pak �k(V �W ) = �kj=0�jV 
 �k�jW .Dùkaz. Hledaný isomor�smus je dán pøiøazením(v1 ^ � � � ^ vj)
 (w1 ^ � � � ^ wk�j) 7! v1 ^ � � � ^ vj ^ w1 ^ � � � ^ wk�j :
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ká zobrazení. Pøipomeòme, ¾e multilineární zobrazení ' je sy-metri
ké, jestli¾e pro ka¾dou permuta
i � na k prv
í
h platí '(v�(1); : : : ; v�(k)) ='(v1; : : : ; vk).Symetri
ký tensorový souèin SkV stupnì k de�nujeme jako vektorový prostorspolu se symetri
kým k-lineárním zobrazením V � : : :� V ! SkV , (v1; : : : ; vk) 7!v1_� � �_vk, s univerzální vlastností: Pro ka¾dé symetri
ké lineární zobrazení ' : V �: : :�V ! Z existuje jediné lineární zobrazení �' : Sk ! Z splòují
í '(v1; : : : ; vk) =�'(v1 _ � � � _ vk). Z te
hni
ký
h dùvodù opìt klademe S0V = K .Opìt je snadné ovìøit, ¾e kdy¾ SkV existuje, je urèeno jednoznaènì a¾ na iso-mor�smus.13.8. Vìta. Ne
h» V je koneènìrozmìrný vektorový prostor s bazí (e1; : : : ; em).Potom SkV existuje pro ka¾dé k � 0 a má bázi tvoøenou prvky ej1 _ � � � _ ejk sj1 � � � � � jk.Dùkaz. Ovìøí se pøímou konstruk
í. Lze té¾ de�novat SkV jako faktorový prostorV 
k=I, kde vektorový podprostor I je generován prvky v1
 � � �
 vk � v�(1)
 � � �
v�(k) pro libovolnou permuta
i � na k prv
í
h. �Báze v SkV mù¾eme také zapsat ve tvaru ei11 _� � �_einn , kde exponenty probíhajív¹e
hny multiindexy (i1; : : : ; in) splòují
í Pnj=1 ij = k.13.9. Dùsledek. Realiza
e �kV a SkV jako faktorový
h prostorù 
elého tensoro-vého prostoru V 
k dává projek
e Alt: V 
k ! �kV , v1
 � � �
 vk 7! 1k!v1 ^ � � � ^ vka Sym: V 
k ! SkV , v1 
 � � � 
 vk 7! 1k!v1 _ � � � _ vk. Naopak, máme inkluze� : �kV ! V 
k; v1 ^ � � � ^ vk 7!X� sgn v�(1) 
 � � � 
 v�(k)� : SkV ! V 
k; v1 _ � � � _ vk 7!X� v�(1) 
 � � � 
 v�(k)13.10. Vìta. Pøiøazení (v1^� � �^vk)
(vk+1^� � �^vk+l) 7! v1^� � �^vk+l de�nujeantisymetri
ké bilineární zobrazení ^ : �kV � �lV ! �k+lV .Podobnì, pøiøazení (v1 _ � � � _ vk)
 (vk+1 _ � � � _ vk+l) 7! v1 _ � � � _ vk+l de�nujesymetri
ké bilineární zobrazení _ : SkV � SlV ! Sk+lV .Dùkaz. Proveïte jako 
vièení.13.11. De�ni
e. Zobrazení ^ z pøed
hozí vìty nazýváme vnìj¹í souèin a podobnì_ nazýváme symetri
ký souèin. Vektorový prostor �(V ) = �mk=0�kV , m = dimV ,spolu s vnìj¹ím souèinem, nazýváme vnìj¹í algebra (nad V ). Vektorový prostorS(V ) = �1k=0SkV , spolu se symetri
kým souèinem nazýváme symetri
ká algebra(nad V ). Podobnì máme obe
nou tensorovou algebru T (V ), která je de�nována jakovektorový prostor �1k=0V 
k se souèinem daným tensorovým souèinem 
. Tensory,které jsou vyjádøitelné jako souèin pøíslu¹ného poètu vektorù z V , nazýváme roz-lo¾itelné.13.12. Duální prostory. Ne
h» V je (koneènìrozmìrný) vektorový prostor nadK a V � jeho duální prostor, tj. vektorový prostor v¹e
h lineární
h forem na V .



108 ÈÁST III. DODATKYPøipomeòme, ¾e prostor v¹e
h lineární
h zobrazení ' : V !W , kde W je libovolnýdal¹í vektorový prostor koneèné dimenze nad tým¾ polem skalárù, mù¾eme ztoto¾nits tensorovým souèinem W 
 V �, a to prostøedni
tvím pøiøazení w 
 v� 7! (v 7!hv; v�i:w), viz. 8.30.Analogi
ky pak W 
 (V �)
k je prostor v¹e
h k-lineární
h zobrazení na V shodnotami ve W , W 
 �kV � a W 
 SkV � jsou prostory v¹e
h k-lineární
h antisy-metri
ký
h zobrazení a k-lineární
h symetri
ký
h zobrazení s hodnotami v W .Spe
ielnì pro W = K dostáváme pøíslu¹né prostory multilineární
h forem na V .Lineární automor�smy na V jsou pak právì tensory ve V 
 V �.13.13. Báze. Ne
h» e1; : : : ; en je báze V a e1; : : : ; en duální báze ve V �. Pake�j1 
 � � � 
 e�jk ; 1 � j1; : : : ; jk � ne�j1 ^ � � � ^ e�jk ; j1 < � � � < jk1i1!:::in!(e�j1)i1 _ � � � _ (e�jk)in ; i1 + � � �+ in = kjsou pøíslu¹né duální báze ke standardním bazím na (V �)
k, �kV a Sk. Ovìøte!Jako jednodu
hé 
vièení si ovìøte, ¾e v pøípadì V 
 V � tvoøí souøadni
e tensoruv pøíslu¹né standardní bázi právì mati
i odpovídají
ího zobrazení v pùvodní bázina V . Obe
né tensory pak dávají nì
o jako mati
e multilineární
h zobrazení, tyv¹ak samozøejmì mohou mít mnoho indexù místo právì dvou. Vhodná konven
e(standardnì u¾ívaná v geometrii) je, ¾e u souøadni
 tensorù pí¹eme indexy odpoví-dají
í kopiím V jako horní, indexy odpovídají
í kopiím V � jako dolní. U oznaèováníbázový
h prvkù je tomu pak naopak a impli
itnì se ve formulí
h sèítá, kdykoliv seobjeví stejný index jednou nahoøe a jednou dole.Dále mù¾ete ovìøit, ¾e pøi zmìnì pùvodní báze na V prostøedni
tvím mati
eA dostaneme pøíslu¹né transformaèní zákony pro souøadni
e na prostore
h tensorùtak, ¾e pro ka¾dý výskyt V � násobíme jednou mati
í A�1, pro ka¾dý výskyt Vjednou mati
í A.13.14. Kontrak
e. Vektorový prostor V lze také pova¾ovat za prostor lineár-ní
h forem na V �, kde v(v�) = hv; v�i. Kdykoliv uva¾ujeme tensorový souèinV 
k 
 (V �)
`, k; ` > 0, jako `-lineární zobrazení s hodnotami ve V 
k, máme proka¾dou vybranou kopii V ve V 
k a V � ve (V �)
` de�novánu tzv. kontrak
i, kteráje tensorem ve V 
(k�1) 
 (V �)
(`�1):Pro � 2 V 
(k�1) 
 (V �)
(`�1) je �(v�1 ; : : : ; v�k; v1; : : : ; v`) 2 K a kontrak
i Tr�i-té a j-té komponenty de�nujeme pøedpisemTr�(v�1 ; : : : ; v�k�1; v1; : : : ; v`�1) ==Xp �(v�1 ; : : : ; v�i�1; ep; v�i+1; : : : ; v�k; v1; : : : ; vj�1; ep; vj+1; : : : ; v`)V pøípadì k = ` = 1 jde pøesnì o vyèíslení lineární
h forem na vektore
h.Bez souøadni
 lze kontrak
i názornì de�novat tak, ¾e V 
k
(V �)
` 
hápeme jako(V 
(k�1)
(V �)
(`�1))
(V 
V �), kde jsme dozadu pøesunuli (isomor�smem) právìvybrané komponenty a kontrak
e pak je de�nována na rozlo¾itelný
h tensore
hvztahem (pro jednodu
host uva¾ujeme i = j = 1)Tr(v�1 
 � � � 
 v�k 
 v1 
 � � � 
 v`) = hv1; v�1iv�2 
 � � � 
 v�k 
 v2 
 � � � 
 v`:



14. CVIÈENÍ K PØEDNÁ©KÁM 109Je-li k = `, máme k dispozi
i tzv. úplnou kontrak
i V 
k 
 (V �)k ! K . Budeme jiznaèit stejnì jako vyèíslení forem h ; i, 
o¾ je spe
iální pøípad.13.15. Operátor iX . V pøípade
h symetri
ký
h tensorù nezávisí kontrak
e navýbìru kopií V a V �, u antisymetri
ký
h se mìní pouze znaménko a zavádímekonven
i, ¾e v¾dy kontrahujeme pøes první indexy. Dostáváme tak pro x 2 �pV ,resp. y� 2 �pV � zobrazení splòují
íiX : �p+qV � ! �qV �; hz; ix(w�)i = hz ^ x;w�iiy� : �p+qV ! �qV; hiy�(w); z�i = hw; y� ^ x�i:Ovìøte si, ¾e takto de�novaná opera
e i je rovna kompozi
i1p!q! Alt Æ
 Æ (�
 �) : �p+qV 
 �pV � ! V 
(p+q) 
 (V �)
p ! V 
q ! �qVkde 
 je kontrak
e pøes první
h p kopií V .Analogi
ká formule platí i pro duálnípøípad (se stejným koe�
ientem).Podobnì se de�nuje také opera
e vlo¾ení iy pro symetri
ké tensory.14. Cvièení k pøedná¹kám14.1. Vlastnosti skalárùZopakujte si vlastnosti tìlesa komplexní
h èísel C .V¹imnìte si vlastností sèítání a násobení, rozeberte si R, Q , Z, N jako pod-mono¾iny se zú¾enými opera
emi (grupa, okruh, dìlitelé nuly, apod.; zade�nujtezbytkové tøídy Zk)Uvìdomte si strukturu reálného vektorového prostoru na C .Poèítejte inverzní prvky vzhledem k násobení, (a+ib)�1 = a�iba2+b2 , napø. (1+2i)�1apod. Vzpomnìte goniometri
ké tvary, mo
niny, atd.Pøipomeòte si bì¾né geometri
ké transforma
e z rovinné a prostorové geometrie(napø. podobnosti, projek
e, re
exe, otáèení apod.)14.2. Vektory a poèítání s mati
emi1. Zopakujte pojmy sloup
e mati
e, øádky mati
e, opera
e sèítání a násobení.Vynásobte nìkolik pøíkladù mati
, najdìte nìjaké dìlitele nuly. Napø. pro A =� 
os� �sin�sin� 
os� � spoètìte A2, A3 (obe
nì Ak?).2. Jednodu
hé systémy rovni
 øe¹te Gausovou elimina
í (pøevod na trojúhelníkovýtvar.) Volte ví
e pøíkladù.



110 ÈÁST III. DODATKY3. Uva¾me mati
e nad ZA = 0� 1 02 1�1 21A ; B = (�1 0 2 ) ; C = � 1 0 0 �10 2 0 5 �D = � 1 11 2� ; E = 0B� 1�307 1CA ; F = 0� 1 2 0�2 0 �30 3 5 1AG = 0� 1 0 00 1 �41 0 1 1A ; H = � 1 01 �7� ; I = (1 0 �2 4 )Spoètìte (pokud je de�nováno) EI, IE, D3+4DH�H2, G2�3F , A�F , A�GFA,BACE � BFBT a dal¹í "polynomiální výrazy" dle vlastní volby.4. Najdìte mati
e pro elementární øádkové a sloup
ové transforma
e.5. Nìkteré mati
e z pøíkladu 1 upravte na øádkový (sloup
ový) s
hodovitý tvar.6. Najdìte inverzní mati
i B�1 k B = � 1 02 4� metodou souèasný
h úprav s jed-notkovou mati
í. Toté¾ pro (ètver
ové) mati
e z pøed
hozí
h pøíkladù, pro mati
iC = � 1 + i 1� i2 i � nad C , (ètver
ové) mati
e z pøíkladu 1, a mati
i typu n=n
D = 0BB� 1 1 : : : 10 1 : : : 1... ...0 : : : 0 11CCA :7. Øe¹te mati
ové rovni
e, napø.� 1 33 8� �X = � 1 23 4�výpoètem inverze i pøímým výpoètem.14.3. Vektorové prostory, lineární závislost1. Zjistìte, zda mno¾ina R+ = fx 2 R;x > 0g s opera
emi x� y = x:y, a�x = xapro x; y 2 R+ , a 2 R tvoøí vektorový prostor. Pokud ano, urèete jeho bázi adimenzi.2. Podle obe
né teorie musí být R+ z pøed
hozího 
vièení izomorfní s R1 . Jaký jeizomor�smus? (Pro ka¾dou volbu báze b 2 R+ a 1 2 R1 dostaneme právì jeden.)



14. CVIÈENÍ K PØEDNÁ©KÁM 1113. Zjistìte, zda daná mno¾ina tvoøí vektorový podprostor v R2M = f(x; y) 2 R2 ;x � 0; y � 0gM = f(x; y) 2 R2 ;x = ygM = f(x; y) 2 R2 ;x:y � 0gM = f(x; y) 2 R2 ;x = y + 1g:Urèete v¾dy podprostor generovaný M .4. Provìøte lineární závislost vektorù(1;�p2;�01); (1�p2; 2; 1 +p2); (1;�p2� 1;�p2� 1)v R3 nad skaláry R a v R3 nad skaláry Q .5. Provìøte lineární závislost polynomù v R2 [x℄.a) 1 + x, 1� x, 2 + x� x2b) 1� x, x� x2, x2 � 16. Zjistìte, zda jsou lineárnì závislé mati
e� 1 23 4� ; � 1 �10 �2� � 0 11 1� ; � 2 �12 1 �ve vektorovém prostoru Mat2R.7. Uva¾ujte R jako vektorový prostor nad Q . Je p8 2 h1;p2i? Je p3 2 h1;p2i?8. Zjistìte, zdaa) (1; 1; 1; 1) patøí do h(1; 0; 1; 2); (0; 0; 1; 3); (0; 1; 0; 2)i � R4b) (�1;�4; 7) 2 R3 patøí doh(1;�2; 3); (�2; 1;�1); (0;�3; 5); (�2;�5; 3); (�1;�1; 2)i:9. Doplòte mno¾iny do báze R4M = f(1;�1; 0; 2); (0; 2; 1; 3); (2; 0; 1; 7)gM = f(�1; 1; 0; 0; ); (0;�1; 1; 0); (0; 0;�1; 1)g:14.4. Báze vektorový
h prostorù1. Urèete nìjakou bázi vektorového podprostoruMf(x1; : : : ; xn) 2 Rn ;x1 + x2 + � � �+ xn = 0ga doplòte ji na bázi Rn . Vzpomeòte pøitom, jak funguje Steinitzova vìta o výmìnì.



112 ÈÁST III. DODATKY2. Ne
h» P1 = hM1i, P2 = hM2i v R4 , kdeM1 = f(4; 0;�2; 6); (2; 1;�2; 3); (3; 1;�2; 4)gM2 = f(1;�1; 0; 2); (2; 2;�1; 3); (0; 1; 1; 0)gNajdìte P1 + P2, P1 \ P2, jeji
h báze a dimenze. (Pøipomeòte si pøitom vìtudimP1 + dimP2 = dim(P1 + P2) + dim(P1 \ P2).)3. V R5 [x℄ najdìte bázi podprostorùa) P1 = ff 2 R5 [x℄; f(x) = f(�x)gb) P2 = ff 2 R5 [x℄; f(x) = �f(�x)g
) P3 = ff 2 R5 [x℄; f(1) = f(2) = 0g.Urèete také P1 \ P3, P2 + P3.4. Najdìte souøadni
e vektoru v dané bázi.a) v = (2; 1; 1) 2 R3 ; u = ((2; 7; 3); (3; 9; 4); (1; 5; 3))b) v = (2; 1; 1) 2 R3 ; u = ((1; 0; 1); (1; 0; 0); (1; 1; 1))
) v = x3 + x2 + x+ 1 2 R4 [x℄; u = (1 + x3; x+ x3; x2 + x3 + x4; x3)d) v = � 1 0 �12 1 4 � 2 Mat23(R) s bazíu = �� 1 0 00 0 0� ;� 1 1 00 0 0� ;� 1 1 10 0 0� ;� 0 0 0�1 0 0� ;� 0 0 0�1 �1 0� ;� 0 0 0�1 �1 �1��
14.5. Souøadni
e a lineární zobrazení1. Pøipomeòte si pojem souøadni
 vektoru v dané bázi a napi¹te souøadni
e vektoru(1; 1; 1; 1) 2 R4 v bázia) u = ((�1; 0; 0; 0); (�1;�1; 0; 0); (�1;�1;�1; 0); (0; 0; 1;�1))b) v = ((0; 0; 0;�5); (1; 2; 3; 1); (1; 0;�1; 0); (0; 1; 1; 0)).2. Zjistìte, zda je zobrazení f : Rn ! Rn lineární.a) f(x; y) = (x; y2)b) f(x; y) = (2x+ 3y; x� y)
) f(x; y; z) = (x+ y; x� y; x+ z + 2)d) f(x; y; z) = (x� 17y + z; 2x� 5y; 13y � z)3. Pøipomeòte si pojem mati
e zobrazení. V prostoru R3 se standardní bazí u =((1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)) napi¹te mati
e následují
í
h zobrazenía) identi
kého zobrazení id : R3 ! R3b) kolmé projek
e do osy generované vektorem (1; 0; 0)
) kolmé projek
e do roviny generované vektory (0; 1; 0); (0; 0; 1)d) násobení pevnì zvoleným skalárem a 2 R.Zapi¹te tato zobrazení zpùsobem pou¾itým v pøed
hozím 
vièení.



14. CVIÈENÍ K PØEDNÁ©KÁM 1134. V reálném vektorovém prostoru V = C , tj. dimV = 2, najdìtete nutnou adostateènou podmínku pro to, aby obe
né lineární zobrazení ' : V ! V bylo takélineární jako zobrazení mezi (1-rozmìrnými) komplexními vektorovými prostory.5. V prostoru C 2 nad R napi¹te mati
i zobrazení (ve standardní bázi), která ka¾dývektor (p; q) 2 C 2 zobrazí na (ip; iq). (Mati
e bude v Mat4(R).)6. Napi¹te mati
i (idR4)u;v identi
kého zobrazení na R4 v bazí
h u, v ze 
vièení1, tzv. mati
i pøe
hodu. Napi¹te také (idR4)v;u a uvìdomte si jak se tyto mati
epou¾ijí pro pøevod souøadni
 vektorù z jedné báze do druhé.7. V prostoru polynomù R3 [x℄ uva¾me báze u = (1; x; x2; x3) a v = (1 + x; 1 �x; x2 + x3; x2 � x3). Najdìte mati
e pøe
hodu od u k v a naopak. Pou¾ijte je kpøevodu souøadni
 nìkolika polynomù.8. Ne
h» � 1 2 3 44 3 2 1� je mati
e zobrazení f : C 3 [x℄! C 1 [x℄ v bazí
h v z pøed-
hozího 
vièení a standardní (1; x) na C 1 [x℄. Najdìte obrazy polynomù 2x � x3,1 + x2, 1 + x+ x2 + x3.9. Ve standardní
h bazí
h na R3 a R5 je dáno zobrazení f mati
í A, g mati
í B.A = 0BBB� 1 2 �11 0 13 2 0�1 1 0�2 0 1
1CCCA ; B = 0��2 1 0 1 21 3 0 7 11 0 0 0 11AUvìdomte si odkud kam tato zobrazení jdou a najdìte mati
e jeji
h kompozi
.Zjistìte, zda pùjde o izomor�smus.14.6. Lineární zobrazení II1. Ne
h» f : R4 ! R4 je lineární zobrazení dané vztahem f(x1; x2; x3; x4) = (x1 +2x2 + 3x3 + 4x4; 4x1 + 3x2 + 2x3 + x4; x1 � 2x2 + 3x3 � x4; x1 + x2 + x3 + x4).a) Najdìte báze jádra Kerf a obrazu Imf .b) Doplòte bázi Imf na bázi 
elého R4 , nejlépe bazí Kerf , pokud to pùjde(promyslete si), a napi¹te mati
i f v této nové bázi.2. Mati
e lineárního zobrazení f : R3 ! R3 v bázi u = ((1; 0; 1); (0; 1; 1); (1; 1; 0))je A = 0��1 0 �10 �1 1�1 1 0 1Aa) Zjistìte, zda je f izomor�smus.b) Pokud ano, najdìte mati
i inverzního zobrazení ve standardní bázi.3. Ve standardní
h bazí
h R4 [x℄ a R8 [x℄ urèete mati
i zobrazení, které je de�novánojako násobení pevnì zvoleným polynomem g 2 R4 [x℄.



114 ÈÁST III. DODATKYa) Zvolte sami nìkolik rùzný
h g a najdìte v¾dy dimenzi jádra pøíslu¹ného zob-razení.b) Zjistìte dimenzi obrazu podprostoru hx2 + x3; x� x4i pøi nìkteré volbì.Promyslete si dobøe, 
o je skuteènì nutné poèítat v bode
h a), b).4. Urèete dimenzi obrazu a jádra zobrazení, které je de�nováno jako násobenímati
í A = � 1 14 4� v Mat2(C )a) zpravab) zleva.5. Najdìte dimenzi a bázi obrazu prùniku podprostorù V1 a V2 � R4 pøi zobrazeníf : R4 ! R5 . Pøitom f(x; y; z; w) = (x + 2y + 3z + w; 2x � 3y � z � 12w;�x +y + 5w;�y � z � 2w; 2x � 3y � z � 12w), V1 = h(2;�1;�1; 1); (�2; 3; 1;�1)i,V2 = h(0; 2; 0; 0); (1; 1; 1; 1)i. Dále zjistìte dimenzi vzoru podprostoru W � R5 ,generovaného vektorem (1; 1; 1; 1; 1).14.7. Permuta
e a determinanty1. Uvìdomte si souvislost permuta
e � na mno¾inì X = f1; : : : ; ng s poøadím(�(1); : : : ; �(n)).a) Pro permuta
e � = � 1 2 3 4 5 66 1 5 4 2 1�, � = � 1 2 3 4 5 66 4 2 1 5 3� spoè-tìte kompozi
e � Æ �, � Æ � a pro v¹e
hny ètyøi pøed
hozí permuta
e spoètìte jeji
hparitu (z de�ni
e pomo
í poètu inverzí).b) Napi¹te � a � jako souèiny transpozi
.2. Ne
h» permuta
e � na X = f1; : : : ; ng je de�nována pomo
í 
yklu na k prv
í
hv X, k � 1, a ostatní prvky ne
h» jsou samodru¾né. k nazýváme délka 
yklu�. Uka¾te, ¾e parita této permuta
e je sgn(�) = (�1)k�1. Odtud pak plyne,¾e je-li permuta
e � souèinem 
yklù �1; : : : ; �s, o délká
h k1; : : : ; ks pak parita jesgn(�) = (�1)Psi=1 ks�s.3. Pro transpozi
i � = (1; : : : ; j; : : : ; i; : : : ; n) platí sgn� = �i>j �(i)��(j)i�j . Doka¾te,¾e tentý¾ vztah platí pro libovolnou permuta
i �. (Návod: U¾ijte vztah pro paritusouèinu permuta
í a vìtu, ¾e ka¾dá permuta
e je souèinem transpozi
.)4. Rozlo¾te následují
í permuta
e dané poøadím na 
ykly a spoètìte jeji
h paritu.a) (9; 4; 5; 1; 6; 2; 8; 3; 10; 7)b) (9; 19; 5; 18; 10; 13; 20; 3; 12; 15; 11; 1; 4; 16; 8; 2; 17; 6; 7; 14).5. Urèete paritu permuta
í:a) (n; n� 1; : : : ; 2; 1)b) (1; 3; 5; : : : ; 2n� 3; 2n� 1; 2; 4; : : : ; 2n)
) (2; 3; 1; 5; 6; 4; : : : ; 3n� 1; 3n; 3n� 2).6. Vypoètìte determinant dle de�ni
e: ������� 1 0 0 10 2 3 11 0 �1 12 �3 1 0 �������



14. CVIÈENÍ K PØEDNÁ©KÁM 1157. Spoètìte determinanty mati
a) � 3 41 2�b) � 1 + i i3� i 2 + i�
) � sinx �
osx
osx sinx �d) 0BBB� 3 4 �3 �1 2�5 6 5 2 34 �9 �3 7 �5�1 �4 1 1 �2�3 7 5 2 3
1CCCAe) 0B� 1 1 1 11 2 3 41 4 9 161 8 27 641CA.14.8. Výpoèet determinantù a inverzní
h mati
1. Spoètìte úpravou na trojúhelníkový tvar nebo vhodným Lapla
eovým rozvojemdeteminanty mati
a) 0BBB� 1 0 0 0 52 1 �1 3 41 0 0 0 73 1 �1 4 15 �2 3 6 1

1CCCA
b) 0BBBBB� 1 0 2 0 3 02 3 3 4 4 54 0 5 0 6 05 6 6 7 7 81 0 �1 0 1 01 1 �1 �1 1 1

1CCCCCA2. Vypoètìte determinanty n-tého øádu z mati
e Dn 2 Matn(R).
a) D2n =

0BBBBBBBBBBB�
a 0 : : : 0 0 : : : 0 b0 a : : : 0 0 : : : b 0... ...0 0 : : : a b : : : 0 00 0 : : : 
 d : : : 0 0... ...0 
 : : : 0 0 : : : d 0
 0 : : : 0 0 : : : 0 d

1CCCCCCCCCCCAb) Dn = 0BB�n 1 1 : : : 11 n 1 : : : 1... ...1 1 1 : : : n1CCA



116 ÈÁST III. DODATKY3. Spoètìte inverzní mati
e k daným mati
ím metodou vyu¾ívají
í pøímé a zpìtnéGausovy elimina
e a pou¾itím algebrai
ky adjungované mati
e.a) � 8 511 7�b) 0� 1 1 12 3 3�1 �3 �21A
) 0B� 1 4 �2 32 9 3 �2�1 �6 �11 40 �1 �6 0 1CAd) V¹imnìte si, ¾e v¹e
hny tøi mati
e mají determinant �1, proto výsledné in-verzní mati
e jsou 
eloèíselné. Vzpomeòte obe
ný výsledek, který toto zaji¹»uje(A�1 existuje právì, kdy¾ jAj je invertibilní skalár!)14.9. Systémy lineární
h rovni
 I1. Øe¹te systémy rovni
 (a diskutujte jeji
h øe¹itelnost pro rùzné okruhy skalárù).4x1 + 3x2 + 6x3 = 1(1) 3x1 + 5x2 + 4x3 = 10x1 � 2x2 + 2x3 = �912x1 � x2 + 5x3 = 30(2) 3x1 � 13x2 + 2x3 = 217x1 + 2x2 + 3x3 = 152x1 � 3x2 + 17x3 � 29x4 � 36x5 = 22(3) 2x1 � 3x2 + 18x3 � 27x4 + 33x5 = 2112x1 � 18x2 + 102x3 � 174x4 � 216x5 = 1322x1 � 3x2 + 21x3 � 24x4 � 30x5 = 202x1 � 3x2 + 24x3 � 21x4 � 27x5 = 192. Diskutujte øe¹ení pøed
hozí
h rovni
 z hlediska øe¹ení pøíslu¹ný
h homogenní
hsystémù a najdìte fundamentální sytémy øe¹ení pro skaláry R.3. Najdìte takový systém rovni
 nad R, aby platilo(1) mno¾ina jeho øe¹ení je f(1 + 2s� t; 2t;�1 + s� t)T 2 R3 ; s; t 2 Rg(2) jeho fundamentální systém øe¹ení je f(1; 0; 0; 2; 1); (0; 1; 1; 1; 0); (1; 1; 1; 0; 2)gUmíte najít v¹e
hny takové systémy?4. Øe¹te systém rovni
 s parametrem � 2 K , uva¾te pøitom mo¾nosti K = Z,K = R. x1 + x2 + �x3 = 1x1 + �x2 + x3 = 1�x1 + x2 + x3 = 1



14. CVIÈENÍ K PØEDNÁ©KÁM 1175. Nad R øe¹te mati
ovou rovni
i0� 1 �4 �31 �5 �3�1 6 4 1A �X = 0� 1 4 72 5 83 6 91A(1) 0� 1 �1 �23 2 41 4 0 1A �X = 0� 1 �23 11 5 1A(2)Diskutujte pøitom mo¾nost nalezení inverzní mati
e, pøíp. pou¾ití fundamentální
hsystémù øe¹ení homogeního systému.14.10. Systémy lineární
h rovni
 II1. Najdìte fundamentální systém øe¹ení následují
ího systému lineární
h rovni
 afundamentální systém øe¹ení pøíslu¹ného homogenního systému.0� 1 2 �12 �5 44 �1 2 1A :0�x1x2x31A = 0� 3�15 1AØe¹te nad skaláry Z, Z6, Z7. Diskutujte pøitom pou¾ití Cramerova pravidla iGausovy elimina
e.2. Ve vektorovém prostoru R4 najdìte prùnik podprostorù V1 a V2 zadaný
h ge-nerátory V1 = h(1; 1; 1; 1); (1; 0; 1; 0)i, V2 = h(1; 1; 0; 0); (0; 1; 1; 1); (0; 1; 1; 0)i.Spoètìte také prùnik souètu V1 + V2 s podprostorem generovaným vektorem(1;�2; 3;�4). (Hodí se v tomto pøípadì Crammerovo pravidlo?)3. Pova¾ujte generátory podprostorù V1 a V2 z pøed
hozího 
vièení za prvky v(Z2)4, (Z3)4, resp. C 4 , a øe¹te znovu stejnou úlohu. Zejména si uvìdomte, kolikprvkù mají diskutované prostory a podprostory.4. V prostoru polynomù R6 [x℄ uva¾te podprostory V1 = hx2 + 2x3;�x3 + x6i,V2 = h2 + x2;�1 + x6; x2 + x3 + 2x4i, V3 = hx2 + x6; 1 + 3x3 + x5; x3i a spoètìtejeji
h prùnik a V1 + V2 + V3.14.11. Vlastní vektory a vlastní hodnoty I1. Dejte pøíklad zobrazení A : R3 ! R3 pro které je KerA = h(1; 0; 0); (1; 1; 1)i,ImA = h(1; 0; 1)i.2. Rozhodnìte, zda existuje lineární zobrazení A : R3 ! R2 , které zobrazí postupnìvektory (1; 2;�3); (2; 1;�2); (1;�4; 5) na vektory (1; 2); (2; 3); (1; 3).3. Lineární zobrazení f : Mat2(R) ! R splòuje f � 1 10 0� = 1, f � 1 �10 0 � = 0,f � 1 11 0� = 3, f � 1 10 1� = 0. Najdìte vyjádøení f pomo
í prvkù mati
, jádro,obraz.



118 ÈÁST III. DODATKY4. Zobrazení A : R4 [x℄! R4 [x℄ je de�nováno pøedpisem A(f)(x) = f 000(x)�2f 00(x),kde èárky oznaèují deriva
i polynomù podle promìnné x. Ovìøte, ¾e A je lineární,spoètìte jeho jádro, obraz, vlastní hodnoty, vlastní vektory.5. Nad skaláry K = R, C najdìte vlastní hodnoty a vlastní vektory zobrazeníf : K 3 ! K 3 , které je v bázi ((1; 1; 0); (1;�1; 0); (0; 0; 1)) dané mati
íA = 0� 4 �5 71 �4 9�4 0 51A :6. Nad skaláry K = Z5, R, C najdìte vlastní hodnoty a vlastní vektory zobrazeníf : K 2 ! K 2 , které je ve standardní bázi dané mati
í A = � 0 �22 0 �.14.12. Vlastní hodnoty a vlastní vektory II1. V R3 urèete podprostor vlastní
h vektorù pøíslu¹ný
h vlastní hodnotì 3 promati
e A = 0� 3 0 00 3 00 0 31A, B = 0� 3 1 00 3 00 0 31A, C = 0� 3 1 00 3 10 0 31A.2. Zjistìte, zda je mati
e A podobná diagonální mati
i nad poli Q , R, C (to nastaneprávì kdy¾ vlastní vektory generují 
elý prostor K 3).a) A = 0� 5 2 �34 5 �46 4 �41A b) A = 0� 4 7 �5�4 5 01 9 �41A
) A = 0� 4 2 �56 4 �95 3 �71A3. Ne
h» � : V ! V je izomor�smus. Doka¾te, ¾e � a ��1 mají stejné podprostoryvlastní
h vektorù a zjistìte závislost mezi vlastními hodnotami (jsou to pøevrá
enéhodnoty, nula tam být stejnì nemù¾e).4. Nad skaláry K = R najdìte vlastní èísla a vlastní vektory mati
a) A = 0� 2 �1 1�1 2 �10 0 1 1A b) B = 0B� 1 2 0 3�1 �2 0 �30 0 2 01 2 0 3 1CA14.13. Vlastní hodnoty a vlastní vektory III1. Zjistìte, jak závisí vlastní hodnoty a vlastní vektory mati
 A, B na parametre
h� a �. A = 0� 2 3 04 1 0� � 21A B = 0� 2 3 04 1 0� � 2 + �1A



14. CVIÈENÍ K PØEDNÁ©KÁM 1192. Najdìte Jordanovy kanoni
ké tvary mati
 A, B, C.A = 0� 2 1 0�1 4 05 7 31A B = 0� 3 2 00 3 00 5 31A C = 0� 0 �3 �2�1 �2 �20 4 3 1A3. Spoètìte vlastní hodnoty a vlastní vektory mati
e B = 3A4�2A3+A2�A+6E(ani¾ byste poèítali B!) A = 0� 2 �1 14 �2 22 �1 11A14.14. A�nní úlohy I1. V rovinì R2 ja dán trojúhelník ABC. Oznaème po øadì A0, B0, C 0 støedy jehostran BC, AC, AB. Doka¾te ¾e v zamìøení R2 platí(A0 � A) + (B0 �B) + (C 0 � C) = 0:2. Je dána pøímka p : 2x+3y�6 = 0. Urèete její parametri
ký popis. Jak se získáimpli
itní popis z parametri
kého?3. Urèete vzájemnou polohu polohu pøímek(1) p : 2x� 3y + 4 = 0, q : 3x+ 2y � 7 = 0(2) p : (x; y) = (1;�1) + t(1;�2), q : 2x+ y � 1 = 0(3) p : (x; y) = (2; 1) + t(�1; 3), q : (x; y) = (1; 3) + t(2;�6)4. Zjistìte vzájmenou polohu rovin(1) � : (x; y; z) = (1;�2; 3) + t(�1; 0; 1) + s(2; 1; 0)� : (x; y; z) = (�1; 0; 1) + t(1; 1; 2) + s(�1; 3; 1)(2) � : (x; y; z) = (2;�1; 1) + t(1; 1; 1) + s(1;�1; 0)� : x+ y � 2z + 1 = 0(3) � : 2x� y + z � 9 = 0, � : x+ y � z = 05. Najdìte parametri
ké vyjádøení pøímky v R3 zadanép : � 2x� y + z � 9 = 0x+ y � z = 0Jak vypadají rovni
e v¹e
h rovin pro
házejí
í
h danou pøímkou p (tzv. svazek ro-vin)? Jak se získá jeji
h obe
ná rovni
e z parametri
kého, resp. impli
itního tvarup. Zadejte parametri
ky i impli
itnì pøímku, resp. rovinu zadanou dvìmi, resp.tøemi, body. Zadání volte sami.6. Najdìte pøíèku mimobì¾ek p, q pro
házejí
í bodem M . Je dáno M = (7; 0; 4),p : (x; y; z) = (2;�1; 1) + t(1; 2; 1), q : (x; y; z) = (1; 1; 1) + t(2;�1; 1) Jak se hledápøíèka zadaná smìrem?



120 ÈÁST III. DODATKY14.15. A�nní úlohy IIa�nní souøadni
e, pomìry, konvexnost14.16. Prostory se skalalárním souèinem I1. Zjistìte, zda je zobrazení g : R2 � R2 ! R skalární souèin.g(x; y) = x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2g(x; y) = 4x1y1 + 2x1y2 + 5x2y2g(x; y) = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y22. Zkuste na R2 najít takový skalární souèin, aby vektory u a v na sebe byly kolmé(1) u = (1; 2), v = (2; 3)(2) u = (�5; 2), v = (10;�4)3. Grammovým-S
hmidtovým ortogonalizaèním pro
esem sestrojte ortonormálníbázi podprostoru L = h(1; 1;�1;�1); (1;�1; 1; 1); (�1;�2; 0; 1)ive standardním euklideovském R4 .4. Najdìte ortogonální bázi vektorového prostoru R3 [x℄ se skalárním souèinem de-�novaným vztahem f �g = R 1�1 f(x)g(x)dx. Najdìte mati
i pøe
hodu od standardníbáze (1; x; x2; x3) do nalezené báze.5. Najdìte ortogonální prùmìt vektoru (1; 2; 3) do podprostoruL = h(�1; 1; 1); (1; 1; 1)i:14.17. Prostory se skalárním souèinem II1. Na vektorovém prostoru C n [x℄ de�nujte skalární souèin tak, aby byla báze(1; x; 12!x2; : : : ; 1n!xn) ortonormální.2. Najdìte ortonormální bázi podprostoruL = h(3; 2;�4;�6); (8; 1;�2;�16); (5; 12;�14; 5); (11; 3; 4;�7)i � R4ve standardním euklideovském prostoru.3. Nejdìte ortonormální fundamentální systém øe¹ení systému rovni
2x1 � x2 + 5x3 + 7x4 = 04x1 � 2x2 + 7x3 + 5x4 = 02x1 � x2 + x3 � 5x4 = 0



14. CVIÈENÍ K PØEDNÁ©KÁM 1214. Pokud to jde, doplòte dané vektory na ortogonální bázi standardního euklidov-ského prostoru. (Kolik máme mo¾ností?)(1) u = (2; 2; 1), v = (�2; 1; 2)(2) u = (�3; 1;�2; 2), v = (4; 2;�3; 2).5. Urèete v¹e
hny hodnoty parametrù a; b; 
, pro které je mati
eA = 0� a 0 2
� 1p3 2b 1p6�a � 1p2 
 1Aortogonální. Pro tyto hodnoty spoètìte pøíslu¹ný kanoni
ký tvar. (Promysletegeometri
ké vlastnosti transforma
e!)6. Zkuste de�novat na R3 dva skalární souèiny tak, aby zobrazení ' : R3 ! R3 ,'(x1; x2; x3) = (x1 + x2 + x3;�x1 + x2; x3), bylo ortogonální.14.18. Ortogonální prùmìty a ortogonální zobrazení1. Najdìte ortogonální doplnìk podprostoruP = h(�1; 2; 0; 1); (3; 1;�2; 4); (�4; 1; 2;�4)iv R4 se standardním skalárním souèinem. Pak najdìte kolmé prùmìty vektorùstandardní báze do P a P?.2. Ne
h» je L = hu; v; wi � R4 . Nejdìte kolmý prùmìt vektoru z do L a L?.(1) z = (4; 2;�5; 3); u = (5; 1; 3; 3); v = (3;�1;�3; 5); w = (3;�1; 5;�3)(2) z = (2; 5; 2;�2); u = (1; 1; 2; 8); v = (0; 1; 1; 3); w = (1;�2; 1; 1)3. Najdìte (pøímým výpoètem) v¹e
hny ortogonální a unitární mati
e øádu 2, pakv¹e
hny ortogonální s kladným determinantem.4. Zjistìte, zda je ortogonální transforma
e daná mati
íA = 0B� 1p3 0 2p6� 1p3 1p2 1p6� 1p3 � 1p2 1p6 1CAkompozi
í re
exe a rota
e, èi zda se jedná pouze o rota
i, a najdìte osu a úhel tétorota
e.14.19. Bilineární a kvadrati
ké formy1. Zjistìte, zda je zobrazení f : R2 � R2 ! R bilineární forma na R2 . Pokud ano,rozhodnìte, zda je symetri
ká nebo antisymetri
ká.(1) f(x; y) = x1y2(2) f(x; y) = x1y1 + 2y2 � 12(3) f(x; y) = x1y2 � x2y1 + x1y1



122 ÈÁST III. DODATKY2. Urèete hodnost bilineární formy f(x; y) = x1y1 + 2x2y1� x2y2 + 3x3y2 na R3 anajdìte její mati
i v(1) standardní bázi R3(2) v bázi (1; 1; 1); (0; 1; 1); (1; 0; 1)3. Uva¾me bilineární formu h(x; y) = 2x1y1�4x1y2�3x2y2+2x2y3�4x3y2�x3y3de�novanou na C 3 a ne
h» f(x) je jí de�novaná kvadrati
ká forma.(1) Napi¹te analyti
ké vyjádøení f .(2) Najdìte polární formu g pro f .4. Urèete hodnost kvadrati
ké formy f(x) = x21�2x1x2+8x1x3�2x2x3, uva¾ujeme-li f jako formu na C 3 , resp. na R5 .5. Najdìte diagonální tvar formy f na R3 pomo
í algoritmu doplnìní na ètver
e(1) f je daná formulí z pøed
hozího 
vièení(2) f(x; y) = 4x21 + 2x22 + 15x23 + 4x1x2 � 4x1x3 � 8x2x3(3) f(x; y) = x1x2 + x1x3 + x2x314.20. Reálné a komplexní kvadrati
ké formy1. Najdìte kanoni
ké tvary kvadrati
ký
h forem na C 3 daný
h vztahy (2), (3) z
vièení 5 pøed
hozí série. Najdìte také pøíslu¹né polární báze.2. Zjistìte vlastnosti reálný
h kvadrati
ký
h forem, napø. de�nitnost, pozitivníde�nitnost apod. (pozor na závislost na prostoru V na nìm¾ je forma de�nována)(1) f(x) = x21 � x1x2 + x22(2) f(x) = 2x1x2 + 4x1x3(3) f(x) = �2x21 � 8x22 � 3x23 + 2x1x2 + 4x1x3 � 2x2x33. Najdìte v¹e
hny hodnoty parametru a 2 R, pro které je kvadrati
ká forma f naR3 positivnì de�nitní, resp. negativnì de�nitní (pou¾ijte Sylvestrovo kriterium)(1) f(x) = x22 + x23 + 4ax1x2 + a2x1x3(2) f(x) = ax21 + ax22 + (a� 3)x23 + 2x1x2 + 2ax1x3 + 2x2x314.21. Metri
ké úlohy I1. V rovinì E2 je dán obdélník ABCD. Doka¾te ¾e v jejím zamìøení R2 se stan-dardním skalárním souèinem platí (A�M) � (C �M) = (B �M) � (D �M).2. Uka¾te, ¾e ortogonální doplnìk zamìøení nadroviny v En zadané impli
itnì � :a1x1+� � �+anxn+a0 = 0 je generován tzv. normálovým vektorem v = (a1; : : : ; an).Uka¾te, ¾e pro vzdálenost bodu A = (y1; : : : ; yn) od � platí�(A; �) = ja1y1 + � � �+ anyn + a0pa21 + � � �+ a2n :



14. CVIÈENÍ K PØEDNÁ©KÁM 1233. Urèete pro jaké vektory v E2, E3 platí(1) ku+ vk = ku� vk(2) ku+ vk = kuk � kvk(3) ku+ vk � kuk � kvk(4) ku+ vk > ku� vk4. Najdìte souøadni
e vr
holù kry
hle ABCDEFGH, je-li A = (1;�1; 3), B =(3; 0; 5), D = (�1; 1; 4) (pokud existuje).5. Napi¹te rovni
i pøímky p, která obsahujeM = (3; 2) a s pøímkou q : p3x�y+3 =0 svírá úhel �3 , resp. �2 .6. Urèete bod Q soumìrný k bodu P = (3;�1; 4) podle pøímky p : (x; y; z) =(�7;�4; 7) + t(4; 3;�1).7. Najdìte osu mimobì¾ek p : (x; y; z) = (0;�15;�6) + t(2;�1; 3), q : (x; y; z) =(3; 4; 2) + s(4; 2;�3).14.22. Metri
ké úlohy II1. Uka¾te, ¾e od
hylka dvou nadrovin je rovna od
hyl
e jeji
h normálový
h vek-torù.2. Spoètìte vý¹ku pravidelného ètyøstìnu ABCD v E3 a od
hylky jeho protilehlý
hhran .3. Spoètìte povr
h a objem ètyøstìnu ABCD v E3 je-li A = (1;�1; 2), B =(2; 0;�2), C = (3;�2; 0), D = (1; 1; 1).4. Spoètìte objem a vý¹ku ètyøbokého jehlanu ABCDV v E3, je-li A = (2;�1; 2),B = (0; 0; 5), C = (�1; 0; 5), D = (4;�3;�4), V = (1; 2; 1). Dále urèete od
hylkyjeho hran od podstavy.14.23. Metri
ké úlohy III1. Uva¾me n � 1 vektorù u1 = (x11; : : : ; x1n); : : : ; un�1 = (x(n�1)1; : : : ; x(n�1)n)v standardním orientovaném euklidovském vektorovém prostoru Rn . Dále uva¾memati
i A = 0BB� y1 y2 : : : ynx11 x12 : : : x1n... ...x(n�1)1 x(n�1)2 : : : x(n�1)n1CCAUka¾te, ¾e vektor un = (A11; : : : ; A1n), kde Aij jsou algebrai
ké doplòky prvkù aijmati
e A má následují
í vlastnosti:(1) un je kolmý na v¹e
hny u1; : : : ; un�1(2) velikost vektoru kunk je rovna (neorientovanému) objemu rovnobì¾nostìnuzadaného vektory u1; : : : ; u(n�1)(3) u1; : : : ; un je báze Rn kompatibilní s orienta
í.V dimenzi 2 tak dostáváme obvyklý vektorový souèin dvou vektorù u1, u2.



124 ÈÁST III. DODATKY2. Najdìte kanoni
ké rovni
e a osy ku¾eloseèky dané ve standardní souøadné sou-stavì rovni
í(1) x2 + y2 + 4xy + 2x + 1 = 0 (hyperbola s vr
holem v (�p26 ;�p22 ) a osamive smìre
h (�p22 ; p22 ))(2) 2x2 � 3y2 + 5xy + x+ 10y � 3 (dvì rùznobì¾né pøímky)3. Napi¹te rovni
i kru¾ni
e pro
házejí
í bodem A = (1; 2) a dotýkají
í se pøímekp : x� y + 3 = 0, q : x� y � 1 = 0.14.24. Adjungovaná zobrazení1. Lineární zobrazení ' : R3 ! R3 je dáno vztahem'(x; y; z) = (x� 2y + z; x+ 3z;�y � z)(1) Spoètìte duální zobrazení '� : R3� ! R3�(2) adjungované zobrazení '� : R3 ! R3 vzhledem ke standardnímu skalárnímusouèinu na R3 .(3) adjungované zobrazení '� : R3 ! R3 vzhledem ke skalárnímu souèinuh(x; y; z); (x0; y0; z0)i = 2xx0 + xy0 + x0y + 2yy0 + yz0 + y0z + zz0:2. Na C 4 se standardním skalárním souèinem urèete, kdy je samoadjungovanézobrazení '(x; y; z; w) = (�x; �y; 
z; Æw)pro �; �; 
; Æ 2 C .3. Na prostoru reálný
h polynomù stupnì 2 se skalárním souèinem daným f � g =R 10 f(x)g(x)dx spoètìte adjungované zobrazení k(1) opera
i derivování podle promìnné(2) opera
i násobení pevným polynomem(3) opera
i "zapomenutí monomù stupnì 2"4. Na R3 se standardním skalárním souèinem najdìte adjungované zobrazení kpromítání na vybraný podprostor ve smìru doplòkového podprostoru. Kdy budetoto promítání samoadjungované?
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