M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

e Jde o seznam typovych tloh, které se probiraji na cvi¢eni a dalsich obdobnych tloh na procviceni
za domaci dlohu. Na pisemkdach se objevi vyhradné modifikace piikladu z této sbirky a jim
obdobné piiklady.

e Piiklady oznacené hvézdickou jsou uréeny pro studenty, kteii by se na cvic¢eni p#ilis nudili a jsou
zde uvedeny pouze jako dopliujici priklady, které nebudou obsahem pisemek.

e Program jednotlivych cviceni si sestavuji vyucujici sami a mohou se lisit i v ramci jednotlivych
cviceni jednoho vyucujiciho.

e Velké mnozstvi piikladu je pfevzato ze sbirky ,Seminaf ze stfedoskolské matematiky“ autort
Herman, Kuéera, Simsa (skriptum MU, 2004). Dalsimi ptiklady pfispéli doc. Cadek, dr. Kruml
(oba v roce 2019), doc. Silhan (2020) a doc. Klima (2019-2020).

Aktudlni verze sbirky ze dne 18. zaii 2024.

1 Uvodni hodina - zapis mnozin

Cviceni konand 23. a 25. 9. 2024.

Priklad 1.1: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovneé:
1. Mnozinu vSech pfirozenych ¢isel, ktera jsou délitend tfemi.
2. Mnozinu vsech celych cisel, ktera davaji po déleni osmi zbytek 5.
3. Mnozinu vsech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je vétsi nez 3.
4. Mnozinu vSech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je mensi nez jejich trojnasobek.
5. Mnozinu vSech dvojic redlnych ¢isel, kde prvni je trojnasobkem druhého.
6. Mnozinu vSech dvojic kladnych redlnych ¢isel, kde prvni je vétsi nez trojnasobek druhého.

7. Mnozinu vSech trojic ptirozenych ¢isel, kterda mohou byt délkami stran pravoihlého trojuhelnika.
Je tato mnozina prazdna?

Reseni: 1) {3k | k € N}, 2) {8k+5| ke Z}, 3) {x e R|2® > 3} = (—o0, —v/3) U (V3,00),
resp. {r € R |2 >+3} = (v3,00), 4) {r €R |z >0,2% <3z} = (0,3) = {z € R | 2% < 3z}
— pro zdpornd x totiz plati 3z < 0 < 2*, 5) {[By,y] | y € R} = {[z, ] | x € R} — primka se
smérnicz’% prochazejici poédtkem, 6) {[x,y] | z,y € R,z > 3y > 0} — vyseé v pronim kvadrantu
mezi kladnou &dsti osy x a primkou y = sz, 7) {[z,y, 2] | ,y,z € N,a? + 3> = 22} U {[z,y, 2] |
r,y,z € N2 + 22 = 2 U{lz,y, 2] | 2,9, 2 € N,y? + 2% = 22},



Priklad 1.2: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovné:
1. Mnozinu vsech lichych prirozenych ¢isel, kterd jsou délitena 5.
2. Mnozinu vSech dvoucifernych celych ¢isel, kterd jsou délitena 17.
3. Mnozinu vSech redlnych éisel z, kterd jsou feSenfm nerovnice 22 + 2z + 1 > 0.

4. Mnozinu vSech kladnych realnych ¢éisel, jejichz tifeti mocnina je mensi nez jejich druha
mocnina.

5. Mnozinu vsech dvojic prirozenych ¢isel, kde prvni déli druhé.
6. Mnozinu vSech dvojic celych ¢isel, kterd se navzajem déli, tj. prvni déli druhé a naopak.

7. Mnozinu vSech ¢tvetic celych cisel, kde tieti je sou¢tem prvnich dvou a ¢tvrté je soucinem
prvnich tii.

Resend: 1) {10k+5 | k € No}, 2) 2) {17k | k € Z,k # 0, |k| < 6} = {£17, £34, +51, +68, +85),
{r eR|22+20+1 >0} =R, 4){z eR |z >0,2° < 2*} =(0,1), 5) {[z,y] | v,y €
N,z |y} ={lz, k] [ 2,k €N}, 6) {[z,y] [,y € Zow [ y,y | o} ={[z, 4] |2,y € Z, 2] = |y|} =
{lw, o] | € Zy U, —2] [x € Z}, 7) {lw,y, 2 +y,ay(e +y)] | 2,y € Z}.

Priklad 1.3: Napiste formalni definice:
1. Celé cislo a je sudé.
2. Celé ¢islo a je liché.
3. Celé cislo a je délitelné tremi.
4. Celé ¢islo a neni délitelné tfemi.
5. Celé ¢islo a je délitelné cislem b.

Resendi: 1) Eristuje k € 7 takové, Ze a = 2k. 2) Eristuje k € 7 takové, e a = 2k + 1. 3)
FEzistuje k € Z takové, Ze a = 3k. 4) Nexistuje k € 7 takové, Ze a = 3k. 5) Existuje k € 7
takové, Ze a = k - b.

Piiklad 1.4: Dokazte platnost nésledujicich tvrzeni pro libovolna celd ¢isla a a b.
1. Z ¢isel a, b a a+ b je aspon jedno sudé.
2. Pokud je a + b sudé, pak a — b je sudé.

3. Cislo a + b je sudé prave tehdy, kdyz je sudé éislo a — b.



4. Pokud je a + b sudé, pak a® 4 b? je také sudé.
5. Pokud je a + b liché, pak a® + b? je také liché.
6. Cislo a® 4 a je sudé &islo.

7. Cislo a® — a je délitelné 3.

8. Cislo a* — a? je délitelné 4.

Reseni: 1) Pokud a nebo b je sudé, tvrzeni plati. Pokud jsou obé lichd, tj. a = 2k + 1 a
b =20+ 1 pro vhodnd cela c¢isla k, ¢, potom a +b = 2(k + {4+ 1) je sudé a tvrzeni opét plati.
2) Protoze a —b = (a+b) — 2b, z predpokladu, Ze a + b je sudé, vidime, Ze a — b je rozdil dvou
sudych cisel, a tedy sudé ¢islo. 8) Predchozi je jedna implikace. Pro druhou implikaci ,pokud
je a—b sudé, pak je a+b sudé” se stejngm zpusobem vyuzije vztah a +b = (a—b)+2b. /) i 5)
Lze vyuzit vztah a® 4+ bv* = (a + b)? — 2ab. 6) Cislo a®> +a = a(a + 1) je soucinem dvou po sobé
jdoucich celijch ¢isel, z nichz jedno je sudé. 7) Cislo a® —a = (a — 1)a(a+ 1) je soucinem dvou
po sobé jdoucich celych &isel, z nich? jedno je délitelné 3. 8) Plati a* — a* = a*(a® — 1). Pokud
je a sudé, pak je a* delitelné 4. Pokud je a liché, pak je délitelné 4 ¢islo a®> —1 = (a—1)(a+1).
(I v jingch podprikladech lze pouzit metodu, Ze se rozebiraji moznosti a = 2k resp. a = 2k + 1

apod.)

Piiklad 1.5: Nechf a,b,c,d jsou rizna jednocifernd kladnd celd é&isla takova, ze 3 déli a® +
b? + ¢ + d%. Dokazte, ze potom a? 4 b? neni délitelné 3.

Reseni:  Po déleni 3 ddvd druhd mocnina celého cisla n zbytek 0 (v pripadé, kdy n je
délitelné 3) nebo 1 (v pripadé, kdy n neni délitelné 3). ProtoZe jsou nase jednocifernd cisla
ruznd, nemohou byt vsechna ctyri délitelnd 3. Je tedy délitelné 3 prdve jedno z nich. Soucet
a® + b? tak po déleni 3 ddvd zbyek 1 nebo 2.

Piiklad 1.6: V nésledujicich ptikladech zapiste mnozinu M bodu v roviné, a pak urcete
vyctem prvki mnozinu vSech dvojic celych ¢isel x a y takovych, ze [z,y| € M.

1. M je obdélnik, jehoz tfi vrcholy jsou [—2, —2], [-2,0] a [1, —2].
2. M je trojihelnik ABC, kde A =[3,2], B=[1,-2] a C = [-1,1].

3. M je mnozina bodu [z,y] v kruhu se stfedem (8, 3) a polomérem 4, pro které navic plati
r <.

4. M je prunik trojihelniku, jehoz vrcholy jsou pocétek [0, 0] a body [0, 4] a [4, 0], s mnozinou
vsech bodt [z, y], pro které plati (z —y — 2)? = 9.

5. M je tvofena body (z,y) rovnobézniku, jehoz tii vrcholy jsou [0, 0], [—6,0] a [4, 3], které
zaroven lezi pod piimkou y = = + 1.



Pozn.: Body obdélniku, trojihelniku atd. minime body, které jsou bud ,uvniti“ nebo ,na hra-
nici” tohoto utvaru. Rozmyslete si, jak by se Tesent lisilo v pripadé, kdybychom wvaZovali pouze
Lonitrni“ body.

Reseni: 1) M = {[z,y] | v,y € R, -2 <2< 1,-2<y <0}, MNZXZ = {[-2,-2],[-2, 1],

[—2,0],[-1,-2],[-1,—1],[-1,0], [0, —2],[0,—1], [0, 0], [1, 2],[1 1], [1,0]}. Vnitind body: M' =
{[z, y]\:cyER 2<r<1,-2<y< 0}, M'NZxZ=A{[-1,-1],]0,-1]}. 2) M = {[z,y] |
zr,y € R 3x+2y > —1,2x—y < 4,x—4y > =5}, MNZXZ = {[ ,1],[0,0], [0, 1], [1, —2], [1, —1],

[1,0],[1,1],[2,0],[2, 1],[3,2]}. Vniting body: M' = {[x,y] | x,y E R, 3z +2y > —1,20 —y <
4,0 —4y > =5}, M'NZ x Z = {[0,0],[0,1],[1,—1],[1,0],[1,1],[2,1]}. 8) M = {[z,y] | =,y €
R, (x—8)2+(y—3)? <16,z <y}, MNZXZ = {[5,5],[6,6]}. Vnitrni body: M' = {[z,y] | =,y €
R, (z—8)?+(y—3)? <16,z <y}, M'NZxZ = {[5,5],(6,6]}. 4) M ={[z,z+1] | 0 <z < 3},
MNZx7Z={[0,1],[1,2]}. Vnitind body: M' = {[z,z+1] |0 <z < 2}, M'NZ x Z = {[1,2]}.
5) M ={[z,y] | v,y e R,3x < dy,y—x < 1,0<y <3}, MNZxZ ={[0,0],[1,1],[2,2],[3 ,3]}
Vnitind body: M = {[z,y] | v,y e R, 3z < 4y, y—x < 1,0 <y <3}, MNZxZ={[1,1],]2,2]}.

Priklad 1.7: Necht M je mnozina bodu v roviné, které jsou uvniti (tj. nikoli na stranach)
¢tverce se stiedem v bodé [4, 3], stranou délky 2, jehoz tihlopfFicky jsou rovnobézné s osami z a y.
Napiste mnozinu M formélné (tj. body roviny o souradnicich, které spliuji vhodné nerovnosti).
Urcete déale vSechny body s celo¢iselnymi souradnicemi, které mnozina M obsahuje.

Resend: Délka uhlopricky je 2v/2, proto jsou vrcholy ctverce v bodech [4 — V2, 3],[4,3 +
V2], [4+V/2, 3], [4,3—/2]. Smérové vektory stran jsou (1,1) a (1, —1) a jsou na sebe kolmé, proto
magji primky prochdzejici stranou rovnici bud x —y = d (pro dvojici stran se smérnici (1,1)),
nebo x +y = d (pro dvojici stran se smérnici (1,—1)), kde vhodné d se dopocitd dosazenim
vrcholii. Dvojice nerovnosti x —y > 1 —+v2, oz —y < 1++/2 (ostré nerovnosti zde jsou, protoZe
nds zajimd vnitiek ctverce bez stran) lze vyjddrit ekvivalentné podminkou |z —y — 1| < /2.
Podobné dostaneme pro druhou dvojici stran, resp. primek, podminku |x +y — 7| < V2. Proto
M = {[z,y];|lz—y—1| < V2, |z +y—T| < V2}. Dile MNZx7Z = {[4,3],[3,3],[5,3], [4,2], [4,4]}



