
M1130 — Př́ıklady ze cvičeńı a domáćı úlohy na procvičeńı

• Jde o seznam typových úloh, které se prob́ıraj́ı na cvičeńı a daľśıch obdobných úloh na procvičeńı
za domáćı úlohu. Na ṕısemkách se objev́ı výhradně modifikace př́ıklad̊u z této sb́ırky a jim
obdobné př́ıklady.

• Př́ıklady označené hvězdičkou jsou určeny pro studenty, kteř́ı by se na cvičeńı př́ılǐs nudili a jsou
zde uvedeny pouze jako doplňuj́ıćı př́ıklady, které nebudou obsahem ṕısemek.

• Program jednotlivých cvičeńı si sestavuj́ı vyučuj́ıćı sami a mohou se lǐsit i v rámci jednotlivých
cvičeńı jednoho vyučuj́ıćıho.

• Velké množstv́ı př́ıklad̊u je převzato ze sb́ırky
”
Seminář ze středoškolské matematiky“ autor̊u

Herman, Kučera, Šimša (skriptum MU, 2004). Daľśımi př́ıklady přispěli doc. Čadek, dr. Kruml
(oba v roce 2019), doc. Šilhan (2020) a doc. Kĺıma (2019-2020).

Aktuálńı verze sb́ırky ze dne 18. zář́ı 2024.

1 Úvodńı hodina - zápis množin

Cvičeńı konaná 23. a 25. 9. 2024.

Př́ıklad 1.1: Pomoćı množinového zápisu zapǐste následuj́ıćı množiny definované slovně:

1. Množinu všech přirozených č́ısel, která jsou dělitená třemi.

2. Množinu všech celých č́ısel, která dávaj́ı po děleńı osmi zbytek 5.

3. Množinu všech (kladných) reálných č́ısel, jejichž druhá mocnina je větš́ı než 3.

4. Množinu všech (kladných) reálných č́ısel, jejichž druhá mocnina je menš́ı než jejich trojnásobek.

5. Množinu všech dvojic reálných č́ısel, kde prvńı je trojnásobkem druhého.

6. Množinu všech dvojic kladných reálných č́ısel, kde prvńı je větš́ı než trojnásobek druhého.

7. Množinu všech trojic přirozených č́ısel, která mohou být délkami stran pravoúhlého trojúhelńıka.
Je tato množina prázdná?

Řešeńı: 1) {3k | k ∈ N}, 2) {8k+ 5 | k ∈ Z}, 3) {x ∈ R | x2 > 3} = (−∞,−
√

3)∪ (
√

3,∞),
resp. {x ∈ R | x >

√
3} = (

√
3,∞), 4) {x ∈ R | x > 0, x2 < 3x} = (0, 3) = {x ∈ R | x2 < 3x}

– pro záporná x totǐz plat́ı 3x < 0 < x2, 5) {[3y, y] | y ∈ R} = {[x, x
3
] | x ∈ R} – př́ımka se

směrnićı 1
3

procházej́ıćı počátkem, 6) {[x, y] | x, y ∈ R, x > 3y > 0} – výseč v prvńım kvadrantu
mezi kladnou část́ı osy x a př́ımkou y = 1

3
x, 7) {[x, y, z] | x, y, z ∈ N, x2 + y2 = z2} ∪ {[x, y, z] |

x, y, z ∈ N, x2 + z2 = y2} ∪ {[x, y, z] | x, y, z ∈ N, y2 + z2 = x2}.



Př́ıklad 1.2: Pomoćı množinového zápisu zapǐste následuj́ıćı množiny definované slovně:

1. Množinu všech lichých přirozených č́ısel, která jsou dělitená 5.

2. Množinu všech dvouciferných celých č́ısel, která jsou dělitená 17.

3. Množinu všech reálných č́ısel x, která jsou řešeńım nerovnice x2 + 2x + 1 > 0.

4. Množinu všech kladných reálných č́ısel, jejichž třet́ı mocnina je menš́ı než jejich druhá
mocnina.

5. Množinu všech dvojic přirozených č́ısel, kde prvńı děĺı druhé.

6. Množinu všech dvojic celých č́ısel, která se navzájem děĺı, tj. prvńı děĺı druhé a naopak.

7. Množinu všech čtveřic celých č́ısel, kde třet́ı je součtem prvńıch dvou a čtvrté je součinem
prvńıch tř́ı.

Řešeńı: 1) {10k+5 | k ∈ N0}, 2) 2) {17k | k ∈ Z, k 6= 0, |k| < 6} = {±17,±34,±51,±68,±85},
3) {x ∈ R | x2 + 2x + 1 > 0} = R, 4) {x ∈ R | x > 0, x3 < x2} = (0, 1), 5) {[x, y] | x, y ∈
N, x | y} = {[x, kx] | x, k ∈ N}, 6) {[x, y] | x, y ∈ Z, x | y, y | x} = {[x, y] | x, y ∈ Z, |x| = |y|} =
{[x, x] | x ∈ Z} ∪ {[x,−x] | x ∈ Z}, 7) {[x, y, x + y, xy(x + y)] | x, y ∈ Z}.

Př́ıklad 1.3: Napǐste formálńı definice:

1. Celé č́ıslo a je sudé.

2. Celé č́ıslo a je liché.

3. Celé č́ıslo a je dělitelné třemi.

4. Celé č́ıslo a neńı dělitelné třemi.

5. Celé č́ıslo a je dělitelné č́ıslem b.

Řešeńı: 1) Existuje k ∈ Z takové, že a = 2k. 2) Existuje k ∈ Z takové, že a = 2k + 1. 3)
Existuje k ∈ Z takové, že a = 3k. 4) Nexistuje k ∈ Z takové, že a = 3k. 5) Existuje k ∈ Z
takové, že a = k · b.

Př́ıklad 1.4: Dokažte platnost následuj́ıćıch tvrzeńı pro libovolná celá č́ısla a a b.

1. Z č́ısel a, b a a + b je aspoň jedno sudé.

2. Pokud je a + b sudé, pak a− b je sudé.

3. Č́ıslo a + b je sudé právě tehdy, když je sudé č́ıslo a− b.



4. Pokud je a + b sudé, pak a2 + b2 je také sudé.

5. Pokud je a + b liché, pak a2 + b2 je také liché.

6. Č́ıslo a2 + a je sudé č́ıslo.

7. Č́ıslo a3 − a je dělitelné 3.

8. Č́ıslo a4 − a2 je dělitelné 4.

Řešeńı: 1) Pokud a nebo b je sudé, tvrzeńı plat́ı. Pokud jsou obě lichá, tj. a = 2k + 1 a
b = 2` + 1 pro vhodná celá č́ısla k, `, potom a + b = 2(k + ` + 1) je sudé a tvrzeńı opět plat́ı.
2) Protože a− b = (a + b)− 2b, z předpokladu, že a + b je sudé, vid́ıme, že a− b je rozd́ıl dvou
sudých č́ısel, a tedy sudé č́ıslo. 3) Předchoźı je jedna implikace. Pro druhou implikaci

”
pokud

je a− b sudé, pak je a+ b sudé“ se stejným zp̊usobem využije vztah a+ b = (a− b) + 2b. 4) i 5)
Lze využ́ıt vztah a2 + b2 = (a + b)2 − 2ab. 6) Čı́slo a2 + a = a(a + 1) je součinem dvou po sobě
jdoućıch celých č́ısel, z nichž jedno je sudé. 7) Čı́slo a3− a = (a− 1)a(a+ 1) je součinem dvou
po sobě jdoućıch celých č́ısel, z nichž jedno je dělitelné 3. 8) Plat́ı a4 − a2 = a2(a2 − 1). Pokud
je a sudé, pak je a2 dělitelné 4. Pokud je a liché, pak je dělitelné 4 č́ıslo a2− 1 = (a− 1)(a+ 1).
(I v jiných podpř́ıkladech lze použ́ıt metodu, že se rozeb́ıraj́ı možnosti a = 2k resp. a = 2k + 1
apod.)

Př́ıklad 1.5: Necht’ a, b, c, d jsou r̊uzná jednociferná kladná celá č́ısla taková, že 3 děĺı a2 +
b2 + c2 + d2. Dokažte, že potom a2 + b2 neńı dělitelné 3.

Řešeńı: Po děleńı 3 dává druhá mocnina celého č́ısla n zbytek 0 (v př́ıpadě, kdy n je
dělitelné 3) nebo 1 (v př́ıpadě, kdy n neńı dělitelné 3). Protože jsou naše jednociferná č́ısla
r̊uzná, nemohou být všechna čtyři dělitelná 3. Je tedy dělitelné 3 právě jedno z nich. Součet
a2 + b2 tak po děleńı 3 dává zbyek 1 nebo 2.

Př́ıklad 1.6: V následuj́ıćıch př́ıkladech zapǐste množinu M bod̊u v rovině, a pak určete
výčtem prvk̊u množinu všech dvojic celých č́ısel x a y takových, že [x, y] ∈M .

1. M je obdélńık, jehož tři vrcholy jsou [−2,−2], [−2, 0] a [1,−2].

2. M je trojúhelńık ABC, kde A = [3, 2], B = [1,−2] a C = [−1, 1].

3. M je množina bod̊u [x, y] v kruhu se středem (8, 3) a poloměrem 4, pro které nav́ıc plat́ı
x ≤ y.

4. M je pr̊unik trojúhelńıku, jehož vrcholy jsou počátek [0, 0] a body [0, 4] a [4, 0], s množinou
všech bod̊u [x, y], pro které plat́ı (x− y − 2)2 = 9.

5. M je tvořena body (x, y) rovnoběžńıku, jehož tři vrcholy jsou [0, 0], [−6, 0] a [4, 3], které
zároveň lež́ı pod př́ımkou y = x + 1.



Pozn.: Body obdélńıku, trojúhelńıku atd. mı́ńıme body, které jsou bud’
”

uvnitř“ nebo
”

na hra-
nici“ tohoto útvaru. Rozmyslete si, jak by se řešeńı lǐsilo v př́ıpadě, kdybychom uvažovali pouze

”
vnitřńı“ body.

Řešeńı: 1) M = {[x, y] | x, y ∈ R,−2 ≤ x ≤ 1,−2 ≤ y ≤ 0},M∩Z×Z = {[−2,−2], [−2,−1],
[−2, 0], [−1,−2], [−1,−1], [−1, 0], [0,−2], [0,−1], [0, 0], [1,−2], [1,−1], [1, 0]}. Vnitřńı body: M ′ =
{[x, y] | x, y ∈ R,−2 < x < 1,−2 < y < 0},M ′ ∩ Z× Z = {[−1,−1], [0,−1]}. 2) M = {[x, y] |
x, y ∈ R, 3x+2y ≥ −1, 2x−y ≤ 4, x−4y ≥ −5},M∩Z×Z = {[−1, 1], [0, 0], [0, 1], [1,−2], [1,−1],
[1, 0], [1, 1], [2, 0], [2, 1], [3, 2]}. Vnitřńı body: M ′ = {[x, y] | x, y ∈ R, 3x + 2y > −1, 2x − y <
4, x − 4y > −5},M ′ ∩ Z × Z = {[0, 0], [0, 1], [1,−1], [1, 0], [1, 1], [2, 1]}. 3) M = {[x, y] | x, y ∈
R, (x−8)2+(y−3)2 ≤ 16, x ≤ y}, M∩Z×Z = {[5, 5], [6, 6]}. Vnitřńı body: M ′ = {[x, y] | x, y ∈
R, (x−8)2 +(y−3)2 < 16, x ≤ y}, M ′∩Z×Z = {[5, 5], [6, 6]}. 4) M = {[x, x+1] | 0 ≤ x ≤ 3

2
},

M ∩Z×Z = {[0, 1], [1, 2]}. Vnitřńı body: M ′ = {[x, x+ 1] | 0 < x < 3
2
}, M ′ ∩Z×Z = {[1, 2]}.

5) M = {[x, y] | x, y ∈ R, 3x ≤ 4y, y−x < 1, 0 ≤ y ≤ 3},M ∩Z×Z = {[0, 0], [1, 1], [2, 2], [3, 3]}.
Vnitřńı body: M = {[x, y] | x, y ∈ R, 3x < 4y, y−x < 1, 0 < y < 3},M ∩Z×Z = {[1, 1], [2, 2]}.

Př́ıklad 1.7: Necht’ M je množina bod̊u v rovině, které jsou uvnitř (tj. nikoli na stranách)
čtverce se středem v bodě [4, 3], stranou délky 2, jehož úhlopř́ıčky jsou rovnoběžné s osami x a y.
Napǐste množinu M formálně (tj. body roviny o souřadnićıch, které splňuj́ı vhodné nerovnosti).
Určete dále všechny body s celoč́ıselnými souřadnicemi, které množina M obsahuje.

Řešeńı: Délka uhlopř́ıčky je 2
√

2, proto jsou vrcholy čtverce v bodech [4 −
√

2, 3], [4, 3 +√
2], [4+

√
2, 3], [4, 3−

√
2]. Směrové vektory stran jsou (1, 1) a (1,−1) a jsou na sebe kolmé, proto

maj́ı př́ımky procházej́ıćı stranou rovnici bud’ x − y = d (pro dvojici stran se směrnićı (1, 1)),
nebo x + y = d (pro dvojici stran se směrnićı (1,−1)), kde vhodné d se dopoč́ıtá dosazeńım
vrchol̊u. Dvojice nerovnost́ı x− y > 1−

√
2, x− y < 1 +

√
2 (ostré nerovnosti zde jsou, protože

nás zaj́ımá vnitřek čtverce bez stran) lze vyjádřit ekvivalentně podmı́nkou |x − y − 1| <
√

2.
Podobně dostaneme pro druhou dvojici stran, resp. př́ımek, podmı́nku |x + y − 7| <

√
2. Proto

M = {[x, y]; |x−y−1| <
√

2, |x+y−7| <
√

2}. Dále M∩Z×Z = {[4, 3], [3, 3], [5, 3], [4, 2], [4, 4]}


